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Hyperlogarithme
529 Hiog® (Uj(x, y)) =0




Il y a bien longtemps...

e Tablette babylonienne MLC 02078 (entre -1900 et -1600 av JC)
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e Antiquité grecque ([Archiméde] L’Arénaire (-250 av JC) ) :

b™ x b" = bt
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Table de logarithmes

[Neper 1614] Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio
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Table de logarithmes

[Biirgi 1620] Aritmetische und Geometrische Progress Tabulen...
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Table de logarithmes... encore et toujours!

[Bouvart-Ratinet 1901-1980] Nouvelles tables de logarithmes
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Le logarithme vu comme fonction

e [De S'-Vincent 1647] Opus geometricum (Propositio CIX)

L'aire sous I'hyperbole A(x) = 1"% vérifie la méme loi que le log :

A(xy) = A(x) + A(y)
(Roberval 1643, De S*-Vincent ~1630, Kepler 1624 ?7)

[De Sarasa 1649] Solutio problematis a M. Mersenno

x dt

L'aire sous I'hyperbole est le log :  A(x) = [{" & = Logx

It —
e [Mercator 1668] Logarithmotechnia : —Log(1 — x) = 315 "Tk
e [Gardiner 1742] Tables of logarithms Log(x) + Log(y) — Log (xy) = 0

e [Euler 1749] De la controverse entre Mrs Leibnitz & Bernoulli sur
les logarithmes : My(Logz) = Log z + 2im



Le logarithme

z
e Formule intégrale : Log(z) = fl o (zeC)
e Développement en série : Lii(z) = >0, sz lz| <1

Li;(z) = —Log(1 — 2)
e Monodromie : M@ (Log) = Log+ 2im

o Identité fonctionnelle :
Log(x )+ Log(y)— Log(xy)=0

Indoles logarithmorum hac aequatione fundamentali continetur [Pfaff 1788]



Le dilogarithme Li,

o Lix(z) = Y% & (lz<1)

du

e Formule Intégrale : Lio(z) = Loi(2) = —szog(l —u) %5

e Monodromie : M@ (Lip) = Lip —2imLog



Le dilogarithme Li,

o Lix(z) = Y% & (lz<1)
e Formule Intégrale : Lio(z) = Loi(2) = —szog(l — u) -2
e Monodromie : M@ (Lip) = Lip —2imLog
e ldentité fonctionnelle d’Abel (Ab) [ Spence 1809]
x 1—y x(1—y) )
R(x)—R(y) - R({— ) —R R =0
() -R) -R( ) (1—)()Jr (y(l—x)

2

R(z) = Lix(2) + % Log(z)Log(1l — z) — 5 = %(Lm(z) — Llo(z)>



Le n-ieme polylogarithme Li, pour n > 1

. 0o k
o Lin(z) = X & ( z|<1 )
e Formule intégrale : Li,(z) = szi,,_l(u)d—lj’
Li,'(z) = Lip_1(2)/z

(Log)"!
(n—1)!

e Monodromie : M@ (Lin) = Li,—2ir



Le n-ieme polylogarithme Li, pour n > 1

o Lin(z) = 21 & (lz<1)

z
e Formule intégrale : Li,(z) = f Li,,_l(u)d—lj’

Li,'(z) = Lip_1(2)/z

e Monodromie : M@ (Lin) = Lip—2im ((bo—g%;;l

¢ ldentités fonctionnelles en plusieurs variables ( 37 ) :

> ¢iLin(U;) =Elem_,
i€l

(/ fini, ¢, € Z, U,'EQ(XL-“,XN)>



Le n-ieme polylogarithme Li, pour n > 1

o Lin(z) = 21 & (lz<1)

z
e Formule intégrale : Li,(z) = f Li,,_l(u)d—lj’

Li,'(z) = Lip_1(2)/z

e Monodromie : M@ (Lin) = Lip—2im ((bo—g%;;l

¢ ldentités fonctionnelles en plusieurs variables ( 37 ) :

Zc,-Li,,(U,-) =Elem_., <= Zciﬁn(Ui) =0
icl iel

(/ fini, ¢, € Z, U,'EQ(Xl,---,XN))



Exemple : le trilogarithme Liz(z) = 3%, z¥/k3

e Identité de Spence-Kummer (1809-1840) :

:;) + 2Li3<§8:i;)— Liz(xy)

+2Li3<_ ((1—3:)))”[( y((ll—{())> L”(;S:i;z)

= 2Li3(1) — Log (y)’Log G*) + T'-og )+ Log )?

2Lis(x) + 2Lis(y) — L|3( )+ 2L|3<i

2£5(x) + 2L5(y) ~ £5( ) + 2::3(1:") + 253(;8 :3)_ L3(xy)

w2 ) e G ) - (2 =0




Exemple : le trilogarithme Liz(z) = 3%, z¥/k3

e Identité de Spence-Kummer (1809-1840) :

X

2Lis(x) + 2Lis(y) — Li3(y) + 2Li3<i:;> + 2Li3<X(1—Y))_ Liz(xy)

y(1—x)
( x(1—y) . (1-y) _(x(1—y)?
2T ) (g ) - B Ga )
, 2
= 2Li3(1) — Log (y)’Log (%) + 3 Log (y) + %Log »?

2L5(x) +2Ls(y) — L3(>) + 21:3(1 _x) + 2c3(x(1 _y))— La(xy)

y 1—-y y(1—x) )
+ 2[:3<_X((11_—).(Y)))+ 2¢3(_y<(11—_yx))>_ E3<;g:§;2) —0

( L3(x) = Lig(x) — Liy(x) Log|x|+3 Lil(x)(Log|x|)2, x € P! >



e Abel 1881 (Spence 1809, Hill 1829, Rogers 1907)

R(x)—R(y)—R(g)—R(}—T{)+R(;§}:{;) -0 (n=2)

e Spence-Kummer : Y2 ¢ £3(U,-(x,y)) =0 (n=23)
e Kummer 1840 : G £,,(U,-(x,y)) =0 (n <5)
e Goncharov 1995 : -2, ¢; £3(Uj(a, b, c)) =0 (n=3)
e Gangl 2003 : Yici E,,(U,-(x, y)) =0 (n<7)

e Charlton, Gangl, Radchenko, Rudenko, Goncharov-Rudenko, ...



e Identités fonctionnelles (IF) des polylogarithmes Li, :

> Géométrie hyperbolique (volumes des polytopes)
> Géométrie des tissus (tissus exceptionnels)
» K-théorie des corps de nombres (conjecture de Zagier)
» Théorie des périodes (valeurs multizetas)
» Physique des particules (‘scattering amplitudes’)
» Physique mathématique ('Y -systems’)
> Algebres amassées (‘cluster period’)
> Symétrie miroir (‘scattering diagrams’)
e Probléemes : — Trouver des IF pour £, ( 3n>87)

— Mieux comprendre les IF polylogarithmiques
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e [Lobachevsky] : Vol (7'207“,723> = D(z) avec z = cr(z9, 21, 20, 23)
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Géom. hyperbolique et identités polylogarithmiques

e Volume d’un tétrahédre idéal T, ,, dans H>

.

2
:
2
s 0 1
4 /

e [Lobachevsky] : Vol (7'207“,723> = D(z) avec z = cr(z9, 21, 20, 23)

D(z) = Im(Lig(z)) + Arg(1 — z)Log|z| (zePl)

d
©20,...,z €I (z0,...,2)* =T, UT,UT,=T;UT;



Géom. hyperbolique et identités polylogarithmiques

e Volume d’un tétrahédre idéal T, ,, dans H>

o

2
:
Zy
3 0 1
< e

e [Lobachevsky] : Vol (7'207,“723> = D(z) avec z = cr(z9, 21, 20, 23)
D(z) = Im(Lig(z)) + Arg(1 — z)Log|z| (zePl)

3, geod
®2zy,...,z4 € OH : <Zo,...,Z4> :EUEUEZEUE

Sto(-1)D(cr(z0, . Fir- . za)) =0



K-théorie et identités polylogarithmiques
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n pair v (Borel)

e F = corps de nombres ~> K,(F) = { n impair 7

o [Zagier] K3(F) <~> By(F) = groupe de Bloch
Z[F\{O,l}]
(1= [3]- [ 1292

By(F) =
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K-théorie et identités polylogarithmiques

n pair v (Borel)

e F = corps de nombres ~> K,(F) = { n impair 7

o [Zagier] K3(F) <~~~ By(F) = groupe de Bloch
Z[F\{O,l}]

(-1 [3]-B2 1 2625 | overvion xy )

(R0 —R -R(5) -R(E2) +R(33) =)

By(F) =




K-théorie et identités polylogarithmiques

n pair v (Borel)

e F = corps de nombres ~> K,(F) = { n impair 7

o [Zagier] K3(F) ¢~ By(F) = groupe de Bloch
Z[ F\{O,l}]
[;8 x) ] XayEF\{O,l} , XFEY >

y
(Reo-R)=R(5) ~R(32) +R(:H24) ~0)

By(F) =

e Régulateurs (de Borel) R5 =L, : K3(F)—R
RE = Ln . Kzn_l(F)—>R ( n>?2 )



K-théorie et identités polylogarithmiques

n pair v (Borel)

e F = corps de nombres ~> K,(F) = { n impair 7

o [Zagier] K3(F) <~> By(F) = groupe de Bloch
Z[F\{O,l}]
< x-[y]-[2]-[ 2]+ [ 222 ] | x,yer\{o,l},x¢y>

y
(Reo-R)=R(5) ~R(32) +R(:H24) ~0)

By(F) =

e Régulateurs (de Borel) R5 =L, : K3(F)—R
R,‘? = L:n : Kzn_l(F)—>R ( n>?2 )

Comprendre — Desc® de Kp,—1(F) par générateurs et relat®

ﬁ
les IF de £, — Applications a la “Conjecture de Zagier”
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‘Scattering amplitudes’ et identités fonctionnelles

o ‘Scattering amplitudes’ | = fAll’ ( important en PPHE )
I=I'+R
I = I/ + ZI'G/ F,‘(X,')

e [dDDS] ‘The 2-loop hexagon Wilson loop in N'=4 SYM’  (2010)

’Rg‘)m = ‘remainder’ : formule de 17 pages !
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‘Scattering amplitudes’ et identités fonctionnelles

o ‘Scattering amplitudes’ | = fAll’ ( important en PPHE )
I=I'+R
I=1+ Yier Fi(xi)

e [dDDS] ‘The 2-loop hexagon Wilson loop in N'=4 SYM’  (2010)

Rg\)/vL = ‘remainder’ : formule de 17 pages!
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‘Scattering amplitudes’ et identités fonctionnelles

o ‘Scattering amplitudes’ | = fAll’ ( important en PPHE )
I-I'+Rr
I=1+5,Fi(x)
e [dDDS] ‘The 2-loop hexagon Wilson loop in N'=4 SYM’  (2010)
Rg\)/vL = ‘remainder’ : formule de 17 pages!
[GSVV] Rgf\)m =3, (L4(x,.+,x,.—) - %Lu(v,-)) -1z Liz(v,-))2 +oe

e Importance de simplifier 3", Fi(x; ) pour F; = polylogarithmes
F; = hyperlogarithmes
F; = polylogs elliptiques

e Justifie I'étude des identités fonctionnelles >, F;(x;) = cst



Olav Arnfinn Laudal - Ragni Plene

The Legacy of
Niels Henrik Abel

The Abed Bicenteneial, Oslo, 2002

ﬂl_l_.

3=
‘§’ Springer

[ Griffiths 2002 ] The legacy of Abel in algebraic geometry
Existe-t-il une suite d’identités fonctionnelles (IFp),>1 tq

— IF1 = identité Log(x) — Log(y) + Log(y/x) =0 du log

— IFy = identité d’'Abel (Ab) du dilogarithme

— IF,, = identité fondamentale pour Li,, YV n>17




e En considérant des hyperlogarithmes AH" de poids w < 6 :

Théoréme [Castravet-Pirio 2022]

Pour w=1,...,6, ona:

(HLog") T AHY (¢i) =0

—— Famille uniforme d'identités hyperlogarithmiques
HLog! <= Log(x) — Log(y) + Log(y/x) =0

(1) (33 o

HLog? <= R(x) - R(y) — R(§

HLog R———g Z,zléloAH (¢I(X7y))_0
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Une vue géométrique de l'identité d’Abel

o (Ab) R(x)—R()-R(3)-R(1Z)+R(5( ) =0
I I I I I
Us U Us U, Us
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I I I I I
Us U Us U, Us
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Une vue géométrique de l'identité d’Abel

(Ab) R(x) —R(y) —R(%)—R(1=) +R<;§}%g) =0

I I I I
U1 U2 U3 U4 U5

Eclatement 3 : X4 = Bl,, __,, (P?) — P?

¢i Les ¢1,...,¢5: X4 — P! sont
les cinq fibrations en coniques
sur la surface de del Pezzo X,

o (Ab) <= > €iR(¢i) =0
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Surfaces avec des familles de courbes “simples”

e [Wren 1669] Generatio corporis cylindroidis hyperbolici ...

AAAA 2

L'hyperboloide a une nappe

2 2 2 .
5+ % — % =1 est 2-reglée

e [Dupin 1802] Applications de géométrie et de méchanique, a la
Marine, aux Ponts et Chaussées, etc. (1822)

Découverte des cyclides
surfaces S C E2 dont les lignes
de courbure sont des cercles

e [Liouville 1847] :  Une cyclide de Dupin s'obtient comme inversion
[Thomson " ] d'un tore T C E3 par rapport & une sphére
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Surfaces avec des familles de “courbes simples”

o [Villarceau 1848]
Un tore T C E3 porte quatre
familles de cercles inclus dedans
(“Cercles de Villarceau”)

e [Mannheim 1860] Par un point générique d’une cyclide S = i(T) c E?
passent au moins quatre cercles inclus dans S
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Les 27 droites d’un surface cubique S C P3!

e S={F=0} CP?avec F € Clx,...,xs] homogene, d°F =3

Théoréeme [Cayley-Salmon 1849]

Une surface cubique S C P? contient exactement 27 droites

DR OQ

e Fait : V droite D C S défini un pinceau de coniques incluses ds §

e Corollaire Une surface cubique est recouverte par 27 familles de
coniques contenues dedans






Surfaces avec des familles de coniques
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e [Mannheim 1860] Une cyclide S C E3 est recouverte par au moins
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Surfaces avec des familles de coniques

e [Cayley-Salmon 1849] [/l y a 27 droites dans une surface cubique

—— Une surface cubique est recouverte par 27
familles de coniques contenues dedans

e [Mannheim 1860] Une cyclide S C E3 est recouverte par au moins
quatre familles de cercles

e [Kummer 1863, Moutard 1864, Darboux 1864, etc]

— Jjusqu'a 10 familles de coniques sur une cyclide !

Une cyclide de [Blum 1960] :
surface lisse de E3 contenant
6 cercles par chaque point
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Des cyclides aux surfaces de del Pezzo

. Engouement pour  Darboux, Moutard, Laguerre (Fr)
I’étude des cyclides ~ Cayley, Clifford, Crofton, Roberts (UK)

Au XIXéme, de
e nvx concepts
en géométrie

— coord. pentasphériques (espaces projectifs)
— imaginaires (sur C)

projection m,(X) d'une surface

. 3 _
e Cyclide dans P° = quartique X = Q1 N @ C P*

e [Del Pezzo 1887] Dét° des surfaces de degré d dans P? pour
d=3,...,9 : une telle surface est |'éclatement

Xr = BIlewPr (]P)z) — ]P)z

du plan projectif en r = 9 — d points en “position générale”
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Surfaces de del Pezzo : Déf° et Propriétés

Déf° : Surface de del Pezzo B ,
dPy de degré d <9 P¢S dPg = By, p, (P?)

Prop : 1. Il y a un nombre fini de droites incluses dans dPy

2. Il y a un nombre fini k., d1,..., 0, dPy — PL
de fibrations en coniques

3. Pour tout i : X; = Spectre(¢;) C P! ar — 1 éléments

=5

Def° : L’ hyperlogarithme complet
antisymétrique de poids r — 2

AHZ2 PL\E; — C



Identité hyperlogarithlique sur dP,

e Soit dPy une surface de del Pezzo de degré d € {1,...,6}

Théoréme [ Castravet-Pirio 2022]

3 (6")7:1 € {£1}" unique au signe pres tel que

(HLog™?) Sy e AHE (i) =0

—> Surfaces de Del Pezzo

— Hyperlogarithmes (aka “Intégrales itérées sur P1")
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Hyperlogarithmes

e Poincaré (1884), Lappo-Danilevski (1928), Chen (1973)

z
25~ L(e) = e = Loz —4)

du
u—aj

e aeC ~ w,;=

03, cC ~ w, =



Hyperlogarithmes

e Poincaré (1884), Lappo-Danilevski (1928), Chen (1973)

_ du _ [, _ _
e acC ~ w,= ~ La(z)—fwa—Log(z a)

u—a

z
® dj, a € C ~ wa,- = uiuai ~ L3132(Z) = ui—ualLQZ(u)
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Hyperlogarithmes

e Poincaré (1884), Lappo-Danilevski (1928), Chen (1973)

z
25~ L(e) = e = Loz —4)

d d
cameC ~ wy=2 o L(2)= [ L,(u)

e aeC ~ w,;=

e Def : Pour ay,...,an € C, I'hyperlogarithme L,...5, est la
fonction multivaluée sur P! définie inductivement par

8182 am(z) fudlfgl L32 -dm U)
Def® : Pour X = { a; }; C C, I'hyperlogarithme complet :

AHF = Asym(L,,....,,) = % >veen (1) Lo,y aym)

¢Ex:E={01}~( :fjjg//((g:f))> Lip=Lor1; Vn>1

AH3 = 3(Lo1 —Lio) =R



(HLogr_z) 7:1 €; AH;:_I2 (gb,) =0

e Une identité HLog" 2 pour chaque del Pezzo dPy = X, (d =9 —r)
[d =6] dPgunique, AH} =Log (Vi)

(HLogl) Log(x) — Log(y) — Log(x/y) =0

[d=5] dPsunique, AH} =3(Loi—Lio) =R (¥i)

(Hlog?) 37 €iR(¢i) =0 (.Ab)



(HLog'?) iy € AHE (i) =0

[d=4] dP, oo? moduli ~> o0? identités HLog®
AH3 (x)+AH (1) + A3 (L) + -

e () i (4) =0




(HLog'?) Py el AHE % (¢i) =0

[d=4] dP, oo? moduli ~> o0? identités HLog®
AH3 (x)+AH (1) + A3 (L) + -

AR (S5 ) + A, (5750 ) =0

[d =3] dP3 = surface cubique dans P> ~~ oco” identités HLog*

YLy AH ($i) =0 . =
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e Diviseur des droites : L =Jpc. D C X,

Fib° en coniques

o X, -p 7 TElole)e L L= (o)
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Diviseur des droites : L =Jp., D C X,

Fib° en coniques

¢,~:X,—>]P’1

T={oleito)eL+L}={of )}
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o L — { Droites D incluses dans X,}

Diviseur des droites : L =Jp., D C X,

Fib° en coniques

¢,~:X,—>]P’1

T={oleito)eL+L}={of )}

0 (32%) = 7% € HO( X, 9, (Log L) ) =Hx,
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Groupe de Weyl de dP, = X, = Bl

o L, = {Droites D cC X,} ~~  Graphe d'incidence Iz,



o L, = {Droites D cC X,} ~~  Graphe d'incidence Iz,

Petersen graph Clebsch graph Schlfli graph




o L, = {Droites D cC X,} ~~  Graphe d'incidence Iz,

Petersen graph Clebsch graph Schiafli graph

e Def°®/Prop® : Aut(lz,) = W, : Groupe de Weyl de type E,

A

1 2 3 4 5
E4=A4o—o—o—0 7
12 3 4 E |
7
Is 1 2 3 4 5 6
E5=D51234 8
Eyoelyeoes



Y AHE 2 (9) =0 <= ¥, A 5(;%%) =0 ds A"?Hy,

Qi—0;




SIAHE(6) =0 <= X AZ(;7) =0 ds ATPHy,

@¢Resy

e Hx, = HO(Q}(,(LOg Lr)) C%  linéaire injective



SIAHE(6) =0 <= X AZ(;7) =0 ds ATPHy,

@¢Resy

e Hx, = HO(Q}(,(LOE; Lr)) C%  linéaire injective

o /\r_ZHX, C L ArF20L



SIAHE(6) =0 <= X AZ(;7) =0 ds ATPHy,

@¢Resy

e Hx, = HO(Q}(,(LOE; Lr)) C%  linéaire injective

o~ AF2Hy 4 AT 2CE — W(E,)-représentation



Y AHE 2 (¢1) =0 <= ¥ AT (52 7)) =0 ds A 2Hy

@¢Resy

e Hx, = HO(Q}(,(LOE; Lr)) C%  linéaire injective

o~ AF2Hy 4 AT 2CE — W(E,)-représentation

e Vudans A\"2CFr, I'élément Y, AT_2(-920)

¢i—0;
— est W(E;)-invariant
— se transforme comme la signature

— est nul!



Y AHE 2 (¢1) =0 <= ¥ AT (52 7)) =0 ds A"?Hy,

@®¢Resy

e Hx, = HO(Q}(,(LOE; Lr)) C%  linéaire injective

o~ AF2Hy 4 AT 2CE — W(E,)-représentation

e Vudans A"72C5r, I'élément > AL 2((;@#)
— est W(E;)-invariant
— se transforme comme la signature

— est nul!

= Onadonc Y, AH{ %(¢;) =0 O



Logarithme
Log(x) + Log(y) — Log (xy) =0

Dilogarithme

RG) - R()-+R( 502 ) =0

Hyperlog de poids 3
Y12 AH} (Ui(x, y)) =0

Hyperlog de poids 4
Y71 AH} (Ui(x, ¥)) =0

dPs = BI3(P?) C P®

dPs = Bly(P?) C P°

dP, = Q1N @ CP*




FIN

Merci de votre attention



Ecd, eeysy

E=D, 7_._1_’
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e Identité de Spence-Kummer (1809-1840) :

2£5(x) +2L5(y) — £3( ) + 2[,3(1 _x> + 2£3<x(1 _y)) — Ls(xy)

y 1—y y(1—x) ,
x(1— 1- x(1—
+2£3(_ ((1—)J(/)))Jr 2[:3<_y((1 —};))>_ £3<y§1—§;2) =’

e La surface cubique de Cayley C C P3 :

By S




Exemple : Li,

o Lig(x) = SRy x*/k* L4(x) = Lia(x) + Elem4(x)
e ldentité fonctionnelle de Kummer 1C(4) (1840) :

Lo e () a2 ) ()

() —6L4(n<) —654(—%) _654(_%)
—3L4(xn) =3L4(¥C) —354(—) —31:4(%)

(

(

— 3L, _ﬁ) _3£4(_y?§ _3£4(_77_C) —3£4(—7ILC)



