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• Tablette babylonienne MLC 02078 (entre -1900 et -1600 av JC)

n2
n

• Antiquité grecque
(
[Archimède] L’Arénaire (-250 av JC)

)
:

bm × bn = bm+n
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Table de logarithmes

• [Neper 1614] Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio

NLog(θ) = −107 ln
(

sin θ
)



Table de logarithmes

• [Bürgi 1620] Aritmetische und Geometrische Progress Tabulen...

y = 10Log1,0001

(
x

108

)



Table de logarithmes... encore et toujours !

• [Bouvart-Ratinet 1901-1980] Nouvelles tables de logarithmes
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• [De St-Vincent 1647] Opus geometricum
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Propositio CIX
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= Logx
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• [Gardiner 1742] Tables of logarithms Log(x) + Log(y) − Log (xy) = 0

• [Euler 1749] De la controverse entre Mrs Leibnitz & Bernoulli sur
les logarithmes : M0

(
Log z

)
= Log z + 2iπ



Le logarithme

• Formule intégrale : Log(z) =
∫ z

1
du
u

(
z ∈ C

)

• Développement en série : Li1(z) =
∑∞

k=1
zk

k

∣∣ z
∣∣ < 1

Li1(z) = −Log(1 − z)

• Monodromie : M	0
(

Log
)

= Log + 2iπ

• Identité fonctionnelle :

Log( x ) + Log( y ) − Log ( xy ) = 0

Indoles logarithmorum hac aequatione fundamentali continetur [Pfaff 1788]
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Le dilogarithme Li2

• Li2(z) =
∑∞

k=1
zk

k2

(
|z |< 1

)

• Formule Intégrale : Li2(z) = L01(z) = −
∫ z

Log(1 − u) du
u−0

• Monodromie : M	1
(

Li2
)

= Li2 − 2iπ Log

• Identité fonctionnelle d’Abel
(
Ab

)
[ Spence 1809 ]

R
(
x) − R

(
y

)
− R

( x

y

)
− R

( 1− y

1− x

)
+ R

(
x(1− y)

y(1− x)

)
= 0

R(z) = Li2(z) + 1
2 Log(z)Log

(
1 − z

)
− π2

6 = 1
2

(
L01(z) − L10(z)

)



Le n-ième polylogarithme Lin pour n ≥ 1

• Lin(z) =
∑∞

k=1
zk

kn

(
|z |< 1

)

• Formule intégrale : Lin(z) =
∫ z

Lin−1(u)du
u

Lin
′(z) = Lin−1(z)/z

• Monodromie : M	1
(

Lin
)

= Lin − 2iπ (Log)n−1

(n−1)!



Le n-ième polylogarithme Lin pour n ≥ 1

• Lin(z) =
∑∞

k=1
zk

kn

(
|z |< 1

)

• Formule intégrale : Lin(z) =
∫ z

Lin−1(u)du
u

Lin
′(z) = Lin−1(z)/z

• Monodromie : M	1
(

Lin
)

= Lin − 2iπ (Log)n−1

(n−1)!

• Identités fonctionnelles en plusieurs variables ( ∃ ? ) :
∑

i∈I

ci Lin
(
Ui

)
= Elem<n ⇐⇒

∑

i∈I

ci Ln

(
Ui

)
= 0

(
I fini , ci ∈ Z , Ui ∈ Q(x1, . . . , xN)

)



Le n-ième polylogarithme Lin pour n ≥ 1

• Lin(z) =
∑∞

k=1
zk

kn

(
|z |< 1

)

• Formule intégrale : Lin(z) =
∫ z

Lin−1(u)du
u

Lin
′(z) = Lin−1(z)/z

• Monodromie : M	1
(

Lin
)

= Lin − 2iπ (Log)n−1

(n−1)!

• Identités fonctionnelles en plusieurs variables ( ∃ ? ) :
∑

i∈I

ci Lin
(
Ui

)
= Elem<n ⇐⇒

∑

i∈I

ci Ln

(
Ui

)
= 0

(
I fini , ci ∈ Z , Ui ∈ Q(x1, . . . , xN)

)



Exemple : le trilogarithme Li3(z) =
∑∞

k=1 z
k/k

3

• Identité de Spence-Kummer (1809-1840) :

2 Li3
(

x
)

+ 2 Li3
(

y
)

− Li3
( x

y

)
+ 2 Li3

( 1− x

1− y

)
+ 2 Li3

(
x(1− y)

y(1− x)

)
− Li3

(
xy

)

(SK) + 2 Li3

(
−

x(1− y)

(1− x)

)
+ 2 Li3

(
−

(1− y)

y(1 − x)

)
− Li3

(
x(1− y)2

y(1− x)2

)

= 2 Li3(1)− Log (y)2Log
(

1− y

1− x

)
+

π2

3
Log (y) +

1

3
Log (y)3

2L3
(

x
)

+ 2L3
(

y
)

− L3

( x

y

)
+ 2L3

( 1− x

1− y

)
+ 2L3

(
x(1− y)

y(1− x)

)
− L3

(
xy

)

SK + 2L3

(
−

x(1− y)

(1− x)

)
+ 2L3

(
−

(1− y)

y(1 − x)

)
− L3

(
x(1− y)2

y(1− x)2

)
= 0
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(
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3 Li1(x)
(
Log|x|

)2
, x ∈ P1

)



• Abel 1881 (Spence 1809, Hill 1829, Rogers 1907)

R
(
x) − R

(
y

)
− R

(
x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0 (n = 2)

• Spence-Kummer :
∑9

i=1 ci L3

(
Ui (x, y)

)
= 0

(
n = 3)

• Kummer 1840 :
∑

i ci Ln

(
Ui (x, y)

)
= 0 (n ≤ 5)

• . . .

• Goncharov 1995 :
∑22

i=1 ci L3

(
Ui (a, b, c)

)
= 0 (n = 3)

• Gangl 2003 :
∑

i ci Ln

(
Ui

(
x, y

))
= 0

(
n ≤ 7

)

• Charlton, Gangl, Radchenko, Rudenko, Goncharov-Rudenko, ...



• Identités fonctionnelles (IF) des polylogarithmes Lin :

◮ Géométrie hyperbolique
(
volumes des polytopes)

◮ Géométrie des tissus (tissus exceptionnels)

◮ K-théorie des corps de nombres (conjecture de Zagier)

◮ Théorie des périodes (valeurs multizetas)

◮ Physique des particules (‘scattering amplitudes’)

◮ Physique mathématique (‘Y -systems’)

◮ Algèbres amassées (‘cluster period’)

◮ Symétrie miroir (‘scattering diagrams’)

• Problèmes : − Trouver des IF pour Ln

(
∃ n ≥ 8 ?

)

− Mieux comprendre les IF polylogarithmiques
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• Volume d’un tétrahèdre idéal Tz0,...,z3 dans H3

• [Lobachevsky] : Vol
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Tz0,...,z3
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= D(z) avec z = cr

(
z0, z1, z2, z3)

D(z) = Im
(
Li2(z)
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〈
z0, . . . , z4
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= Tẑ0
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i=0(−1)i D

(
cr

(
z0, . . . , ẑi , . . . , z4

))
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• F = corps de nombres Kn(F ) =

{
n pair X (Borel)
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• [Zagier] K3(F )
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〈
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• Régulateurs (de Borel) RB
2 = L2 : K3(F )−→R

( pour n ≥ 2 ) RB
n = Ln : K2n−1(F )−→R ( n ≥ 2 )

•
Comprendre
les IF de Ln

→
− Desc◦ de K2n−1(F ) par générateurs et relat◦

− Applications à la “Conjecture de Zagier”
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(
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• [dDDS] ‘The 2-loop hexagon Wilson loop in N = 4 SYM’ (2010)

R
(2)
6,WL = ‘remainder’ : formule de 17 pages !

• [GSVV] R
(2)
6,WL =

∑3
i=1

(
L4

(
x+

i , x−
i

)
− 1

2Li4(vi

))
− 1

8

(∑3
i=1 Li2(vi

))2
+ · · ·

• Importance de simplifier
∑

i∈I Fi

(
xi

)
pour Fi = polylogarithmes

Fi = hyperlogarithmes
Fi = polylogs elliptiques

• Justifie l’étude des identités fonctionnelles
∑

j∈J Fj

(
xj

)
= cst
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2Li4(vi

))
− 1

8

(∑3
i=1 Li2(vi

))2
+ · · ·

• Importance de simplifier
∑

i∈I Fi

(
xi

)
pour Fi = polylogarithmes

Fi = hyperlogarithmes
Fi = polylogs elliptiques

• Justifie l’étude des identités fonctionnelles
∑

j∈J Fj

(
xj

)
= cst



[ Griffiths 2002 ] The legacy of Abel in algebraic geometry

Existe-t-il une suite d’identités fonctionnelles (IFn)n≥1 tq

− IF1 = identité Log(x) − Log(y) + Log(y/x) = 0 du log

− IF2 = identité d’Abel (Ab) du dilogarithme

− IFn = identité fondamentale pour Lin , ∀ n ≥ 1 ?



• En considérant des hyperlogarithmes AHw de poids w ≤ 6 :

Théorème [Castravet-Pirio 2022]

Pour w = 1, . . . , 6, on a :

(
HLogw

) ∑κ
i=1 AHw

Σi

(
φi

)
= 0

−→ Famille uniforme d’identités hyperlogarithmiques

HLog1 ⇐⇒ Log(x) − Log(y) + Log(y/x) = 0

HLog2 ⇐⇒ R(x) − R(y) − R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

...

...

HLog6 ⇐⇒
∑2160

i=1 AH6
Σi

(φi(x, y)) = 0
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• Éclatement β : X4 = Blp1,...,p4

(
P2

)
−→ P2

Les φ1, . . . , φ5 : X4 −→ P1 sont
les cinq fibrations en coniques
sur la surface de del Pezzo X4

•
(
Ab

)
⇐⇒

(
∃

(
ǫi

)5
i=1 ∈ { ±1 }5

∃ ! au signe près
tq

) ∑5
i=1 ǫi R

(
φi

)
= 0
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• [Wren 1669] Generatio corporis cylindroidis hyperbolici ...

•
L’hyperboloïde à une nappe
x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 1 est 2-reglée

• [Dupin 1802] Applications de géométrie et de méchanique, à la

Marine, aux Ponts et Chaussées, etc. (1822)

•
Découverte des cyclides :
surfaces S ⊂ E3 dont les lignes

de courbure sont des cercles

• [Liouville 1847] : Une cyclide de Dupin s’obtient comme inversion

• [Thomson " ] d’un tore T ⊂ E3 par rapport à une sphère
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Surfaces avec des familles de “courbes simples”

• [Villarceau 1848]
•

Un tore T ⊂ E3 porte quatre

familles de cercles inclus dedans(
“Cercles de Villarceau”

)

• [Mannheim 1860] Par un point générique d’une cyclide S = i
(
T

)
⊂ E3

passent au moins quatre cercles inclus dans S



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !

• S =
{

F = 0
}

⊂ P3 avec F ∈ C[x0, . . . , x3] homogène, doF = 3



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !

• S =
{

F = 0
}

⊂ P3 avec F ∈ C[x0, . . . , x3] homogène, doF = 3

Théorème [Cayley-Salmon 1849]

Une surface cubique S ⊂ P3 contient exactement 27 droites



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !

• S =
{

F = 0
}

⊂ P3 avec F ∈ C[x0, . . . , x3] homogène, doF = 3

Théorème [Cayley-Salmon 1849]

Une surface cubique S ⊂ P3 contient exactement 27 droites

S



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !

• S =
{

F = 0
}

⊂ P3 avec F ∈ C[x0, . . . , x3] homogène, doF = 3

Théorème [Cayley-Salmon 1849]

Une surface cubique S ⊂ P3 contient exactement 27 droites

S



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !

• S =
{

F = 0
}

⊂ P3 avec F ∈ C[x0, . . . , x3] homogène, doF = 3

Théorème [Cayley-Salmon 1849]

Une surface cubique S ⊂ P3 contient exactement 27 droites

S

D



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !

• S =
{

F = 0
}

⊂ P3 avec F ∈ C[x0, . . . , x3] homogène, doF = 3

Théorème [Cayley-Salmon 1849]

Une surface cubique S ⊂ P3 contient exactement 27 droites

S

D



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !

• S =
{

F = 0
}

⊂ P3 avec F ∈ C[x0, . . . , x3] homogène, doF = 3

Théorème [Cayley-Salmon 1849]

Une surface cubique S ⊂ P3 contient exactement 27 droites

S

D

• Fait : ∀ droite D ⊂ S défini un pinceau de coniques incluses ds S



Les 27 droites d’un surface cubique S ⊂ P3 !

• S =
{

F = 0
}

⊂ P3 avec F ∈ C[x0, . . . , x3] homogène, doF = 3

Théorème [Cayley-Salmon 1849]

Une surface cubique S ⊂ P3 contient exactement 27 droites

S

D

• Fait : ∀ droite D ⊂ S défini un pinceau de coniques incluses ds S

• Corollaire Une surface cubique est recouverte par 27 familles de

coniques contenues dedans
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Surfaces avec des familles de coniques

• [Cayley-Salmon 1849] Il y a 27 droites dans une surface cubique

−→ Une surface cubique est recouverte par 27

familles de coniques contenues dedans

• [Mannheim 1860] Une cyclide S ⊂ E3 est recouverte par au moins

quatre familles de cercles

• [Kummer 1863, Moutard 1864, Darboux 1864, etc]

−→ jusqu’à 10 familles de coniques sur une cyclide !

Une cyclide de [Blum 1960] :

surface lisse de E3 contenant

6 cercles par chaque point
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Des cyclides aux surfaces de del Pezzo

•
Engouement pour
l’étude des cyclides

:
Darboux, Moutard, Laguerre (Fr)
Cayley, Clifford, Crofton, Roberts (UK)

•
Au XIXème, de
nvx concepts
en géométrie

:
− coord. pentasphériques (espaces projectifs)
− imaginaires (sur C)

• Cyclide dans P3 =
projection πp(Σ) d’une surface
quartique Σ = Q1 ∩ Q2 ⊂ P4

• [Del Pezzo 1887] Déto des surfaces de degré d dans Pd pour
d = 3, . . . , 9 : une telle surface est l’éclatement

X r = Blp1,...,pr

(
P2)

−→ P2

du plan projectif en r = 9 − d points en “position générale”
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Surfaces de del Pezzo : Déf◦ et Propriétés

Déf◦ : Surface de del Pezzo
dPd de degré d ≤ 9

: Pd ⊃ dPd = Blp1,...,pr

(
P2

)

Prop : 1. Il y a un nombre fini de droites incluses dans dPd

2. Il y a un nombre fini κr φ1, . . . , φκ : dPd −→ P1

de fibrations en coniques

3. Pour tout i : Σi = Spectre(φi ) ⊂ P1 a r − 1 éléments

dPd

Def◦ : L’ hyperlogarithme complet
antisymétrique de poids r − 2

: AHr−2
Σi

: P1 \ Σĩ −→ C



Identité hyperlogarithlique sur dPd

• Soit dPd une surface de del Pezzo de degré d ∈ {1, . . . , 6}

Théorème [ Castravet-Pirio 2022]

∃∃
(
ǫi

)κ

i=1
∈ { ±1 }κ unique au signe près tel que

(
HLogr−2

) ∑κ
i=1 ǫi AHr−2

Σi

(
φi

)
= 0

−→ Surfaces de Del Pezzo

−→ Hyperlogarithmes (aka “Intégrales itérées sur P1”)
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du
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i=1 ⊂ C, l’hyperlogarithme complet :
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(
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m!

∑
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(−1)νLaν(1)···aν(m)

• Ex : Σ = { 0, 1 }  
〈

ω0 = du/(u − 0)
ω1 = du/(u − 1)

〉
Lin = L0n−11 ∀ n ≥ 1

AH2
Σ = 1

2

(
L01 − L10

)
= R



(
HLogr−2

) ∑κ
i=1 ǫi AHr−2

Σi

(
φi

)
= 0

• Une identité HLogr−2 pour chaque del Pezzo dPd = X r

(
d = 9 − r

)

[ d = 6 ] dP6 unique, AH1
Σi

= Log (∀ i)
(
HLog1

)
Log

(
x

)
− Log

(
y

)
− Log

(
x/y

)
= 0

[ d = 5 ] dP5 unique, AH2
Σi

= 1
2

(
L01 − L10

)
= R (∀ i)

(
HLog2

) ∑5
i=1 ǫi R

(
φi

)
= 0

(
Ab

)



(
HLogr−2

) ∑κ
i=1 ǫi AHr−2

Σi

(
φi

)
= 0

[ d = 4 ] dP4 ∞
2 moduli  ∞2 identités HLog3

AH3
1

(
x

)
+AH3

2

(
1
y

)
+ AH3

3

(
y
x

)
+ · · ·

· · ·+AH3
9

(
y(x−b)
x(y−a)

)
+ AH3

10

(
a (b−x)
by−ax

)
= 0
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Σi

(
φi
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(
x
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(
1
y

)
+ AH3

3

(
y
x

)
+ · · ·

· · ·+AH3
9

(
y(x−b)
x(y−a)

)
+ AH3

10

(
a (b−x)
by−ax

)
= 0

[ d = 3 ] dP3 = surface cubique dans P3  ∞4 identités HLog4

∑27
i=1 AH4

i

(
φi

)
= 0
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=
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}r−1

k=1

• φ∗
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(
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)
= dφi
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Log L
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= HX r

• Symb

(
AHr−2

Σi

(
φi

))
= φ∗

i Symb

(
AHr−2

Σi

)
= ∧r−2

k=1

( dφi
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i

)
∈ ∧r−2HX r

•
∑

i AHr−2
Σi

(
φi

)
= 0 ⇐⇒

∑
i ∧r−2

k=1

( dφi

φi −σk
i

)
= 0 ds ∧r−2HX r
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Groupe de Weyl de dPd = Xr = Blp1,...,pr
(P2)

• Lr =
{

Droites D ⊂ X r

}
 Graphe d’incidence ΓLr

• Def◦/Prop◦ : Aut
(
ΓLr

)
= Wr : Groupe de Weyl de type Er

1 2 3 4

1 2 3 4

5

1 2 3 4 5

E
6

1 2 3 4

7

E7

1 2 3 4

8

E8

5

5

6

6

6 7

E = D5 5

E = A4 4
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•
∑

i AHr−2
Σi

(
φi

)
= 0 ⇐⇒

∑
i ∧r−2

k=1

( dφi

φi −σk
i

)
= 0 ds ∧r−2HXr

• HXr
= H0

(
Ω1

Xr

(
Log Lr

))
⊕ℓResℓ

// CLr linéaire injective

• ∧r−2HXr

�

�

// ∧r−2 CLr ←− W (Er )-représentation

• Vu dans ∧r−2 CLr , l’élément
∑

i ∧r−2
k=1

( dφi

φi −σk
i

)

− est W (Er )-invariant

− se transforme comme la signature

− est nul !

=⇒ On a donc
∑

i AHr−2
Σi

(
φi

)
= 0 �



Logarithme
Log(x ) + Log(y) − Log (xy) = 0

dP6 = Bl3(P2) ⊂ P6 A1×

Dilogarithme
R(x) − R(y) · · · + R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

dP5 = Bl4(P2) ⊂ P5 A4

Hyperlog de poids 3
∑10

i=1 AH3
i

(
Ui (x, y)

)
= 0

dP4 = Q1 ∩ Q2 ⊂ P4 D5

Hyperlog de poids 4
∑27

i=1 AH4
i

(
Ui (x, y)

)
= 0

dP3 = E6
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• Identité de Spence-Kummer (1809-1840) :

2L3

(
x

)
+ 2L3

(
y

)
− L3

( x

y

)
+ 2L3

( 1− x

1− y

)
+ 2L3

(
x(1− y)

y(1− x)

)
− L3

(
xy

)

SK + 2L3

(
−

x(1− y)

(1− x)

)
+ 2L3

(
−

(1− y)

y(1 − x)

)
− L3

(
x(1− y)2

y(1− x)2

)
= 0

• La surface cubique de Cayley C ⊂ P3 :



Exemple : Li4

• Li4(x) =
∑∞

k=1 xk/k4 L4(x) = Li4(x) + Elem<4(x)

• Identité fonctionnelle de Kummer K(4) (1840) :

L4

(
−

x2yη

ζ

)
+L4

(
−

y2xζ

η

)
+L4

( x2y

η2ζ

)
+L4

( y2x

ζ2η

)

− 6L4

(
xy

)
− 6L4

( xy

ηζ

)
− 6L4

(
−

xy

η

)
− 6L4

(
−

xy

ζ

)

(K4) − 3L4

(
xη

)
− 3L4

(
yζ

)
− 3L4

( x

η

)
− 3L4

( y

ζ

)

− 3L4

(
−

xη

ζ

)
− 3L4

(
−

yζ

η

)
− 3L4

(
−

x

ηζ

)
− 3L4

(
−

y

ηζ

)

+ 6L4
(

x
)

+ 6L4(y) + 6L4

(
−

x

ζ

)
+ 6L4

(
−

y

η

)
= 0

(
ζ = 1 − x , η = 1 − y

)


