
Fonctions hypergéométriques et surfaces plates

Luc PIRIO
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• Équation hypergéométrique : sur P1 \ {0, 1,∞}

(
Ea,b,c

)
: F′′ +

c − (1 + a + b)x

x(1 − x)
· F′ −

ab

x(1− x)
· F = 0



• (a)n = a(a + 1) · · ·
(
a+ (n − 1)

) (
a ∈ C, n ∈ N

)

• Série hypergéométrique :
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Corollaire : • Sa,b,c : P
1 \ {0, 1,∞}̃ −→ H ⊂ P

1

• Γa,b,c = Monod(Sa,b,c) < PSL2(R) = Aut(H)

•

[
θ0 =

π
p
, θ1 =

π
q
, θ∞ = π

r

avec 1
p
+ 1

q
+ 1

r
< 1

]
=⇒ Γa,b,c réseau de PSL2(R)
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(
Eα

) ∂2F

∂ui∂uj
=

1

ui − uj

(
αi

∂F

∂uj
− αj

∂F

∂ui

)
, 1 ≤ i , j ≤ n



• Action de PGL2(C)  normalisation

{
un+1 = 0
un+2 = 1
un+3 = ∞



• Action de PGL2(C)  normalisation

{
un+1 = 0
un+2 = 1
un+3 = ∞

• Fγ : M0,n+3̃ −→ C : fonction multivaluée sur M0,n+3



• Action de PGL2(C)  normalisation

{
un+1 = 0
un+2 = 1
un+3 = ∞

• Fγ : M0,n+3̃ −→ C : fonction multivaluée sur M0,n+3

• Application de Schwarz :

Sα =
[
Fγ0

: · · · : Fγn

]
: M0,n+3̃ −→ P

n



• Action de PGL2(C)  normalisation

{
un+1 = 0
un+2 = 1
un+3 = ∞

• Fγ : M0,n+3̃ −→ C : fonction multivaluée sur M0,n+3

• Application de Schwarz :

Sα =
[
Fγ0

: · · · : Fγn

]
: M0,n+3̃ −→ P

n

Théorème : • Sα : M0,n+3̃ −→ B
n = H

n
C
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• Γα = Monod(Sα) < Aut
(
H

n
C

)
= PU(1, n)

• α vérifie (ΣINT) =⇒ Γα réseau de PU(1, n)

• construction de Γα réseaux (N)AR de PU(1, n)
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Théorème : [Deligne-Mostow, Thurston]

• α vérifie (ΣINT) =⇒ Γα = Monod(Sα) réseau de PU(1, n)
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•
(
S ,m

)
≃pk Cθk pour un certain angle conique θk > 0

⇐⇒ • m = |zαkdz |2 pour un certain exposant αk > −1



Surfaces plates

• S =
surface de
genre g

S∗ = S \ {p1, . . . , pn}
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• S =
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genre g

S∗ = S \ {p1, . . . , pn}

• Cθ = cône euclidien d’angle θ = (θ > 0)

Déf : une métrique plate m sur S∗ a une singularité conique en pk si

•
(
S ,m

)
≃pk Cθk pour un certain angle conique θk > 0

⇐⇒ • m = |zαkdz |2 pour un certain exposant αk > −1

• θk = 2π(1 + αk)  courbure κ(pk) = 2π − θk

Gauß-Bonnet : les pk sont tous coniques =⇒
∑n

k=1 αk = 2g − 2
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Hypergéométrie (dim = 1)

Cas classique (g = 0) Cas elliptique (g = 1)

M0,4 ≃ P
1 \ {0, 1,∞} Y1(N) = H/Γ1(N) (∀ N ≥ 2)

x  P
1 \ {0, 1, x ,∞} τ  Eτ \

{
0, 1

N

}

ωα
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∏4
k=1(t − uk)

αkdt ωα1
τ = θ(u,τ)α1

θ
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u− 1

N
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∫
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x(1−x) F′ − ab
x(1−x) F = 0

(
E
α1
N

)
:

••

Φ +Pα1
N
(τ)

•

Φ +Qα1
N
(τ)Φ = 0

Sα : M0,4̃ −→ H Sα1
N

: Y1(N )̃ = H −→ H

pour certains α = (α1, . . . , α4)

Γα < PSL2(R) est un réseau

pour certaines paires (α1,N)

Γα1
N < PSL2(R) est un réseau
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