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Le logarithme

• Li1(z) = −Log(1 − z)
(

z ∈ C
)

• Formule intégrale : Log(z) =
∫ z

du
u−0

Li1(z) = −
∫ z

du
u−1

• Développement en série : Li1(z) =
∑∞

k=1
zk

k

• Monodromie : M0
(

Log
)

= Log + 2iπ

• Indentité fonctionnelle : Log( x ) − Log( y ) − Log
(

x
y

)
= 0

Indoles logarithmorum hac aequatione fundamentali continetur [Pfaff 1788]

[ La nature des logarithmes est contenue dans cette éq◦ fondamentale ]



Le dilogarithme Li2

• Li2(z) =
∑∞

k=1
zk

k2

(
|z |< 1

)

• Formule Intégrale : Li2(z) = L01(z) = −
∫ z

log(1 − u) du
u−0

L10(z) =
∫ z

log(u − 0) du
1−u

• Monodromie : M1
(

Li2
)

= Li2 − 2iπ Log

• Identité fonctionnelle d’Abel
(
Ab

) (
0 < x < y < 1

)

Li2
(
x
)

− Li2
(
y
)

− Li2
( x

y

)
− Li2

( 1− y

1− x

)
+ Li2

(
x(1− y)

y(1− x)

)
=

Log(y) Log

(
1 − y

1 − x

)
−

π2

6
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• Identité fonctionnelle d’Abel
(
Ab

) (
0 < x < y < 1

)

R
(
x) − R

(
y
)

− R
( x

y

)
− R

( 1− y

1− x

)
+ R

(
x(1− y)

y(1− x)

)
= 0 .

R(x) =
1

2

(
L01(x) − L10(x)

)
= Li2(x) +

1

2
Log(x)Log

(
1 − x

)
−

π2

6



Le n-ième polylogarithme Lin pour n ≥ 1

• Lin(z) =
∑∞

k=1
zk

kn

(
|z |< 1

)

• Formule intégrale : Lin(z) =
∫ z

Lin−1(u)du
u

Lin
′(z) = Lin−1(z)/z

• Monodromie : M1
(

Lin
)

= Lin − 2iπ (Log)n−1

(n−1)!

• Identités fonctionnelles en une variable :

Lin
(
z r
)

= rn−1
∑

ωr =1

Lin(ω z)
(

|z |< 1
)

Lin(z) + (−1)nLin
(
z−1

)
= −

(2iπ)n

n!
Bn

(
Log z

2iπ

) (
z ∈ C \ [0, +∞[

)



Le n-ième polylogarithme Lin pour n ≥ 1

• Lin(z) =
∑∞

k=1
zk

kn

(
|z |< 1

)

• Formule intégrale : Lin(z) =
∫ z

Lin−1(u)du
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• Monodromie : M1
(
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)

= Lin − 2iπ (Log)n−1

(n−1)!

• Identités fonctionnelles en plusieurs variables ( ∃ ? ) :

∑

i∈I

ci Lin
(
Ui

)
= Elem<n ⇐⇒

∑

i∈I

ci Ln

(
Ui

)
= 0

(
I fini , ci ∈ Z , Ui ∈ Q(x1, . . . , xN)

)
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Exemple : Li3

• Li3(z) =
∑∞

k=1 zk/k3 =
∫ z Li2(u)du

u

• Identité de Spence-Kummer SK (1809-1840) :

2 Li3
(

x
)

+ 2 Li3
(

y
)

− Li3
( x

y

)
+ 2 Li3

( 1 − x

1 − y

)
+ 2 Li3

( x(1 − y)

y(1 − x)

)
− Li3

(
xy
)

(SK) + 2 Li3
(

−
x(1 − y)

(1 − x)

)
+ 2 Li3

(
−

(1 − y)

y(1 − x)

)
− Li3

( x(1 − y)2

y(1 − x)2

)

= 2 Li3(1) − Log (y)2Log
(1 − y

1 − x

)
+

π2

3
Log (y) +

1

3
Log (y)3

2L3
(

x
)

+ 2L3
(

y
)

− L3

( x

y

)
+ 2L3

( 1 − x

1 − y

)
+ 2L3

( x(1 − y)

y(1 − x)

)
− L3

(
xy
)

(SK) + 2L3

(
−

x(1 − y)

(1 − x)

)
+ 2L3

(
−

(1 − y)

y(1 − x)

)
− L3

( x(1 − y)2

y(1 − x)2

)
= 0

• L3(z) = Li3(z) − Li2(z) Log|z |+1
3 Li1(z)

(
Log|z |

)2
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x
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y
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y
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)
+ 2L3

( x(1 − y)
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− L3
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xy
)
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−
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− L3

( x(1 − y)2
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= 0
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Exemple : Li4

• Li4(x) =
∑∞

k=1 xk/k4 L4(x) = Li4(x) + Elem<4(x)

• Identité fonctionnelle de Kummer K(4) (1840) :

L4

(
−

x2yη

ζ

)
+L4

(
−

y2xζ

η

)
+L4

( x2y

η2ζ

)
+L4

( y2x

ζ2η

)

− 6L4

(
xy
)

− 6L4

( xy

ηζ

)
− 6L4

(
−

xy

η

)
− 6L4

(
−

xy

ζ

)

(K4) − 3L4

(
xη
)

− 3L4

(
yζ
)

− 3L4

( x

η

)
− 3L4

( y

ζ

)

− 3L4

(
−

xη

ζ

)
− 3L4

(
−

yζ

η

)
− 3L4

(
−

x

ηζ

)
− 3L4

(
−

y

ηζ

)

+ 6L4
(

x
)

+ 6L4(y) + 6L4

(
−

x

ζ

)
+ 6L4

(
−

y

η

)
= 0

(
ζ = 1 − x , η = 1 − y

)



• Abel 1881 (Spence 1809, Hill 1829, Rogers 1907)

R
(
x) − R

(
y
)

− R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0 (Ab)

• Spence-Kummer :
∑9

i=1 ci L3

(
Ui(x , y)

)
= 0 (SK)

• Kummer 1840 :
∑

i ci Ln

(
Ui(x , y)

)
= 0

(
n ≤ 5

)
(Kn)

• . . .

• Goncharov 1995 :
∑22

i=1 ci L3

(
Ui (a, b, c)

)
= 0 (Gon)

• Gangl 2003 :
∑

i ci Ln

(
Ui (x , y)

)
= 0

(
n = 6, 7

)
(Gann)

• Charlton, Gangl, Radchenko, Rudenko, Goncharov-Rudenko, ...



• Identités fonctionnelles (IF) des polylogarithmes Lin :

◮ Géométrie hyperbolique

◮ Géométrie des tissus ( n ≤ 3 )

◮ K-théorie des corps de nombres ( n ≤ 4 )

◮ Théorie des périodes (MZVs)

◮ Physique des particules (‘Scattering amplitudes’)

◮ Physique mathématique (‘Y -systèmes’) ( n = 2 )

◮ Algèbres amassées ( n ≤ 4 )

◮ Symétrie miroir (‘Scattering diagrams’) ( n = 2 )

• Problèmes : − trouver des IF pour Ln

(
e.g. ∃ n ≥ 8 ?

)

− mieux comprendre les IF polylogarithmiques



• Identités fonctionnelles (IF) des polylogarithmes Lin :
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K-théorie et identités polylogarithmiques

• F = corps de nombres Kn(F ) =

{
n pair X (Borel)
n impair ?

• [Zagier] K3(F )

 

 B2(F ) = groupe de Bloch

B2(F ) =
Z

[
F\{0,1}

]

〈
[ x ]−[ y ]−

[
x
y

]
−[ 1−y

1−x ]+
[

x(1−y)
y(1−x)

] ∣∣ x ,y∈F\{0,1} , x 6=y

〉

(
R
(
x) − R

(
y
)

− R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

)

• Régulateurs (de Borel) RB
2 = L2 : K3(F )−→R

( pour n ≥ 2 ) RB
n = Ln : K2n−1(F )−→R ( n ≥ 2 )

•
Comprendre
les IF de Ln

→
− Desc◦ de K2n−1(F ) par générateurs et relat◦

− Applications à la “Conjecture de Zagier”



‘Scattering amplitudes’ et identités fonctionnelles

• ‘Scattering amplitudes’ I =
∫

∆
Ψ

(
important en HEPP

)

• ‘Scattering amplitudes’ I = I ′
+R

• ‘Scattering amplitudes’ I = I ′
+
∑

i∈I Fi

(
xi

)

• [dDDS] ‘The 2-loop hexagon Wilson loop in N = 4 SYM’ (2010)

R
(2)
6,WL = ‘remainder’ : formule de 17 pages !

• [GSVV] R
(2)
6,WL =

∑3
i=1

(
L4
(
x+

i , x−
i

)
− 1

2Li4(vi

))
− 1

8

(∑3
i=1 Li2(vi

))2
+ · · ·

• Importance de simplifier
∑

i∈I Fi

(
xi

)
pour Fi = polylogarithmes

Fi = hyperlogarithmes
Fi = polylogs elliptiques

• Justifie l’étude des identités fonctionnelles
∑

j∈J Fj

(
xj

)
= cst



• Ab
(
x, y

)
= R

(
x) − R

(
y
)

− R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
≡ 0

Thm [de Jeu 20] ∀ I fini, ci ∈ Q et Ui ∈ Q[x1, . . . , xm] :

∑
i∈I ci R

(
Ui
)

≡ cst ⇐⇒

∑
i∈I ci R

(
Ui
)

est une CL de

spécialisations de Ab
(
Xs , Ys

)

avec Xs , Ys ∈ Q
[
x1, . . . , xms

]
∀ s

•
(

Log(x) − Log(y) − Log(x/y) = 0
)

est l’IFF du log X

• Ab ⇐⇒
(

Ab
(
x, y

)
≡ 0

)
est l’IFF du dilog X

• Gon22 ⇐⇒
∑22

i=1 ciL3

(
Ui

)
= 0 est l’IFF du trilog ?

• Q4 [ Goncharov-Rudenko ] est l’IFF du tetralog ?



[ Hain − MacPherson 1990 ] Higher logarithms
The dilogarithm has properties analogous to those of the
logarithm. It has been widely believed, both in the nine-
teenth century and more recently, that these two functions
should be the first two elements of an infinite sequence of
higher logarithms which share analogous properties. To
date, several sequences of such functions have been
proposed, but no function beyond the dilogarithm in any
of these sequences is known to possess all the desired
properties.

[ Griffiths 2002 ] The legacy of Abel in algebraic geometry
...intuitively, we are asking whether or not for each n
there is an integer dn such that there is a “new” dn-
web of maximum rank one of whose abelian relations
is a (the ?) functional equation with dn terms for Lin ?
Here, ‘new” means the general extension of the phenomena
above for the logarithm when n = 1, where d1 = 3, for
the 5-term identity when n = 2 and d2 = 5,. . .



[Goncharov-Rudenko 2018] Motivic correlator, cluster algebras ...

Conclusion. If n > 3, the problem of writing explicitly
functional equations for Lin might not be the “right”
problem. It seems that when n is growing the functional
equations become so complicated that one can not write
them down on a piece of paper.

• Principaux problèmes au sujet des polylogarithmes :

− Trouver des IF pour Ln

(
e.g. ∃ n ≥ 8 ?

)

− Existe-t-il une suite (IF n)n≥1 de IF pour les polylogarithmes ?

− Existe-t-il une IFF (fondamentale) pour Ln pour chaque n ≥ 1 ?

− Mieux comprendre les IF polylogarithmiques



• Dans cet exposé, en considérant des hyperlogarithmes :

− On décrit une série d’identités hyperlogarithmiques

HLog1 ⇐⇒
(

Log(x) − Log(y) − Log(x/y) = 0
)

HLog2 ⇐⇒
(

R
(
x) − R

(
y
)

− R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

)

...

...

HLog6
(

IF hyperlogarithmique de poids 6
)

− Pour w = 1, . . . , 6, on a

HLogw :
∑κ

i=1 AHw
i

(
φi
)

= 0



Une vue géométrique de l’identité d’Abel

•
(
Ab

)
R
(
x
)
− R

(
y
)
− R

(
x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

= = = = =

U1 U2 U3 U4 U5

p
Points base des U i ’s :

− p1 =
[
1 , 0 , 0

]

− p2 =
[
0 , 1 , 0

]

− p3 =
[
0 , 0 , 1

]

− p4 =
[
1 , 1 , 1

]

 Éclatement β : X4 = Blp1,...,p4

(
P2
)

−→ P2



Une vue géométrique de l’identité d’Abel

•
(
Ab

)
R
(
x
)
− R

(
y
)
− R

(
x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

= = = = =

U1 U2 U3 U4 U5

• Éclatement β : X4 = Blp1,...,p4

(
P2
)

−→ P2

Les φ1, . . . , φ5 : X4 −→ P1 sont
les cinq fibrations en coniques
sur la surface de del Pezzo X4

•
(
Ab

)
⇐⇒

∃
(
ǫi
)5

i=1
∈ { ±1 }5

(
∃ ! au signe près

) tq.
∑5

i=1 ǫi R
(

φi
)

= 0



Généralisation aux surfaces de del Pezzo

• p1, . . . , pr ∈ P2 : points en position générale
(

r ∈ {3, . . . , 8}
)

• Blow-up βr : X r = Blp1,...,pr

(
P2
)

−→ P2
(

X r = dP9−r

)

Prop : 1. Il y a un nombre fini κr

de fibrations en coniques
φ1, . . . , φκ : X r −→ P1

2. Pour tout i : Σi = Spectre(φi ) ⊂ P1 a r − 1 éléments

Def◦ : L’ hyperlogarithme complet
antisymétrique de poids r − 2

: AHr−2
Σi

: P1 \ Σĩ −→ C

Thm [ Castravet-P ] ∃
(
ǫi

)κ
i=1

∈ { ±1 }κ, ±-unique, tel que

(
HLogr−2

) ∑κ
i=1 ǫi AHr−2

Σi

(
φi
)

= 0



(
HLogr−2

) ∑κ
i=1 ǫi AHr−2

Σi

(
φi
)

= 0

• Une identité HLogr−2 pour chaque del Pezzo dPd = X r

(
d = 9 − r

)

[ d = 6 ] dP6 est unique, AH1
Σi

= Log pour tout i

HLog1 =
(

Log
(

x
)
− Log

(
y
)
− Log

(
x/y

)
= 0

)

[ d = 5 ] dP5 est unique : AH2
Σi

= 1
2

(
L01 − L10

)
= R pour tout i

HLog2 =

( ∑5
i=1 ǫi R

(
φi
)

= 0
) (

Ab
)



(
HLogr−2

) ∑κ
i=1 ǫi AHr−2

Σi

(
φi
)

= 0

[ d = 4 ] dP4 ∞
2 moduli  ∞2 identités HLog3

AH3
1

(
x
)
+AH3

2

(
1

y

)
+ AH3

3

(
y

x

)
+ · · ·

· · ·+AH3
9

(
y(x − b)

x(y − a)

)
+ AH3

10

(
a (b − x)

by − ax

)
= 0

[ d = 3 ] dP3 = surface cubique dans P3  ∞4 identités HLog4

∑27
i=1 AH4

i

(
φi

)
= 0



Thm [ Castravet-P. 2022]

∃∃
(
ǫi

)κ
i=1

∈ { ±1 }κ unique au signe près tel que

(
HLogr−2

) ∑κ
i=1 ǫi AHr−2

Σi

(
φi
)

= 0

−→ Surfaces de Del Pezzo

−→ Hyperlogarithmes (aka “Intégrales itérées sur P1”)



Surfaces de Del Pezzo I : proprietés

• dPd ⊂ Pd surface lisse, de degré d
(

d = 9 − r
)

• dPd = Xr = Blp1,...,pr (P
2) Pic(dPd) = Z h ⊕

(⊕r
i=1 Z ℓi

)

• −KdPd
= 3h −

∑r
i=1 ℓi ample ϕ|−K | : dPd →֒ Pd plongement

• Pic
(
dPd

)
⊃ K⊥ =

〈
ρ1, . . . , ρr

〉
ρi = ℓi − ℓi+1 i ≤ r − 1

ρr = 3h −
∑3

i=1 ℓi

• −(·, ·) + { ρi }r
i=1  Système de racines Er ⊂ Rr = K⊥ ⊗ R

• Pour toute racine ρ : sρ : Rr −→ Rr (reflexion orthog.)

d 7−→ d + (d , ρ)ρ

• W r = W (Er ) =
〈

sρ1
, . . . , sρr

〉
⊂ O(Rr ) : gpe de Weyl de type Er



Surfaces de Del Pezzo I

1 2 3 4

1 2 3 4

5

1 2 3 4 5

E
6

1 2 3 4

7

E7

1 2 3 4

8

E8

5

5

6

6

6 7

E = D5 5

E = A4 4

Figure – Dynkin diagram Er

(
k stands for ρk for any k = 1, . . . , r

)



Droites et coniques sur X r = dPd

(
d = 9 − r

)

• Droites Lr =
{

ℓ ∈ Pic(X r )
∣∣∣
(

ℓ , −K
)

= 1 , ℓ2 = −1
}

∈
δ  | δ | =

{
δ
}

avec P1 ≃ δ ⊂ dPd deg(δ) = 1

• Lr = W r · ℓr W′
r−1 = Stab

(
ℓr

)
=
〈

sρi

∣∣ i 6= r − 1
〉

= W
(
E ′

r−1

)
( Weyl group )

• Cloniques Kr =
{
c ∈ Pic(X r )

∣∣∣
(
c , −K

)
= 2 , c2 = 0

}

∈

c → | c | ≃ P1  
Fibration en coniques

φc : X r → P1

• Kr = W r ·
(
h − ℓ1

)
W′′

r−1 = Stab
(
h − ℓ1

)
=
〈

sρ2 , . . . , sρr

〉

= W
(
E ′′

r−1

)
( type E ′′

r−1 = Dr−1 )





Exemple : les droites de dP4 vues dans le plan

• dP4 = X5 = Blp1,...,p5

(
P2
) β

−→ P2



Coniques non irréductibles sur Xr = dPd

• Lr = ∪ℓ∈Lr
ℓ ⊂ X r  Ur = X r \ Lr

• Kr ∋ c  Fibration en coniques φc : X r → P1

• Σc = Spectre
(

φc

)
=
{

σ ∈ P1
∣∣∣ φ−1

c (σ) pas irreductible
}

=
{

σ1
c , . . . , σr−2

c , σr−1
c = ∞

}
⊂ P1

• Pour σi
c ∈ Σc : φ−1

c

(
σi
c

)
= Li

c + L̃i
c

(
Li
c , L̃i

c ∈ Lr

)

• Hc = H0
(
P1 , Ω1

P1

(
Log Σc

) )
=
〈

dz
z−σi

c

〉r−2

i=1
≃ Cr−2

≃

• Hc = φ∗
c

(
Hc

)
=
〈

dφc

φc−σi
c

〉r−2

i=1
⊂ H0

(
X r , Ω1

Xr

(
Log Lr

) )
= HX r



Tissu de del Pezzo WdPd

• WdPd
=W

(
φc

)
c∈Kr

: κr -tissu en coniques sur dPd

• Questo : ∃∃
(

Fc

(
φc

) )

c∈Kr

tel que
∑

c∈Kr
Fc

(
φc

)
= 0

avec les Fc polylogarithmiques ?

Théorème : ∃∃
(
ǫc
)
c∈Kr

∈ { 1 , −1 }Kr ±-unique tel que

(
HLogr−2

) ∑

c∈Kr

ǫc AHr−2
c

(
φc

)
= 0

où ∀ c : AHr−2
c = hyperlogarithme antisymétrique

complet de poids r − 2 sur P1 \ Σc



Intégrales itérées

• Poincaré (1884), Lappo-Danilevski (1928), Chen (1973)

• Y variété complexe

• H =
〈

ω1 , . . . , ωm

〉
⊂ H0

(
Y , Ω1

Y

)
+

[
dωi = 0

ωi ∧ ωj = 0

]

• Ex : φ : Y → C et ωi ∈ φ∗
(
H0
(

C , Ω1
C

))
i = 1, . . . , m

• Point base y ∈ Y , chemin γx = γx
y : [0, 1] → Y de y à x :

− IIωi
: x 7−→

∫
γx ωi  IIωi

∈ Oy

− IIωjωi
: x 7−→

∫
γx ωj(u) · IIωi

(u)  IIωjωi
∈ Oy

− IIωk ωjωi
: x 7−→

∫
γx ωk(u) · IIωj ωi

(u)  IIωk ωjωi
∈ Oy



Intégrales itérées (polylogarithmes)

IIw : H⊗w −→ Oy

• ω = ωi1 ⊗ · · · ⊗ ωiw 7−→ IIω : z 7→
∫

γz ωi1(u) · IIωi2
···ωiw

(u)

• II :
(⊕

w≥0 H⊗w , �
)

−→ Oy
morphisme injectif

de C-algèbres

• ∀ ω :
IIω ∈ Oy ∩ Õ(Y )

monod. unipotente
−→ Symbole S

(
IIω

)
= ω X

• Ex : Y = P1 \ Σ avec Σ = { 0, 1,∞}

H =
〈

dz
z

, dz
1−z

〉
= H0

(
P1 , Ω1

P1

(
Log Σ

) )

Lin = IIn
( (

dz
z

)⊗(n−1)
⊗
(

dz
1−z

) ) (
‘Polylogarithmes’

)



Intégrales itérées (hyperlogarithmes)

• Ex : Y = P1 \ Σ avec Σ =
{

σ1 , . . . , σr−2 , σr−1 = ∞
}

H =
〈

dz
z−σ1 , . . . , dz

z−σr−2

〉
= H0

(
P1 , Ω1

P1

(
Log Σ

) )

IIn
( (

dz

z−σi1

)
⊗ · · · ⊗

(
dz

z−σin

) )
“Hyperlogarithme”

• Hyperlog antisymétrique complet de poids r − 2 sur P1 \ Σ :

AH r−2
Σ = IIn

(
Asym

(( dz

z − σ1

)
⊗ · · · ⊗

( dz

z − σr−2

)))

= IIn

(
1

(r−2)!

∑
ν∈Sr−2

(−1)ν

(
dz

z−σν(1)

)
⊗ · · · ⊗

(
dz

z−σν(r−2)

))

• Ex : AH2
{0,1,∞} = 1

2 II2
(

dz
z

⊗ dz
(1−z) − dz

(1−z) ⊗ dz
z

)
= R



III Identité HLogr−2 : preuve(s)

(
HLogr−2

)
:
∑

c∈K ǫc AHr−2
c

(
φc

)
= 0 avec AHr−2

c = AHr−2
Σc

• φc : X r → P1 ⊃ Σc =
{

σi
c

}r−1

i=1
Hc = H0

(
Ω1
P1

(
Log Σc

))

• φ∗
c

(
Hc

)
= Hc ⊂ HX r

= H0
(
Ω1

Xr

(
Log Lr

))

• AHr−2
c

(
φc

)
= II

((
dφc

φc−σ1
c

)
∧ · · · ∧

(
dφc

φc−σr−2
c

))
∈ IIr−2

(
∧r−2 Hc

)

y S (symbole)

• Ωr−2
c =

(
dφc

φc−σ1
c

)
∧ · · · ∧

(
dφc

φc−σr−2
c

)
∈ ∧r−2Hc ⊂ ∧r−2HXr

(
HLogr−2

)
⇐⇒

∑
c ǫc Ωr−2

c = 0 in ∧r−2HXr



Preuves de : hlogr−2 =
∑

c ǫc Ωr−2
c = 0 dans ∧r−2HXr

• HXr
= H0

(
Ω1

X r

(
Log Lr

)) ⊕ℓResℓ
// CLr injective

Ωr−2
c ∈ ∧r−2HXr

� � // ∧r−2 CLr x W (Er )

[
Pr1

]
On décompose hlogr−2 dans une base naturelle de ∧r−2 CLr

[
Pr2

]
signr →֒ ⊕c

(
Hc

)∧(r−2)
−→ ∧r−2 CLr

〈
signr , ∧r−2 CLr

〉
= 0

1 7−→
(

Ωr−2
c

)
c

7−→
∑

c Ωr−2
c ( GAP3 )

[
Pr3

]
Descrip◦ explicite des droites −→ ZLr ≃ Z|Lr |

• + algèbre linéaire sur Z −→
∑

ǫcΩ
r−2
c = 0 ( Maple )

[
Pr4

]
Preuve analytique inductive ( ... ? )



Logarithme
Log(x ) + Log(y) − Log (xy) = 0

dP6 = Bl3(P2) ⊂ P6 A1×

Dilogarithme

R(x) − R(y) · · · + R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

dP5 = Bl4(P2) ⊂ P5 A4

Hyperlog de poids 3
∑10

i=1 AH3
i

(
Ui (x, y)

)
= 0

dP4 = Q1 ∩ Q2 ⊂ P4 D5

Hyperlog de poids 4
∑27

i=1 AH4
i

(
Ui (x, y)

)
= 0

dP3 = E6



IV Comparaison entre HLog2 et HLog3

• HLog2 R
(
x) − R

(
y
)

− R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

• HLog3 Pour Σ =
{

b1, . . . , b4
}

on a

AH3
Σ(x) = 1

3

∑3
k=1(−1)k−1Log

(
1 − x

bk

)
RΣ\bk

(
x
)

AH3
1

(
x
)

+ AH3
2

(
1
y

)
+ AH3

3

(
y
x

)
+ AH3

4

(
x−y
x−1

)
+ AH3

5

(
b(a−x)
ay−bx

)

+AH3
6

(
P(x,y)

(x−1)(y−b)

)
+ AH3

7

(
(x−y)(y−b)

y P(x,y)

)
+ AH3

8

(
x P(x,y)

(x−y)(x−a)

)

+ AH3
9

(
y(x−b)
x(y−a)

)
+ AH3

10

(
a (b−x)
by−ax

)
= 0



Tissus de del Pezzo WdP5
et WdP4

•
(
Ab

)
R
(
φ1
)
− R

(
φ2
)
− R

(
φ3

)
− R

(
φ4

)
+ R

(
φ5

)
= 0

• Pour chaque i : Fφi
= feuilletage par les { φi = λ }, λ ∈ P1

• Tissu : WdP5
=
(
Fφ1

, . . . ,Fφ5

)
: 5-uplet de feuilletages

• WdP5
= objet géometrique  

(
HLog2 ) =

(
Ab

)

• WdP4
=
(
Fφk

)
φk : dP4 → P1

fib◦ en coniques

 
(

HLog3 )



Comparaison des tissus WdP5
et WdP4

•WdP5
etWdP4

satisfont des propriétés remarquables similaires :

◮ même déf ◦ géométrique : pinceaux de coniques sur une dPd

◮ non-linéarisables

◮ de rang maximal, toutes leurs RA hyperlogarithmiques

◮ on a RA
(
WdP5

)
= LogRA1(WdP5

)
⊕
〈

HLog2 〉

RA
(
WdP4

)
= LogRA1(WdP4

)
⊕ HLogRA2(WdP4

)
⊕
〈

HLog3 〉

(décompositions en W r -representations irréductibles )

◮ caracterisés par les matröıdes de leurs sous-3-tissus hexagonaux

◮ sont canoniquement algébrisables

◮ sont des tissus modulaires

◮ sont des tissus clusters (“amassés”)

◮ s’obtiennent géometriquement à la [Gelfand-MacPherson]



Comparaison des tissus WdP5
et WdP4

•WdP5
etWdP4

satisfont des propriétés remarquables similaires :

◮ même déf ◦ géométrique : pinceaux de coniques sur une dPd

◮ non-linéarisables

◮ de rang maximal, toutes leurs RA hyperlogarithmiques

◮ on a RA
(
WdP5

)
= LogRA1(WdP5

)
⊕
〈

HLog2 〉

RA
(
WdP4

)
= LogRA1(WdP4

)
⊕ HLogRA2(WdP4

)
⊕
〈

HLog3 〉

(décompositions en W r -representations irréductibles )

◮ caracterisés par les matröıdes de leurs sous-3-tissus hexagonaux

◮ sont canoniquement algébrisables

◮ sont des tissus modulaires

◮ sont des tissus clusters (“amassés”)

◮ s’obtiennent géometriquement à la [Gelfand-MacPherson]
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Plan (exposé précédent)

I Introduction

Polylogarithmes & Identités fonctionnelles

Théorème : HLogw = 0 pour w = 1, . . . , 6

II Preuve

Surfaces de Del Pezzo

Hyperlogarithmes

III Comparaison de HLog2 = Ab avec HLog3

IV Approche à la Gelfand-MacPherson



Plan

I Construction de HLog2 par Gelfand & MacPherson

II Tissus de Gelfand-MacPherson

Application moment, Polytope moment,
Application-face, etc.

III Tissu de Gelfand-MacPherson de S5 et HLog3

IV Les autres cas : Gr /Pr et HLogr−2 pour r = 4, . . . , 8



Préambule

• HLog2 R
(
x) − R

(
y
)

− R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

• HLog3 AH3
1

(
x
)

+ AH3
2

(
1
y

)
+ AH3

3

(
y
x

)
+ AH3

4

(
x−y
x−1

)

+AH3
5

(
b(a−x)
ay−bx

)
+ AH3

6

(
P(x,y)

(x−1)(y−b)

)
+ AH3

7

(
(x−y)(y−b)

y P(x,y)

)

+AH3
8

(
x P(x,y)

(x−y)(x−a)

)
+ AH3

9

(
y(x−b)
x(y−a)

)
+ AH3

10

(
a (b−x)
by−ax

)
= 0

• HLog2 et HLog3 sont très similaires... ... mais pas complètement !

− HLog2 unique vs il y a ∞2 HLog3
a,b

− il n’y a que R dans HLog2 vs il y a les AH3
i dans HLog3

− WA4
= Aut

(
dP5

)
agit géométriquement vs pas WD5

!



Correspondance de Gelfand–MacPherson

• R
(
x) − R

(
y
)

− R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

• Isomorphisme C2 \ A ≃M0,5(C)
(
x, y

)
7−→

[
0, 1, ∞, x , y

]

•

{ x, y , x/y

1−y
1−x

, x(1−y)
y(1−x)

}
←→

{
Applications d’oublis

fi :M0,5 →M0,4

}

• Gelfand-MacPherson (sur R) :

Go
2

(
R5
)

/H4

��

Fi
// Go

2

(
R5/〈ei 〉

)R2

ai

{{

/H3,i

��

M0,5(R)
fi

//M0,4(R) ≃ R \ {0, 1}

←−

Les flèches verticales
sont les quotients par les
sous-groupes de Cartan
(R∗)4 ≃ H4 ⊂ GL

(
R5
)

et
(R∗)3 ≃ H3,i ⊂ GL

(
R5/〈ei 〉

)



Construction de (Ab) par Gelfand et MacPherson

Go
2

(
R5
)

ν=ν4

��

Fi
// Go

2

(
R5/〈ei 〉

)

ai

{{

νi =ν3

��

M0,5(R)
fi

//M0,4(R) ≃ R \ {0, 1}

P1 : 1ère classe de Pontryagin

H4
(
G2
(
R5
))

∋ P1 =
[
Ω
]

avec Ω ∈ Ω4
(
G2
(
R5
))SO5(R)

•

∫
sur les fibres

de la 4-forme Ω
−→

− ω0,5 = ν∗
(
Ω
)

∈ Ω0
(
M0,5(R)

)

− ω0,4,i =
(
νi

)
∗

(
Ωi

)
∈ Ω1

(
M0,4(R)

)

• En ν(ξ) : ω0,5 =
∫

H·ξ
Ω +

H · ξ ≃ ∆5
2 via G2

(
R5
) µ

−→ ∆5
2

∂
[
∆5

2

]
=
∑5

i=1(−1)i ai ∗

([
∆4

2,i

])

• Stokes pour
∫

sur les fibres :

d ω0,5︸︷︷︸
= 0

=
∑5

i=1(−1)i fi
∗
(

ω0,4︸︷︷︸
= dR

)
=⇒ 0 =

∑5
i=1(−1)i fi

∗
(
dR
) (
Ab

)



Variétés de Cox

• Comment obtenir G2

(
C5
)

à partir de X4 = dP5 =M0,5 ?

C’est sa variété de Cox !

• S = variété projective (lisse) telle que PicZ
(
S
)

= ⊕r
i=0Z ℓi(

S = Blp1,...,pr (P
2) ℓ0 = h = [ H ] et ℓi = [ Ei ] i = 1, . . . , r

)

• Def◦ : Anneau de Cox

Cox
(
S
)

=
⊕

n0,...,nr ∈Z

H0
(
S, OS

(
n0H + n1E1 + · · · + nrEr

))

• Faits : − Cox
(
Pn
)

= C
[
x0, . . . , xn

]
( polynômes homogènes )

− Cox
(
S
)

= C
[
y1, . . . , ym

]
⇐⇒ S est torique

− Cox
(
S
)

de type fini = S “Mori Dream Space” ( MMP X)

=

C
[
Γ1, . . . , Γm

]
/J S −→ A

(
S
)

= Spec
(
Cox

(
S
))

⊂ Am
Γ



Variétés de Cox des surfaces de del Pezzo

•
Surface S ⊃ ℓ avec
ℓ ≃ P1 et ℓ2 = −1

=⇒
σℓ ∈ H0

(
OX r

(ℓ)
)

\ {0}

générateur de Cox
(
S
)

•
Dans Blp1,...,p9

(
P2
)

:
∃ ∞ de (−1)-droites

=⇒ Cox
(
Blp1,...,p9

(
P2
))

pas de type fini

Thm [Batyrev, Popov] Pour r = 3, . . . , 8, on a

Cox
(
dPd = Xr = Blp1,...,pr

(
P2)) = C

[
σℓ

∣∣ ℓ ∈ Lr

]/
JdPd

• TNS = HomZ

(
PicZ(X r ),C

∗
)
	 A

(
X r

)
 X r = A

(
X r

)
// TNS

• A
(
X r

)
→֒ CLr + Z-graduation sur Cox

(
Xr
)

induite par (−K , ·)

−→ P
(
X r

)
= Proj

(
Cox

(
Xr
))

︸ ︷︷ ︸
=
(

A
(

X r

)
−{0}

)
/C∗

⊂ P
(
CLr

)
� TNS = TNS/C∗



Variétés de Cox des surfaces de del Pezzo

• P
(
X r

)
= Proj

(
Cox

(
Xr
))

⊂ P
(
CLr

)
�
TNS = TNS/C∗

W (Er )

}
 G(Er )

Thm [Batyrev, Popov, Derenthal, Serganova-Skorobogatov]

1. CLr est une représentation minuscule de G r = G(Er )

2. Plongemement (TNS, H r )-équivariant

P
(
X r

)
→֒ V r = G r/Pr ⊂ P

(
CLr

)

3. Il y a un plongement fSS : X r →֒ Yr = V r //H r tel que

P(X r )
� � //

��

V r

��

⊂ P
(
CLr

)

soit commutatif

dP9−r = X r
� � fSS

// Y r = V r //H r

4. Il y a un isomorphisme W (Er ) ≃ Aut
(
Y r

)



• r = 4, A4 : P
(
X4
)

= V 4 = G2(C5) →֒ P
(
CL4

)
≃ P9

(
Plücker

)

P(X4)

��

V 4 = G2(C5)

��

Πi
//❴❴❴❴❴ G2(C4

i )

��

dP5 = X4
� � fSS

∼
// Y4 =M0,5

πi

fi

//❴❴❴❴❴❴ M0,4 ≃ P1

−→ WdP5
= f ∗

SS

(
WM0,5

)

• Pour r ∈ {4, . . . , 7} ( r = 8 ? ), on a :

P(X r )
� � //

��

V r

��

= G r /Pr

dP9−r = X r
� � fSS

//

FSS

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦
Y r

• ConstruireWdP9−r
et HLogr−2 à partir de V r = G r /Pr et Y r ?



II Tissus de Gelfand-MacPherson

• G ⊃ P ⊃ H :
G = groupe de Lie simple, type Dynkin D, rang r
P = sous-groupe parabolique standard (maximal)

H ≃
(
C∗
)r

= sous-tore de Cartan

• V = G/P : variété algébrique projective G-homogène

• V ⊂ P
(
Eρ

)
:

Eρ = rep◦ de G
(

ρ : G →֒ GL(Eρ)
)

telle que
V = G ·

[
eω
]

avec eω ∈ Eρ de plus haut poids ω
P = StabG

([
eω
])

= stabilisateur de
[
eω
]

∈ P
(
Eρ
)

• Wρ =
{

poids de ρ
}

⊂ h∗
R ≃ Rr

(
h = Lie(H)

)

− V ∋ v =
[∑

w∈W pw(v)ew

]
∈ P

(
Eρ

) (pw(v))w “coordonnées
de Plücker généralisées”

•
“Application

moment”
: µ = µD,ρ : V −→ h∗

R , v 7−→

∑
w |pw (v)|2w
∑

w |pw (v)|2



Tissus de Gelfand-MacPherson

• Application moment : µ : X −→ h∗
R , v 7−→

∑
w |pw (v)|2w
∑

w |pw (v)|2

• Polytope moment : µ
(
X
)

= ∆ = ∆D,ρ = Conv
(
Wρ

)
⊂ h∗

R

• On note H+ = H
(
R>0

)
≃
(
R>0

)r (
forme déployée

)

Thm [Atiyah, Guillemin-Sternberg, Gelfand-Serganova]

1. Pour tout v ∈ V :

− ∆v = µ
(

H ·v
)

est un Wρ-sous-polytope de ∆

− µ induit un isom Cω de variétés à coins H+ ·v ≃ ∆v

2. Pour v générique, i.e. v ∈ V ◦ = µ−1
(
∆̊
)
, on a ∆v = ∆D,ρ



Tissus de Gelfand-MacPherson

• F face de ∆, de codim 1 : V F = µ−1
(
F
)

⊂ V

Prop : 1. V F = GF /PF avec
(
GF , PF

)
de type (DF , ωF )

et F ≃ ∆DF ,ωF

2. On a Eρ = EF ⊕ EF comme GF -rep◦ →
Project◦ linéaire
ΠF : Eρ → EF

V F = V ∩ P
(
EF

)
= ΠF (V ) ⊂ P

(
EF

)

3. ΠF (V ◦) = V ◦
F et ΠF : V ◦ −→ V ◦

F est une fibration localemt

triviale en espaces projectifs à poids

4. H-torseur νH : V ◦ −→ Y◦ = V ◦/H
(
Y◦ ⊂ Y = V ss//H

)

5. ΠF : V ◦ −→ V ◦
F est

(
H, HF

)
-équivariante

(
H ։ HF

)



Tissus de Gelfand-MacPherson

5. P
(
Eρ
)

⊃ V ◦ ΠF−→ V ◦
F ⊂ P

(
EF

)
est

(
H, HF

)
-équivariante

6. ∃ πF : Y◦ → Y◦
F = V ◦

F /HF tel que le diagramme

V ◦

νH

��

ΠF
// V ◦

F

νHF

��

soit commutatif

Y◦
πF

// Y◦
F

• Def◦ : Tissus de Gelfand-MacPherson

WGM
G/P =W

(
ΠF

∣∣ F face de codim 1 de ∆

)
← H-équivariant

WGM
Y =W

(
πF

∣∣ F face de codim 1 de ∆

)
=
(
WGM

G/P

)/
H



Tissus de Gelfand-MacPherson : Gk

(
CN

)

• G/P = Gk

(
CN
)

⊂ P
(

∧k CN
) (

G = GL(CN), D = AN−1, etc
)

• µ : Gk

(
CN
)

−→ ∆N
k =

{
(ti)

N
i=1

∣∣∣∣
0 ≤ ti ≤ 1∑N

i=1 ti = k

}
hypersimplexe

•
Faces de ∆N

k

de codim 1
=

{
∆N

k ∩ {ti = 0} = ∆N−1
k  Gk

(
CN−1

)

∆N
k ∩ {ti = 1} ≃ ∆N−1

k−1  Gk−1
(
CN−1

)

• Pour chaque i = 1, . . . , N, il y a deux “applications faces” :

G ◦k−1

(
C

N−1
{xi =0}

)
G ◦k
(
CN
)Π{ti =1}

oo
Π{ti =0}

// G ◦k

(
CN/〈ei 〉

)



Tissus de Gelfand-MacPherson : Gk

(
CN

)

• Pour chaque i = 1, . . . , N, il y a deux “applications faces” :

G ◦k−1

(
C

N−1
{xi =0}

)

νi,0

��

G ◦k
(
CN
)Π{ti =0}

oo

ν

��

Π{ti =1}
// G ◦k

(
CN/〈ei 〉

)

νi,1

��

Conf ◦
N−1

(
Pk−2

)
Conf ◦

N

(
Pk−1

)πi,0
oo

πi,1
// Conf ◦

N−1

(
Pk−1

)

[
Projpi

(
pk

)]

k 6=i

[
p1, . . . , pN

]
✤ //✤oo

[
p1, . . . , p̂i , . . . , pN

]

• Tissu GM : WGM
ConfN(Pk ) =W

(
N applications d’oubli d’un point +
N applications de proj◦ d’un point

)

• k = 2 : Conf ◦
N

(
P1
)

=M0,N WGM
M0,N

=W
(
M0,N

fi−→M0,N−1

)

+ N = 5 : M0,5 ≃ dP5 = X4 WGM
M0,5

=WdP5
←−

(
Ab

)



Exemple : WdP4
( cas r = 5 )

• Type D5 :
G5 = Spin10(C)

2:1
−→ SO10(C)

G5/P5 = S5 ⊂ P(S+
5

)

− S5 ≃ OG+
5 (C10

)
= “Spinor 10-fold”

− S+
5 ≃ C16 = “représentation half-spin”

• µ : S5 → ∆D5
=

demihypercube : enveloppe convexe des
1
2

(
ǫ1, . . . , ǫ5) ∈ 1

2{±1 }5 avec ǫ1 · · · ǫ5 = 1

• Facettes : F = ∆ε
D5,i = ∆D5

∩ { ti = ε
2 } ≃ ∆D4,Q6

( i = 1, . . . , 5
ε ∈ { ±1 }

)

• Diagramme : P(X5) �
�

//

��

S5

��

ΠF
//❴❴❴❴❴ Q6

F

��

dP4 = X5
� � fSS

// Y5
πF

//❴❴❴❴❴ YF ≃ P2



Exemple : WdP4
( cas r = 5 )

• Diagramme : P(X5) �
�

//

��

S5

��

ΠF
//❴❴❴❴❴ Q6

F

��

= S4

dP4 = X5
� � fSS

// Y5
πF

//❴❴❴❴❴ YF ≃ P2

• Tissu de Gelfand-MacPherson de S5 :

WGM
Y5

=W

(
πε

i : Y5 99K P
2

i = 1, . . . , 5, ε = ±

)
=

10-tissu de codim 2
sur Y5 ≃birat C

5

Thm : On aWdP5
= f ∗

SS

(
WGM
Y5

)
, WdP4

= f ∗
SS

(
WGM
Y4

)

• Question : Peut-on construire HLog3
a,b à partir deWGM

Y4
? Oui !



• WGM
Y5

=W

(
πε

i : Y5 99K P
2

i = 1, . . . , 5, ε = ±

)
=

10-tissu de codim 2
sur Y5 ≃birat C

5

• Q =
{

xyZ = 0
}

⊂ P2 : quadrilatère

 ωQ = Asym
(
Log(Z)

(
dx
x

∧ dy
y

))
∈ LogQ

(
dLogQ ∧ dLogQ

)

Thm : 1. On a(
HLOGY5

)
:
∑

i ,ε

(
πε

i

)∗(
ωQ
)

= 0

2. HLOGY5
 HLog3

a,b pour tout (a, b) ∈ C2

• Rques : 1. ωQ généralisation 2D de dR = Asym
(
Log(z)

(
dz
z

))

2. Pour r = 4, . . . , 7 : ∃ HLOGY r
∈ ARr−3

(
WGM
Y r

)



Questions

• Question : Peut-on construire géométriquement “à la Gelfand et
MacPherson” la rel◦ abelienne HLOGY r

deWGM
Y r

à partir d’une
classe caractéristique sur (une forme réelle de) V r = G r /Pr ?

• V 6 = OCP2  OP2 = F4/Spin(9) H8
(
OP2

)
= R

[
Ω8
O

]

R-forme scindée : OsP
2 = E6(6)/F4(4)

H8
(
OsP

2
) ?

= R
[
Ω8
Os

]

• Applications − HLog1 =
(

Log(x)−Log(y)−Log
(

x
y

)
= 0

)
X

− HLog2 =
(

R
(
x) − R

(
y
)

− R
(

x
y

)
− R

(
1−y
1−x

)
+ R

(
x(1−y)
y(1−x)

)
= 0

)
X

− HLog3 =
( ∑10

i=1 AH3
i

(
Ui (x , y)

)
= 0

)
?



Beaucoup d’autres questions...

• Interprétation de HLog3 en termes du SC de dP4 ?

• Fait : C
[
Ŝ0

5

]
= LPA de type fini  SC fini (Ducat)

• Quest◦ : C
[
Ŝ0

5

]H
= C

[
Ŷ

0
5

]
= LPA de type fini ? SC fini ?

Si oui : interprétation de HLOGY5
en termes du SC ?

• Versions Unival. HLog3
univ ? Quantique HLog3

q ? Motivique HLog3
mot ?

• Surfaces de del Pezzo singulières/réelles ?

• Blow-ups Blp1,...,pr

(
P2) avec r ≥ 9 :

∑
c∈KAHr−2

c (ϕc) = 0 ?


