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I Surfaces plates (g > 0)
Veech “Flat Surfaces” Amer. J. Math. (1993)

Il Spheres plates (g = 0)
Deligne-Mostow “Monodromy of hypergeometric functions”

Thurston “Shapes of polyhedra”

Il Tores plats (g = 1)
[GPgeom) = GAFA (2017)

Ghazouani-Pirio )
[GPhypergeom] = Mém. SMF



e g>0 e n>1 tels que 26 —-3+n>0

e S : surface de genre g
®pi,....,pp . npointssurS

e S =S\ {p1,...,pn}

e X : surface de Riemann de genre g
® x = (x1,...,Xp) : n-uplet de points sur X

o X* =X\ {x1,...,%n}



o (g, n) = m(57) =(Ai, B;, Gy, Co | TLIAL Bl = Gooo G1)

Définitions :
e un marquage du w1 de (X, x) est un isomorphisme

o : m(g,n) =~ m(X*) ( modulo Int(71(g, n))c )

e Teich, , = {(X,x, ¢) | ¢ marquage de 7T1(X*)}

o PMCG:gtJ, = Out(71(g, )) = Aut(mi(g,n /Int (mi(s, n))



Théorie de Teichmuller

Teich, , est isomorphe & un domaine borné de C3&=3+n

e PMCGg , est isomorphe a Bihol(Teichg ,)

Teich, ,/PMCGg , est isomorphe & M, ,

e PMCG, , est isomorphe 3 w§™*(M, ,)



Surfaces plates : définitions

eVl >0 : Cy= cbneeuclidien dangle § =
e “Plat” = localement isomorphe & E? ~ (C, |dz|?)

Déf: une métrique plate m sur S* a une singularité conique en py
si localement en ce point

e (S,m) =~ Cy, pour un certain angle conique 6y > 0

(3

2 .
oem= ‘zo‘kdz‘ pour un certain exposant ay > —1

o Ok =2m(1+ ay) Kk(pk) = courbure en py = 2w — 6y

GauB-Bonnet : py est conique Vk = >, _; ax =2g — 2




Surfaces plates : exemples

e Métriques plates sur X :

e m=|w|?> avecw e H°(X,Kx) : surface de translation
o m=|n?* avecn € H(X, Kf?k) : surface de +-translation

o m=|u?k avecuEHO(X,Kj?k@Lp), p:m(X)—U

e Surface polygonale:
obtenue en recollant
des polygdnes euclidiens -

Thm : (Décomposition de Delaunay)

Une surface plate admet une décomposition polygonale canonique
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Veech : “Flat surfaces’

o= (ay)p_; fixé tel que Y J_jop =2g —2

s { structures plates sur S avec une }
[ ] =
gn . SN
singularité ak-conique en py V k /,sotopl.e

2
e (S,m)e Egn: m= ‘zo‘kdz| en p, = structure complexe en py

e Application naturelle Egn — Teichg
(S, m)— (X,x)

Thm: [Troyanov]
Pour tout (X, x), il existe une unique métrique plate mj’ax sur

2 .
X avec m¥ = ‘zo‘kdz| au voisinage de xx pour tout k < n




Veech : “Flat surfaces’

o a = (ay)p_; fixé tel que Y y_j o =2g —2
oo _ structures plates sur S avec une
& singularité ay-conique en py V k /Isotopl.e

2
o (S,m)e &, . m=|z%dz|" en py = structure complexe en py

e Isomorphisme Egn — Teichg ,
(S.m) — (X,x)
(57 m?‘(,x) — (X’X)

Thm: [Troyanov]
Pour tout (X, x), il existe une unique métrique plate m§  sur

2 .
(67 — (04
X avec my = ‘z kdz| au voisinage de xx pour tout kK < n




Pour (X, x) € Teichg , ~ £, ~> métrique a-plate m§  sur X

’ holonomie de mg
o PR mi(g, n) —— m1(X*) '

° pﬁ"<7XEKa:{p:7r1(g,n)—>U p(Ck):eiek}2U2g

e Application d'holonomie H< : Teichg , — U2, (X,x) — PS5

Thm: [Veech]
e H< : Teich, , — U2 est une submersion C*
°« FO = (Ha)_l(p) . — sous-variété complexe de Teichg ,
- dime (FY) =2g—-3+n

~ Def: F@ — {]-';" | pe K, p# 1} — Feuilletage de Veech




e “Application dg/¥€éch VH=p dEHEL)(%ﬁ;IZm(Ij-I"‘) {1}

e “Application aeeﬁ}éé’ch

Teichg , K<
e “Application de Veech V&‘ : pour p € Im(H*) \ {1}

e}

Fo T PH(S*,C,) o P23

[~

Teichg , K<

Thm: [Veech]



1. transvmt. modelé sur (U%€) E28
o~ Feuilletage F* sur Mg ,, ¢ 2. feuilles Fg de dim¢ =2g — 3+ n,
localement modelées sur CHP-9

ds2,. transversal’
o = forme volume Q% sur M, ,
+ wpfsur FL YV p

Questions :

e Au sujet de F™ :
» dynamique?
» géométrie? (3 feuille fermée/algébrique?)

e “Conjecture du volume de Veech” :

VoI (Mg,,) := | Q%<to0 ()



Soit (X, x) € Teichg , ~ €, ~> métrique a-plate m§  sur X
o Développante : D, : X* - C~E (mg, =|dDg,|")
¢ “Période relative (tordue)” :

5(7) :/dD)‘?’X avec vy € H; (Xy{xk}7(cp*1>
v

Prop: I'application V¥ : F* — PH(S*,C,) s'écrit explicitement :

T o (X.x) — [E(%)] e

i=0

c ]P>2g—3+n

ol (0, ---,72g—3+n) est une base de Hy (X, {xc},C,-1)

2
=P 3 xq,..., X, m§ . = | TT(t — xi)*xdt|

0:X
() = /H(t — xx)**dt = intégrale hypergéométrique
7k



o a=(m)l_; avec Y jax=-2
e H<: Teichg, — K*=12% =10 = {e}
e Le feuilletage de Veech F* n’a qu'une seule feuille : Mg ,

. {—1<ak<0

(0 <0, < 27r) } — CH" 3-structure sur Mo, = Mg:n

e Holonomie H* : 71(Mg ,) = PB,_1 — Aut(CH"3)

e Sous-groupe I* = Im(H*) < Aut(CH"3) = PU(1,n — 3)

Critére arithmétique sur « :

1
QT Qy



Il Deligne-Mostow “Monodromy of hypergeom. functions’

e L'application de Veech :

Ve Moy — CHS P73, x o [ [ T](¢ — i) ] ::0

coincide avec |' “application de Schwarz”

— -3
S Mo, — CH™ 2 C P3, x> | F(x)] :_0

(Fx) = base de I'espace sol® du “systeme hypergéométrique”

0%F 1 OF  OF
@ — L ) < . . < .
(£%) Dxi0x; Xi_XJ'<aIaXJ' aJ—aXi> , 1<i<j<n-3
Thm : [Schwarz (1873) - - -- - Deligne-Mostow (1986)]

1. a satisfait (INT) = Mon(S®) =T C PU(1, n — 3) réseau




Il Deligne-Mostow “Monodromy of hypergeometric fcts®'

e L'application de Veech :

Ve Moy — CHS P73, x o [ [ T](¢ — i) ] ::0

coincide avec |' “application de Schwarz”

— -3
S Mo, — CH™ 2 C P3, x> | F(x)] :_0

(Fx) = base de I'espace sol® du “systeme hypergéométrique”

0%F 1 OF  OF
@ — L ) < . . < .
(£%) Dxi0x; Xi_XJ'<aIaXJ' aJ—aXi> , 1<i<j<n-3
Thm : [Schwarz (1873) - - -- - Deligne-Mostow (1986)]

1. a satisfait (INT) = Mon(S®) =T C PU(1, n — 3) réseau

2. Construction de réseaux AR & NAR de PU(1,m), m <5




Il g =0 : Thurston “Shapes of polyhedra" (1987)

sphéres plates avec singularité
o Mg, ~ &, /Pmce,, = {
Y

ak-conique en py, k=1,....n

Thm: [Thurston] La complétion métrique Mg, :

e est une CH"3-conifolde de volume fini
e s'obtient en rajoutant a Mg, des C-strates Mg"’n,
e J formule pour I'angle conifolde autour de Mg‘:,, de codim 1

e est une CH" 3-orbifolde si o = (aw)_; Vvérifie

(INT) Vk<tl: —1<aptoy = (l—l—ak—i—ag)_l <Y/

— Retrouve réseaux AR & NAR de PU(1, m) de Deligne-Mostow



Il g =0 : Thurston “Shapes of polyhedra" (1987)

e Méthode : chirurgies sur les surfaces plates




Il g =0 : Thurston “Shapes of polyhedra" (1987)

e Méthode : chirurgies sur les surfaces plates




Il g =0 : Thurston “Shapes of polyhedra" (1987)

e Méthode : chirurgies sur les surfaces plates




Il g =0 : Thurston “Shapes of polyhedra" (1987)

e Méthode : chirurgies sur les surfaces plates




Il g =1:[GPgeom]

e M 11 de dimension n+1 o feuille Fg de dimension n

2 < 01 < A4rw o CH"-structure sur F%

o [Veech] | 0 <6, <2r a
k=2,...,n+1 ® I;’ = Im(ﬂl(F?) — PU(]-? n))

Thm: [GP] Pour p de torsion, la complétion métrique @ :
e est une CH"-conifolde de volume fini

e s'obtient en rajoutant a F¢Y des — C-strates Fg&’ (genre 1)
— P-strates ng’n, (genre 0)

e 3 formules pour les angles conifoldes // strates de codim 1

= 3 [* = réseaux AR dans PU(1, n) pour n <5



Il g =1:[GPhypergeom]

o (X, x) € Teich, , ~ £, ~> métrique a-plate m§  sur X

e H¥(X) = p% , : m(g,n) — U se fact. par mi(g, n)® = Hy(g,n)

e Torg , = {(X,x, v) ‘ v marquage de Hl(X*)} = Teichg /g, ,
Teich, , M Ly

!

Tor, ho

e~~~ Plus naturel d'étudier F< sur Torg ,



Thm: [Nag]

.Torl,n:{(T,Z)EHXC" 22(21:0722,...72,7) }

Zk—Zgng,Vk<€

e PMCGy ,/gr,, =~ SL2(Z) x (Z2)n_1 avec action standard

métrique plate sur E. = C/Z,

e Pour (7,z) € Tory , : m&, = : i
( ) ) Ln Tz { avec [Zk] = point ag-conique

Prop: [GP] Onam, = | u)du| avec
o T2 (u) = g2imaou [Tis 9(u -k, T)ak

e ag=ap(r,z) = -Sm(X ], akzk)/%m(T) eR




° H1(E;"7Z,Z) est engendré par Yo, V1,72, - - - » Vn, Yoo -
T@--mmmmm e ’o
Ve g
y o
@’}/3 !
1 _.'1
70

° T0r17n = (T,Z) — (ET,27 m?:z = ‘e2i7raou er(u o zk)akdu‘2>

h*(v) = gimao avec ag = —%m(zakzk)/%m(T) €R
k

h*(Ye0) = g2imace avec (oo = OQT + Z akzx € R

e | 'application d’holonomie s'écrit

k

h® : Tor; , — Uz, (T, z) — (ez’mo,ez’m‘”)



“holonomie relevée” ¢*=(ap,ac0) R?
J{exp(2i7r-)
[ J

Torl,,, —ha>U2

Thm: [GP]
e Les feuilles de F* dans Tory , sont les sous-variétés affines

= (ga)_l(a) D aoT + Zakzk = a0, a=(a0,ax) € R?
K

o F< (et donc F*) dépend seulement de [a] € P(R")

e Casn=2:alorsa=(a;,—1)avec 0 < ag <1

— canonique (indépt de ;)
F* = F* = feuilletage sur My » {
— par des CH!-courbes



Thm: [GP]

e Dans Tory , pour tout a = (ap, a00) € R?\ a1 Z? :
~~—
H— =, Fo
e (7. & (307 — ax0) )

e La restriction F3* — Fg de Tor; o — My
est isomorphe au quotient de H par

eld:7— 7 R F* ~H
e T:T—=17+1 = FS ~ cylindre infini
(] I'1(N), N>2 — F? ~ H/Fl(N) = Yl(N)

o Feuilles fermées de F* : les Fg ; ) ~ Y1(N) avec N > 2




e (N > 2) Uniformisation de Y;(N)* = FEB,I/N) C My
H— Yi(N)*—— M
r—— (&, [%]) — (& [0, [#])

e En termes de surfaces plates (My o =~ Mi’f2)

H——— Yi(N)MC— M7

T (ET, m%l’T)
ol my = |T(u)du|® avec T, (u)= ﬁ
N7

o Application de Veech V' : H =~ F 1/N)—>(CH1 cPp!

7'»—>[f01 A(u)du: [J T u)du]



Travaux de Mano & Watanabe:

e Interprétation cohomologico-analytique (= "hypergéométrique”) de

Folr) = /[0 | To(e)da = {[0,1). [T ()]

avec [0,1] € Hy(Ef, L) et [Tr(u)du] € H*(E:, LY)

Ty =T

e Quand 7 variedans H ~~ connexion de GauB-Manin

o~ Construction de |' “équation hypergéométrique elliptique”

(ER) ¢ F () +PR(E) F (1) + QY (1)F(r) =0

telle que Sol(£51) = Vectc (figyy Tr(u)du, [ 3 T-(u)du)

Prop: (Ex') Fuchsienne en ico + formule pour I'indice projectif




Thm: [GP] Pour tout oy €]0,1] :

e La CH'-structure de Veech de Y1(N)® s'étend en une
structure conifolde X71(N)** sur la compactification Xi(N)

L'angle conifolde de X1(N)™ en ¢ = [a/c] € P}(Q) est

c(N —¢)

b 7rN . pgcd(c, N) o

° a1 = E,’Q,’* avec £ >1 = X;(N)® est une CH'-orbifolde

Pour p premier : Aire(Y1(p)™) = Z(1 — a1)(p? — 1)

On en déduit Vol (M%) = 2(1 - a1) < oo




“Hypergéométrie” en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Mo =P\ {0,1,00}

x ~ PP\ {0,1,x,00}

wgt = [T (£ — u) ™t

Fy(x) = [, Tl (£ — we)*dt

(Eapyc) : F!+ izt pr _ab F —

x(1—x) x(1—x)

S Mos o H

pour certains & = (aq,...,04)
M < PSLy(R) est un réseau




“Hypergéométrie” en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Cas elliptique (g = 1)

Mo =P\ {0,1,00}

x ~ PP\ {0,1,x,00}

wgt = [T (£ — u) ™t

Fy(x) = [, Tl (£ — we)*dt

(Eapyc) : F!+ izt pr _ab F —

x(1—x) x(1—x)

S Mos o H

pour certains & = (aq,...,04)
M < PSLy(R) est un réseau




“Hypergéométrie” en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Cas elliptique (g = 1)

Mo =P\ {0,1,00}

i(N) =H/pivy (N=2)

x ~ PP\ {0,1,x,00}

wgt = [T (£ — u) ™t

Fy(x) = [, Tl (£ — we)*dt

(Eapyc) : F!+ izt pr _ab F —

x(1—x) x(1—x)

S Mos o H

pour certains & = (aq,...,04)
M < PSLy(R) est un réseau




“Hypergéométrie” en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Cas elliptique (g = 1)

Mo =P\ {0,1,00}

i(N) =H/pivy (N=2)

x ~ PP\ {0,1,x,00}

T~ EN\{0,4%

wgt = [T (£ — u) ™t

Fy(x) = [, Tl (£ — we)*dt

(Eapyc) : F!+ izt pr _ab F —

x(1—x) x(1—x)

S Mos o H

pour certains & = (aq,...,04)
M < PSLy(R) est un réseau




“Hypergéométrie”

en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Cas elliptique (g = 1)

Mo =P\ {0,1,00}

Yi(N) =Hpny (N=2)

x ~ PP\ {0,1,x,00}

- B\ {0

we = TTh_y (t — ug)dt

Fy(x) = [, Tl (£ — we)*dt

—(1 b)x a
(Eapc) « F'+ 5 i(ﬁj)) F'— x(lfx) F=0
5« M0,4 — H
pour certains & = (aq,...,04)

r* < PSLy(R) est un réseau




“Hypergéométrie”

en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Cas elliptique (g = 1)

Mo g ~ P!\ {0,1, 00}

i(N) =H/pivy (N=2)

x ~ P\ {0,1,x,00}

T~ EN\{0,4%

wgt = [T (£ — u) ™t

[0% pu— e(uvT)al
1= Dt g,

T (et )

®y (1) = f'y 9(0(%7)&1&‘1 du

Fy(x) = f—y Hi:l(t — uk)¥dt u-1.7)
(Eapc) « F"'+ kil(t:r)b)x F'— x(ffx) F=0
S /\/—/1\0; — H
pour certains & = (aq,...,04)

M < PSLy(R) est un réseau




“Hypergéométrie” en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Cas elliptique (g = 1)

Mo =P\ {0,1,00}

i(N) =H/pivy (N=2)

x ~ P\ {0,1,x,00}

T~ EN\{0,4%

s o Bur)
W)C(x == Hk:].(t - uk)akdt w’T 9(u_%77_)o‘1 du
6(u,7)*1

Fy(x) = [, Tl (£ — we)*dt

S (1) = f_y Wdu

(Eape) = F'+ I F = it F=0 (ER1) : @ +PRI(T) ® +QRi(r)® =0
5« M0,4 — H
pour certains & = (aq,...,04)

M < PSLy(R) est un réseau




“Hypergéométrie” en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Cas elliptique (g = 1)

Mo =P\ {0,1,00}

i(N) =H/pivy (N=2)

x ~ P\ {0,1,x,00}

T~ EN\{0,4%

wgt = [T (£ — u) ™t

_ 0™
or — WD) g,

T (et )

Fy(x) = [, Tl (£ — we)*dt

P, (1) = f—y e(i(fi—)j)lal du
it

(Eapyc) : F!+ izt pr _ab F —

x(1—x) x(1—x)

(E3) © ® +PY(r) ® +Q () ® =0

S Mos o H

S Y(N)=H — H

pour certains & = (aq,...,04)
M < PSLy(R) est un réseau




“Hypergéométrie” en dimension 1

Cas classique (g = 0)

Cas elliptique (g = 1)

Mo =P\ {0,1,00}

Yi(N) =H/pvy (N=2)

x ~ P\ {0,1,x,00}

T~ EN\{0,4%

we = TTh_y (t — ug)dt

wit = 70(“7)&1(11 du
T Q(U—%,T)

Fy(x) = [, Tl (£ — we)*dt

u—

(1) = Jy g,y
b

(ga,b,c) - F' 4 c—(14+a+b)x F' __ab f_ 0

x(1—x) x(1—x)

(E31) © ® +PY(r) ® +Q () ® =0

S Mos o H

S Y(N)=H — H

pour certains & = (aq,...,04)
M < PSLy(R) est un réseau

pour certaines paires (a, N)
My < PSLa(R) est un réseau




