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Le logarithme ( et le ler polylogarithme Li; )

e Lo(x) = Log(x) Li;(x) = L1(x) = —Log(1 — x)

- s . . k
e Développement en série :  Lii(x) = > 32 %

e Représentations intégrales : Ly(2)

:fsz (w():@ )
Ll(z):fzwl ( w1 = ld_u )

e Monodromie : Mo (Lo) = Lo + 2im

e Equation fonctionnelle : Log(x) + Log(y) — Log(xy) =0

“indoles logarithmorum hac aequatione fundamentali continetur”

(Pfaff 1788)



Le dilogarithme Li,
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Le dilogarithme Li,

4 s - . k
e Développement en série : Lix(x) = > 1=

e Représentation intégrale : Lix(z) = Loi(z) = /¥ % . Ly(v)

Llo(z) = [ ld__uu . Lo(u)

e Monodromie : M; (Lip) = Lip — 2im - Lg

° Equation fonctionnelle d’Abel : ( O<x<yxl1 )
. . xy o l—y _(x(1—y)

Li2(x) — Li2(y) — le(;)—le(:) + L|2<m> =

2

—% + log(y) log (%)



Le dilogarithme Li,

e Développement en série : Lix(x) = > 72, X—2

o Représentation intégrale : Lix(z) = Loi(z) = /¥ % . Ly(v)

Lio(z) = % {2 - Lo(u)

e Monodromie : M (Liz) = Lip — 2im - Lg
e Equation fonctionnelle d’Abel : ( O<x<yxl1 )
x 1—y x(1—y) )
D(x) —D(y)—D(-)—D D[ ) =0
(9-B») =0(*)-0(—7)+0(
1 2 1
D(x) = Liz(x) + ;Log(x)Log(1 — x) = == = 3 Loa(x) — Lio(x)



Polylogarithme Li, ( n > 1)

2 s . . k
e Développement en série : Liy(x) = > ;2 17

e Représentation integrale : Li,(z) = [* d—;’Li,,_l(u) = Lgn-11(2)

Li,' (z) = Li,—1(2)/z

e Monodromie : M (Lin) = Lip — 2i7 ((rl;o—)f)jl



Polylogarithme Li, ( n > 1)

2 s . . k
e Développement en série : Liy(x) = > ;2 17

e Représentation integrale : Li,(z) = [* d—;’Li,,_l(u) = Lgn-11(2)

Li,' (z) = Li,—1(2)/z

e Monodromie : M (Lin) = Lip — 2i7 ((rl;o—)f)jl

° équations fonctionnelles en une variable :
Lin(z’) = 1 Z Lin(w z) (\z|< 1)
wr=1

Lin(z) + (-1)Lin(z7) = - 278, (LB2) (zecy o, +oef )
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Polylogarithme Li, ( n > 1)

- s . . k
e Développement en série : Liy(x) = Y32 %7

e Représentation integrale : Li,(z) = [* d—;’Li,,_l(u) = Lgn-11(2)

Li,'(z) = Li,—1(2)/z

e Monodromie : M (Lin) = Lip — 2i7 ((rl;o—)ln)_'1

e Equations fonctionnelles en plusieurs variables ( 37 ) :

Z ¢iLin(Uj) =Elem., <= Z ¢ Ln(Ui) =0

(cez, Uexy))



Le trilogarithme Lis

o Lis(x) = 232 xK/K3 = [™ Lin(u)%

° Equation fonctionnelle de Spence-Kummer :

*) + 2Lis (X020 ()

2Lis(x) + 2Lis(y) — Lig(g) + 2Li3(i:

y(1—x)
o x(1—y) -y x(1 — y)?
+2L|3<— (1_3:))+2L|3< y(l—{()) Li (y(l—i)z)
1-—
—2Lis(1) — log (y)?log (T—% ) + Tlog »)+3 log ()



Le trilogarithme Lis

o Liz(x) = 724 x¥/k3 = [ Lip(u) %

e Equation fonctionnelle de Spence-Kummer :

—x _x(1—y) .
_y) +2L|3<y(l_i))f L|3(xy)

2Lis(x) + 2Lis(y) — Li3(§) + 2Li3(i

x(—y)y o =y x(—y)
+2L|3(— (1_){) >+2L|3(— ya _'};{))7 Lis ( (1_§)2>
= 2Li5(1) — tog (y)? log (% )+T.og(y)+,.og(y)3

e L3(z) = Liz(z) — Lix(2) - Log;|z|+%(Log|z|)2

2L3(x) +2L3(y) — £3(§) + 253(i:§) + 2@08 :i; )~ £s(xy)

+ 2“3<_x((11__5)) )+ 2‘33(_;(11__{()) )- “3<X(1 - ) =0




Le tétralogarithme Liy

o Lia(x) = 32 xk/k*

° Equation fonctionnelle de Kummer :
_ 25¢ 2 2
L|4( gn)—i—Lm( y; )+L|4(;Z)+L|4(§2—x)
_6Li4(xy)—6Li4(E)—6Li4(—%)—6Li4( )
—3Li4(xn)—3Li4(yC)—3Li4(%)—3Li4(%)

—3Li4(—%) —3Li4(—{7—c) —3Li4(—;—c) —3Lia( - nc)

+6Lig(x) +6Lis(y) +6Li4(—%) +6Li4(—%) = —g log? (¢) log? (1))

<3S

~ |

avec (=1—x et n=1-y



Le tétralogarithme Liy

o Lig(x) = 302 xK/k* L4(x) = Lig(x) + Elem4(x)
e Equation fonctionnelle de Kummer :
e -E21) 4 u(—%*‘) e Z0) e 50
) =6La(; o) —oLa( =) —La( =)
x ) —3£4(yC) —354(;) —354(2)

¢
) -se( ) el X) e 1)
+

— 6L,y

(

(Cs) —3£4(
—3£4(

(

4 6La(x) +6Laly +6£4(—%)+6£4(—%):0

avec(=1—x et n=1—y (18termes)



Le pentalogarithme Lis

e Equation fonctionnelle de Kummer :

(—Xzyn)+L:5(—)0:72¢)+L:5(;2y)+£5(??/2)+£5(§n)

oo ) o )06 2)
S s sed ) se
¢
,9£5(.YC)*9£5(77C)79£5<—%) 79£5<%) _ 9[[5(%)7 9£5(—L>
)

+18L5<%> ~ 18Ls5(x) + 18Ls(y) + 18£5(—%) =0

( 29 termes )



o Abel 1826 (Spence 1809, Hill 1829, Rogers 1907)
D(x)-D(y) -D(%) -D( =)+ D(;gjg ) -0  (Ab)

e Newman 1892 (Kummer 1840) (x !+ y1+2z71=1)
2Li5(x) + 2Lia(y) + 2Lin(2) — Lin () — Lio(=22) — Lio(<22) = 0 (V)

e Spence-Kummer : Y9, ¢ £3(U,-(x,y)) =0 (SK)
e Kummer 1840 : i Lnci (U,-(x,y)) =0 ( n=45 ) ()
e . ..

e Goncharov 1995 : Y2 ¢ £3(U,-(a, b, c)) =0 (Gon)

e Gangl 2003 : Yici £,,(U,-(x,y)) =0 ( n==6,7 ) (Gany)



° Equations fonctionnelles des polylogarithmes :

» Géométrie hyperbolique

v

Géométrie des tissus

v

K-théorie des corps de nombres

Théorie des motifs / des périodes (VZM)

v

v

Physique des particules (“Scattering amplitudes”)

v

Y-systemes et algebres amassées

e Problémes : — construire des EF pourles £, ( 3k>87 )

— mieux comprendre les EF polylogarithmiques
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EFA : Equation fonctionnelle abélienne

e Daslx.y) = D(x) ~D(y) ~D(*) =D( 1= ) +D(24=9 ) =0

e Mo, (Das) = Das —m[Lil(x)—Lil(g)+Li1(;§}:§;)] =0
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EFA : Equation fonctionnelle abélienne

e Daslx.y) = D(x) ~D(y) ~D(*) =D( 1= ) +D(24=9 ) =0

e Mo, (Das) = Das —m[Lil(x)—Lil(g)+Li1(;§}:§;)] =0

e Dyp=0 = Lia(x)-Li(2)+Li(254)=0

e Espace vectoriel des (F;)3_; telles que

F1(x)+ Fa(y) +F3(§> +F4(i:§> +F5(§8:i’;)

0




EFA : Equation fonctionnelle abélienne

Dalx.v) = B9 ~B1) ~B(5) ~B( ) +D (54 ) =

e Mo, (Das) = Das —m[Lil(x)—Lil(g)+Li1(x(1—y))] =0

Dip=0 = Lia(x)—Lir(2)+Li(254)=0

e Espace vectoriel des (F;)3_; telles que

0

Fi i () (1) + (5 )

e Déf: EFA = Equation Fonctionnelle Abélienne : Y%, Fi(U)=0
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EFA

e Sur un domaine Q C C” ( ou sur Q = (C",0) ) n>?2

d-uplet U = (U;)%_; de
[ ]

~~ EFA: Y9.F(U;)=0
submersions U; : Q — C Y Fi(Ui)

e A(U) = { (Fi),il ‘Z,’dﬂ Fi(U;) = 0} +—— C-ev
e dUiNdU; =0 < U; = h(U;) = YF:F(U;)— (Foh)(U;))=0
e Hypothése : dU; ANdU; #0 si i #j

Méthode d’

o Y F(U)=0 M5 v S (u)Fi®(u;) =0
(Pfaff 1788)



EFA

e Sur un domaine Q C C” ( ou sur Q = (C",0) ) n>?2

d-uplet U = (U;)%_; de
[ ]

~~ EFA: Y9.F(U;)=0
submersions U; : Q — C Y Fi(Ui)

o A(U) = { (Fi),il ‘27:1 Fi(U) = 0} +— C-ev

e dUNdU; =0 & U; = h(Uj) = VF: F(U,')—(Foh)(Uj) =0
= dim A(U) = +oc0

e Hypothése : dU; ANdU; #0 si i #j

Méthode d’
o Y F(U)=0 M5 v S (u)Fi®(u;) =0
(Pfaff 1788)
= dim A(U) < 400
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EFA : approche géométrique

Hypoth : V i # ~ C-espace vectoriel
dU; NdU; #0 = AW): de dimension finie
4 Fi(U)=0 d(Fioh*)o(hioU; =0
Y L1Fi(Ui)=0 <= X (Fioh ")o(hoUowp)=
— h; fonction inversible V i

— ¢ biholomorphisme

e Exemples : les trois EFA suivantes sont “les mémes”
0= Id(x) + Id(y) — Id(x + y)
0 = Log(x) + Log(y) — Log(xy)

0 = Arctan(x) + Arctan(y) — Arctan(—le,g,)
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dundt; 20 = Y e dimension finie
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Hypoth : V i # j ~ C-espace vectoriel
dundt; 20 = Y e dimension finie
e L Fi(U) =0 < XL (Fioh)o(hoUiop)=0
— Y i : h; fonction inversible

— ¢ biholomorphisme

Feuilletage Fy;, :

o Ui <— hjoU; Fu, ={Ui=cst.}




EFA : approche géométrique

Hypoth : V i # j ~ C-espace vectoriel
dundt; 20 = Y e dimension finie
e L Fi(U) =0 < XL (Fioh)o(hoUiop)=0
— Y i : h; fonction inversible

— ¢ biholomorphisme

: ) — ’//
o U« holU: ~ Feuilletage Fy;, : /ﬁ //
Fu, ={ Ui =cst. } =

U= (Ui,...,Uy) avec Wy = (Fu,, ..., Fu,) avec
e U;:Q — C submersions ~>  Fu, : feuilletage holomorphe
t.q.dUi ANdU; #0si i <j Position générale : 7y, h Fy,
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Il. Tissus

Feuilletage = famille )
localement triviale : ~
de sous-variétés

(—— T
e Déf : un d-tissu est une collection de d feuilletages
Wy = (.7-'1,.7-"2, e ,]-"d> deux a deux transverses

e Exemples : 1

un 3-tissu plan

o Ud) d-tissu sur Q C C"
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Géometrie des tissus

o Déf : W et W sont équivalents si 3 ¢ biholom. / o (W) =W
e Problématique : classifier les tissus a équivalence prés

e Exemple :

un 2-tissu plan est trivial (localement)
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Géometrie des tissus
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Exemples de tissus

Tissu de Bol B
Ci licati i}
inq applications : i
d"‘oubli d’un point’ Mos - Moa =P\ {0,1, 00}
5

B:W(fl,...,ﬁ;)



Exemples de tissus

Tissu de Bol B
Cinqg applications g 1
d'‘oubli d’un point’ Maos — Moa =P\ {0, 1,00}
fs
B=W(fi,. ... f)
«B=w(x, v, 15, 50)

(Ab) D(x) — D(y) — D(%) - D(i:’;) + D(%Ei :g) =0
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Tissus algébriques

e C C IP" : courbe algébrique de degré d

e Helb: hyperplan générique
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Tissus algébriques

e C C IP" : courbe algébrique de degré d

e HeDPr: hyperplan générique

H-C=pi(H)+- -+ ps(H)

]P)n

e~ d submersions locales pj : (P”,H) — C

e Localement W¢e = W(p1,...,pq) (d—tissu en hyperplans sur IF’”)
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Hypocycloide a trois cusps
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Relations abéliennes et rang

Wy = W(Uy, Us,...,Uy) intégrales leres U;: (C",0) — (C,0)
Définitions :
» Relation abélienne de W, — (Fl,...,Fd> € (Oc0) ta.

F1(U1) + -+ Fd(Ud) =0

F)_, tel que

> A(Wy) = {RA de W, } = (Fi)i=y tel q —— C-ev
i Uit (dF;) =0

» Rang de W, : rg(W,) = dim A(Wjy) +— invariant

Ex. : .A(W(x,y, f)) = <Log(x) — Log(y) — Log(§> = O> rg=1
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Relations abéliennes et rang des tissus algébriques

e Courbe C C P" de degré d ~~ d-tissu W( en hyperplans sur Ppr

e Wc loe W(pla' .. 9pd)

e w € HY(Q}) : différentielle abélienne

Théoreme d’Abel :  Tr(w) < Y, p*(w) =0 e

pi(H)  rp2(H) pa(H) “l es sommes abéliennes
w—|— w+"'+ w = cst. ”
sont constantes




Relations abéliennes et rang des tissus algébriques

e Courbe C C IP" de degré d ~~ d-tissu W¢ = W(pl, v, pd)

e w e HO(QL) : différentielle abélienne

Théoreme d’Abel :  Tr(w) = Y, pi*(w) =0 ie.

pi(H)  rp2(H) pa(H) “l es sommes abéliennes
w+ W=+ w = cst. "
sont constantes




Relations abéliennes et rang des tissus algébriques

e Courbe C C IP" de degré d ~~ d-tissu W¢ = W(pl, v, pd)

e w e HO(QL) : différentielle abélienne

Théoreme d’Abel :  Tr(w) = Y, pi*(w) =0 ie.

pi(H)  rp2(H) pa(H) “l es sommes abéliennes
w+ W+ w = cst. "
sont constantes

e Isomorphisme : H° (Qlc) — A(Wc)
d

w — (p'()).

i=1



Relations abéliennes et rang des tissus algébriques

e Courbe C C IP" de degré d ~~ d-tissu W¢ = W(pl, v, pd)

e w e HO(QL) : différentielle abélienne

Théoreme d’Abel :  Tr(w) = Y, pi*(w) =0 ie.

pi(H pa(H) “Les sommes abéliennes
w—l— w—i— -+ w = cst. ”
sont constantes

e Isomorphisme : HO(Qlc) = AW¢) = g(C)=rg(Wc)

w o> (p,-*(w)) 7_1



Borne sur le rang

o Wy = d-tissu sur Q C C"

Théoréme : [ Bol (n=2), Chern |
rg(Wy) < (d,2) = §(d —1)(d - 2) (n=2)

rg(Wd) < w(d,n)
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Borne sur le rang

o Wy = d-tissu sur Q C C"

Théoréme : [ Bol (n=2), Chern |
rg(Wy) < (d,2) = §(d —1)(d - 2) (n=2)

rg(Wd) < w(d,n)

e Définition : W, est de rang maximal si rg(Wy) = 7(d, n)

Exemples : — rg(W(x,y, §)> =7(3,2) =1
CCP?: —rg(We)=g(C)=N2 g g— deg(C)
B

rg(B) =6



Tissus exceptionnels

_ x 1-x x(1—y) _
.B_W(x7y7;7may(1—_-:)) rg(B) =6



Tissus exceptionnels

. x 1—x x(1—y) _
.B_W(X7y7;7may(1_-)}:)) rg(B)_6

A(B) = Aut(B) - <Log(x) — Log(y) — Log(i) > @ < RAAb>



Tissus exceptionnels

. x 1—x x(1—y) _
.B_W(X7y7;7may(1_-)}:)) rg(B)_6

A(B) = Aut(B) - <Log(x) — Log(y) — Log(i) > o < RAAb>
W
RA 45



Tissus exceptionnels

— x 1l—x x(1—y) N
.B_W(X7y7;7may(1_-)}:)) rg(B)_6

A(B) = Aut(B) - <Log(x) — Log(y) — Log(i) > @ < RAAb>
RU'JAAb = [ D(x) - D) - b(;) - (1) + B (3] ) - o]




Tissus exceptionnels

_ x 1-x x(1—y) _
.B_W(X7y7;7may(1—_-:)) rg(B) =6

A(B) = Aut(B) - <Log(x) — Log(y) — Log(i) > @ < RAAb>
RU'JAAb = [ D(x) - D) - b(;) - (1) + B (3] ) - o]

e [Bol 1936] : B est exceptionnel ot

- de rang maximal
- non-algébrisable



Tissus exceptionnels

_ x 1—x x(1-y) N
.B_W(X7y7;7may(1—_-:)) rg(B) =6

A(B) = Aut(B) - <Log(x) — Log(y) — Log(i) > @ < RAAb>
RU'JAAb = [ D(x) - D) - b(;) - (1) + B (3] ) - o]

- de rang maximal
e [Bol 1936] : B est exceptionnel gef &
- non-algébrisable

e [P. 2005] : Wi est exceptionnel

2L5(x) +2L5(y) — L3(§) +21:3(1*X) +2£3(§8:’;;>7 c5(xy)

(8K) + 2a3<_x((11:;)) ) + 2£3<_y((11:};)) ) - £3(;8 :i;i ) L




Tissus exceptionnels

. x 1—x x(1—y) _
.B_W(X7y7;7may(1—_-:)) rg(B) =6

A(B) = Aut(B) - <Log(x) — Log(y) — Log(i) > @ < RAAb>
RU'JAAb = [ D(x) - D) - B(;) - (1) + B (5] ) - o]

e [Bol 1936] : B est exceptionnel def

- de rang maximal
- non-algébrisable

e [P. 2005] : Wi est exceptionnel

Fi(x) + R(y) + F3(§) + F4(i:;) + F5<;g:i;>+ Fs(X.V>

* F’<_x((1l__j)) ) * F8<_y((11_—{<)) ) + F”(%) =0




Tissus exceptionnels

[ Chern-Griffiths 1981 |

... we cannot refrain from mentioning what we consider to
be the fundamental problem on the subject, which is
to determine the maximum rank non-linearizable webs.

The strong conditions must imply that there are not many.
It may not be unreasonable to compare the situation with

the exceptional simple Lie groups.”

Probléeme de Chern-Griffiths : déterminer les tissus exceptionnels




Algebres amassées

e Introduites par Fomin et Zelevinsky (~ 2000)

e Domaine tres vivace avec beaucoup d’intéractions :

>

>

>

Positivité en théorie de Lie

Théorie des représentations (carquois)

Groupe quantique et quantisation (espaces homogeénes)
Théorie de Teichmiiller supérieure

Systémes intégrables (“Y-systems”, “Pentagram maps")
Physique des particules (“Scattering amplitudes”)
Equation fonctionnelles dilogarithmiques

Géométrie de Poisson ; Géométrie hyperbolique

Géométrie algébrique



Algebres amassées

e Algébre amassée : anneau commutatif équipé d'une structure
combinatoire d'un type particulier

a=(ay,...,an)
Graine

e d’amas : G,y = (a,x, B) avec x=(x1,...,Xn)
initiale

B = (by); _, € ASym,(Z)

i
e Définition : algébre amassée Ag associée a (a, x, B) :

AB:<3;

e Exemples : C[m)} (C{)A(} X = G/P, var. de Schubert, etc.

(317 xl7 B,) = g, ~mutation Tinit > C Q(alu cee an)



Algebres amassées : terminologie

a=(a,...,an)
((i;';arll?:s G =(a,x,B) avec { x=(x1,...,%n)
B = (bU)ijl € ASym,(Z)
e A-graine : (a,B) X-graine : (x, B)
A-amas : a=(a), X-amas: x = (x),
A-variable d’amas : a; X-var.d’amas : x;

e Mutation dans la k-iéme direction :

vk (a,x,B)=G+— G' = (a',x', B



e Onpose s(0)=0 et s(m)=m/iml€{+1} sim#0

k-ieme mutation gy :
(a,x,B) 5 (a',x', B
ar—a = (a},...,a))
x—x'=(x{,...,x})



e Onpose s(0)=0 et s(m)=m/iml€{+1} sim#0

A-mutation
/! _ |:ku[>0 af + ku/<0 a/ :| J =k
N . aj JFk
k-ieme mutation g :
X -mutation

(a,x,B) LN (@, x',B) {Xj—l =k

X = s(—big)\ ~Pw .
a—a = (a,...,a,) <1+X J) J#k
X — x' = (X{, o ,x,’,) Mutation matricielle
—bjj ke{i,j}
B+— B' = (b' Pzt .bj.j: bjj k%{i,j},bikbkjﬁo

bij + |bix| bi; k & {i,j}, bixbij >0



Matrice B = By — Carquois Q = Qg



Matrice B = By — Carquois Q = Qg

0 1
Ba, = {—1 o}

[

QAQ: 1—2



o Matrice B = By — Carquois Q = Qg

BAQ:{_Ol é} — Qa, : 1—2

(s 0. (2 ) 2 (G (1) =2 (om0 )
[ I

( x1 1+X1+><2) 0 1 ( X1X0 1+><1) 0 1
14+x2? x1Xx2 T l-1 0 +x1+x27 Xxo 7 l-1 0



o Matrice B = By — Carquois Q = Qg

(o ) = (o [ 8) =2 (om0 1 41)
[ |

( 1+X1+><2) 0 1 X1 Tx o 1
1+x2 X1X2 -10 TFx+x° X2 N -

e X-variables d’amas: x1, x2 , 1‘)'('1"2 , 11-2)(1 , 1+x)i1x-;-X2




o Matrice B = By — Carquois Q = Qg

(o ) = (o [ 8) =2 (om0 1 41)
[ |

( 1+X1+><2) 0 1 X1 Tx o 1
1+x2 X1X2 -10 TFx+x° X2 N -

e X-variables d’amas: x1, x2 , 1‘)'('1"2 , 1-)*(-2)(1 , 1+x)i1x-;-X2

e Ona: D(Xl) + D(Xz) + D<H;—1XZ) + D(H;_ZXI) 4 D(l+x1+x2) =0

X1X2




o Matrice B = By — Carquois Q = Qg

BAQ:{_Ol é} — Qa, : 1—2

(o ) = (o [ 8) =2 (om0 1 41)
[ |

( 1+x1+x2) 0 1 X1X2 +x1 0 1
1+Xz X1X2 -10 T+x1+x2° X2 ’ |21 0

e X-variables d’amas : x1 , x2 , 1')'('1"2 , 1')'('2"1 , 1+X’;1x';"‘2

X1X2

e On a: D(x1) + D(x) + D(l";lxz) + D(l“;—z"l> + D(m) -0

1— 1—
B=WAb=W(Xaya%aﬁa;E1_i;)



o Matrice B = By — Carquois Q = Qg

(o ) = (o [ 8) =2 (om0 1 41)
[ |

( 1+X1+><2) 0 1 X1 Tx o 1
1+x2 X1X2 -10 TFx+x° X2 N -

e X-variables d’amas: x1, x2 , 1‘)'('1"2 , 1-)*(-2)(1 , 1+x)i1x-;-X2

eOna: D(Xl) + D(Xz) + D(l';"z) + D(H;_ZXI) 4 D(l+x1+x2) =0

X1X2

1— 1—
BZWA":W(X’J” X0 1oy ;21—8)

1+x 1+x 1+4x+x
NW(XI’XZ’ X12’ le’ xllxz 2)




o Matrice B = By — Carquois Q = Qg

(o ) = (o [ 8) =2 (om0 1 41)
[ |

( 1+X1+><2) 0 1 X1 Tx o 1
1+x2 X1X2 -10 TFx+x° X2 N -

e X-variables d’amas: x1, x2 , 1‘)'('1"2 , 1-)*(-2)(1 , 1+x)i1x-;-X2

eOna: D(Xl) + D(Xz) + D(l';"z) + D(H;_ZXI) 4 D(l+x1+x2) =0

X1X2

1— 1—
BZWA":W(X’J” X0 1oy ;21—8)

1+x;  14x1  14x+x 2
~ W(Xl s X2, Xlz ’ le ’ xllxz 2) < sur (R>0)




Théoréemes : Soit A = A(a, x, B) algébre amassée

e Phén.de Laurent :

e Positivité :

e Sign-coherence :

d,
..apm

a. —
n (di,...,dy) €Z"

1
31.

__PE) e { P(a) € Z[a]

P(a) = 17—y F(a)%, Fj(a) € Zxola]

+(dh,...,dy) €N"




Théoréemes : Soit A = A(a, x, B) algébre amassée

P Z
e Phén.de Laurent : 2, = df(a) av (a) € Z[4]
(dl,...,d,,) c 7"

1
31.

d,
..apm

e Positivité : P(a) = le Fj(a)b’{f, Fi(a) € Z>o[a]

e Sign-coherence : +(d1,...,dy) € N”

Corollaire : Soit x/ une X-variable d'amas

b,
[, Fi(x)"

/ _
e Onax/ = T € Zso|x,x"1]
e Elle est positive : on a x! € Qs (x1, ..., xy)

= x; >0 pourx € (Rso)”




Tissus amassés

e Graine initiale (a,x, Q) ~> algebre Ag

e Variable d'amas x € Qgt(x) = F; défini sur (Rs)"



Tissus amassés

e Graine initiale (a,x, Q) ~> algebre Ag
e Variable d'amas x € Qgt(x) = F; défini sur (Rs)"

Y = {x,} ensemble fini

o Déf.: de variables d'amas




Tissus amassés

e Graine initiale (a,x, Q) ~> algebre Ag
e Variable d'amas x € Qgt(x) = F; défini sur (Rs)"

Y = {x,} ensemble fini — Tissu amassé sur (Rs)"

* Def-: e variables d’amas Ws = (F,)

Xo EX



Tissus amassés

e Graine initiale (a,x, Q) ~> algebre Ag
e Variable d'amas x € Qgt(x) = F; défini sur (Rs)"

Y = {x,} ensemble fini — Tissu amassé sur (Rs)"

* Déf. : de variables d’amas Ws = (F,)

Xo EX

Théoréme : | Fomin-Zelevinsky |

Agde ‘Avar(.AQ) = Xvar(A.Q) = QNm“t.A
type fini est fini est fini A Dynkin




Tissus amassés

e Graine initiale (a,x, Q) ~> algebre Ag
e Variable d'amas x € Qgt(x) = F; défini sur (Rs)"

Y = {x,} ensemble fini — Tissu amassé sur (Rs)"

* Déf. : de variables d’amas Ws = (F,)

Xo EX

Théoréme : | Fomin-Zelevinsky |

Agde ‘Avar(.AQ) = Xvar(A.Q) = QNm“t.A
type fini est fini est fini A Dynkin

o X-Tissus amassés | XWhx (A — A, By, Cp, D, Ex, Fa, G2)
AWy, ~ B = Wy



sur (Rxo)”
+1
)

o Tissu amassé Wy = (F,) s
log

Est-ce que : x5 # (xo = F, FF; 7



e Tissu amassé Wy = (Fy,) sur (Rs)"

XgEX

):Izl

Est-ce que : x5 # (xo = F, FF; 7

e EFA associée Y, 5 Fr(x,) =0

Quelles sont les c;,c5 € C t.q. {x, = ¢, } et {xz = ¢5 }
aient une composante irréductible en commun ?



o Tissu amassé Wy = (Fy,), .y sur (Rso)"

):Izl

Est-ce que : x5 # (xo = K, #Fs 7

e EFA associée Y, 5 Fr(x,) =0

Quelles sont les c;,c5 € C t.q. {x, = ¢, } et {xz = ¢5 }
aient une composante irréductible en commun ?

Conjecture : Soient x et x deux variables d'amas de Ag

OnadxANdx=0 =% ou x=1/%

ie. Fx=F; - -

Si Fx # F; alors {x =c} c,c €{0,—1,00} et
2.| ee{x=C}ontunecomp. |=¢ H=(F=0)avec F

irréductible H en commun un F-polynéme de Ag




Tissus amassés

e Conjecture 1 : prouvée pour XWp, VA

e Conjecture 2 : vérifiée pour XWp, pour beaucoup de A




Tissus amassés

e Conjecture 1 : prouvée pour XWp, VA

e Conjecture 2 : vérifiée pour XWp, pour beaucoup de A

e Exemples : (7*3) oublis de

n—1 points
> XWAn ~ WMO},,+3 = W MO n+3 __  secee- R M04



Tissus amassés

e Conjecture 1 : prouvée pour XWp, VA

e Conjecture 2 : vérifiée pour XWp, pour beaucoup de A

e Exemples : (7*3) oublis de

n—1 points
| 2 XWAn ~ WMo,n+3 = W(Mo 43 ... A M04>
» XWc, ~ Wy, 6-tissu de Newman
(V) 2Lin(x) + 2Lia(y) + 2Lin(2) — Lip (=22) — Lin (=) — Lin(22) =0

(l/x—i-l/y—l—l/z:l)



e Y-systémes : A, A’ = diagrammes de Dynkin de rang n et n’

—2j .
[T (14Y.() i=1,....n
Vit +1)Yip(t—1) = —= Call) S
[ (1+1/Y,-J/(t)) H tez

e Périodicité de Zamolodchikov : [ ... F-Z, Volkov, Szenes, Keller,...]
Vi(t+2(h+ ) =Yi(t)  Vi=(i,i'), Vt€Z

e EFA dilogarithmique : [ ..., Chapoton, Nakanishi, Inoue & al.]

Yi(t) m?
) 5 o) s

(,t)E€SA A/



Y -tissus amassés

A, A’ : diagrammes de Dynkin
e simplement lacés ( type ADE )
~~> carquois bipartite ACJA’



Y -tissus amassés

¢ ——0<——0——0

A, A’ : diagrammes de Dynkin '\—/—"Ji—/—'\—/—"’\/
e simplement lacés ( type ADE ) : 04—
~~> carquois bipartite ACJA’ f_)L_!_)l

As0Dy



Y -tissus amassés

¢ ——0<——0——0

A, A’ : diagrammes de Dynkin '\—/—"Ji—/—'\—/—"’\/

e simplement lacés ( type ADE ) : 04—

~~> carquois bipartite ACJA’ f_)L_!_)l
A,0D,

e Mutations : o = [[ocapar o €t te = [lecania’ He



Y -tissus amassés

¢ ——0<——0——0

A, A’ : diagrammes de Dynkin '\—/—"Ji—/—'\—/—"’\/

e simplement lacés ( type ADE ) : 04—

~~> carquois bipartite ACJA’ f_)L_!_)l
A,0D,

e Mutations :  po = [[ocapar to et te = [lecarar te
o Z-Périodicité : po = o e est une période pour Aapar i.e. :

(MD)W(a, X, ADA') - (a, X, ADA')



Y -tissus amassés
o

A, A’ : diagrammes de Dynkin .
simplement lacés ( type ADE )

.—)/U(—/l_]o

T,

~~> carquois bipartite ACJA’ f_)L_!_)l
A,0D,

e Mutations :  po = [[ocapar to et te = [lecarar te

o Z-Périodicité : pug = o te

est une période pour Aagar e
(uu) e (a X, ADA')

(a, X, ADA')

e Définition : pour £ >0 x5 = (pg) (x) = (x£

XD,/,H){,
1

i}



Y -tissus amassés

¢ ——0<——0——0

/
A, A’ : diagrammes de Dynkin '\—/—"’i—/—'\—/—"’\/
e simplement lacés ( type ADE ) : o8 ——»0—
~~> carquois bipartite ACJA’ f_)L_!_)l
A,0D,

e Mutations :  po = [[ocapar to et te = [lecarar te
o Z-Périodicité : po = o e est une période pour Aapar i.e. :

(MD)W(a, X, ADA') - (a, X, ADA')

e Définition : pour £ >0 x& = (HD)E(X) = (XED?,-J-,):/

~~~~~

. , i=1,...,n
Y-tissu amassé YWpa ar = W(xé_,- i ) =10 )



(
A/) YW
A GS
A A sur C FA § F"(x
E
A, (
Al )
O,
0



o (AA') ~> YWy pr sur C™ ~~ EFA 2_(i,0)eS, N F; ( D’i) =0

Conjecture CYp a- :
1. YWA7A/ = dA,A/—tiSSU avec dA,A’ = nn’(h + h/)/2
2. p.(YWA7A/) = p§3(YWA,A/) = (dA,A’ — nn/, nn/, 1)

3. La ramification de YW A+ est {0, —1,00}

Les feuilles communes de YW ar sont les hypersurfaces
7 7 ~ . é
découpées par les F-polyndmes des Y'-variables X0 i

4. A(YW, /) = RALog(YW, a/) & RADilog(YWa o) :

RALog = (RA(t) | (i) € Sa.a) RADilog = (Da a')

5. YW ar est de rang maximal : rg(YWAA/) =daa +1




o CYa, A, est vérifiée pour n > 2

e CYp, A, n'est pas vérifiée pour n petit ( Yn>47 )

CYE, a, n'est pas vérifiée pour k =6,7,8



o CYa, A, est vérifiée pour n > 2

e CYp, A, n'est pas vérifiée pour n petit ( Yn>47 )

CYE, a, n'est pas vérifiée pour k =6,7,8

e CYa,a, vérifiée pour tout A sin>27 ( méme A = BCFG? )



e CYp, . a, est vérifiée pour n > 2
e CYp, A, n'est pas vérifiée pour n petit ( VYn>47 )
CYE, A, n'est pas vérifiée pour k =6,7,8

o CYa. a, vérifiée pour tout A'sin > 27? ( méme A = BCFG? )

e Conjecture tissu YWg, (similaire pour YW(¢, ) :

— p'(YWBn) — (n2, n(n+1)/2, 2)

. Dg, n impair
— RADllog(YWBn) = { éDzn ,>SB,,> 1 pair

— 3 RA non polylogarithmique : Y ,, A(xéB"”_) —n-
long. -

[SIE]



Exemple : le tissu amassé de type B, =

2 x 2 x 2
.XWBQZYWBQZW<X,_Y’ @, lﬂ’ (1+x+y) , +(1+y) )

y xy? xy



Exemple : le tissu amassé de type B, =

y xy? xy

2 x 2 x 2
.XWBQZYWBQZW<X’_Y’ @’ lﬂ’ (1+x+y) , +(1+y) )

e EFA: Fi(x) + F(y) + -+ Fs(%) + Fﬁ<x+(iy+y)2> .



Exemple : le tissu amassé de type B, =

2 x 2 x 2
.XWBQZYWBQZW<X’_Y’ @’ li’ (1+x+y) , +(1+y) )

y xy? xy

e EFA: Fi(x) + F(y) + -+ Fs(%) + Fﬁ(”(iy””) .

e |l y a six RA logarithmiques et deux RA dilogarithmiques :
(RADOI) (L01, —2L1o0, Lo1, —2L10, Lo1, —21-10)

(RADm) (Lm, —2Lo1, L1o, —2Lo1, Lo, —21-01)



Exemple : le tissu amassé de type B, =

1 2 1 2 1 2

2 2
« EFA: Fi(x) + Fa(y) + -+ + Fs(E20) 4 (20 ) =0
e |l y a six RA logarithmiques et deux RA dilogarithmiques :
(RADOI) (L01, —2L1o0, Lo1, —2L10, Lo1, —21-10)

(RADm) (Lm, —2Lo1, L1o, —2Lo1, Lo, —21-01)

e |l y a deux RA non polylogarithmiques :
(G) 1=J(y)+ J(%) + J(M) J(u) = 1/(1+ u)

Xy

(By) ™= A(x) + A(%) + A(%) A(u) = Arctan(y/u)



Variétés amassées



Variétés amassées

e Graine initiale Go = (ap, x0, By) ~> algebre A= A(Gy)



Variétés amassées

e Graine initiale Go = (ap, x0, By) ~> algebre A= A(Gy)

e Pour toute graine G = (a, x, B) € |Gy :



Variétés amassées

e Graine initiale Go = (ap, x0, By) ~> algebre A= A(Gy)
e Pour toute graine G = (a, x, B) € |Gy :

Spec[a®!] =: ATg BN XTg := Spec[x*!] ~ (C*)"
n z by\"
s ——— (1)
Jj=1 B



Variétés amassées

e Graine initiale Go = (ap, x0, By) ~> algebre A= A(Gy)
e Pour toute graine G = (a, x, B) € |Gy :

Spec[a®!] =: ATg BN XTg := Spec[x*!] ~ (C*)"
n - b\"
Sa—, L
j=1
e Variétés amassées :
p
s Ugelgol ATg) = Aa——%a = (Ugelgy XTo)

X-mut



Variétés amassées

e Graine initiale Go = (ap, x0, By) ~> algebre A= A(Gy)
e Pour toute graine G = (a, x, B) € |Gy :

Spec[a®!] =: ATg BN XTg := Spec[x*!] ~ (C*)"
n z by\"
s ——— (1)
Jj=1 B

e Variétés amasseées :

p
A—mut\( Ug€|90‘ .A’]Tg) = Ax Xa= (Ug€|go| X’]Tg) X-mut
e Secondary cluster variety : — Us = Im(p) C X

— lisse, rationnelle, positive

— dim (UA) = rg(Bo)



Variétés amassées

e Graine initiale Go = (ap, x0, By) ~> algebre A= A(Gy)
e Pour toute graine G = (a, x, B) € |Gy :

Spec[a®!] =: ATg BN XTg := Spec[x*!] ~ (C*)"
n z by\"
s ——— (1)
Jj=1 B

e Variétés amasseées :

p
aemut\(Useign] ATg) = Aa——Xs = (Ugeigy XTg),
e Secondary cluster variety : — Us = Im(p) C X

— lisse, rationnelle, positive

e Exemple : X, >~ Mg py3 (Un) g(Bo)



Tissus amassés I
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Tissus amassés I

e Exemple : Uy, = Xp, ¥ Mps mais Ua, C Xa, ~ Mo
e Définition : si p: Ap —> X a n'est pas surjective :

pAWa = XW,| o ( tissusur Un )



Tissus amassés I

e Exemple : Uy, = Xp, ¥ Mps mais Ua, C Xa, ~ Mo
e Définition : si p: Ap —> X a n'est pas surjective :
pAWa = XW,| o ( tissusur Un )

e Exemple :

14x 14+x (1+4+x)? 14+x+x
x| x| Xo ’ X1X2
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Tissus amassés I

e Exemple : Uy, = Xp, ¥ Mps mais Ua, C Xa, ~ Mo
e Définition : si p: Ap —> X a n'est pas surjective :
pAWa = XW,| o ( tissusur Un )

e Exemple :

14x 14+x (1+4+x)? 14+x+x
X 9 9

pXWA3:W(XlaX25 9
X2 x2 X1X2

1+xi+x 1+2xi+x+x3 (1+X1+Xz)2)

x1(1 + x1) ’ X1 X ’ xfxz

WSK:W()(’y,Xy,X 1-x x(1-y) x(1-y) (1-y) X(1—y)2>

y'1-y y1-x" (1-x" y(l-x) y(1-x)7?

e Ona p.)('WA3 ~ WSIC



Tissus amassés et polylogarithmes

Théoreme : [ P. (2018) ]
Modulo des transformations birationnelles explicites :
e [Rang 2] 1 Wyp =~ XWhp,
Wy ~ XWe,

e [Rang 3]:  Wsk ~ pAW,,
e [Rang 4]: Wi, ~ pAWp,




Tissus amassés et polylogarithmes

Théoreme : [ P. (2018) ]
Modulo des transformations birationnelles explicites :
e [Rang 2] 1 Wyp =~ XWhp,
Wy ~ XWe,

e [Rang 3]:  Wsk ~ pAW,,
e [Rang 4]: Wi, ~ pAWp,

e On a des interprétations en termes d’algébres amassées de la
plupart des EF classiques des polylogs: (Ab), (N), (SK), (K4)

e Quid des autres : (Ks), (Gon) 7
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e Notions de quantification / catégorification d'une algébre amassée
~~ notion de relation dilogarithmique quantique e.g.
E(y1) E(y2) = E(2) E(a Y21y2) E(11)

( mot clef : “Invariant de Donaldson- Thomas")

Généralisation a une RA amassée ), F;(x,) = 0 logarithmique?
dilogarithmique générale?

polylogarithmique générale ?

e Carquois bipartite Z-périodiques [Galashin-Pylyavskyy]| et tissus

e Sous-variétés amassées de X4 et tissus?



Merci de votre attention

Luc PIRIO POLYLOGARITHMES, TISSUS et ALGEBRES AMASSEES
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o W=W(Ui,...,Uy) tissusur QC C"=V ~» 39 Fi(U;)) =0

e Pour w € Q: — modulo T}Q ~ V* on a d(U;), = ¢ € V*
— W, = J(W) = W(4,... L)

e Pour 0 > 0: pZ(W) = dim A7 (W,,) avec

A% (W,,) = {(c,), ,ec ‘ >4 ci(€)7 = 0dans Sym”(V*)}
e Définition : p? (W) = p%(W) pour w générique dans Q

o A(W) = @yz0 A7 (W) = rg(W) < p(W) =3, p”(W)

e Définition : W de rang AMP si rg(W) = p(W)



