REPRESENTATIONS LISSES DE GL,,(D)
IV : REPRESENTATIONS SUPERCUSPIDALES

par

V. Sécherre & S. Stevens

Résumé. — Soit F un corps commutatif localement compact non archi-
médien, et soit D une algebre a division de centre F. Nous prouvons que
toute représentation irréductible supercuspidale du groupe GL,, (D), de niveau
non nul, est 'induite compacte d’une représentation d’un sous-groupe ouvert
compact modulo le centre de GL,,(D). Plus précisément, nous prouvons que
de telles représentations contiennent un type simple maximal au sens de [21].

Abstract. — Let F be a non-Archimedean locally compact field and let D
be a central F-division algebra. We prove that any positive level supercuspidal
irreducible representation of the group GL,,(D) is compactly induced from
a representation of a compact mod center open subgroup of GL,,(D). More
precisely, we prove that such representations contain a maximal simple type in
the sense of [21].

Introduction

Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien, et soit
G une forme intérieure de GL,(F), avec n > 1. C’est un groupe de la forme
GL,,(D), ou D est une F-algebre a division, de dimension d? sur son centre F,
et ou n = md. Cet article, qui fait suite au travail entrepris par le premier
auteur dans [19, 20, 21], met un terme a la classification des blocs simples de
la catégorie des représentations lisses complexes de G au moyen de la théorie

des types de Bushnell et Kutzko.

Ce travail a bénéficié d’un financement de la part de PEPSRC (grant GR/T21714/01).



2 V. SECHERRE & S. STEVENS

Notre résultat principal peut étre formulé ainsi : si p est une représentation
irréductible supercuspidale de G, de niveau non nul (voir plus bas), alors il
existe un type pour la classe inertielle de p. En d’autres termes, nous prou-
vons qu’il existe un sous-groupe ouvert compact J de G et une représentation
irréductible \ de J telle que les représentation irréductibles de G dont la res-
triction a J contient A sont exactement celles qui sont équivalentes a p ® x
pour un caractere non ramifié y de G. Plus précisément, nous prouvons qu’on
peut choisir pour (J,\) un type simple maximal au sens de [21].

Mentionnons que le cas ou p est de niveau zéro (c’est-a-dire le cas ou p
possede un vecteur non nul invariant par le sous-groupe 1+ M,,(pp), ou pp
désigne I'idéal maximal de 'anneau des entiers de D) a été traité par Grabitz,
Silberger et Zink dans [12]. De fagon plus générale, les représentations de
niveau zéro du groupe des F-points d’un groupe réductif connexe défini sur
F ont été étudiées, du point de vue de la théorie des types, par Morris [14,
15, 16] et Moy-Prasad [17, 18]. C’est pourquoi, dans cet article, on exclut
systématiquement les représentations supercuspidales de niveau zéro de G (a
I'exception du théoreme 5.23).

Le probleme de la classification des représentations lisses complexes de G
par la théorie des types a déja été abordé par plusieurs auteurs. Bien entendu,
il faut mentionner en premier lieu les travaux fondateurs de Bushnell et Kutzko
[7, 9] concernant le groupe déployé GL,(F), qui ont donné le ton a tous les
trauvaux ultérieurs sur le sujet. Ensuite, les premiers travaux concernant les
formes intérieures non déployées de GL,, (F) sont ceux de E.-W. Zink [25] et
de Broussous [1] : tous deux donnent une classification des représentations
de GL1(D), le premier lorsque F est de caractéristique nulle, le second sans
restriction sur la caractéristique. Dans [12], Grabitz, Silberger et Zink traitent
le cas tres particulier du niveau zéro. Concernant le cas général, c’est-a-dire les
représentations irréductibles de GL,,(D) de niveau quelconque, on trouve un
certain nombre de résultats dans les travaux de Broussous [2, 3, 4], Broussous-
Grabitz [5] et Grabitz [10, 11].
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Ce travail — les articles [19, 20, 21] auxquels vient s’ajouter le présent arti-
cle — suit la méthode générale de construction de types élaborée par Bushnell
et Kutzko dans [7] et améliorée dans [8] par la théorie des paires couvrantes.
Décrivons-en brievement ’organisation. On fixe une fois pour toutes une strate
simple [, n, 0, 5] de la F-algebre M,, (D) (¢f. Définition 1.18). Rappelons sim-
plement ici que [ est un élément de M,, (D) tel que la F-algebre E = F[3] soit

un corps, et que A est un Op-ordre héréditaire de M,, (D) normalisé par E*.

(i) Dans une premiere étape ([19]), on associe a la strate simple [2(, n, 0, /]
un ensemble fini €' (5,2() de caractéres simples. 11 s’agit de caracteres définis
sur un certain sous-groupe ouvert compact H' = H!(3,2() de G jouissant de
remarquables propriétés de fonctorialité connues sous le nom de propriétés de
transfert. Plus précisément, si [, n/,0, 3] est n’importe quelle strate simple
d’une F-algebre centrale simple dans laquelle est plongé E, il existe une bijec-
tion canonique de € (3,2) sur € (5, 2A").

(ii) Dans une seconde étape ([20]), on construit, pour chaque caracteére sim-
ple 0 € €(5,2), une famille finie de [-extensions. 1l s’agit de représentations
irréductibles d’un sous-groupe ouvert compact J = J(3,2() de G dont la res-
triction & H*(3,2l) contient § et — surtout — dont I’entrelacement est le méme
que celui de 6.

(iii) Dans une troisieme étape ([21]), lorsque 2l est un ordre principal, on
construit pour chaque (-extension x d'un caractere simple 6 € €(5,2) une
famille finie de types simples. Ce sont des représentations irréductibles de
J(B,2) de la forme k ® o, ou o est l'inflation a J(5,2) d’une représentation

irréductible supercuspidale du groupe réductif fini :
J(3,20)/IH(B,A) ~ GL4(k)",

ou r,s sont des entiers > 1 tels que le produit rs divise m, ou k est une
extension finie du corps résiduel de E et ou o est de la forme 0", avec og
une représentation irréductible supercuspidale de GL4(k). Chaque type simple
(J(5,20), A) ainsi construit est un type pour une classe inertielle simple de G de

la forme [G§, p§"]a, ol py est une représentation irréductible supercuspidale
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du groupe Go = GL,,/(D). L’algebre de Hecke de G relative a A est une
algebre de Hecke affine. Plus précisément, elle est isomorphe a I’algebre de
Hecke-Iwahori de GL,(K), ot K est une extension non ramifiée de E dont le
corps résiduel est une extension de degré s de k.

(iv) La quatrieme étape est celle qui occupe le présent article. L’objectif en
est 'exhaustion des représentations irréductibles supercuspidales par les types

simples. Plus précisément, nous prouvons le résultat suivant (¢f. Théoreme
5.21) :

THEOREME : Soit p une représentation irréductible supercuspidale de niveau
non nul de G. Il existe un type simple maximal (J(5,2l), A), au sens de [21],

tel que la restriction de p a J(3,2d) contienne A.

On en déduit immédiatement, a partir de [21, Théoreme 5.6], que si s =
[GE, p&" ] est une classe inertielle simple de niveau non nul de G, c’est-a-dire
que r est un diviseur de m et py une représentation irréductible supercuspi-
dale de niveau non nul du groupe Go = GL,,/-(D), il existe un type simple
(J(6,20),A) qui est un type pour s. La structure de 'algebre de Hecke de G
relative a (J(83,2), A) est donnée par [21, Théoreme 4.6]. Comme mentionné

a l'étape (iii), elle est isomorphe & une algebre de Hecke-Iwahori.

Nous passons maintenant a la description des méthodes utilisées. Notre
premiere tache — qui est aussi la plus difficile — est de séparer les représen-
tations irréductibles de niveau non nul de G en trois catégories, comme suit
(c¢f. Théoreme 3.23) : une représentation irréductible de niveau non nul de
G contient ou bien une strate scindée, ou bien un caractere scindé, ou bien
un caractere simple 0 € € (3, 2) pour une strate simple [, n,0, 5] de A. (On
renvoie au §3.6 pour les définitions de strate scindée et de caractere scindé —
appelé type scindé dans [7].) Ce travail est déja amorcé par Broussous [4],
qui prouve qu’une représentation irréductible de niveau non nul 7 de G ne
contenant pas de strate scindée contient un caractere simple de niveau m > 0,
c’est-a-~dire la restriction d'un caracteére simple 6 € € (3,2) a un sous-groupe
H™1(3,2() éventuellement plus petit que H'(3,2(). Si m > 1, on cherche a
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construire, en procédant par raffinement comme dans [7], un caractere simple
0" € € (5, relatif & une autre strate simple [, n/,0, 3] de A, contenu dans
7 a un niveau (normalisé) strictement moindre. Mais, contrairement a ce qui
se passe dans le cas déployé, il n’est pas possible de passer de 6 a ¢’ en une
seule étape — techniquement, c’est [7, Proposition 1.2.8] qui fait défaut : voir
[21, §1.5.3]. En découpant le segment [2(, ('] dans I'immeuble de Bruhat-Tits
de G en morceaux suffisamment petits (cf. §3.5, Hypothese (H)), on obtient
le résultat crucial 3.15, clef du processus de raffinement et analogue de [24,

Lemma 5.4]. Tout ceci est assez technique et nécessite :

(i) d’employer le langage des suites de réseaux, plus général que celui des
ordres héréditaires et qui permet une description des points rationnels de
I'immeuble de Bruhat-Tits de G (cf. [2]) ;

(ii) de définir les caracteres simples relatifs a4 une suite de réseaux et d’éten-
dre le transfert des caracteres simples a ce cadre : c’est 'objet de la section 2
de cet article ;

(ili) de généraliser la notion de strate dérivée (¢f. Définition 3.21), con-

duisant elle-méme a celle de caractere scindé (c¢f. Définition 3.22).

Mentionnons un point important : 'introduction des caracteres simples re-
latifs & une suite de réseaux a ceci de génant que les niveaux normalisés devi-
ennent des nombres rationnels dont le dénominateur n’est pas borné — ce qui
risquerait d’empécher le processus de raffinement de terminer. Il est donc in-
dispensable de vérifier que 1'on passe de 6 a un caractere simple ¢’ qui, lui, est
relatif a un ordre héréditaire, méme si les étapes intermédiaires peuvent mettre
en jeu des caracteres simples relatifs a des suites de réseaux quelconques. Ceci
justifie le théoreme 1.7, et tous les résultats préparatoires des §§3.1-3.3.

Remarquons également que la distinction entre strate scindée et caractere
scindé est assez superficielle : c¢’est a peu pres la méme que celle que 1'on fait
entre types simples de niveau 0 et de niveau > 0.

Notre seconde tache, qui occupe la section 4, est de montrer qu'une repré-

sentation irréductible de niveau non nul de G contenant une strate scindée ou
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un caractere scindé a un module de Jacquet non trivial. Ceci implique au-
tomatiquement que toute représentation irréductible supercuspidale de niveau
non nul de G contient un caractere simple § € (3, 2) pour une strate simple
[2,n,0,5] de A. Pour aboutir au théoreme 5.21, il reste alors a décrire le
passage de H! & J, ce qui fait I'objet de la section 5. Une représentation
irréductible supercuspidale de niveau non nul de G contient a priori une
représentation irréductible de J de la forme ¥ = kK ® o, ou ¢ est 'inflation
a J d’une représentation irréductible de J/J'. En s’inspirant de [12, §1], et en
utilisant la notion de cohérence déja largement développée dans [20, 21], on
montre que 1 est un type simple maximal, ¢’est-a-dire que 2 est principal, que
o est cuspidale de la forme 0" et que AN B est un ordre maximal de B.
Nous terminons cette introduction en mentionnant deux problemes qui
restent a traiter au sujet des représentations lisses de G. Le premier concerne
la généralisation de la notion d’endo-classe (cf. [6, §8]) aux caracteéres simples
de G. Le second concerne la construction de types pour n’importe quelle
classe inertielle de G, en généralisant la construction des types semi-simples

réalisée dans [9].

Notations et conventions

Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien. Toutes
les F-algebres sont supposées unitaires et de dimension finie. Par F-algebre a
division on entend F-algebre centrale dont ’anneau sous-jacent est un corps
(pas nécessairement commutatif).

Si K est une extension finie de F, ou plus généralement une algebre a division
sur une extension finie de F, on note Ok son anneau d’entiers, px son idéal
maximal et kx son corps résiduel.

Si A est une algebre centrale simple sur une extension finie K de F, on note
Na/k (resp. tra k) la norme (resp. la trace) réduite de A sur K.

Si u est un nombre réel, on note [u] le plus petit entier > u et |u] le plus

grand entier < u, c’est-a-dire la partie entiere de wu.
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Un caractére d'un groupe topologique G est un homomorphisme continu de
G dans le groupe multiplicatif C* du corps des nombres complexes.

Toutes les représentations sont supposées lisses et a coefficients complexes.

1. Préliminaires

Dans cette section, on rappelle le langage des strates dans une F-algebre

centrale simple. Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [4, 7, 9, 19].

1.1. Soit A une F-algebre centrale simple, et soit V un A-module a gauche
simple. L’algebre Enda (V) est une F-algebre a division dont I’algébre opposée
est notée D. Aussi V est-il un D-espace vectoriel a droite, et on a un isomor-

phisme canonique de F-algebres entre A et Endp (V).

Définition 1.1. — Une Op-suite de réseauxr de V est une suite décroissante
A = (Ag)kez de Op-réseaux de V pour laquelle il existe un entier e > 1 tel
que, pour tout k € Z, on ait Ay, . = Agpp. Cet entier e, unique, est appelé la
période de A sur Op et noté e(A|Op).

Une Op-suite de réseaux est dite stricte si elle est strictement décroissante.
On emploie aussi le terme de chaine de réseaux pour suite de réseaux stricte.
On note Z(V, Op) 'ensemble des Op-suites de réseaux de V.

Si W est un sous-D-espace vectoriel de V, 'application k& — A N'W est une
Op-suite de réseaux de W de méme période que A. On la note AN'W.

Si a est un entier > 1 et si A € Z(V, Op), on note aA la suite k — Agy/q1.

Remarque 1.2. — Il est commode de prolonger les suites de réseaux a R tout
entier, en posant A, = A, pour # € R. De cette facon, A devient une fonction
décroissante a valeurs dans ’ensemble des Op-réseaux de V, continue a gauche
pour la topologie discrete sur l'espace d’arrivée. Ses points de discontinuité
sont entiers. L’application x — A(xe(A|OF)), définie sur R, est une Op-fonc-

tion de réseaux au sens de [2].
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1.2. A toute suite de réseaux A € Z(V, Op) on associe une suite de réseaux
a(A) € Z(A, Or) définie par :

ap(A)={a€Al|al C Ak, L €Z}, keZ

Elle caractérise la classe de translation de A. Deux Op-réseaux de cette suite
sont d'une importance particuliere : 2A(A) = ag(A) est un ordre héréditaire
de A, et son radical de Jacobson est P(A) = a;(A). Ils ne dépendent que de
I'ensemble {Ay | k € Z}.

On note K(A) le normalisateur de A dans A*. Si g € K(A), on note v, (g)
I'entier n € Z défini par g(Ag) = Apyn. L’application vy est un morphisme de
groupes de R(A) dans Z, dont le noyau, noté U(A), est le groupe multiplicatif
de T'ordre héréditaire 2(A). On pose Ug(A) = U(A) et, pour k£ > 1, on pose
Uk(A) =1+ ag(A).

1.3. Soit E une extension finie de F telle qu’il existe un homomorphisme de
F-algebres « : E — A, qu’on suppose fixé dans la suite. On identifie ainsi E a
la sous-F-algebre (E de A.

Définition 1.3. — Une suite A € Z(V, Op) est dite E-pure si elle est nor-

malisée par E*, c’est-a-dire si ¢’est une Og-suite de réseaux de V.

Le commutant de E dans A, qu’on note B, est une E-algebre centrale simple.
On fixe un B-module a gauche simple Vg et on note Dg l'algebre opposée a
Endg(Vg). Si I est une Op -suite de réseaux de Vg, on note b(I") la Op-suite
de réseaux de B qu’elle définit.

Le théoreme suivant traduit en termes de suites de réseaux la correspondance
[2] entre Op-fonctions de réseaux de V invariantes par E* et &p -fonctions de
réseaux de Vg. Il étend aux suites E-pures quelconques la correspondance
définie par [3, Théoreme 1.3].

Théoréme 1.4. — Soit A € Z(V, Op) une suite E-pure. Il existe une Op,-

suite I' de réseaux de Vg, unique a translation pres, telle que :

a(A)NB=b, (D), keZ
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Le normalisateur de I' dans B> est égal a K(A) N B*.

Démonstration. — On se réfere a [2], qui utilise le langage des fonctions de
réseaux. On désigne par d le degré réduit de D sur F, par e l'indice de ra-
mification de E/F et par r la période de A sur Op. A la suite A correspond
la Op-fonction .# : © — A(rdz) (¢f. Remarque 1.2). Il lui correspond une

Op,-fonction ¢ de réseaux de Vg, unique a translation pres, telle que :
(1.1) a,(F)NB=0b.,(94), z€R

(cf. [2, Theorem II.1.1]). On note dg le degré réduit de Dg sur E. C’est un
diviseur de d, et le quotient de d par dg est égal au pged de d et [E : F] (voir
par exemple [26]). Puisque A est E-pure, 'entier e divise rd, donc edg divise
rd. On en déduit que I' : k — ¥ (ke/rd) est une Op,-suite de réseaux de Vg

qui satisfait a la condition voulue. L’unicité est immédiate. Il

Remarque 1.5. — En particulier, I'intersection B(A) = 2A(A) N B est un

ordre héréditaire de B.

1.4. L’inconvénient de la correspondance A — I' définie par le théoreme 1.4
est qu’elle n’est pas normalisée, ce qui fait que son image ne contient pas, en

général, toutes les Op -chaines.

Exemple 1.6. — Soit A = My(D) et soit E/F une extension quadratique non
ramifiée incluse dans D. Une chaine E-pure de période 2 a pour image une
suite non stricte (de période 4), une chaine E-pure de période 1 a pour image
une suite de période 2, et une suite E-pure non stricte a pour image une suite
non stricte. Donc, si I' est une Op,-chaine de période 1, il ne lui correspond

aucune Op-suite E-pure A.

Si l’on veut récupérer toutes les O -chaines, il est nécessaire de rajouter un

facteur de normalisation. Le résultat suivant complete [2, Proposition 11.5.4].

Théoréme 1.7. — Soit I' une Op-suite stricte de Vy. Il existe un unique

entier p > 1 et une suite A € £(V, Op) stricte et E-pure, unique d translation
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pres, tels que :
ar(A)NB = by, (), keZ

Le normalisateur de I' dans B> est égal a K(A) N B*.

Remarque 1.8. — Autrement dit, il existe un unique entier p tel que pI’ soit
dans I'image de la correspondance définie par le théoreme 1.4 et ait une chaine

pour antécédent.

Démonstration. — On reprend en partie les notations de la preuve précédente.
On note s le pged de d et du degré résiduel de E/F et r la période de I' sur
Og. A lasuite T correspond la Opg-fonction & : x — I'(rz). L’ensemble de ses
points de discontinuité est »~'Z. Il lui correspond une &p-fonction E-pure .#
de réseaux de V, unique a translation pres, vérifiant (1.1). Plus précisément,
la fonction .# est définie en [2, Lemma I1.3.1], ot 'on voit que ses points de

discontinuité sont les nombres réels de la forme :

b
ﬁ+_’ 0<a<s—1etbeZ.
d er
On va voir qu’ils forment un idéal fractionnaire de Z. Le quotient de d par dg

divise se. On en déduit que I'ensemble des points de discontinuité de .% est :

1 1
Loyl (d,er)
d er

ou (a,b) désigne le pged de deux entiers a,b > 1. Si on pose p = d/(d,er),

Z

der

lapplication A : k — % (k/per) est une Op-suite de réseaux stricte qui répond
a la question.

Il reste a prouver l'unicité. Si le couple (p’, A’) est une autre solution, alors
ar(pA') N B = a,(p’A) N B pour k € Z. Les suites p'A et pA’ définissent la
méme fonction de réseaux % et ont la méme période : elles sont donc dans la
méme classe de translation. Puisque A et A’ sont toutes les deux strictes, on en

déduit que p = p’, puis que A et A’ sont dans la méme classe de translation. [

Exemple 1.9. — (i) On reprend l'exemple 1.6. Si T" est une chaine de
période 2, alors A est de période 1 et p = 1. Si I" est une chaine de période 1,

alors A est de période 1 et p = 2.
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(ii) Dans le cas déployé, c’est-a-dire lorsque D = F, la chaine A est simple-

ment [' vue comme une Op-chaine et on a p = 1.

Remarque 1.10. — L’entier p est égal au rapport de e(A|Op) sur e(I'|OF).

1.5. Soit :
(1.2) V=Vig...eV

une décomposition de V en une somme directe de [ > 1 sous-D-espaces vecto-
riels. Pour chaque 1 < i < [, on note €’ le projecteur sur V¢ parallelement &
@,..; V). On pose AV = e’'Ae/ = Homp(V/, V') et A’ = A" = Endp(V’). On

note :
M = AU_tD(V1> X ... X AlltD<Vl)

le stabilisateur de la décomposition (1.2) dans A*. C’est un sous-groupe de
Levi de A*. Soit P un sous-groupe parabolique de A* de facteur de Levi
M, et écrivons P = MN, ou N est le radical unipotent de P. On note P~ le

sous-groupe parabolique opposé a P, et N~ son radical unipotent.

Définition 1.11 ([8], 6.1). — Soit K un sous-groupe de A*.

(i) On dit que K est décomposé, ou qu’il admet une décomposition d’Iwahori,

relativement a (M, P), si :
K=(KnNN")-(KNnM)-(KnNN).

(ii) Soit 7 une représentation de K. La paire (K,7) est dite décomposée
relativement a (M, P) si K est décomposé relativement a (M, P) et si KN N,
K NN~ sont dans le noyau de 7.

On utilisera le lemme suivant pour prouver que certains sous-groupes de A*

admettent une décomposition d’Iwahori.

Lemme 1.12 ([6], 10.4). — Soit R un Op-réseau dans A tel que 1 + R soit
un sous-groupe de A*. On suppose que e€'Re/ C R pour chaque paire (i, 7).
Alors 1 + R admet une décomposition d’lwahori relativement a (M, P), pour

tout sous-groupe parabolique P de A* de facteur de Levi M.
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Soit A une Op-suite de réseaux de V. Pour chaque i, on pose A' = ANV,

Définition 1.13. — On dit que (1.2) est conforme a A, ou encore que A est

décomposée par (1.2), si :
(1.3) A=MNo.. oA

Une décomposition (1.2) est conforme & A si, et seulement si ¢’ € 2((A) pour
chaque i. Dans ce cas, on a A = e’A et a(A) N A" = a(AY).

Exemple 1.14. — On suppose que (1.2) est conforme a A. Pour k > 1, le
groupe Uy (A) admet une décomposition d’Iwahori relativement a (M, P), pour

tout sous-groupe parabolique P de A* de facteur de Levi M.

1.6. Soit A une F-algebre centrale simple, soit V un A-module a gauche
simple et soit D l'algebre opposée a Enda (V). On reprend les notations des

paragraphes précédents.

Définition 1.15. — Une strate de A est un quadruplet [A, n, r, 5] constitué
d’une Op-suite A de V, de deux entiers r,n vérifiant 0 < r < n —1 et d'un
élément 3 € a_,(A). Deux strates [A, n,r, 3], € {1,2}, sont dites équivalentes
si B — f1 € a (A).

Exemple 1.16. — Soit un caractere additif ¢p : F — C* trivial sur pr mais
pas sur Op. Soit [A,n,r, 3] une strate de A telle que |n/2| < r. Le caractere
g de U,41(A) défini par :

g s @ = Pp o trap(Ble — 1)),
ne dépend que de la classe d’équivalence de [A,n,r, 3].

Etant donnée une strate [A,n,r, (] de A, on note E la F-algebre engendrée

par (3.

Définition 1.17 — La strate [A,n,r, 3] est dite pure si E est un corps, si la

suite A est normalisée par E* et si v () = —n.
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Soit [A, n,r, 5] une strate pure. On note B le commutant de E dans A. Pour

tout entier k € Z, on pose :

(B, A) ={x € ap(A) | Bz — x5 € ap(A)}.

Le plus petit entier k > va(8) pour lequel le réseau nyy1 (5, A) est inclus dans
ao(A) N B+ a3 (A) est noté ko(5,A) et porte le nom d’exposant critique de la
strate [A,n,r, G]. (Il s’agit de la convention adoptée dans [24] : dans le cas ou
E =F, on a ko(3,A) = —n, tandis qu’avec la convention d’usage dans [7, 19],
on aurait ko(f3,A) = —c0.)

Définition 1.18. — La strate [A,n,r, (] est dite simple si elle est pure et si
r < —]{?0(6, A) — 1.

1.7. Soit [A, n,r, §] une strate simple de A. On pose ¢ = —ko(3, A).

Définition 1.19. — (i) Si ¢ = n, on dit que 3 est minimal sur F.
(i) Si ¢ < n — 1, une approxzimation de 3 relativement ¢ A est un élément

v € A tel que [A, n, q,7] soit une strate simple équivalente a [A, n, q, 3].

Selon [21, Théoreme 2.2|, un élément 5 qui n’est pas minimal sur F admet
des approximations relativement a n’importe quelle suite de réseaux E-pure, et
on peut méme choisir v de fagon que la sous-extension non ramifiée maximale
de F(7) soit incluse dans E. (Par exemple, si E/F est non ramifiée, on peut
choisir v € E.) Ceci permet d’avoir acces a la machinerie, développée dans [7],

des constructions par récurrence sur l’exposant critique.

Proposition 1.20. — Soit V.= V! @ ... ® V! une décomposition de V en
sous-E @ D-modules, qui soit conforme a A.
(i) Pour tout 1 < i <1, la strate [A*,n,r,e'3] est une strate simple de A'.
(ii) Si 8 n’est pas minimal sur F, il existe une approximation de 3 relative-

ment a A commutant aux e'.

Démonstration. — Pour le (i), voir [19, Proposition 2.28]. Pour le (ii), c’est

ce que dit la preuve de [21, Théoréme 2.2| (voir aussi ibid., §1.3). ]
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1.8. Soit (k, ) une paire simple sur F au sens de [6], et soit E = F(f).
On appelle donnée admissible pour la paire (k, 3) un quintuplet (A, ¢, V, A, m)
constitué d’une F-algebre centrale simple A, d'un plongement de F-algebres
t: E — A, dun A-module & gauche simple V, d'une Op-suite E-pure A de

réseaux de V et d’un entier m vérifiant :

i) =

On pose n = —wvp(¢3). D’apres [19, §2.3.3], la strate [A, n, m, (3] est une strate
simple de A.

Définition 1.21. — La strate simple [A, n, m, 5] est appelé une réalisation

de la paire simple (k, 3).

2. Caracteres simples

Soit A une F-algebre centrale simple. Dans cette section, on associe a toute
strate simple [A,n,m, §] de A un ensemble €' (A, m, ) de caracteres simples,
jouissant de propriétés remarquables de transfert et d’entrelacement. Cette
construction généralise les constructions effectuées dans [9, 19, 24] lorsque
A est déployée (c’est-a-dire lorsque D = F) et celles effectuées dans [10, 19|
lorsque A est une Op-chaine de réseaux.

L’idée suivie est la méme que dans [9] : on rajoute a A une Op-chaine A° d'un
D-espace vectoriel adéquat V°, et on définit € (A, m, ) comme la projection
de €(A & A°,m, ) sur le facteur Autp (V).

On fixe une fois pour toutes un caractere additif ¢¥p : F — C* trivial sur pg
mais pas sur Or. Toutes les constructions de caracteres simples dépendent du
choix de 9.

2.1. Soit [A,n,0, 5] une strate simple de A et soit ¢ = —ko(3,A). Dans ce
paragraphe et le suivant, on suppose que A est stricte. Dans [19], on associe

a une telle strate les objets suivants :
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(i) Deux sous-Og-ordres J(5,A) et H(5,A) de 2A(A). Ils ne dépendent que
de la classe d’équivalence de [A,n,0, §]. Chacun d’eux est filtré par une suite

décroissante d’idéaux bilateres :

B = 38,0 nax(d),
9B, A) = 9B, M) NaA), k=0

Ces idéaux bilateres sont en particulier (avec les notations du §1.3) des sous-
B (A)-bimodules de A. On note J(3,A) (resp. H(3, A)) le groupe multiplicatif
de J(B,A) (resp. de H(5,A)). De fagon similaire, chacun d’eux est filtré par

une suite décroissante de sous-groupes ouverts compacts :

J5B,A) = J(B,A) N Uk(A),
H*(B,A) = H(B,A)NUk(A), k=0.

(ii) Pour tout entier 0 < m < ¢ — 1, un ensemble fini €' (A, m, 3) de carac-
teres de H™M(3, A) appelés caractéres simples de niveau m. Ces caractéres
vérifient une propriété de fonctorialité appelée propriété de transfert, dont
I’établissement était I'un des principaux objectifs de [19]. On reviendra large-

ment dessus plus bas.

2.2. Dans ce paragraphe, on décrit, pour A stricte, le comportement de
% (A, m, 3) par passage a une strate simple équivalente, puis par augmentation

du niveau. On pose r = |¢/2] + 1.

Proposition 2.1. — Soit un entier 0 < | < q, et soit [A,n,l, 7] une strate

simple équivalente a [A,n,l, B]. L application 6 — 01)._z induit des bijections :
C(A,m,B) > C (A my), [[/2]<m<q-1

Démonstration. — La preuve est analogue a celle de [7], corollaire 3.3.18 si
[ = q, et corollaire 3.3.20(ii) si [ # ¢. Dans les deux cas, il suffit de remplacer
[7, Proposition 3.3.9] par la proposition [19, 3.30] et [7, Proposition 2.4.11]
par [10, Lemma 1.9]. O

Proposition 2.2. — Soit [A,n,m, 3] une strate simple de A.
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(i) On suppose que m < |q/2|. Si deuz caractéres de € (A, m, 3) coincident
sur H™ (B, A), ils sont tordus l'un de lautre par un caractére de U,,11(A) N B*
trivial sur U,(A) N B* et se factorisant par Ng/g.

(ii) On suppose que m < q—2. La restriction de € (A, m,3) a €(A,m+1, )

est surjective.

Démonstration. — Le (i) est une conséquence de [19, Lemme 3.24]. Pour le
(ii), on procede par récurrence comme pour [7, Corollary 3.3.21]. Si ¢ = n, on

sépare deux cas. Pour |[n/2] < m, on a:

(2.1) G (A, m, B) = {Ys}

(cf. [19, Lemme 3.23]). Pour m < |[n/2], on utilise (i). Ensuite, si ¢ <n — 1,
on choisit une strate simple [A, n, ¢, 7] équivalente a [A,n, g, 5] et on applique

la proposition 2.1. O

2.3. Soit [A,n,0, 8] une strate simple de A. Maintenant, A est une Op-suite
quelconque. On note e sa période sur Op et on pose ¢ = —ko(3, A).
Soit (V°,A°) un couple constitué d’'un E ®p D-module de type fini V° et

d’une Op-suite stricte E-pure A° de réseaux de V°, de période e. On pose :
(2.2) V=VoV’, A=A@A°.

La F-algebre E se plonge naturellement dans A = Endp(V) et A est une &p-
suite stricte E-pure de réseaux de V. La strate [A, n,0, 3] est une strate simple
de A. (On renvoie a [9, §5] pour ce procédé.)

On note B le commutant de E dans A. Par construction, la décomposition
(2.2) est une décomposition de V en E ® D-modules, qui est conforme a A,
c’est-a-dire que les projecteurs e : V. — V et €° : V — V° appartiennent tous
deux & B(A) = A(A) N B.

On pose :

M= AutD(V) X AutD(VO).
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Pour k > 1, les Op-réseaux J5(3, A) et $*(3, A) sont des sous-B(A)-bimodules
de A. D’apres le lemme 1.12, les groupes J¥(3,A), H*(3,A) admettent cha-
cun une décomposition d’Iwahori relativement a (M, P), pour tout sous-groupe

parabolique P de Autp (V) de facteur de Levi M.
On pose enfin G = AX et G = AX.

Théoréme 2.3. — On suppose que A\ est stricte.
(i) Pourk >0, on a J*(3,A)NG = J*(3,A) et H*(B,A) NG = H¥(B, A).
(i) Pour 0 < m < q—1 et pour § € €(A,m,3), la paire (H™ (3, A), 0) est
décomposée par (M, P) pour tout sous-groupe parabolique P de G de facteur
de Levi M, et la restriction de 6 ¢ H™ (3, A\) est égale au transfert de 6 a
C(N,m, ).

Démonstration. — La preuve est analogue a celles de [7, Proposition 7.1.12]
et [7, Proposition 7.1.19]. Dans le cas ou ¢ < n — 1, il suffit de choisir une
approximation de § commutant a e et e (¢f. Proposition 1.20(ii)) et, pour le

(ii), on peut remplacer [7, Corollary 3.3.21] par la proposition 2.2. O]

Remarque 2.4. — On a en fait un résultat un peu plus général que 2.3(i).

L’analogue de [7, Proposition 7.1.12] est :
FEANA = FHBA),
9B, NA = §%3,A), k>0
On vérifie également que ng(3, A) N A = n,(8,A), pour k € Z.

2.4. Soit [A,n,0, 3] une strate simple de A, et soit A défini comme dans la

section précédente. On lui associe deux Op-ordres :

JB,A) = J(B,A)NA,
9(B,A) = H(B,ANA.
De fagon similaire au §2.1, chacun d’eux est filtré par une suite décroissante

d’idéaux bilateres J*(3, A) et $H%(3, A). Ces idéaux bilateres sont en particulier
des sous-B(A)-bimodules de A.
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On note J(3,A) (resp. H(5,A)) le groupe multiplicatif de J(3, A) (resp. de
$H(B,A)), et chacun d’eux est filtré par une suite décroissante de sous-groupes
ouverts compacts J¥(8,A), H*(3,A). Si aucune confusion n’en résulte, on
notera J¥ plutot que J¥(3, A). La méme remarque vaut pour J*(3, A), H%(3, A)
et H*(3,A).

Proposition 2.5. — Pour k >0, les groupes J* et H* sont normalisés par J
et R(A) N B*.

Démonstration. — C’est une conséquence de [19, Proposition 3.43]. O
Définition 2.6. — Pour un entier 0 < m < ¢—1, on appelle caractere simple

de miveau m attaché a la strate simple [A,n,0, 3] la restriction & H™1 (3, A)
d’un caractere simple de €' (A, m, ). Ces caractéres forment un ensemble noté

C(N,m,[).

D’apres le théoreme 2.3, (voir aussi la remarque 2.4), cette définition coincide
avec celle de [19, §3.3] lorsque A est stricte. Dans le cas contraire, elle dépend

a priori de (V°,A°). On va voir que ce n’est pas le cas.

Proposition 2.7. — Les groupes H*(3,\) et J5(3,\), ainsi que ’ensemble
€ (N, m, ), sont indépendants du choix de (V°, A°).

Démonstration. — Soit (V®,A®) un autre couple comme au §2.3. On pose
AT =A@ A°@ A*. On note R° la restriction de H™ (3, A & A°) & H™ (3, A)
et S° la restriction de H™ (3, AT) A H™*1(3, A & A°). On définit R® et S* de
fagon analogue en substituant A®* a A°. D’apres le théoreme 2.3(ii), et puisque
les applications de transfert sont surjectives, on peut écrire € (A, m, #) comme
I'image de € (AT, m, ) par R° 0 S° = R® 0 S*. Ceci prouve que €(A,m, 3), et
a fortiori H™(3, A), sont indépendants du choix de (V°, A°) pour un entier
0<m<q—1.

Pour H*(3, A) et J¥(3,A), avec k > 1, on raisonne de facon analogue & partir
du point (i) du théoreme 2.3. O
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2.5. On rappelle brievement le procédé de changement de base non ramifié
décrit en détail dans [19]. Soit L/F une extension non ramifiée maximale
dans D. La L-algebre A ®p L est centrale simple déployée, et s’identifie cano-
niquement & Endp(V). On note Ap, la suite A vue comme une Oy -suite de

réseaux de V. On a une décomposition :
EgrL=E'®...0F

de la L-algebre E ®f L en une somme finie de [ > 1 extensions de L, ou [ est
le pged de [L : F] et du degré résiduel de E/F. On note e’ I'idempotent de
E ®r L correspondant & la projection sur E?, ce qui définit une décomposition
de V en une somme de E ®p L-modules V¢ = ¢V, qui est conforme & A;,. On
pose Al =e'Ap et 87 = e'3. Le résultat suivant vient de [19] (cf. §2.3.4) :

Théoréme 2.8. — [\l ,n,m, 3] est une strate simple de Endy, (V).

Remarque 2.9. — Signalons une erreur dans la preuve qui en est donnée
dans [19] (¢f. Théoreme 2.30). Avec les notations de loc. cit., on n’a pas en
général égalité entre ko(e’, A") et ko(e'3, A?) (le corollaire 2.21 ne s’applique
pas & e'3). Par contre, puisque le réseau ny(e!3, AV) N A? est égal a ny(e’3,e'A)
(cf. Proposition 2.20), on a ko(e!3, A?) < ko(e'3, A?), ce qui suffit pour con-
clure. Voici un cas ou I’égalité n’a pas lieu. Choisissons par exemple E/F non
ramifiée, 3 non minimal sur F (i.e. ¢ # n) et L contenant E. Alors chaque E

est de degré 1 sur L, c’est-a-dire que ' est scalaire, donc minimal sur L.

2.6. Dans ce paragraphe, on étend le transfert aux caracteres simples attachés

a une suite de réseaux (cf. §2.4).

Proposition 2.10. — La restriction de H™ (3, A) a H™*Y(3, A) induit une
bijection de € (A, m, 3) sur € (A, m,3).

Démonstration. — La preuve est analogue a celle de [19, Théoreme 3.12]. 11
suffit de remplacer [7, Proposition 3.2.4] par (2.1) et [7, Proposition 3.2.5] par
la proposition 2.2(i) et, dans le cas o ¢ < n— 1, de choisir une approximation
de B commutant a e et e° (cf. Proposition 1.20(ii)). O
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Soit (k, ) une paire simple sur F et soit E = F(3) (¢f. §1.8). On note [k, (]
la strate simple de Endg(E) correspondant a (k, 3), c’est-a-dire correspondant
a 'unique ordre héréditaire de Endg(E) normalisé par E* (voir par exemple
[19, §2.3.3]), et on note € (k, ) 'ensemble des caracteres simples (de niveau
k) attaché a la strate simple [k, 3].

Soit [A,n,m, 3] une réalisation de (k, ) dans A. Lorsque la suite A est
stricte, on a une bijection canonique de € (k, ) dans €' (A, m, 13) appelée appli-
cation de transfert (cf. [19, §3.3.3]) et notée 7 ,, 5. Lorsque A est quelconque,

on pose la définition suivante.

Définition 2.11. — L’application de transfert de € (k,3) a € (A, m,.3) est
Iapplication bijective composée de 73 ,, 5 avec la restriction de H™ (.3, A) a
H™ (16, A). On la note Ta ,.5-

D’apres le théoreme 2.3, cette définition du transfert coincide avec celle de
[19, §3.3] lorsque A est stricte. Dans le cas contraire, elle dépend a priori de
(V°,A°). Un raisonnement analogue a celui de la preuve de la proposition 2.7
montre que ce n’est pas le cas.

Si [A,n,m, 5] et [A,;n/,m/ /3] sont deux réalisations d’'une méme paire,
on définit une application de transfert entre €' (A, m,:3) et € (A, m’, /) en

composant 7, | .5 &VeC Tarms vg. On a une propriété de transitivité évidente.

Exemple 2.12. — Dans la situation du §2.3, I'application de transfert de
E(A,m,[) a (A, m,B) est la restriction de H™ (3, A) a H™1(3, A).

Voici une premiere propriété du transfert (qu'on peut qualifier de transfert

interne, dans la mesure ot on change la suite A, mais pas le groupe G).

Théoréme 2.13. — Soient [A,n,m, 3] et [N',n',m', 3] deux strates simples

de A. On suppose que :

o) = e

e(AlOr)] — Le(N|Ow))

Alors pour tout 0 € € (A, m,3), le transfert de 0 a € (N, m’,3) coincide avec
0 sur H™ (3, A) " H™+1(B, A').
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Remarque 2.14. — Dans le cas ou A et A’ sont strictes, ce résultat, quoique
annoncé dans [19] (¢f. Exemple 3.54) et déja utilisé dans [20], n’y est pas
démontré. On donne ici une démonstration dans le cas général, lorsque A et

A’ sont quelconques.

Démonstration. — La preuve s’effectue en quatre étapes.

(i) On choisit un caractere simple 6 € €' (A, m, 3) et on note 6’ son transfert
a € (N,m' (). On fixe un couple (V°, A°) pour A et un couple (V'°, A’°) pour
A (cf. §2.3), de telle sorte que V° = V°. Onpose A = A@A° et A' = A’ @ A”°.
On note 6 (resp. @) le caractere simple de €' (A, m, 3) (resp. de € (A, m, 3))
qui prolonge 6 (resp. ¢'). Ainsi ' est le transfert de 6.

(ii) On suppose momentanément que A est déployée. Alors f et &' coincident
sur lintersection H™+(3,A) N H™*1(3, \') d’apres [7, Theorem 3.6.1]. Par
restriction & G, les caractéres 6 et 6 coincident sur H™ (3, A) N H™+1(5, A').

(iii) La F-algebre A est a nouveau quelconque, mais on suppose maintenant
que A et A’ sont strictes. On choisit une extension non ramifiée L/F maximale
dans D (c¢f. §2.5). Pour chaque 1 < i < [, on a une strate simple [A} ,n, m, 3]
de Endy, (V). On fixe un caractere additif ¢, : L — C* trivial sur pr, mais
pas sur Op, dont la restriction a F est 1p. On choisit un caractere simple
0" € € (A, m, ) de telle sorte que la famille {6’} définisse un caractere quasi-
simple dont la restriction & H™*(3, A) soit 6 (cf. [19], §3.2.4). On note 6"
le transfert de 0° a € (A", m’,3"). D’apres [19, Théoreme 3.53], la famille
{0’"} définit un caractere quasi-simple dont la restriction & H™ (3, A’) est ¢’
D’apres (ii), les caracteres 67 et 6" coincident sur H™ (37, AY) nH™+1(7, A").
Ceci prouve le théoreme dans le cas ou A et A’ sont strictes.

(iv) On revient maintenant au cas général. Les caracteres 6 et §' coincident
sur l'intersection H™+(3,A) N H™*1(3, A’) d’apres (iii). Par restriction a G,
les caracteres 6 et 6 coincident sur H™+1(3, A) N H™ (3, A').

Ceci termine la preuve du théoreme 2.13. Il
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2.7. Dans ce paragraphe, on décrit le comportement de €(A, m, 3) par pas-
sage a une strate simple équivalente, puis par augmentation du niveau. On
pose r = |q/2] + 1.

Proposition 2.15. — Soit un entier 0 < [ < q, et soit [A,n,l,v] une strate
simple équivalente a [A,n,l, B]. L application 0 — 01._z induit des bijections :

%(Aamv ﬂ) - %(A7m77)7 U/2J sm<qg-—L

Démonstration. — Par transfert de A a A, on se ramene au cas ou A est stricte,

puis on applique la proposition 2.1. O

Proposition 2.16. — Soit [A,n,m, 3] une strate simple de A.
(i) On suppose que m < |q/2]. Si deuz caractéres de € (A, m, 3) coincident

sur H™ (B, A), ils sont tordus l'un de l’autre par un caractére de U,,11(A) N B*
trivial sur U,(A) N B> et se factorisant par Ng/g.
(ii) On suppose que m < q—2. La restriction de € (A, m,3) a €(A,m+1, )

est surjective.

Démonstration. — Par transfert de A & A, on se ramene au cas ou A est stricte,

puis on applique la proposition 2.2. Il

On termine par le résultat suivant.

Théoréme 2.17. — Soit V =V'®...®V! une décomposition de V en sous-
E ®r D-modules, qui soit conforme a A. Soit M le sous-groupe de Levi de G

correspondant. Soit un entier 1 < i < [.

(i) Pourk >0, on a:
JE(B,A) N Autp (VY = J5(B,AY), H*(B,A) N Autp(V) = H*(3, AY).

(i) Pour 0 <m < q—1 et pour 6 € €(A,m,[3), la paire (H™(3,A),0) est
décomposée par (M, P) pour tout sous-groupe parabolique P de G de facteur
de Levi M, et la restriction de 0 a H™ (3, A") est égale au transfert de 6 a
€ (N, m, 3).
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Démonstration. — On fixe un couple (V°, A°) comme au §2.3, et on applique
le théoreme 2.3 & la décomposition AGA°SA° = ('S A°) © ((D,; M) D A°).

D’abord, on a :
JEB, A A° @ A°) N Autp(VE@ V°) = J¥(B, A" @ A°).

Si on projette sur Autp(V?), on obtient I’égalité voulue pour J*. Avec un rai-
sonnement analogue, on obtient 1’égalité pour H*. Ensuite, soit # un caractere
simple de €' (A, m, 3), et soit 0 c E (N @ A° @ A°,m, 3) prolongeant 6. La res-
triction de 6 & H™1(53, A’ @ A°) est égale au transfert de & € (A' @ A°, m, 3).
Si on restreint & H™™1(3, A?), on obtient I’égalité voulue entre restriction de 6 a
H™ (3, AY) et transfert de 0 & € (A%, m, 3). Enfin, il reste & prouver que 6 est
trivial sur chaque sous-groupe de la forme 1 + Hom(V*, V7), avec i # j. Clest
vrai pour  sur 1+ Hom (V' @& V°, (B, V) @ V°), et on obtient le résultat
par restriction & 1 + Hom(V*, V7). O

2.8. Soit [A,n,0, 5] une strate simple de A et soit ¢ = —ko(3,A). On pose
s = [q/2]. Pour k > 1, on pose :

mi(B, A) = ap(A) Nn_g (B, A) +3°(8, A)

et on pose Qi (G, A) = 1+my(5, A), qui est un sous-groupe ouvert compact de
Uk, (A), avec kg = min{k, s}. Souvent, on notera simplement €2;(A), ou méme
Q. Remarquer que la convention de notation est différente de celle utilisée
dans [19, 24] (dont le my, correspond a notre m,_y).

Soit (V°,A°) un couple comme au §2.3, dont on reprend les notations.

L’objectif de ce paragraphe et du suivant est de prouver le résultat suivant.
Proposition 2.18. — Soitk>1. On a :

La démonstration se fait, comme dans [19, §3.1] (c¢f. [19, Lemme 3.7]), par

changement de base non ramifié.
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Lemme 2.19. — Soit k > 1. Pour tout b € B*, on a :
Qi (A)b(A) NB* = (U (A) NBX) b (Q(A) NBX).
Démonstration. — Si I'on pose ky = min{k, s}, c’est une conséquence de :
Uk (A) NB™ C Qi (A) C Upy(A)

et de la propriété d’intersection simple [19, Corollaire 3.3]. La majoration
est immédiate. Pour la minoration, il faut remarquer d’une part que B(A) est
inclus dans J(5, A), ce qui implique a, (A)NB C J*(5, A) dans le cas ou k > s,
et d’autre part que ay,(A) N B est inclus dans ag(A) Nn_g4 (5, A) dans le cas
ou k < s. O

Lemme 2.20. — On a Qu(B8,A) NG = Qu(B,A) pour k > 1.
Démonstration. — On vérifie que :
Clk(/_\) N n,q+k(ﬁ, /_\) NA= Clk<A) N ﬂ,q+k(67 A)

Le résultat est une conséquence de la définition de J*(3, A) et du fait que, si
R, S sont des sous-B(A)-bimodules de A, on a (R+S)NA =RNA+SNA. [

2.9. Soit F* une extension finie non ramifiée de F, de degré premier au degré
résiduel de E/F et a la dimension de D sur F, et de groupe de Galois noté ¢.
On pose :

AP=A®pFY, VI=VepF, A =AQ®4 O D'=DepF.

Ainsi F¥[3] est un corps, D¥ est une F#-algebre a division, V¥ est un A*-module

simple et A* s’identifie naturellement & Endp:(V*).
Proposition 2.21. — La strate [A* n,r, 3® 1] de A est simple.

Démonstration. — La démonstration suit formellement [19, §2] (voir notam-
ment la proposition 2.9 et les corollaires 2.10 et 2.11), le fait que F*/F déploie

A n’y jouant aucun role. m
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On suppose en outre que 'extension F*/F est non triviale, et on choisit dans
Ff une racine de I'unité &, non triviale et d’ordre premier & la caractéristique
résiduelle p de F. On note A le groupe cyclique engendré par £ - e + e° et MF
son centralisateur dans Autp:(V¥), c’est-a-dire le groupe des points fixes de
Autp: (VF) par A. Si on identifie A & la F-algébre A* des ¥-invariants de Af,
on a M¥ = M.

Remarque 2.22. — Ce procédé permet de calculer I'intersection de certaines
parties de G avec M par des méthodes de descente comme en [19, §2.4]. Le
changement de base est nécessaire dans le cas ou le corps résiduel de F n’a que

deux éléments.

Prewve de la proposition 2.18. — On note B* le commutant de E dans Af. Si
on applique le lemme 2.19 & la strate simple [A*,n,0, 3], alors, compte tenu de
[19, Proposition 2.36] et de [19, Lemme 2.35], on obtient :

Qi (AH)BQp(A) N MF = (Qi(A*) N MF) (B N M7) (Qp(A%) N MF)
puis, en projetant sur A< :
(2.3) Qr(AH)BQu(A%) N AP = O (AF) B Qi (AF).

Il reste a calculer les points fixes de (2.3) par 4. Pour le membre de gauche,
on applique [19, Lemme 2.35] en tenant compte de [19, Proposition 2.41] et
du lemme 2.19 appliqué & la strate simple [A*, n, 0, 3]. On obtient :

Qu(AHB*Q(AH N G = Qu(A)B*Q(A) N G.

Pour le membre de droite, on applique [19, Lemme 2.35] en tenant compte de
(19, Proposition 2.41] et du lemme 2.19 appliqué a la strate simple [A* n, 0, 3].
On obtient :

O (AF) B Qi (AF) N G = Q. (A)BQi(A),

ce qui termine la démonstration. O
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2.10. On fixe un entier 0 < m < ¢ —1 et un caracteére simple 6 € €(A, m, 3).
On rappelle que, si K est un sous-groupe de G, et si y est un caractere de K,
'entrelacement de x dans G, noté Ig(x), est 'ensemble des éléments g € G

pour lesquels x et son caractere conjugué y? coincident sur K N g 1Kg.
Théoréme 2.23. — On alg(0) = Qm (8, A)B*Q,_ (6, A).

Démonstration. — La preuve est analogue a celle de [24, Proposition 2.5].
Soit § € € (A, m, 3) le caractere prolongeant . D’apres [19, Théoreme 3.50],
[24, Lemma 2.1] et la proposition 2.17 appliquée a (2.2), on a :

I (Ojm+1(5,0m) N M = Ig(6) N M
= Qy m(MN)B*Q_ (M) N M.
On applique la proposition 2.18, puis on projette sur G, ce qui donne :
IG(§|HW+1(B,/_\)OM) NG = Qq—m(ﬁa A)BXQq—m<ﬁa A)
Le membre de gauche vaut I(6), ce qui termine la démonstration. O

Proposition 2.24. — Tout caractére simple de € (A, m, ) est normalisé par
(R(A) N BX)Qy (B, A).

Démonstration. — Soit § € € (A, m,3) le caracteére prolongeant 6. D’apres
le théoreme 2.23 et [19, Théoréme 3.50], le caractere f est normalisé par le

groupe (K(A) NB*)Q,_m(A) et @ est entrelacé par (R(A) NB*)Q,_,(A). O

2.11. Soit [A,n,0, 5] une strate simple de A. On pose A= Endg(V), qu’on
identific & A ®@p Enda (V).

Définition 2.25. — Une corestriction modérée sur A relative a E/F est un
homomorphisme de B-bimodules s : A — B tel que § = 5 ® idgna, (v) soit une

corestriction modérée sur A relative & E/F au sens de [7, Definition 1.3.3].

Bien entendu, lorsque A est déployée sur F, cette définition coincide avec

celle de [7], puisque, dans ce cas, on a Enda (V) = F.
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D’apres [4, Lemma 4.2.1], on a un moyen de construire des corestrictions mo-
dérées sur A relatives a E/F, ce qui prouve qu'il en existe. On a les propriétés

sulvantes.

Proposition 2.26. — Soit s une corestriction modérée sur A relative a E/F.

(1) Si s est une corestriction modérée sur A relative a E/F, il existe u € O
tel que s’ = us.

(ii) Soit V.= V! @& V2 une décomposition de V en sous-E @ D-modules,
qui soit conforme a A. Pour i € {1,2}, la restriction s; de s a A’ est une

corestriction modérée sur A* relative a E/F.

Démonstration. — Les deux sont vrais lorsque la F-algebre A est déployée.
Pour (i), il existe donc u € Of tel que § = us, ce qui implique s’ = us. Pour
(i), la restriction §; de 5 & A’ est une corestriction modérée sur A’ relative &

E/F égale a s; ® idgnd,; (vi)- O

Soit V = V& V? une décomposition de V en sous-E ®@p D-modules, qui soit
conforme a A. On note M le sous-groupe de Levi correspondant. Si [ est un
sous-Op-réseau de A, on pose [Y =[N AY pour 7,5 € {1,2}.

Soit s une corestriction modérée sur A relative & E/F. Pour x € A, on pose
ag(x) = Bx — xB. On pose Yp = g o trap. Pour toute partie R de A, on

note :

R*={a €A | Yalax) =1, z € R}
le dual de R relativement a 4.
Proposition 2.27. — Pour 0 < m < q— 1, la suite :

(24) 0= agem(A) NB = my_pn (8, N) B (58, A))*Sa_n(A)NB — 0

est exacte. St on désigne cette suite par 0 — [ — Iy — I3 — Iy, — 0, alors la

suite :
(25) 0=~ "oh+ - h ' Wh+ - ' Gh4+ 1 - R4+ —0

est exacte pour tout h € B* N M et tous i,j € {1,2}.
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Démonstration. — On note A la Op-suite de V sous-jacente & A. On note B
le commutant de E dans A, on note * la dualité relativement & tp o tr /> On
note ag I'application x +— Bx — x définie sur A et on pose § = 5 ® idgna, (v)-
La strate [[\,n,m, (] est une strate simple de A de méme exposant critique
que [A,n,m, (] (c¢f. [19, 2.23]). On lui applique [9, Lemma 6.3]. La suite :

(2.6) 0 — a,m(A) N B — my_n(8, A)ZB(H™(8,A)) Sa_,(A) N B — 0

est exacte. Si on désigne cette suite par 0 — [ —0h—13— 1 —0,alors la

suite :

27) 0= W R B R = R — bR 0
est exacte pour tout h € B* N M et tous 4,5 € {1,2}.

Lemme 2.28. — Onaly NA =1, pour 1 <k < 4.

Démonstration. — Pour k € {1,4}, c’est immédiat. Pour les autres cas, on
choisit un couple (V°, A°) comme au §2.3. Par définition (cf. [19, (54) et (64)]
et §2.3), on a :

H7HB,A) = 5" (B, A @A) N A
et le membre de droite est égal & H™1(3,A) N A d’apres (2.4). On en déduit
que [3NA = [5 4 Daide de [19, Lemme 2.45]. Un raisonnement analogue permet

d’obtenir [, N A = [,. O

Pour terminer la démonstration de la proposition 2.27, il reste a vérifier que
I'exactitude de (2.4) et (2.5) est conservée par restriction a A. Ceci se fait,
comme dans [4, §4], en choisissant une extension non ramifiée L/F maximale
dans D, et en appliquant successivement le foncteur des L-invariants puis le
foncteur des Gal(L/F)-invariants (voir aussi [19, §2.4]). O

De fagon analogue, on démontre a partir de [7, Corollary 1.4.10] :
Proposition 2.29. — Pour k € Z, la suite :
0 — ager(A) NB = agr(A) N k(3 A) B ar(A)Sap(A) N B — 0

est exacte.
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2.12. On établit une propriété de non-dégénérescence des caracteres simples,
qui généralise [7, Theorem 3.4.1]. Pour z,y € G, on note [z, y| le commutateur

de x et y.

Lemme 2.30. — Soit 0 € € (A, m,[3) avec |q/2] < m < q— 1. Soient deux
entiers k,l > 1 tels que k+1>m+1 et k+2l > g+ 1. On suppose qu’on est
dans l'une des situations suivantes :

(1) z € T4+ ap(A) Nng_g(B,A) ety € 14+ ai(A) Ny (5, A).

(2) z € 1+ ap(A) Nmy_y(A) et y € JH(B, A).

(3) z € J5(B,A) ety € J(B,A).
Alors [z,5] € H"L(B, A), et on a ([, y]) = e 1p0_a(y).

Démonstration. — Par transfert de A & A (¢f. §2.3), on se rameéne au cas ol

A est stricte. Puis on applique [19, Lemmes 3.25-3.27]. ]
Proposition 2.31. — Soit 0 € € (A, m,[3) avec m < |q/2|. L’application :
(z,y) = 0([z,y]), @,y €™,

induit une forme alternée non dégénérée :
ko @ JHL/HmTL o gl gml L, ox

Démonstration. — La preuve est analogue a celle de [19, Proposition 3.9]. 1l
suffit de remplacer [7, Theorem 3.4.1] par [19, Théoréme 3.52] et [7, Proposi-
tion 3.2.12] par le lemme 2.30. O

3. Le processus de raffinement

Soit A une F-algebre centrale simple, soit G son groupe multiplicatif et soit
7 une représentation irréductible de niveau non nul de G. Dans cette section,
on prouve que trois cas seulement peuvent se produire (¢f. Théoreme 3.23) :
(a) ou bien il existe une strate simple [A,n,0, 3] de A, avec A stricte, telle que
7 contienne un caractére simple 6 € € (A,0,3), (b) ou bien 7w contient une
strate scindée (c¢f. Définition 3.9), (c) ou bien 7 contient un caractere scindé
(cf. Définition 3.22).
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3.1. On fixe un A-module & gauche simple V. L’ensemble .Z(V, Op) des Op-
suites de réseaux de V est muni d'une structure affine provenant de celle de
I'immeuble de G sur F, qu’on peut décrire de la fagon suivante (voir [2]). Dans

ce paragraphe, on note n la dimension de V sur D.

Remarque 3.1. — Sauf mention explicite du contraire, dans ce qui suit, les
suites de réseaux sont des Op-suites, et on note e(A) la période sur Op d’une
suite A.

A chaque base b de V sur D correspond d’une part un isomorphisme V ~ D"
de D-espaces vectoriels & droite, d’autre part 'ensemble Z°(V, 0p) des Op-
suites de réseaux décomposées par b. Pour chaque entier 1 < 7 < n, on a
une application affine a; : Z°(V, 0p) — R telle que, pour A € Z°(V, Op) et
k € R, on ait :

k/e(AN)—a;(A
(3.1) Ay = @) pH/em =1,

Cette base permet d’identifier les F-algebres A et M,,(D), donc de faire de A
un D-espace vectoriel a droite par transport de structure. Pour chaque couple
d’entiers (i, j), on pose o;; = a; — aj. Pour A € Z°(V, Op), la Op-suite a(A)
est munie d’une structure de Op-suite et, pour k € R, on a :
k/e(A)—ay;
(3.2) @ pf /e(B) =i (
4,j=1

En d’autres termes, un élément a € A appartient a ai(A) si et seulement si,

pour chaque 1 < 7, j < n, la valuation normalisée de a;; est supérieure ou égale

ak/e(A) — ay;(A).

3.2. On établit une liste de lemmes techniques. La remarque 3.1 vaut tou-

jours.

Lemme 3.2. — Soit A € L(V, Op) et soit un entier m € Z. Il existe une
suite N € L (V, Op) stricte et un entier m' € 7 tels qu’on ait :

(3.3) a_n(A) C a_p(A),
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Démonstration. — La démonstration est tres proche de celle de [13, Proposi-
tion 2.3]. On se contente d’en donner les grandes lignes, et on renvoie a loc.
cit. pour les détails. D’abord, on remarque que, pour i € Z, 'application
naturelle :

e(A)—1
(3.4) am(A)/a_mi1(A) — @ Homyy, (Aiyr/Nivien, Nigiom/Nivi—me1)

1=0
est un isomorphisme de kp-espaces vectoriels. Donc si A; # A; 1, on a I’égalité
a_m(A)A; = A, En d’autres termes, la partie a_,,(A) est taut par rapport a
A au sens de [13], c’est-a-dire que a_,,(A) opeére sur £ = {A; | i € Z}. Comme
A n’est pas nécessairement stricte, a_,,(A) n’est pas nécessairement completely
taut. On note £ la plus grande partie de . sur laquelle I'action de a_,,(A)
est bijective, et on choisit une &p-suite stricte A’ de classe de translation .Z".

Soit m’ € Z 'entier défini par :

(3.5) a (M)A = A/

i—m/»

i € L.

En raisonnant comme dans la preuve de [13, Proposition 2.3], on obtient :

!/

m . m
e(N) ~ e(A)
D’apres (3.5), on a inclusion cherchée. O

Remargque 3.3. — (3.3) reste vrai si I'on remplace m' par me(A’)/e(A) € Q.

Lemme 3.4. — Soient A\, ' € £(V, Op), et soient m,m’ € Q. On pose :

t /
m(t) m_ ., m

(3.6) A(t) = (1 —t)A+tN, e(t) = e(A(t)), aﬁ—(_”%ﬂ ()

pour t € [0,1] rationnel. Alors :
Ay (A) Nas (A) Casmey(A2)).

Démonstration. — On choisit une base de V sur D décomposant A et A’. Pour
1<1,7 <n,on pose :
m(t)

(3.7) pij(t) = Tel)

- aij(A(t)>7
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qui est une application affine. Compte tenu de (3.2), il suffit de prouver que :
max([py (01, [pis (L)1) > (L = )pi5(0) + toyy (1)1,
ce qui est immédiat. Il
Corollaire 3.5. — Sous les hypothéses de 3.4, on suppose que :
a_m(A) Ca_y(A).
Alors, pour tous 0 < s <t < 1 rationnels, on a :
a_m(s)(A(8)) C a_meey(A(2)).

Démonstration. — L’hypothese implique que p;;(0) > p;;(1), c’est-a-dire que

chacune des applications affines p;; est décroissante. Le résultat s’ensuit. [

Corollaire 3.6. — Soient Aq,..., N, € L(V,0p) et soit m € Q. On pose :

i=1 i=1
Alors :
T
[ am(As) C ap(A)
=1
Démonstration. — Par récurrence sur r a partir du lemme 3.4. O

Lemme 3.7. — Soient A\,N' € L(V,0p), et soient m,m’' € Z. Il existe des
couples (Ao, mo), ..., (A,my) € Z(V,0p) x Q tels que :

atmk+1J+1(Ak+1) C amk(Ak), 0 < kf g l — 1,
et tels que (Ao, mg) = (A, m) et (A, my) = (N, m').

Démonstration. — On choisit une base de V sur D décomposant A et A’ et
on reprend les notations (3.6) et (3.7). Chaque p;; est une application affine,
de sorte que t — [p;;(t)] ne prend qu'un nombre fini de valeurs. Donc, compte

tenu de (3.2), 'application :

(3.8) t = an)(A2))
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ne prend qu’un nombre fini de valeurs sur l'intervalle rationnel [0,1] N Q. On
choisit une suite strictement croissante tg, ..., t; de cet intervalle telle que les
réseaux () (A(tr)) décrivent les valeurs successives prises par (3.8). On pose

A = A(tg) et myp = m(tg). Pour prouver I'inclusion, il suffit de montrer que :

[pij (k)] < Lpi(thyr)] + 1

pour 1 <72, <met 0< k< —1, cequi est immédiat. O

Lemme 3.8. — Soient A,N' € Z(V, Op), soient m,m' € Z et soit € € R7.
Il existe des couples (Ao, mq), ..., (A, my) € L(V,0p) x Q tels que :

Ay (Ak+1) - amkfe(Ak)e(Ak)a 0< k < [ — 1,
et tels que (Ag,mo) = (A, m) et (A, my) = (A, m/).

Démonstration. — On choisit une base de V sur D décomposant A et A’ et

on reprend les notations (3.6) et (3.7). Compte tenu de (3.2), 'inclusion :

Uty (A()) C By —e(s)e(A(5))

a lieu, pour s,t € [0, 1] rationnels, si et seulement sion a [p;;(t)] = [pi;(s)—€].
Puisque p;; est affine, il suffit de choisir un entier [ > 1 suffisamment grand et
de poser t, = k/l, pour 0 < k < [, puis Ax = A(tx) et my = m(ty). O

3.3. Soit [A,m, m—1,b] une strate de A. On pose e = e¢(A|0f) et on note g le
plus grand diviseur commun a e et m. On choisit une uniformisante wy de F,
et on pose y, = wp /9b¢/9. que T'on considere comme un élément de Endg(V).
Son polynome caractéristique est a coefficients dans O, et la réduction modulo
pr de celui-ci est appelée le polynome caractéristique de la strate. On le note
wp. Il est & coefficients dans kg (cf. [23, §2.2]).

Définition 3.9. — La strate [A,m,m — 1,b] est dite fondamentale (resp.
scindée) si son polyndéme caractéristique ¢, € kp[X| n’est pas une puissance

de X (resp. a au moins deux facteurs irréductibles distincts).

Remarque 3.10. — Le polynome ¢, dépend de 'uniformisante choisie, mais

pas les notions de strate fondamentale et de strate scindée.
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Les résultats suivants généralisent respectivement [4, Proposition 1.2.2] et
[4, Theorem 1.2.5].

Proposition 3.11. — Soit [A,m,m — 1,b] une strate non fondamentale de
A. Il existe un entier m’ € Z et une Op-suite stricte N’ tels que :

m' m

(M) e(A)’

b+ a1 (A) C ap(A),

Démonstration. — On procede par changement de base non ramifié. On
choisit un couple (V°,A°) comme au §2.3 et une extension non ramifiée F*
de F comme au §2.9, dont on reprend les notations. On pose b = b @ 0, de
sorte que la strate [A*, m, m — 1,b] de A est non fondamentale. On peut donc
appliquer [4, Proposition 1.2.2]. On en tire une @p;-suite stricte £ de V* et

un entier k € Z tels que :

k m

(Z10) ~ e(A)

(3.9) b+ arm(Af) C a_n(2),

Puisque le membre de gauche est stable par le groupe fini 4 x A, la relation
(3.9) est toujours valable si 'on remplace .Z par un de ses conjugués par ce
groupe. Si on applique le corollaire 3.6 a la famille des conjugués de .Z, on
obtient :

K B k m
(L10n) ~ e(Z10m) ~ e(N)’

(3.10) b+ ar-m(AY) Caw (L),

ou £’ désigne la moyenne de .Z relativement a & x A, c’est-a-dire 'isobary-
centre des conjugués de .Z. La suite £’ est a la fois invariante par 4 et
invariante par A, c’est-a-dire que A est contenu dans U(.%¢"), donc que £’ est
décomposée par la décomposition V¥ = V# @ V!, En projetant (3.10) sur A,
on obtient :

K m

e(Z'NV) = e(A)

b+ ar_m(A) Cap (L NV),

Enfin, on applique le lemme 3.2 & la suite £'NV : il existe une &p-suite stricte

A" de V et un entier m’ € Z vérifiant I'inclusion et I'inégalité voulues. O]
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Proposition 3.12. — Soit [N, m, m—1,b] une strate fondamentale non scin-
dée de A. Il existe une strate simple [N',m’,m'—1,V] avec A’ stricte, vérifiant :

/

m m
b+ ai_,(A) CV +aj_p(A), = .
el CE @) ) T o)
Démonstration. — On note A la Op-suite sous-jacente & A. L’élément carac-

téristique y, est dans A(A), et sa réduction modulo P(A) est inversible, puisque
son polynome caractéristique ¢, est une puissance d’un polynome irréductible
distinct de X. D’apres (3.4), on en déduit que y, € U(A), puis que b € &(A).
Soit .Z une Op-suite stricte de V telle que ao(-Z) = ag(A). En particulier,
b normalise .Z. D’apres [4, Lemma 2.1.9(i)], si on pose k = —v»(b), la strate

L, k, k — 1,b] est fondamentale non scindée, et on a :
(3.11) Cl,m(A> = Cl,k(g), Cllfm(A> = Cllfk(g).

D’apres [4, Theorem 1.2.5], il existe une strate simple [A’,m/,m’ — 1,b'] avec

A’ stricte, telle que :

b + al_k<$) - b, + a1 (A,)
Compte tenu de (3.11), ceci met fin a la démonstration. O
3.4. Soit [A, n,0, 5] une strate simple de A. On pose ¢ = —ko(3, A) et on fixe

un entier 1 <m < ¢—1. On pose r = [¢/2| + 1 et s = [q/2].

Lemme 3.13. — Soit my = min{m, s} et soit ¥ un caractére de H™ dont
la restriction a H™ est dans € (8, m,A). Il existe une unique représentation

irréductible T de Uy, (A) dont la restriction a H™ contient 9.

Démonstration. — La démonstration est similaire a celle de [7, Lemma 8.1.8].

D’apres la proposition 2.30, la forme alternée :

(z,y) = I([z,y]), =yel™,

ne dépend que de la restriction de ¥ & H™". D’apres la proposition 2.31,

¢’est donc une forme non dégénérée. Il existe donc une unique représentation



36 V. SECHERRE & S. STEVENS

irréductible p de J™ dont la restriction a H™ contient ). 1l reste a prouver

que l'entrelacement de p dans U,,,(A) est contenu dans J™, et 'induite :
T = Ind?ﬁoom) ()
sera irréductible. L’entrelacement de p est contenu dans :
Ia(0) = Qq-m (8, A)B* Qg (8, A)
par le théoreme 2.23. Il faut donc montrer que :
Qg-m (8, A) N Ung (A) € J™ (5, A),
ce qui revient a montrer :
(3.12) Agm(A) Ny (B, A) Nagy (A) C J™0(8,A).

On continue par récurrence sur ko(3,A). Si m < r, équation (3.12) est
impliquée par [7, Proposition 3.1.10(i)] dans le cas déployé D = F, d’ou le cas
général en appliquant le lemme 2.28.

On suppose donc que m > r (et mg = s). Si # est minimal sur F, alors
Jm(B,A) = am,(A) et il n’y a rien a démontrer. Sinon, soit [A,n,q, ]| une
strate simple équivalente a [A, n,q, 5], soit By le commutant de v dans A et

soit g1 = —ko(y,A). Alors on a :
agem(A) N (B,A) = agem(A) Nn_y (7, A)
= aim(A)NBy+ag_m(A) Ny, (v, A).
On a a,_,(A) N B, C 3" (v, A) et, puisque mo <7 = |¢1/2| + 1, ona:
Ag—m(A) N (v, A) Nag, € J™0(7, A)
par récurrence. Puisque 3™ (v, A) = 3™ (5,A), la preuve est terminée. O]

Lemme 3.14. — Soit mg = min{m, s} et soit ¥ un caractére de H™ dont la
restriction a H™ est dans € (A, m, 3). Soit K un sous-groupe ouvert compact
de Up,(A), et soit p une représentation irréductible de K dont la restriction
a H™ N K contient Yjpmonk. Alors toute représentation irréductible de G

contenant ¥ contient p.
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Démonstration. — La preuve est similaire a celle de [7, Proposition 8.1.7]. 11

suffit de remplacer [7, Lemma 8.1.8] par le lemme 3.13. O

3.5. Soit 7 une représentation irréductible de G et soit s une corestriction

modérée sur A relative a E/F.

Proposition 3.15. — Soient 0 € €(A, [m] — 1,8) et ¢ € af_(A) tels que
7 contienne le caractére 9 = 01, de HI™] (B,A). Soit A" une On-suite E-pure
de période e(N\') et soit m" = me(N')/e(A). Soit o € ar_(A)Naj_pn(A)NB
tel que :

s(c) + a1—m1(A) NB C & + a1 (A') NB.
Alors il existe 0 € € (N, [m'] —1,8) et ¢ € ar_pn(N) tels que s(¢') = o' et
tels que T contienne le caractére V' = @'y de H™' (B,N). St/ =0, on peut

choisir ¢ = 0.

Démonstration. — Soit my = min{[m], s}. Puisque H™ (3, A)/H™1(3, A) est
abélien, 7 contient un caractere J de H™ (8, A) qui prolonge ¥. En prolongeant
6 en un caractére simple de H™o (8,A), que 'on note aussi 6, et en changeant
c dans sa classe modulo a;_p,,(A), on a encore 0 = 0.

Nous démontrons la proposition dans un premier temps sous 1’hypothese

supplémentaire :
(H) H™1 (3, ") c U™ (A).
On commence par prouver le lemme suivant.
Lemme 3.16. — Pour tous k, k' € Z, on a :
s(ap(A) Naw (A)) = s(ar(A)) N s(ap ().

Démonstration. — Dans le cas ot A est déployée sur F et ou A, A’ sont strictes,
c’est une conséquence de [7, §1.3] et du fait que a(A) et ag (A’) sont des réseaux
E-exacts. Dans le cas général, on choisit un couple (V°, A°) comme au §2.3.
L’égalité est valable pour les Op-suites sous-jacentes a A et a A/, appliquée
avec une corestriction modérée de Endp(V @& V°) dont la restriction a A est s.

On obtient le lemme 3.16 par projection sur A. n
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Puisque o' appartient a aj_,,1(A) N aj_m(A) N B, il existe, d’apres le
lemme 3.16, un élément ¢ € aj_p,1(A) N aj_p(A') tel que s(c/) = o, et on

peut prendre ¢’ = 0si o/ =0. On pose § = ¢ — ¢ € aj_,,(A).
Lemme 3.17. — Il existe & € ag_ |, (A) N (B, A) tel que :
60— (L+z) ag(x) — (14 2) ez — xc) € ag_pnn(A).

Démonstration. — On démontre par récurrence que, pour t > 0, il existe
Tt € Og—|m| (A) An_|m (ﬁ,A) tel que :

(3.13) 6 — (1 +z¢) tag(xs) — (14 24)  exs — a4¢) € a1 (A) + @) (A).

Le lemme s’ensuit puisque a;_ |, (A) C ay_ppy7(A’) pour ¢ suffisamment grand.
Puisque 0 € a_|,|(A), on peut prendre xy = 0. Supposons donc que ¢ > 0 et
qu’on ait trouvé x; € ag_|m)(A) Nn_|, (5, A) tel que (3.13) soit satisfaite. I
existe alors d; € a;_|m|(A) tel que :

6 — (14 x) tag(z) — (14 2) ey — 24¢) € 6 + a1 (A).

On impose 6y = 0 dans le cas t = 0 et, dans ce cas :
s(do) = & — s(c) € a1_m(A') NB.
Egalement, pour t >0, on a :
5(01) € ay— | (A) NB C ay_n1(A) NB C ay_pp (A) N B.

Donc 8; € a— ;) (A) N (a1—fm (A') + ag(A)).
Lemme 3.18. — Pour tous k, k' € Z, on a :

ar(A) N (ap (A) + ag(A)) = ar(A) Nap (A') + ar(A) Nag(A).

Démonstration. — Dans le cas ot A est déployée sur F et ou A, A’ sont strictes,

c’est une conséquence de [7, 8.1.13]. On traite le cas général comme au lemme
3.16. ]
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D’apres le lemme 3.18, on a :

@1 ) ()N (01 ) (A) + a5 (A)) = @) (A)N61 ) (M) F-08 ) (A) Nt (A).
D’apres la proposition 2.29, il existe 1 € agqs—m)(A) N 0y_ | (8, A) tel que :
0 — ag(yt) € ae—[ym) (A) N ar—pry (A),
et x4, 1 = 1y + 1y est comme il faut. O

Revenons a la démonstration de la proposition 3.15 sous I’hypothese (H).
Soit x comme dans le lemme 3.17. Par le lemme 2.30, I’élément 1+ x normalise
H™ (5, A) et :

191—1—:v = 19¢(1+x)71aﬁ(x)¢(1+x)*1(cm—mc)-

Soit @' le caractére simple dans €(A’, [m'] — 1,3) qui coincide avec § sur
H™1(3,A) " H™(3,A). Le lemme 3.17 implique que, comme caractere du
groupe H™' (3, A"y N H™ (3, A), on a :

1§1+x — é/wd )

Puisque I’hypothese (H) est satisfaite, on déduit du lemme 3.14 que 7 contient
W =0y
Traitons maintenant le cas général. Supposons d’abord que m < ¢/2.

D’apres le lemme 3.7, il existe une famille finie (A;)o<i vérifiant :
U1 (As) D Uy j+1(Air), 0<i <=1,

avec (Ag,mg) = (A, m), (A;,my) = (A';m’) et m; = me;/e, ou e; est la période

de A;. Par le lemme 3.4, on a s(c) € a_|,,,(A;) N B, pour chaque 4, et :
s(c) + a1-m,1(As) N B C s(c) + a1y, 1(Ais) NB, 0<i<l—1.
Par dualité, on obtient :
Upm (A1) OB D Up, 7 (Aia) N B.
Soit ¢; = —ko(3,\;) = qe;/e. Puisque m < ¢/2, on a m; < ¢;/2 et donc :

H™ (8, A1) = (Upmyy ) (Ain) NB) M7 (30 A 1) € U (A).
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Appliquant le cas ou 'hypothese (H) est vérifiée, on voit que, pour chaque 1,
il existe 0; € € (A, [mi] — 1,8) et ¢; € ar_m1(A,) tels que s(c;) = s(c) et 7
contienne le caractere 9; = éﬂpci de H™(5, Ay). A la derniére étape, on peut
remplacer s(c) par o et on en déduit le résultat.

Finalement, supposons que m > ¢/2 et fixons € > 0 tel que ee < m — ¢q/2.

Par le lemme 3.8, il existe une famille finie (A;)o<;< vérifiant :
U|—mi+1-‘(Ai+1) - U[mi—eia-‘ <A1)7 O0<i<i-— L,

avec (Ag,mg) = (A, m), (A, my) = (A',m’) et m; = me;/e, ou e; est la période
de A;. On a :
mi—eisz%(m—e€)>ﬁ-g:ﬁ
donc [m; —eie] = [¢q;/2] = s; et :
H™ (3, A1) € Uy (Ais1) © Upmy—esey (A1) © U (Ay).

La démonstration se termine maintenant comme dans le cas précédent. Il

3.6. Soit 7 une représentation irréductible de niveau non nul de G.

Proposition 3.19. — On est dans l'un des deux cas suivants :

(1) Il existe une strate scindée [A,n,n —1,b] de A, avecn > 1 et A stricte,
telle que la restriction de m a U,(A) contienne ¢y ;

(2) Il existe une strate simple [A,n,m, 5] de A, avec A stricte, et un carac-
tere simple 0 € € (N, m, 3), tels que la restriction de w ¢ H™ (3, A) contienne
6.

Remargque 3.20. — Dans le cas (1), on dit que 7 contient une strate scindée.

Démonstration. — D’abord, d’apres [4, Theorem 1.2.1(i)], la représentation 7
contient une strate fondamentale [A,n,n — 1,b] de A, avec A stricte, ¢’est-a-
dire que la restriction de m a U, (A) contient ;. Si elle est scindée, alors on
est dans le premier cas. Si elle ne l'est pas, alors, d’aprés [4, Theorem 1.2.4],
la représentation 7 contient une strate simple [A,n, m, 5] de A, avec A stricte,

c’est-a-dire que la restriction de 7 & H™"!(3, A) contient un caracteére simple

0 € €A, m,[). O



REPRESENTATIONS SUPERCUSPIDALES DE GL,, (D) 41

Il est commode d’introduire la définition suivante. Soit [A, n, m, §] une strate
simple de A avec m > 1. Soit Vg un B-module a gauche simple, soit Dg
'algebre opposée a Endg(VEg), soit I' une &p -suite de réseaux de Vg vérifiant
la condition du théoreme 1.4 et soit s une corestriction modérée sur A rela-
tivement a E/F (c¢f. §2.11).

Définition 3.21. — Une strate dérivée de [A,n, m, 3] est une strate de B de

la forme [I',m,m — 1, s(c)] avec ¢ € a_,,(A).

On définit maintenant les caracteres scindés de G. C’est ce qui est appelé,

dans [7], les types scindés de niveau (x,y), avec x > y > 0.

Définition 3.22. — Un couple (K, ) est un caractére scindé de G s'il existe
une strate simple [A, n, m, 3] de A, avec m > 1 et A stricte, un caractere simple
0eC(N,m—1,8)etcea_,(A) tels que :

(i) On a K =H™(G,A) et ¥ = 01)..

(ii) La strate dérivée [I',;m,m — 1, s(c)] est scindée, pour n’importe quelle

corestriction modérée s sur A relativement a E/F.

La distinction entre strate scindée et caractere scindé est assez superficielle :
c’est a peu pres la méme que celle qu’on fait entre types simples de niveau 0
et de niveau > 0 (c¢f. [21]).

On est maintenant en mesure de formuler le résultat principal de cette sec-

tion.

Théoréme 3.23. — Soit ™ une représentation irréductible de niveau non nul

de G. Alors :

(1) ou bien il existe une strate simple [A,n,0, 3] de A, avec A stricte, telle
que T contienne un caractere simple 6 € € (A,0,0) ;
(2) ou bien w contient une strate scindée.

(3) ou bien m contient un caractére scindé.

Le reste du paragraphe est consacré a la démonstration du théoreme 3.23.
D’apres la proposition 3.19, si m ne contient pas de strate scindée, il existe

une strate simple [A,n, m, 3] de A, avec A stricte, et un caractere simple 6 €
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€ (A, m, 3), tels que la restriction de m & H™1 (3, A) contienne #. On choisit
[A,n,m, 3] et 0 tels que le rapport m/e(A|Of) soit minimal. Si m = 0, alors
on est dans le cas (1) du théoreme 3.23. Dans toute la suite du §, on suppose
que m = 1. On fixe un B-module a gauche simple Vg et on note Dg l'algebre
opposée a Endg(Vg). On fixe une Op,-suite I' de réseaux de Vg vérifiant la
condition du théoreme 1.4. On fixe un caractere 9 de H™(3, A) contenu dans
7 et prolongeant 6, un caractére simple 6 € % (A,m — 1,[3) prolongeant 0
et un élément ¢ € a_,,(A) tel que J = 01).. Enfin, on fixe une corestriction
modérée s sur A relativement a E/F. 1l s’agit de prouver que la strate dérivée

[[';m,m — 1, s(c)] est scindée.
Proposition 3.24. — La strate [I';m,m — 1, s(c)] est fondamendale.

Remarque 3.25. — Pour simplifier les notations, on calcule toutes les pério-
des de suites de réseaux sur O et, si A est une suite de réseaux, on note e(A)
pour e(A|OF). Cette remarque se substitue donc a la remarque 3.1. Pour une
Op-suite de réseaux A, on a e(A|Or) = e(A|Op)d, ou d désigne le degré réduit
de D sur F. Pour une &p-suite de réseaux I', on a e(I'|0r) = e(I'|0g)egr,

oll eg/r désigne l'indice de ramification de E/F.

Démonstration. — On raisonne par 1’absurde. D’apres la proposition 3.11, il

existe un entier k' € Z et une Op,-suite stricte IV de Vg tels que :

(314) S(C) + al_m(A) NB= S(C) + bl_m(F) C b_k/<P,)
et :

k' m
(3.15) o) < miSk

On fixe un couple (p’, ') correspondant a I'' par le théoreme 1.7 et on pose

m’ =me(A)/e(A).
Lemme 3.26. — On a :

(316) S(C) + al_m(A) NBC a1—[m/] (A,) NB
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et :

[m'] —1 m
3.17 .
347 V) o)
Démonstration. — A partir de (3.15) et de la remarque 1.10, on écrit :

e(A)
/k:/ — /.
Pk < e(A)m m

Compte tenu du fait que p’'k’ est entier, on en déduit :

_plk/ 2 1 - I—m/-l,
ce qui, avec (3.14), donne (3.16). Ensuite, on écrit m’ = [m/] — 1+ a/e(A),
avec 1 < a < e(A). On obtient :

(m’}—lz m' a . m
e(N) () e(Ae(A) e(A)

ce qui termine la démonstration. Il

D’apres le lemme 3.15 appliqué avec o/ = 0, il existe un caractere simple de

€ (N, [m']—1, ) contenu dans 7, ce qui contredit la minimalité de m/e(A). O
Proposition 3.27. — La strate [I',m,m — 1, s(c)] est scindée.

Démonstration. — On raisonne par ’absurde. D’apres la proposition 3.12, il

existe un entier k' € Z, une Op,-suite stricte IV de Vg et o € B tels que :
S(C) -+ al_m(A) NBcCa + bl_k/(l“’)

et tels que la strate [[V, k', k" — 1,¢/] soit simple. On fixe un couple (p’, A)

correspondant & IV par le théoréeme 1.7 et on pose m' = p’k’ € Z. On a donc :
S(C) + Cl1_m<A) NBcCa + 01—y (A,) N B.

Avant d’appliquer a nouveau le lemme 3.15, on a besoin des deux lemmes

sulvants.

Lemme 3.28. — On a m/e(A) =m//e(N).
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Démonstration. — Puisque la strate [[', m, m — 1, s(c)] est fondamentale, on a
s(c) € K(I'). Ensuite, on a s(c) — o’ € a1_p(I') et o' € a_p/(I"), c’est-a-dire
que les strates [I, k', k' — 1,s(c)] et [I", k', k' — 1,/] sont équivalentes. Elles
ont donc le méme polynome caractéristique, de sorte que [TV, k', k' — 1, s(c)]
est fondamentale. Ainsi s(c) € K(I). On en déduit que m/e(I") = k'/e(I"), ce

qui implique 1’égalité voulue. ]
Lemme 3.29. — Onaa_,(AN)NB Ca_,(A)NB.
Démonstration. — En prenant le dual de I'inclusion :

a1_m(A)NB Ca;_(A)NB,

on obtient a,,(A')NB C a,,(A)NB. Puis, en multipliant par s(c)? et en tenant

compte du lemme 3.28, on obtient I'inclusion voulue. Il

D’apres le lemme 3.15, il existe un caractére simple 6’ € C(N,m' —1,0) et
¢ € a_p(N) tels que s(¢/) = o et que 7 contienne le caractére ¥ = 'ty
Pour terminer la preuve de la proposition 3.27, on a besoin du résultat suivant,

analogue de [7, Theorem 2.2.8].

Proposition 3.30. — La strate [N',n',m' — 1,3 + ] est équivalente a une

strate simple.

On reporte la preuve de la proposition 3.30 au paragraphe suivant. En atten-
dant, on termine la preuve de la proposition 3.27. On choisit une strate simple
[A,n',;m'—1, '] équivalente a [A',n/,m'—1, B+ ]. La strate [A',n’,m/, '] est
équivalente & la strate simple [A’,n/,m’, §]. On applique la proposition 2.15.

On a une bijection :
CN m' —1,8) > FCN,m' —1,5)

envoyant 6 sur Vg _p_w. Mais f' —  — ¢ € aj_,v(A'). Ceci implique que
Ve CN,m' —1,0), et contredit la minimalité de m/e(A|OF). O
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3.7. Dans ce paragraphe, on démontre la proposition 3.30. D’apres [21, Théo-
reme 2.2], il suffit de prouver que [A',n/,m' — 1, 3 + ] est équivalente & une
strate pure.

On pose K = E(¢’) et on note C le commutant de K dans A. On fixe un
K ®p D-module a droite simple S et on pose A(K) = Endp(S). On note Dk le
commutant de K dans A(K). C’est une K-algebre a division. On choisit une
décomposition de V en somme de K ®p D-modules qui soit conforme a A’. On
en déduit un plongement de F-algebres ¢ : A(K) — A et un isomorphisme de
(A(K), C)-bimodules (cf. [21, §1.3]) :

(3.18) A(K) ®p, C — A.
On a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.31. — Soit s’ une corestriction modérée sur A(K) relativement a

E/F. Alors s' @ id¢ est une corestriction modérée sur A relativement a E/F.

Démonstration. — La preuve est analogue a celle de [7, Proposition 1.3.9],
compte tenu de [4, Lemmas 4.2.1-4.2.2]. O

On note ¢ la corestriction modérée sur A(K) relativement a E/F telle que
s’ ® id¢ corresponde a s via (3.18). On note A(K) 'unique ordre héréditaire
de A(K) normalisé par K* et PB(K) son radical de Jacobson. On note e le
rapport de e(A'|Op) sur e(UA(K)|Op). On pose n” = n'/e et m" = m'/e. Ce
sont des entiers, égaux respectivement a —vy)(3) et —vgk)(a’). Soit enfin

un élément ¢y € PK)™™" tel que s'(cy) = .
Lemme 3.32. — La strate [A(K),n",m" — 1,3+ c] est pure.

Démonstration. — La preuve est tres proche de celle de [7, Proposition 2.2.3].
D’apres le théoreme 1.4, le normalisateur de 2(K) dans Dk est égal au nor-
malisateur de 'unique Ok-ordre de D, qui est p,.. Donc 2(K) est normalisé
par Di. On note B(K) le commutant de E dans A(K).

Soit x € A(K)* commutant a 3 + ¢y et soit ¢t € Z le plus grand entier tel

que z € P(K)". En raisonnant comme dans le preuve de [7, Proposition 2.2.3]
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et en remplagant |7, Corollary 1.4.10] par la proposition 2.29, on obtient :

v € (PK)' N Dk + BK) ) B C KQA(K)).

Donc le centralisateur de F[3 + ¢o| dans A(K)* est compact modulo le centre.
Ainsi la F-algebre F[3+c¢o| est un corps dont le groupe multiplicatif est contenu

dans R(A(K)), ce qui termine la démonstration du lemme 3.32. O

Ainsi I'image par ¢ de la strate pure [(K),n"”,m” — 1, 8 + ¢] est une strate
pure [A';n';m'— 1,8+ ¢)). Ona s(f+) =

s(6+ co). D’apres la proposition
2.29, il existe un élément y € ay_,(A) Nn_,(A) tel que :

d—cy=ag(y) mod aj_(A).

On en déduit que [A',n';m’ — 1,5 + ] est équivalente a la conjuguée de la
strate [A',n',m’ — 1, B+ ¢o] par 1+ y, ce qui met fin a la fois a la preuve de la

proposition 3.30 et a celle du théoreme 3.23.

4. Modules de Jacquet

Soit 7 une representation irréductible de niveau non nul de G. Par le
théoreme 3.23, on sait que 7 contient soit un caractere simple d'un groupe
H'(3,A) avec A stricte, soit un caractére scindé, soit une strate scindée. Le

but principal de cette section est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 4.1. — Soit m une representation irréductible supercuspidale de
niveau non nul de G. Il existe une strate simple [A,n,0, 3], avec A stricte, et

un caractére simple 0 € (A, 0, 3) tels que Tm1(g ) contienne 6.

L’idée est d’utiliser la notion de paire couvrante pour démontrer que, dans
le cas ot la représentation 7 contient un caractere scindé ou une strate scindée,

elle a un module de Jacquet non nul.
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4.1. Soit [A, n,m, 3] une strate simple de A avec m > 1 et avec A stricte. Soit
V = V! @ V2 une décomposition de V en E ®p D-modules, qui est conforme &

A, et soit :
M= AutD(Vl) X AUtD(VQ);

qui est un sous-groupe de Levi de G. Soient N = 1 + A2 et N~ =1+ A%} et
soient P = MN et P~ = MN~. Donc P est un sous-groupe parabolique avec
facteur de Levi M, et P~ est le sous-groupe parabolique opposé.

Soit B le commutant de E dans A. On fixe un B-module a gauche simple Vg
et on note Dy I’algebre opposée a Endg(VE). Soit I une &p-suite de réseaux
telle que ag(A) N B = by(I') pour & € Z, donnée par le théoreme 1.4. La
décomposition V = V! & V2 correspond & une décomposition Vg = Vi & Vi

telle que :
M N B = Autp, (V) x Autp, (Vi)

C’est une décomposition conforme & T, et on pose I'" = T'N V4. On fixe aussi
une corestriction modérée s : A — B. Alors les restrictions s; = sj5i : A* — B
sont aussi des corestrictions modérées.

Soient ¢; € A" Na_,,(A). On pose ¢ = ¢; +¢; € A. On suppose que la
strate [I'; m,m—1, s(c)] de B est (fondamentale) scindée par la décomposition,
c’est-a-dire que les polyndomes caracteristiques des strates [, m,m — 1, s(¢;)],
pour ¢ € {1,2}, sont premier entre eux. On suppose aussi que s(c;) normalise

I't et que vri(s(cy)) = —m.
Lemme 4.2. — On a :
T (Yo, ) © (Us(A) VB) - (MO B) - (Uy(A) 1 B).

Démonstration. — L’entrelacement de ¢y, (a)np €st le méme que lentrela-
cement de la strate [[',m,m — 1,s(c)]. La démonstration est alors presque
identique a celle de [22, Theorem 4.9] : il suffit de remplacer [22, Lemma 4.11]
par [4, Lemma 2.3.4]. O
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Soit maintenant # un caractere simple dans €' (A, m — 1, 3). On considere le
caractere £ = 6y, de H™ (3, A). On pose :

Q= (Ul (A) n B)querl(ﬁ? A)-

D’apres la proposition 2.24, le caractere 6 est normalisé par €. Puisque Q2 C

U (A) normalise 1., le caractére £ est lui aussi normalisé par ).
Théoréme 4.3. — On alg(§) C QM.

Démonstration. — Si g € G entrelace £, alors g entrelace a fortiori sa restric-
tion &pm+1(ga) = Opm+1(8,4). D’apres le théoreme 2.23, I'élément g appartient
donc a Q. (6, AN)B*Q,_n (8, A).

On écrit v = (1 + 2)t(1 +y) 7!, avec 2,y € my_, (5, A) et t € B*. Puisque
1+ x est dans (1 + a,—,(A) Nn_y, (8, A))J*(5,A), on a, d’apres la proposition
2.30 :

(4.1) " = EPta)-18(142) 8 = Eay(a)-

L’élément ¢ entrelace £17 et £11Y, donc leur restriction au groupe H™ (5, A) N
B = U,,(A) N B. Puisque les restriction de 1q,() €t Yayqy) & Un(A) N B sont
triviales, et puisque ¢ entrelace certainement 6y, (a)nB, on voit que ¢ entrelace

aussi le caractere ¢y, (n)ng- D’apres le lemme 4.2, on a :
t € (U (A)NB)(MNB)(Uy(A) NB).

Puisque U; (A)NB normalise ¢ et le groupe Q,_,,(3, A), on peut donc supposer
que t € MNB.

Par la décomposition d’Iwahori de €,_,,(5,A) par rapport a (M,P), on
écrit 1+ = n_ymyn,, avec n; € Qu_p(8,A) NN~ my € Qu_pn(6,A) N M et
ne =1+, € Qm(B,A)NN. On écrit 1+y = n, my,n, de la méme maniere.

On pose :

o _ <ﬁ’"“(ﬁ, A) famﬂw,A))
H™(B. ) H"THB,A)
et H. = 14+ 9_ = H™(B,A)(H™(3,A) N N7). L’élément ¢ entrelace les

restrictions &1 et £11Y et, puisque n_m, normalise £p—, on a ’égalité
[H_ H_ ©Y z [H=>
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§1+‘C|H7 = "y Puisque §u_ = ) est entrelacé par ¢, on déduit de (4.1)

que t entrelace les caracteres g, (z,) €t Vay(y,), ¢'est-a-dire que :
trag(za)t = ag(y,) mod t1H* ¢+ H*.

Cette équivalence est certainement satisfaite dans tous les blocs sauf peut-étre

le bloc A2, ott la condition est :
ag(t ot — yn) € (7H(H™(B, )"t + (5™(8, A)*) N A2,
D’apres le lemme 2.27, il existe 27,,y,, dans m,_,,1(8, A) N A2 tels que :
ag(t™ @t — ) = ag(t™ wat — yn).
Donc (t 'zt —vy)) — (t 'x,t — y,) appartient au (1,2)-bloc de :
(t " mg_m (B, M)t +my_p(B,A)) NB C ¢t (a1 (A) N B) t + (a1 (A) N B).

Il existe donc 22,y € (ay(A) NB+m, 1) N A2 tels que t7 12t — ¢! =

n

t~lz,t — vy, et donc :
(1+ 21 +yp) ™" = natny "

Puisque (1 + 27),(1 + y”) € QNN qui normalise &, et puisque le groupe
,My) " Dela me-
me manicre, en regardant la restriction de £ a Hy = H™ (3, A)(H™(8, A)NN),

on se ramene au cas g = mytm, L' M, ce qui démontre le théoreme. Il

Qy—m (B, A) normalise €2, on peut supposer que g = n, m,t(n

On pose K = H™(3, A)(2N N), qui est un sous-groupe ouvert compact de

G, puisque €2 normalise H” (3, A). Comme €) normalise aussi £, on obtient :

Lemme 4.4. — Il existe un unique caractére 5 de K qui est trivial sur KNN

et qui prolonge &.
Corollaire 4.5. — Si g € N entrelace €, alors g € KNN.

Démonstration. — Supposons que g € N entrelace £. D’apres le théoreme 4.3,

il existe m € M et 71,7 € Q tels que g = ~; 'my,. Puisque € posséde un
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décomposition d’Twahori par rapport & (M, P), on peut écrire v; = ~; My,
pour i =1,2 avecy; € QNN "M e QnNMet "€ QNN. On a donc :

Y9 = () it e NNPT = {1,

d’ott on déduit que g = ()15 € QNN =KNN. O

4.2. Pouri € {1,2}, on suppose donnés d'une part un sous-groupe ouvert K;
de U(A)G? qui contient et normalise le groupe H™(3, A) N G?, d’autre part une

représentation irréductible p; de K, dont la restriction a f{, N K est multiple

de &g, nmm (s,0)-

Corollaire 4.6. — (i) L’ensemble K = (K, x Ky) - K est un groupe.
(i) 1l existe une unique représentation irréductible o de K telle que les res-
trictions ogqn €l Q- Sotent triviales, et que oy ~ 01 @ 0.

(iit) La paire (K, o) est une paire couwvrante de (Ki x Ka, 01 ® 03).

Démonstration. — Avec 1'élément fortement (P, K)-positif :

. wFO

ol wr désigne une uniformisante de F, la démonstration est identique a celle
de [9, Corollary 6.6]. O

4.3. On rappelle que r = [¢/2] + 1 et s = [¢/2]. On définit trois entiers
mo = max{q — m,m}, my; = max{qg — m + 1, s} et m, = max{qg — m,r — 1}.

Soit € = mg — m,. On pose :

H™(3, A)(H=+1(8,A) NN), m, <1 <mg+e
Ki={ H"(3, A Q@ (B,A)NN),  q—m <l <m,,
Kyom (Ui (A) NBNN), 0<l<qg—m,
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et :

(Unm—13e(A) NB)QIH2(8, A)) NN7, my <1< mg + ¢,

Z1 =94 (U, (A) NnB)HTY(B,A)) NN, qg—m <l <msg,
(Up(A)NB) NN, 0<l<qg—m.

(U
(Unn

On a le lemme suivant.

Lemme 4.7. — Pour 0 <l <m+¢, le groupe Z; agit transitivement sur les

caracteres de K;_1 qui prolongent E\Kl

Démonstration. — On considére le cas my < I < m + ¢, les autres cas étant
similaires. Comme le quotient K;_;/K; est abélien, tout caractere de K;_;
qui étend £, est de la forme &, 4y, pour b € (8, A)* N A?'. Donc
s(b) € a_4.(A) N B2,

D’apres [4, Lemma 2.3.8], il existe 2 € a,,_;4.(A) N B? tel qu'on ait s(b) =
s(c)x —xs(c) = s(ac(x)). Pour h € K;_1, le commutateur [1 + x, h| appartient
a H™(3,A) et, comme z € B, la proposition 2.30 implique :

g([l +z, h]) - wc([l +z, h’]) - ¢ac(x)(h)

D’apres le lemme 2.27 il existe un élément y € m,_;1. N A% tel que ag(y) =
b—a.(z). D’aprés la proposition 2.30, pour h € K;_1, le commutateur [1+y, h]
appartient & H™1 (3, A) et :

E(1+y, ) = O([1 + y, B)) = Ysy)raniy) (B)-
On a yag(y) =0 et wHy Ya,(z), car y € a;(A). On obtient donc :
&0 = Gy ap)Pacte) = Gy
d’ou le lemme. O

Corollaire 4.8. — Soit m une représentation lisse de G qui contient le ca-

ractére § de H™(3, A). Alors m n’est pas supercuspidale.

Démonstration. — En appliquant le lemme 4.7, on voit que 7 contient aussi
le caractere € de K = K. Par le corollaire 4.6, la paire (K,f) est une paire

couvrante de (K N M, {um@a)nm). D’apres [8, Theorem 7.9], la composante
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isotypique WﬂHm(ﬁ MMM qu module de Jacquet de 7w par rapport & P est non
nulle. O]

4.4. Soit m une représentation lisse de niveau non nul de G qui ne con-
tient aucun caractére simple d'un groupe H'(3,A) avec A stricte. D’apres
le théoreme 3.23, la représentation 7 contient alors un caractere scindé ou une
strate scindée. Le cas de la strate scindée est déja réglé par [4, Theorem 1.2.3].
On suppose donc qu'il existe une strate simple [A,n,0, 3] avec A stricte, un
caractere simple 6 € € (A, m,3), et un ¢ € a_,,,(A), tels que 7 contienne le
caractere ¥ = 01, et que la strate [I', m, m — 1, s(c)] soit scindée, ou, avec les
notations habituelles, I" est une Op -suite de réseaux de Vg qui correspond a

A par le théoreme 1.4.

Proposition 4.9. — Il existe une décomposition Vg = VL & V& conforme a

I' telle que :

(i) la strate [I';m,m — 1, s(c)] est scindée par cette décomposition ;

(i) U’élément s(c)' € B! normalise T et vpi(s(c)!) = —m.

Démonstration. — Bien siir, B! et I'' désignent respectivement la E-algébre
Endp, (V}) et la suite TNVE. Dans le cas ou I est stricte, c¢’est [3, Proposition

2.2.1]. La démonstration dans le cas général est identique. O

Soit V = V1@ V2 la décomposition qui correspond a celle de Vi donnée par
la proposition 4.9. Comme s(c) stabilise la décomposition Vg = Vi & V&, on
a s(e‘ce’) = 0, pour i # j, ou €' est le projecteur sur V¢. D’apres le lemme
2.27, il existe z € m,_,, tel que e‘ag(z)e! = —e'ce’, pour i # j. D’aprés la
proposition 2.30, I’élément 1 + x normalise H™ (3, A) et :

I = 001 1)-18(140)—pe = O,

ou ¢ = c+ag(x). Remplagant ¢ par ¢, on voit qu’on est dans la situation des
§64.1-4.3. Par le corollaire 4.8, on conclut que 7 n’est pas supercuspidale, ce

qui termine la démonstration du théoreme 4.1.
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5. Le niveau zéro

Soit A une F-algebre centrale simple et soit G son groupe multiplicatif.
Désormais, toute les strates sont relatives a une suite de réseaux stricte. On
peut donc remplacer le langage des suites de réseaux par celui des ordres
héréditaires. Par commodité, on fixe tout de méme, comme d’habitude, un
A-module & gauche simple V, et on note D 'algebre opposée a Enda (V).

Dans cette section, on prouve que toute représentation irréductible super-
cuspidale de niveau non nul de G contient un type simple maximal au sens de
[21].

5.1. Soit [, n,0, 5] une strate simple de A. Soit :
(5.1) V=Vie...oV

une décomposition de V en sous-E @ D-modules, qui soit conforme a 2. Soit
M le sous-groupe de Levi de G correspondant et soit P un sous-groupe para-
bolique de G de facteur de Levi M. On écrit P = MN, ou N est le radical
unipotent de P. On note N~ le radical unipotent du sous-groupe parabolique

opposé a P. On pose :
Hp = HY(G,2) (J'(8,2) NN),
Jp = HI(B.2) (J(8,2)NP).

Ce sont des sous-groupes ouverts compacts de J'(3,2() contenant H'(3, ).
Pour simplifier les notations, on note H', J! respectivement pour les groupes
HY(3,2), JH(3,2). Soit § € €(2A,0,3) un caractere simple. On note fp le
caractere de Hy, défini par 0p(hu) = 0(h), pour h € H' et u € J' NN,

5.2. Soit B le commutant de E dans A et soit Vg un B-module a gauche
simple. On note Dg 1'algebre opposée & Endg(VEg) et mg la dimension de Vg
sur Dg. Soient e’ les idempotents de B = 2N B définis par la décomposition

(5.1) et soit n; la dimension de e'Vi.

Définition 5.1. — La décomposition (5.1) est dite subordonnée a B s’il exis-

te un isomorphisme de E-algebres U : B — M, (Dg) tel que :
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(i) Pour chaque 1 <4 <[, I'idempotent W(e’) est égal a :
I' = diag(0,...,1d,,,...,0),
ou la matrice identité Id,, € M,,(Dg) apparait a la i-ieme place.
(ii) L’ordre héréditaire W(B) est la sous-Og-algebre de M, (Op,) consti-

tuée des matrices dont la réduction modulo pp,, est triangulaire supérieure par

blocs de taille (nq,...,n).

Remarque 5.2. — Si (5.1) est subordonnée a B, alors [ est égal a la période
de B. Les I' définissent une décomposition de Di® conforme a ¥(B), et 1'ordre
I'U(B)I’ est un ordre maximal de M,,,(Dg) égal & M,,,(Op,,).

5.3. On suppose désormais que la décomposition (5.1) est subordonnée a B.
On note e la période de B.

Proposition 5.3. — (i) On a des décompositions d’[wahori :

Jp = H'NN)-(J'nM)-(J'NN),

Hp = (H'NN7)-(H'NnM)-(J'NN).
(ii) On a des isomorphismes de groupes :

Jp/Hp ~ J'nM/H 0 M ~ [ I8, 20)/H' (3, 20).
i=1

iii) L’application (x,y) +— Op([z,y]) définit un espace symplectique non
iii) L’applicati 6 défini lecti

dégénéré (Jp/Hp, ke, ) isomorphe a la somme directe des espaces symplectiques
(JH(B, A7) /HY (B, 2A%), ki), ot 0" est le transfert de 6 a € (A0, 3).

Démonstration. — Voir [7, Proposition 7.2.3]. Cela découle des décomposi-
tions d’Iwahori existant pour J! et H', du théoréme 2.17 et enfin de la propo-
sition 2.31. ]

Proposition 5.4. — On alg(fp) = JLB*Jb.
Démonstration. — 1l suffit de vérifier que I¢(fp) contient B*. Soit :

(5.2) V=W'g. pwh
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une décomposition de V en E®g D-modules simples, qui soit plus fine que (5.1)
et conforme a 2. Soit My C M le stabilisateur de (5.2) et soit Pq = MNy un

sous-groupe parabolique de sous-groupe de Levi My et contenu dans P. Alors :
U= (U(B)NPyU,(B)

est un sous-groupe d’Iwahori de B*. Puisque Pg est inclus P, le groupe U
est inclus dans (U(B) N P)J%, qui normalise fp. D’aprés la décomposition de
Bruhat de B* en doubles classes modulo U, il suffit donc de montrer que tout
élément du normalisateur de My dans B* entrelace fp. Soit donc y dans ce
normalisateur. Le groupe Hi a des décompositions d’Twahori relativement a
(Mg, Pg) et & (Mg, Pg). Le groupe Hp N yHpy ™' admet donc lui-méme une
décomposition d’Iwahori relativement a (Mg, Py). Puisque 6p est trivial sur
HE N Ny et sur Hp N NY, chacun des deux caracteres p et YOp est trivial sur
HLNyHby ' NNp. On a un résultat analogue pour le radical unipotent opposé

Ny . Il reste donc a vérifier que y entrelace :

0P|H11:,QM0 - 9|HIQM0 )

ce qui est le cas puisque y entrelace 6. Il

5.4. On rappelle (c¢f. [20, §2.2]) qu'il existe une représentation irréductible
n de J', unique a isomorphisme pres, dont la restriction & H! contient #. Elle
est normalisée par (R£(2A) N B*)J, son entrelacement vaut Ig(n) = J'B*J! et,
pour tout y € B*, on a dim Homjin1yv(n,7Y) = 1.

Proposition 5.5. — Il existe une représentation irréductible np de Jp, uni-

que & isomorphisme pres, dont la restriction a Hy, contient Op. En outre :

(i) Les représentations Indi (np) et m sont isomorphes.
(ii) Pour tout y € B, il existe une unique (J5, Jb)-double classe dans J'yJ!

entrelacant np et dim HomJ})mJll)y(T]p, ng) = 1.
Remarque 5.6. — En particulier, on a Ig(np) = JpB*Jp.

Démonstration. — Pour le point (i), argument est identique a celui utilisé
pour [7, Proposition 7.2.4]. Pour le (ii), voir |7, Corollary 4.1.5]. O
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Remarque 5.7 — Les propositions 5.3 a 5.5 sont valables pour une décom-
position (5.1) quelconque, c’est-a-dire conforme mais pas nécessairement su-
bordonnée. Il suffit, dans la propositions 5.3, de remplacer 20 par A?, oll A est

une Op-chalne définissant 2.

5.5. On suppose que la décomposition (5.1) est subordonnée a 8. On rappelle
(cf. [20, §2.4]) qu'une (-extension de n est une représentation de J = J(3,2)

prolongeant n dont 'entrelacement contient B*. On pose :
Jp = Hl(ﬁ? Ql) (J(ﬁa Ql) N P) :

On fixe une (-extension x de 1 et on note xp la représentation de Jp sur

'espace des (J N N)-invariants de k.

Proposition 5.8. — (i) On alg(kp) = JpB*Jp.

(ii) Les représentations Indj (kp) et K sont isomorphes.

Démonstration. — Le point (ii) découle directement du fait que la restriction
de kp & Jp est égale & np. Traitons le point (i). D’apres (ii), pour chaque
élément y € B*, il existe une unique double classe JpxJp dans JyJ entrelacant

kp. Par décomposition d’Iwahori, on peut supposer que x appartient a :
(JNN)y(JNN) = (NN ))y(J'NN7),

donc & J'yJ'. Puisque kp prolonge np, I’élément x entrelace np. D’apres les
propositions 5.4 et 5.5, la double classe JhyJp est la seule double classe dans
JlyJ! qui entrelace np. Ainsi x € JLyJy et JpzJp = JpyJp, de sorte que y

entrelace kp. O

Remarque 5.9. — Sila décomposition (5.1) n’est pas subordonnée, les grou-
pes U(B) et J(5,2) n'admettent pas, en général, de décomposition d’Iwahori

relativement a (M, P).

Proposition 5.10. — Soit £ une représentation irréductible de Jp triviale
sur J&. On a Ig(kp ® &) = Jplgx (&) Jp.
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Démonstration. — La preuve est analogue a celle de [7, Proposition 5.3.2]. 11

suffit de remplacer [7, Proposition 5.1.8] par la proposition 5.5. [

5.6. Soit k une fF-extension de 7 et soit o I'inflation a J d’une représentation
irréductible du groupe J/J*. On pose ¥ = k®c. Le quotient J/J! est isomorphe
a U(B)/Uy(B), qui est le groupe des points rationnels d'un groupe réductif
sur le corps fini kp,.

Soit 2" un ordre héréditaire E-pur de A tel que l'intersection de B avec
lordre 8’ = ' N B soit un ordre héréditaire. On note €' le transfert de 0 a
€ (2,0, 3) et f Punique représentation irréductible de J(3,2l') contenant 6.
On rappelle comment, dans [21], on associe a 2’ une (-extension ' de 1. En

procédant comme dans [21, Proposition 4.5], on construit une famille finie :
(5.3) (o, ..., A), k=0,

d’ordres E-purs de A, avec g = A et A, = A, et telle que pour tout 0 < i < k,
I'ordre 2; ou bien contienne ou bien soit contenu dans ;1. (Il suffit de tracer,
dans I'immeuble de Bruhat-Tits de G, le segment joignant 2 et 2A'.) Soit 6;
le transfert de 6 a €(2;,0, 3) et soit n; I'unique représentation irréductible de

JY(3,2;) contenant #;. On définit par récurrence une famille finie :
(54) (/{07'--7/{16)7 k > Oa

de [-extensions, en posant Ky = Kk et, pour 0 < ¢ < k, en prenant pour ;i
I'unique (-extension de 7;,1 qui soit cohérente avec k; au sens de [21, §2.4.4].

On pose enfin k' = k.

Définition 5.11. — Une représentation ¢ de J(3, ") est dite cohérente avec
U si elle est de la forme ¥ = k' ® ¢’, ot ¢’ est I'inflation a J(5,2(") d’une repré-
sentation irréductible de J(3,21)/J'(3,2') telle que o et o’ s’entrelacent sur
U(B NY).

Remarque 5.12. — (i) Par exemple, si B’ contient B, on peut considérer

o comme une représentation du sous-groupe parabolique U(B)/U;(B’) de
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U(B’)/U;(B’). La condition sur ¢’ signifie alors que ¢’ est I'inflation a J(3,2’)
d’une composante irréductible de 'induite de o a U(B’)/U;(B').

(i) Si*B’ est contenu dans B, la condition sur ¢’ signifie que ¢’ est 'inflation
a J(B,2') d’'une composante irréductible de la restriction de o a U(8')/U;(B).

Proposition 5.13. — Soit ™ une représentation irréductible de G contenant

9. Alors  contient une représentation v de J(3,20") cohérente avec V.

Démonstration. — On procede en trois étapes.

(i) On considere d’abord le cas ot A’ ou bien contient, ou bien est contenu
dans 2(. La démonstration est analogue a celle de [7, Proposition 8.3.5] : voir
op. cit. p.296. Il suffit de remplacer [7, (5.2.14)] par [20, Proposition 2.29]
et [7, Proposition 5.3.2] par [21, Lemme 4.2]. Dans le cas ou 2’ est contenu
dans 2, on a méme un résultat plus précis : on voit que toute représentation
de J(5,2") cohérente avec ¥ est contenue dans .

(ii) On considere ensuite le cas ou B’ ou bien contient, ou bien est contenu
dans ®B. Dans ce cas, la famille (5.3) peut étre choisie de telle sorte que
A; "B =B pour 0 < 7 < k— 1. On peut donc définir ¥; = k; ® 0. Alors 1,
est ['unique représentation de J(3,2;) cohérente avec ¥. C’est méme 'unique
représentation de J(3,2;) cohérente avec ¥, pour tout 0 < j < k—1. En
appliquant (i) successivement a chaque paire {2(;, 2,1} au lieu de {A,A'},
on voit que 7 contient 9 si et seulement si elle contient ¥4_;. En appliquant
encore (i) avec A,_; au lieu de A, on voit que 7 contient J5_; si et seulement
si elle contient une représentation 1 cohérente avec 9;_1, ce qui est la méme
chose que d’étre cohérente avec .

(iii) On considere enfin le cas général. Pour se ramener a (ii), on passe
d’abord de B a B N W', de sorte que toute représentation de J(F,2A N A")
cohérente avec ¥ est contenue dans 7, puis on passe de B N B’ a B’, de sorte

que 7 contient une représentation ¢ de J(3,2") cohérente avec ¥J.

Ceci termine la démonstration de la proposition 5.13. O

Remarque 5.14. — En particulier, si 7 contient 1}, alors 7 contient aussi
¥ = k' ® o pour tout ordre héréditaire E-pur 2’ tel que ' N B = B.
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5.7. Soit m une représentation irréductible de G contenant un caractere sim-
ple d'un groupe H! — c¢’est-a-dire qu’il existe un couple ([, n, 0, 5], ) constitué
d’une strate simple et d’un caractere simple 6 € € (2,0, 3) tels que la restric-
tion de m & H'(3,2) contienne . Parmi ces couples, on en choisit un tel que
I'ordre héréditaire 2 soit minimal.

Soit  'unique représentation irréductible de J'(3,2l) contenant #. La res-
triction de m & J1(3,2d) contient donc 7, et la restriction de 7 & J(3,2() contient
une représentation de la forme ¥ = kK ® o, oll kK est une f-extension de n et o
est 'inflation & J(3,2() d’une représentation irréductible de J(3,2)/J*(5,2) ~
U(B)/U;(B), qu’on note encore o.

Proposition 5.15. — Dans cette situation, o est une représentation cuspi-
dale de U(B)/U,(*B).

Démonstration. — Supposons que o n’est pas une représentation cuspidale de
¢ =U(B)/U;(B). 1l existe donc un sous-groupe parabolique propre & de ¢,
de radical unipotent %, tel que la restriction de o a % contienne le caractere
trivial. Il existe donc une représentation o' de X /% telle que o soit une
composante irréductible de Ind%(¢”). 11 existe un unique ordre héréditaire B’
contenu dans B tel que & soit 'image de U(B’) par l'application quotient
U(®B) — ¢. Le radical unipotent % est alors I'image de U;(B’). Par [20,
Lemme 1.7], il existe un ordre héréditaire E-pur 2’ contenu dans 2 tel que
A'NB = B’. Plus précisément, A’ est strictement contenu dans 2, puisque B’
I'est dans ‘B.

Soit @' le transfert de 6 a € (2,0, 3), soit ' 'unique représentation irréduc-
tible de J'(3, ") contenant @ et soit k' la 3-extension de 1’ construite comme
en (5.4). L'inflation a J(3,2") de la représentation ¢’ de :

DU ~UB)/UL(B) ~ J(B,A)/I(B,A)

est encote notée o', et on pose ¥ = k'®o’. Nous sommes alors dans la situation
du §5.6 et ¥ est cohérente avec 1. Par la proposition 5.13, la représentation 7
contient donc aussi ¥ et a fortiori . Puisque 2’ est strictement inclus dans

2A, ceci contredit la minimalité de 2. O
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5.8. On continue avec les notations du paragraphe précédent — donc 7 con-
tient une représentation de la forme 9 = kK ® o avec ¢ cuspidale. Par la propo-
sition 5.13 (voir aussi la remarque 5.14), on peut changer I'ordre hériditaire 2

sans changer sa trace sur B. On peut donc supposer que :
(5.5) RKERA)NB* = R(WB).

Il suffit de choisir ’ordre hériditaire E-pur 2 associé a B par le théoreme 1.7.
(Dans la terminologie de Grabitz [10], un ordre principal E-pur 2 vérifiant
(5.5) est dit sound.)

Soit V=V!@® ... ® V® une décomposition de V subordonnée & B. Soit M
le sous-groupe de Levi de G qui est le stabilisateur de cette décomposition, et
soit P = MN un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M. On a un

isomorphisme de groupes :

Jp M ~ ﬁJ(ﬁ,Qli).

i=1
Si on note 6; la restriction de § a H'(3,2;), cest-a-dire le transfert de 6 a
€ (2;,0, ), et n; Punique représentation irréductible de J'(3, ;) contenant 6;,
il existe pour chaque ¢ une J-extension k; de n; telle que la restriction de kp a

Jp MM soit équivalente a :

K1 &...R Ke.
(En effet, I'entrelacement de rpjj,nm contient B* N M.) De facon analogue,
il existe, pour chaque entier i, une représentation o; de J(5,2;) qui est

I'inflation d’une représentation irréductible cuspidale de J(3,2l;)/J'(5,2;) ~
U(B;)/U1(B;) telle que la restriction de o & J N M soit équivalente a :

01 &X...R 0.

Si on considére o comme représentation de Jp/JL ~ J/J', on pose ¥p = kp®0,
qui est une représentation de Jp. Comme dans [7, Proposition 7.2.17], on a le

résultat suivant.

Proposition 5.16. — (i) Jp est irréductible et ) ~ Ind]_(Jp).
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(ii) Les restrictions de 9p a Jp NN et Jp NN~ sont triviales, et la restriction
de vp a Jp NM est équivalente a 91 ® ... R V., ou ¥; = K; ® 0; est irréductible.

5.9. On fixe une extension non ramifiée L/E maximale dans Dg et une uni-
formisante w de Dg normalisant L. Le groupe de Galois de L/E est engendré
par Ad(w), 'automorphisme de conjugaison par w. Par réduction, on identifie
les groupes de Galois Gal(L/E) et Gal(kp, /kg) et on note ¢ 'image de Ad(w)
dans Gal(kp,/kg).

On fixe un isomorphisme de E-algebres B ~ M, (Dg) vérifiant les conditions
de la définition 5.1, dont on reprend les notations. Cet isomorphisme induit

des isomorphismes de groupes B* ~ GL,,,(Dg) et :
U(B) /ULB) ~ GL,,, (kpy) X ... x GLy.. (kpy)-
De cette fagon, le groupe Gal(kp, /kg) opere sur les représentations de J/J! ~

U(B)/U(B), et notamment sur les o;.

5.10. Dans ce paragraphe, on suppose que les 0; ne sont pas tous dans une
seule orbite sous Gal(kp, /kg). Plus précisément, on note I I’ensemble des en-

tiers 1 < ¢ < e tels que o; soit équivalent a un conjugué de oy sous Gal(kp, /kg),

et on suppose que I n’est pas égal a {1,..., e} tout entier. On pose :
w=v, W=V
i€l i¢l

Soit M’ le stabilisateur de la décomposition V.= W @& W', qui est un sous-
groupe de Levi de G, et soit P’ = M'N’ un sous-groupe parabolique de G de
facteur de Levi M’. Soit P = MN un sous-groupe parabolique de G de facteur
de Levi M tel que P C P’.

Proposition 5.17. — Dans cette situation, (Jp,Jp) est une paire couvrante
de (JP N M/, 19P|JPFWM’>'

Démonstration. — Nous allons d’abord majorer ’entrelacement de ¥p. Soit U
le sous-groupe d’Iwahori de B* contenu dans U(®8) s’identifiant au sous-groupe

d’Iwahori standard de GL,,,(Dg). Soit W le groupe de Weyl affine généralisé
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de B* ~ GL,,,(Dg), consistué des matrices monomiales dont les coefficients
non nuls sont des puissances de w. Par la décomposition de Bruhat, on a
BX = U(B)WU(DB).

D’apres [12, Proposition 1.2], 'élément w € W entrelace oju(m) si est seule-
ment s’il normalise ojy(w)nm. D’apres la construction de M, ceci implique que
w € M, donc Igx (oju(m)) est inclus dans U(B)M'U(B). En particulier, d’apres

le théoreme 5.10, on a :

I(;(ﬂp) == JPIBx(U|U(%))JP C JPM/JP.

Par la proposition 5.16, et comme N D N’| le couple (Jp, Vp) est décomposé au
dessus de (Jp N M/, Up| sprnr ). La fin de la démonstration est alors identique a
celle de [9, Corollary 3.9(iii)]. O

Corollaire 5.18. — La représentation m de G n’est pas supercuspidale.

5.11. Dans ce paragraphe, on traite le cas ou chacun des o; est équivalent a
un conjugué de oy sous Gal(kp,/kg). En particulier, 'ordre B est principal.
D’apres la proposition 5.16, la représentation ¥p determine, a permutation

circulaire pres, le vecteur :
V(J,9) = (th,...,9),

ol chaque 9J; est considéré comme une classe d’équivalence d’une représentation
irréductible de J(3,2L;).

Proposition 5.19. — Soit T une permutation de {1,... e} et, pour chaque

1 < i< e, soity; € Gal(kp,/kg). Alors m contient aussi une representation

V' =rk®o de J(B,A) telle que :
V(Jv 19/) = (71197'(1)7 o 7%197'(6)) )
ou Y-y = Ky ® Yors) pour chaque 1 <i < e.

Démonstration. — 11 suffit de considérer les deux cas particuliers suivants :
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(i) D’abord, on suppose que V(J,9") = (¢196,191, o ,196,1). On pose :

Ly
My = ( g 1) € GLy, (Dg).
w

L’élément Iy normalise B donc, par (5.5), il normalise également J(3,2) et la
B-extension . En particulier, 7 contient la représentation ¢/ = 9''® = x@o'®
et o'% est équivalent & ?o, ® 01 ® ... ® Te_1.

(ii) Ensuite, on suppose que :
V(Ju ﬁl) = (191) s 719i—1719i+1719i7 191'—1—27 s aﬁe>

et 0; % 0;11. Dans ce cas, la démonstration est identique a celle de [7, Propo-
sition 8.3.4] (voir loc. cit. p.297), quitte a remplacer [7, Proposition 8.3.5] par
la proposition 5.13.

Ceci termine la preuve de la proposition 5.19. O]

D’apres la proposition 5.19, on peut supposer que toutes les o; sont équiva-

lentes. La paire (J(5,20), 1) est donc un type simple au sens de [21, §4.1].

Corollaire 5.20. — La représentation m est supercuspidale si et seulement

st B est un ordre mazimal.

Démonstration. — D’apres [21, Théoreme 5.6], le type simple (J(3,2), 1) est
un type pour une classe inertielle [M, p|g, et le nombre de blocs du sous-groupe
de Levi M est égal a la période de B. Ainsi 7 est supercuspidale si et seulement

si M = G, c’est-a-dire si et seulement si B est un ordre maximal. n

5.12. Le théoreme suivant est le résultat principal de cette section — et de

cet article.

Théoréme 5.21. — Soit ™ une représentation irréductible supercuspidale de
niveau non nul de G. Alors il existe un type simple mazimal (J,\) tel que la

restriction de ™ a J contienne \.

Démonstration. — D’apres le théoreme 4.1, la représentation 7 contient un

caractere simple, c’est-a-dire qu’il existe une strate simple [, 7,0, 3] et un
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caractere simple 6 € €(3,0,21) tels que la restriction de m a H! = H!(3,21) con-
tienne 6. D’apres le §5.7, pour une certaine choix de 2 et de 6, la représentation
7 contient une représentation ¥ = k ® o de J = J(5,2), ou Kk est une [-

extension de # et o l'inflation a J d’une représentation irréductible cuspidale

de J/J' ~U(B)/U;(B). Comme dans le §5.8, on a :
oM = 01 @ ... @ O,

ol e est la période de 8. Puisque 7 est supercuspidale, les o; sont toutes con-
juguées sous Gal(kp,/kg) d’apres le corollaire 5.18. D’apres le corollaire 5.20),

l'ordre B est donc maximal et (J,?) est un type simple maximal. ]

Corollaire 5.22. — (i) Il existe un prolongement A de X a J = Ng()\) tel
que m soit équivalente a l'induite compacte de A a G.

(ii) Le couple (J,\) est un type pour la classe inertielle |G, 7]g.
Démonstration. — 11 s’agit de [21, Théoreme 5.2]. O
Le théoreme suivant récapitule tout le travail effectué.

Théoréme 5.23. — Soit 5 = [Gh, 75" ]|¢ une classe inertielle simple de G,
ou r est un diviseur de m et wy une représentation irréductible supercuspidale

de Go = GL,,/(D). 1l existe un type simple (J,\) qui est un type pour s.

Démonstration. — Si my est de niveau zéro, il s’agit de [12, Theorem 5.5].
Sinon, il s’agit de [21, Théoréme 5.6], conjointement au théoreme 5.21. ]
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