
MODULES UNIVERSELS EN CARACTÉRISTIQUE NATURELLE POUR
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Résumé. — Soit k un corps fini de caractéristique p, soit G le groupe des points k-rationnels d’un
groupe réductif connexe défini sur une clôture algébrique Fp de k et U les points k-rationnels du radical
unipotent d’un sous-groupe de Borel B défini sur k. Nous étudions le module universel C des fonctions de
G dans Fp invariantes par translation par U, en tant que module sur son algèbre de G-endomorphismes
H. En utilisant un résultat de Cabanes, nous prouvons que C est plat sur H si et seulement si la catégorie
des H-modules de dimension finie est équivalente à celle des Fp-représentations de dimension finie de G
engendrées par leurs vecteurs U-invariants. En particulier, nous étudions la platitude de C dans le cas
où G � GLpn, kq, en fonction du cardinal de k. Dasn un travail ultérieur, nous montrerons comment
ces résultats de platitude impliquent des résultats analogues pour le module universel de GLp3q sur un
corps p-adique.

Abstract (Universal modules in natural characteristic for finite reductive groups)
Let k be a finite field of characteristic p, let G be the group of k-rational points of a connected

reductive group defined over an algebraic closure Fp of k, and let U be the k-rational points of the
unipotent radical of a Borel subgroup B defined over k. We study the universal module C of Fp-val-
ued functions on G that are invariant under translation by U, as a module over its G-endomorphism
algebra H. Using a theorem by Cabanes, we prove that C is flat over H if and only if the category of
finite dimensional H-modules is equivalent to the category of finite dimensional Fp-representations of G
generated by their U-invariant subspace. We study more specifically the flatness of C when G � GLpn, kq
depending on the cardinality of k. In a subsequent paper, we will focus on n � 3 and will show how
some of these flatness results imply analogous statements for the universal module of the group GLp3q
over a p-adic field.
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Références . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1. Introduction

1. Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps fini k de caractéristique p et soit U le
radical unipotent d’un sous-groupe de Borel B de G. Notons respectivement G,U,B les groupes
de points k-rationnels correspondants, et notons C l’espace des fonctions de G à valeurs dans une
clôture algébrique Fp de k qui sont invariantes par translations à gauche par U. Nous appellerons C
un module universel pour G. L’action de G par translations à droite fait de C une représentation de
G, dont l’algèbre d’endomorphismes H est l’algèbre de Hecke de G relativement à U. On s’intéresse
dans cet article aux représentations de G à coefficients dans Fp et à leurs liens avec les modules
sur l’algèbre de Hecke H.

2. Plus précisément, C est à la fois une représentation de G et un module à gauche sur H, et on a
un foncteur :

(1.1) V ÞÑ HomGpC,Vq

de la catégorie des représentations de G à coefficients dans Fp vers celle des modules à droite sur

H. L’ordre de U n’étant pas inversible dans Fp, ce foncteur n’est pas exact en général. Toutefois il
induit une bijection entre classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de G et classes
d’isomorphisme de modules simples sur H ([8]). Il admet un adjoint à droite, le foncteur de tenso-
risation par C au-dessus de H, et nous cherchons à quelles conditions C est plat comme module sur
H. A partir d’un résultat de [5] exploitant le fait que H est auto-injective, nous obtenons le résultat
suivant (voir la proposition 2.13).

Théorème A. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Le foncteur (1.1) induit une équivalence entre la catégorie des Fp-représentations de dimen-
sion finie engendrées par leurs vecteurs U-invariants et la catégorie des modules à droite sur H de
dimension finie.

(2) le H-module C est plat.

3. Supposons maintenant que G � GLn, n ¥ 1 et notons C1 l’espace des fonctions de G dans Fp

invariantes par translations à gauche par B et H1 son algèbre d’endomorphismes. Nous cherchons
des critères de platitude de C et C1 comme modules sur H et H1 en fonction du cardinal q de k.
Nos résultats sont rassemblés dans le théorème suivant (proposition 5.16).

Théorème B. — (1) Pour n � 2, le H1-module C1 est plat.

(2) Pour n � 2, le H-module C est plat si et seulement si q � p.

(3) Pour n � 3, le H1-module C1 est plat si et seulement si q � p.

(4) Pour n � 3, le H-module C est plat si et seulement si q � 2.

(5) Pour n ¥ 4 et q � p, le H1-module C1 n’est pas plat.

(6) Pour n ¥ 4 et q � 2, le H-module C n’est pas plat.
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4. Ce travail est motivé par l’étude des représentations mod p des groupes réductifs p-adiques.
Plus précisément, F étant un corps localement compact non archimédien de corps résiduel k, il
sert de point de départ à l’étude dans [22] des représentations modulo p de GL3pFq dans l’esprit
de [19, 20] qui traitait du cas de GL2pFq. Nous montrons dans [22] comment on peut, via la
résolution des modules universels p-adiques établie dans [25] par le biais de systèmes de cœfficients
sur l’immeuble de Bruhat-Tits, transférer à GL3pFq les résultats de platitude (ou de non-platitude)
du présent article pour GL3pkq.

5. Les sections 2 et 4 sont écrites pour un groupe réductif fini G quelconque. Le résultat principal de
la section 2 est la proposition 2.13 qui implique le Théorème A de cette introduction. Dans la section
4, on introduit les foncteurs d’induction et de restriction relativement à un sous-groupe parabolique
de G et on étudie la compatibilité entre ces foncteurs et le foncteur (1.1). Une conséquence est la
proposition 4.13, qui donne une condition nécessaire de platitude pour C en termes de platitude
pour les modules universels relatifs aux sous-groupes de Levi standards de G.

6. Le cas de G � GLnpkq avec n � 2, 3 est traité dans les sections 3 et 5 respectivement, en calculant
explicitement les suites de composition des séries principales de G, en s’appuyant sur des résultats
de [8, 19] et [10, 11]. Le cas où n ¥ 4 s’en déduit en appliquant les résultats de la section 4 sur
l’induction parabolique (corollaire 4.14).
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Notations et conventions

Fixons un nombre premier p, un corps fini k de caractéristique p et une clôture algébrique Fp de

k. Si H est un Fp-groupe algébrique linéaire défini sur k, on notera Hpkq le groupe de ses points
k-rationnels.

Par représentation d’un groupe fini, on entendra représentation Fp-linéaire de dimension finie.

2. Catégories de représentations de G et algèbres de Hecke

2.1. Le groupe réductif fini G. — Soit G un Fp-groupe réductif connexe défini sur k. Fixons
un tore k-déployé maximal S de G. Soient T le centralisateur de S dans G et N son normalisateur
dans G. Fixons un sous-groupe de Borel B de G contenant T et notons U son radical unipotent.
Notons G le groupe Gpkq des points k-rationnels de G, ainsi que B � Bpkq, T � Tpkq et U � Upkq.

Soit Φ l’ensemble des racines de G relatives à S et soit W � N{T � Npkq{Tpkq. Le choix de B
détermine un ensemble ∆ � Φ de racines simples et un ensemble S de réflexions engendrant W.

D’après [13, Lemma 5.2], le quadruplet pG,B,Npkq, Sq est une BN-paire fortement déployée de
caractéristique p, c’est-à-dire qu’on a les propriétés suivantes (voir [6, Definition 2.20]) :

(1) on a Bw0 X B � T, où w0 est l’élément de plus grande longueur de W ;
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(2) on a B � TU, U est un p-sous-groupe de Sylow de B et T est commutatif, d’ordre premier à
p et normalise U ;

(3) pour toute partie J de S, l’intersection UXUwJ est un sous-groupe distingué de U, où wJ est
l’élément de plus grande longueur du sous-groupe de Weyl WJ de W engendré par J.

Ainsi on peut appliquer les résultats de [6]. Nous appliquerons aussi occasionnellement les résultats
de [8], valables pour des BN-paires déployées de caractéristique p.

Notons ` la longueur associée au système de Coxeter pW, Sq, qu’on relève à Npkq par inflation.
D’après [6, Proposition 6.6], le groupe G est l’union disjointe des doubles classes UnU, n P Npkq,
et on a UnUn1U � Unn1U si et seulement si `pnq � `pn1q � `pnn1q pour tous n, n1 P Npkq.

Exemple 2.1. — Pour n ¥ 1, soit G � GLnpFpq. Notons S le sous-groupe des matrices dia-
gonales. On a T � S, et W s’identifie au groupe symétrique Sn. Soit B le sous-groupe des matrices
triangulaires supérieures. On a un décomposition B � TU, où U est formé des matrices triangu-
laires unipotentes supérieures. On a G � GLnpkq, le groupe Npkq est le produit semi-direct de T
et du groupe des matrices de permutation de G, et S est formé des éléments correspondant aux
transpositions iØ i� 1 pour i P t1, . . . , n� 1u.

2.2. Catégories de représentations. — On note R � RpGq la catégorie des représentations
de G (sur des Fp-espaces vectoriels de dimension finie) et E la sous-catégorie pleine de R constitué
des représentations engendrées par leurs vecteurs U-invariants.

Le résultat classique suivant est essentiel dans l’étude de la catégorie R. Si V est une représen-
tation de G, on note VU l’espace de ses vecteurs U-invariants.

Lemme 2.2 ([26], proposition 26). — Pour toute représentation V dans R, on a V � 0 si et
seulement si VU � 0.

Soit C la représentation de G induite à partir du caractère trivial de U. C’est l’espace des fonctions
de G dans Fp invariantes par translations à gauche par U, muni de l’action de G par translations à
droite. Elle est engendrée par la fonction caractéristique 1U de U � G, qui est U-invariante. (Plus
généralement, étant donnée une partie X de G, on notera 1X sa fonction caractéristique.)

Si V est une représentation de G et si f P HomGpC,Vq, le vecteur fp1Uq est invariant par U. En
outre, l’application f ÞÑ fp1Uq est un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels de HomGpC,Vq dans
VU (réciprocité de Frobenius).

Lemme 2.3. — Une représentation de G appartient à E si et seulement s’il existe un entier b ¥ 1
tel qu’elle soit isomorphe à un quotient de Cb.

Démonstration. — Soit V une représentation de G, et soit b ¥ 1 un entier. Par réciprocité de
Frobenius, on a un isomorphisme de Fp-espaces vectoriels :

HomGpC
b,Vq Ñ pVUqb

associant à tout homomorphisme de Cb dans V une famille de b vecteurs de V invariants par U. Un
tel homomorphisme est surjectif si et seulement si la famille qui lui correspond engendre V comme
représentation de G.

Remarque 2.4. — La sous-catégorie E est stable par quotients dans R (compte tenu du lemme
2.3, tout quotient d’un quotient de Cb, b ¥ 1, est un quotient de Cb) mais pas toujours par sous-
objets dans R, c’est-à-dire qu’une sous-représentation dans R d’un objet de E n’appartient pas
toujours à E (voir la section 3).
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Étant donnée une représentation V de G, on note V_ sa représentation contragrédiente. Le
foncteur V ÞÑ V_ est exact de R dans R.

Lemme 2.5. — La représentation C est isomorphe à sa contragrédiente.

Démonstration. — Si l’on identifie C à l’espace des fonctions de UzG dans Fp, l’espace dual est
engendré par les fonctions d’évaluation evpxq : f ÞÑ fpxq, pour x P UzG. On vérifie que :

g � evpxq � evpxg�1q,

pour tout g P G, de sorte que l’homomorphisme Fp-linéaire 1x ÞÑ evpxq, associant à la fonction
caractéristique 1x de la classe x P UzG sa fonction d’évaluation, est un isomorphisme de représen-
tations de G.

On vérifie au moyen des lemmes 2.3 et 2.5 qu’une représentation de R appartient à E si et
seulement s’il existe un entier b ¥ 1 tel que sa représentation contragrédiente est isomorphe à une
sous-représentation de Cb.

Définition 2.6. — On note B la plus grande sous-catégorie pleine de E qui soit stable par le
foncteur V ÞÑ V_.

D’après ce qui précède, B est la sous-catégorie pleine de R constituée des représentations qui
sont à la fois quotients et sous-représentations de Cb pour un entier b ¥ 1 assez grand, ou encore,
si l’on préfère, des représentations images d’un élément de EndGpC

bq pour un entier b ¥ 1.
La dualité V ÞÑ V_ préservant l’irréductibilité, et toute représentation irréductible de G étant

engendrée par ses vecteurs U-invariants (voir le lemme 2.2), toute représentation irréductible de G
est dans B.

2.3. L’algèbre de Hecke du sous-groupe unipotent U. — Soit H la Fp-algèbre des G-
endomorphismes de C. Par réciprocité de Frobenius, elle s’identifie à l’espace CU des fonctions de
G dans Fp qui sont invariantes par U par translations à droite et à gauche, muni du produit :

f � f 1 : g ÞÑ
¸

xPUzG

fpgx�1qf 1pxq

pour f, f 1 P H et g P G, où x décrit un système quelconque de représentants de UzG dans G. L’unité
de H est la fonction caractéristique 1U. D’après le paragraphe 2.1, les fonctions :

τn � 1UnU, n P Npkq,

forment une base de H comme Fp-espace vectoriel, et on a :

(2.1) τnτn1 � τnn1 ô `pnq � `pn1q � `pnn1q

pour tous n, n1 P Npkq.
Selon [24, Theorem 2.4] (voir aussi [6, Proposition 6.11]), l’algèbre H est une algèbre de Frobe-

nius, c’est-à-dire qu’il existe une forme linéaire de H dans Fp dont le noyau, pour tout f P H non
nulle, ne contient ni fH ni Hf . Elle est donc auto-injective et a les propriétés suivantes.

Lemme 2.7. — Soit m un H-module (à droite ou à gauche) de type fini. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(1) m est plat.

(2) m est projectif.
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(3) m est injectif.

Démonstration. — De façon générale, tout module projectif est plat. L’implication réciproque pro-
vient de [17, Theorem 4.38] et du fait que H est un anneau noethérien. Enfin l’équivalence entre 2
et 3 est donnée par [1, Proposition 1.6.2].

Corollaire 2.8. — Soit m un H-module (à droite ou à gauche) et soit n un sous-module projectif
de type fini de m. Alors n est un facteur direct de m.

Signalons que, si K est un sous-groupe de G, alors CK est un sous-H-module à gauche de C.

Corollaire 2.9. — Soit U1 un sous-groupe de U. Alors le H-module à gauche CU � H est un
facteur direct de CU1. En particulier, c’est un facteur direct de C.

On note M la catégorie des modules à droite de type fini sur H. On considère le foncteur :

F : V ÞÑ HomGpC,Vq

de E dans M , admettant un adjoint à gauche :

T : m ÞÑ mbH C,

où C est considéré à la fois comme un H-module à gauche et une représentation de G.

Lemme 2.10. — Le foncteur F : E Ñ M est fidèle.

Remarque 2.11. — Soit V une représentation de G. Par adjonction, il correspond à l’identité de
HomHpV

U,VUq un homomorphisme VU bH C Ñ V de représentations de G, dont l’image est la
sous-représentation de V engendrée par VU.

Le théorème suivant est dû à Cabanes ([5, Theorem 2], voir aussi [6, Theorem 1.25]).

Theorem 2.12 (Cabanes). — Le foncteur F induit une équivalence de catégories entre B et M .

Plus précisément, on a la propriété suivante (voir [6, Lemma 1.26]).

Fait 2.1. — Pour tout H-module à droite de type fini m, il existe un homomorphisme injectif de
m dans Hd, pour un entier d ¥ 1 convenable.

Étant donné un H-module à droite de type fini m, on choisit un entier d ¥ 1 et un homomorphisme
injectif ι de m dans Hd. Ceci permet d’identifier m à un sous-espace de HomGpC,C

dq, et de former
l’image de l’application naturelle :

mbH C Ñ Hd bH C � Cd,

qu’on note V � Vpm, ιq. On a le résultat suivant (voir [6, Lemma 1.27]).

Fait 2.2. — La représentation V est dans la catégorie B, sa classe d’isomorphisme ne dépend pas
de d et ι et le H-module à droite FpVq est isomorphe à m.
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2.4. Critères de platitude. — Le foncteur F est fidèle et essentiellement surjectif de E dans
M (voir le lemme 2.10 pour la première assertion, la seconde découlant par exemple du théorème
2.12). Nous établissons des conditions pour qu’il soit plein.

Rappelons (voir [28, A.3]) que la représentation C est quasi-projective si, pour toute
représentation V de G et tout morphisme surjectif ϕ P HomGpC,Vq, le morphisme Fpϕq P
HomHpH,V

Uq obtenu par restriction est surjectif.

Proposition 2.13. — Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Le foncteur F : E Ñ M est plein.

(2) Le foncteur T : M Ñ E est exact.

(3) Les catégories E et B cöıncident.

(4) Le H-module à gauche C est plat.

(5) Le H-module à gauche C est projectif.

(6) Le foncteur F est une équivalence de catégories de E dans M et T en est un quasi-inverse.

(7) La représentation C est quasi-projective de type fini.

(8) La sous-catégorie E est stable par sous-objets dans R.

Démonstration. — p3 ñ 1, 2, 8q On suppose que les catégories E et B cöıncident. Alors F induit
une équivalence de catégories de E dans M . Ainsi son adjoint T est exact et F est plein. En outre
E est stable par sous-objets dans R puisque c’est le cas de B.
p1 ñ 3q On suppose que F est plein. Si V est dans E , alors il existe un morphisme injectif de

H-modules de FpVq dans Hd pour un entier d ¥ 1 (voir le fait 2.1). Il est de la forme Fpϕq pour
ϕ P HomGpV,C

dq, et il reste à voir que ϕ est injectif. Par hypothèse, la restriction Fpϕq de ϕ à VU

est injective, de sorte que l’espace des vecteurs U-invariants du noyau de ϕ dans R est trivial. On
en déduit que ce noyau est trivial (voir le lemme 2.2), c’est-à-dire que ϕ est injective, donc que V
est dans B.
p2 ñ 3q On suppose que T est exact. D’après le fait 2.1, pour tout H-module à droite de type

fini m, on a un homomorphisme injectif de m dans Hd pour un entier d ¥ 1. En appliquant T, on
obtient un homomorphisme injectif de représentations de G de Tpmq dans Cd, ce qui prouve que T
est à valeurs dans B. Il s’agit donc de l’adjoint de la restriction de F à B, qui est une équivalence
de catégories d’après le théorème 2.12. Étant donné V dans E , on a une suite exacte dans R :

(2.2) 0 Ñ Q Ñ TFpVq � VU bH C Ñ V Ñ 0

où Q désigne le noyau de la projection canonique de TFpVq sur V. Puisque T est à valeurs dans
B, le foncteur FT est isomorphe au foncteur identité de M , de sorte que, en appliquant F à (2.2),
on obtient la suite exacte de H-modules :

0 Ñ FpQq Ñ FpVq Ñ FpVq

où l’homomorphisme de droite est l’identité. On en déduit que FpQq, donc Q, est trivial. Ainsi
TFpVq est canoniquement isomorphe à V, donc V est dans B.
p2 ô 4q Si C est plat comme H-module, alors le foncteur m ÞÑ mbH C de M dans R est exact,

donc T est exact. Inversement, si n est un H-module à droite et m un sous-module de n, on a un
homomorphisme :

(2.3) mbH C Ñ nbH C
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dans R. Si T est exact, alors le noyau de (2.3) dans E est trivial, ce qui équivaut à dire que son
noyau dans R est trivial. Le foncteur m ÞÑ mbH C de M dans R est donc exact, c’est-à-dire que
C est plat comme H-module à gauche.
p4 ô 5q C’est une conséquence du lemme 2.7.
p1 ô 7q D’après le lemme 2.2, la représentation C est sans C-torsion dans la terminologie de

[28], c’est-à-dire que, pour toute sous-représentation non nulle V de C, le H-module FpVq est non
nul. On déduit alors du théorème 9 de l’appendice de [28] que 1 et 7 sont équivalentes.
p8 ñ 1q Si E est stable par sous-objets dans R, la proposition 2 et le théorème 4 de l’appendice

de [28] impliquent la condition 1.

Dès que le H-module C n’est pas plat, il y a donc des représentations dans E qui ne sont pas
dans B. On en donne un exemple à la proposition 3.3.

2.5. Décomposition de C et de H. — Notons T̂ le groupe des Fp-caractères du groupe abélien
T. Par transitivité de l’induction, la représentation C de G se décompose sous la forme :

(2.4) C �
à
χPT̂

Cχ

où Cχ désigne la représentation de G induite à partir du caractère de B obtenu en composant χ
avec la surjection canonique de B sur T. (Il s’agit de la représentation de G par translations à
droite sur l’espace des fonctions f de G dans R qui vérifient fptugq � χptqfpgq pour tous t P T,
u P U, g P G.)

Pour χ P T̂, posons :

(2.5) εχ � |T|�1 �
¸
tPT

χptqτ t P H

qui est la projection de C sur Cχ relativement à (2.4). Pour tout t P T, on a εχτ t � χptq�1εχ.

Pour w P W et χ P T̂, le caractère χw : t ÞÑ χpntn�1q ne dépend pas du choix du représentant n

de w dans Npkq. Ceci définit une action de W sur T̂. Pour χ P T̂ et s P S, on a τ sεχ � εχsτ s et,
d’après [8, Theorem 4.4], on a :

(2.6) pτ sq
2εχ �

"
�τ sεχ si χs � χ,
0 sinon.

Les τ s et les εχ pour s P S et χ P T̂ forment un système générateur de l’algèbre H.

Soit Γ l’ensemble des orbites de T̂ sous W. Pour toute orbite γ P Γ, notons εγ la somme des εχ
pour χ P γ. Pour χ, χ1 P T̂, l’espace HomGpCχ,Cχ1q est non nul si et seulement si χ, χ1 sont dans la
même orbite sous W. Ainsi les εγ , γ P Γ forment une famille d’idempotents centraux orthogonaux
de H qui décomposent l’unité 1U P H.

Posons Hγ � Hεγ et notons Cγ la somme directe des Cχ pour χ P γ, qui est un Hγ-module à

gauche. L’algèbre de Hecke H se décompose en la somme directe de Fp-algèbres Hγ pour γ P Γ.

Proposition 2.14. — Le H-module C est plat si et seulement si le Hγ-module Cγ est plat pour
toute orbite γ P Γ.

Démonstration. — Pour tout γ P Γ, le module Cγ est plat sur Hγ si et seulement s’il est plat sur
H. Le module C étant la somme directe des Cγ , γ P Γ, il est plat sur H si et seulement si chaque
Cγ est plat sur H, ce qui implique le résultat.
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On a le résultat suivant.

Proposition 2.15 (Carter-Lusztig [8]). — Soit V une représentation irréductible de G.

(1) Il existe un unique caractère χ de T tel que V soit isomorphe à un quotient de Cχ.

(2) L’espace des vecteurs U-invariants de V est de dimension 1 et la représentation de T sur VU

est égale à χ.

2.6. Représentations ayant des vecteurs invariants par le sous-groupe de Borel. —
Notons 1 le caractère trivial de T. Son orbite sous W est réduite à t1u, et H1 est isomorphe à
l’algèbre des fonctions de G dans Fp invariantes par translations à droite et à gauche par B, muni
du produit :

f � f 1 : g ÞÑ
¸
BzG

fpgx�1qf 1pxq

pour f, f 1 P H1, g P G, où x décrit un système (quelconque) de représentants de BzG dans G.
L’unité de H1 est 1B. C’est une algèbre de Frobenius : on a donc un résultat analogue au lemme
2.7 pour les H1-modules.

On note M1 la sous-catégorie pleine de M formée des H-modules à droite de type fini m tels que
m �ε1 � m. Elle s’identifie naturellement à la catégorie M pH1q des H1-modules à droite de type fini.
D’après la formule (2.5), si V est une représentation de G, alors VU est dans M1 si et seulement si
VU � VB.

Proposition 2.16. — Soit V dans B. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) on a VU � VB ;

(2) il existe b ¥ 1 tel que V soit isomorphe à l’image d’un endomorphisme de Cb
1.

Démonstration. — Si V satisfait à la condition 2, elle est isomorphe à une sous-représentation de
Cb

1 pour un entier b ¥ 1. La propriété VU � VB suit alors de ce que CU
1 � CB

1 .
Si V satisfait à la condition 1, alors le module m � VU est dans M1. D’après le fait 2.2, si ι est un

homomorphisme injectif de H-modules de m dans Hd pour un entier d ¥ 1 convenable, l’image de
l’application naturelle de mbH C dans Cd est isomorphe à V. Puisque m � ε1 � m, la représentation
m bH C s’identifie à m bH1 C1, et son image dans Cd est incluse dans Cd

1, ce qui prouve que V
satisfait à la condition 2.

Notons E1 la sous-catégorie pleine de R formée des représentations engendrées par leurs vecteurs
B-invariants et B1 la sous-catégorie pleine de B formée des représentations V telles que VU � VB.

Proposition 2.17. — On suppose que C1 est un H1-module plat. Alors :

(1) les catégories B1 et E1 cöıncident ;

(2) le foncteur F induit une équivalence entre E1 et M1.

Démonstration. — D’après le théorème 2.12 et la proposition 2.16, F induit une équivalence de
catégories entre B1 et M1, et la seconde assertion découle de la première.

Soit V une représentation engendrée par l’espace m de ses vecteurs B-invariants. Soit ι un mor-
phisme injectif de H-modules de m dans Hd pour d ¥ 1 (voir le fait 2.1). Rappelons (fait 2.2) que
V est isomorphe à l’image de l’application naturelle de mbH C dans Cd. Puisque m est dans M1,
celle-ci s’identifie à l’image de l’application de mbH1 C1 dans Cd

1. Puisque C1 est plat sur H1, cette
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dernière application est injective, c’est-à-dire que la représentation V est isomorphe à m bH1 C1,
ainsi qu’à une sous-représentation de Cd

1. Elle est donc dans B1.

3. Le cas de GL2pkq

Dans cette section, on suppose que G � GL2pFpq, donc G � GL2pkq. Pour χ P T̂, les facteurs
irréductibles de Cχ sont tous de multiplicité 1. Ils sont décrits par Diamond dans [9, Proposition
1.1] (voir aussi Jeyakumar [15]). Notons s l’élément non trivial de W et q le cardinal de k. Une
orbite γ � tχ, χsu P Γ est dite régulière si χ � χs. La structure de Hγ est déterminée dans [8, §4]
par exemple.

Si l’orbite γ est régulière, alors l’algèbre Hγ est engendrée par Y � τ sεγ et X � εχ, avec les
relations Y2 � 0 et YX�XY � Y.

Sinon, la torsion par χ permet de se ramener au cas où γ � t1u, et l’algèbre H1 est engendrée
par S � τ sε1 avec la relation S2 � S � 0.

Proposition 3.1. — Le H1-module à gauche C1 est plat.

Démonstration. — En tant que H1-module à gauche, H1 est la somme directe des modules projec-
tifs indécomposables H1S � H1τ s et H1pS � ε1q. Une base de C1 comme Fp-espace vectoriel est
tea, a P k Y t8uu, où e8 est la fonction caractéristique de B et ea, pour a P k, celle de :

Bs

�
1 a
0 1



.

L’image de ea par τ s est la somme des eb pour les b P k Y t8u tels que b � a (voir par exemple
[19, 2.2.1]). On en déduit que l’application de H1 ` pH1Sqq�1 dans C1 définie par :

ph, phaqaPk�q ÞÑ he8 �
¸
aPk�

haea

est un isomorphisme de H1-modules à gauche. On a prouvé que C1 est un H1-module projectif,
donc plat.

Proposition 3.2. — Le H-module à gauche C est plat si et seulement si q � p.

Démonstration. — D’après la proposition 2.14, l’étude de la platitude du H-module à gauche C
se ramène à celle des Hγ-modules à gauche Cγ . Si l’orbite γ � tχ, χsu n’est pas régulière, on se
ramène en tordant par χ au cas où γ � t1u, et la proposition 3.1 implique que Cγ est plat. On
suppose maintenant que γ est régulière. En tant que Hγ-module à droite, Hγ est la somme directe
des modules εχHγ et εχsHγ et on a la suite exacte de Hγ-modules à droite :

(3.1) 0 Ñ τ sεχsHγ Ñ εχHγ Ñ τ sεχHγ Ñ 0.

D’après [8, Théorème 7.1], les représentations τ sCχ et τ sCχs sont irréductibles. Le calcul de leurs
dimensions se trouve par exemple dans [23], dont le lemme 4.9 assure de plus que la somme de ces
dimensions est égale à celle de Cχ si et seulement si q � p. Par conséquent, la suite :

(3.2) 0 Ñ τ sCχs Ñ Cχ Ñ τ sCχ Ñ 0

de représentations de G est exacte si et seulement si q � p. Si q est différent de p, cela signifie que
l’exactitude de (3.1) n’est pas préservée par le produit tensoriel par le Hγ-module à gauche Cγ , qui
n’est donc pas plat.
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Supposons maintenant que q soit égal à p. Pour montrer que Cγ est plat, il suffit de montrer que,
pour tout idéal à droite A � Hγ , l’homomorphisme naturel de AbHγ Cγ dans Cγ est injectif (voir
[2], chapitre 1, §2, n�3, proposition 1). D’après (3.1), il suffit de le montrer pour les idéaux εχHγ et
τ sεχHγ et leurs analogues obtenus en substituant χs à χ. Puisque εχ et εχs sont des idempotents
orthogonaux, la seule vérification non triviale concerne τ sεχHγ et elle est assurée par l’exactitude
de (3.2).

Dans le cas où q � p, on construit une représentation qui est dans E sans être dans B (voir la
proposition 2.13).

Proposition 3.3. — Soit χ un caractère de T d’orbite régulière, et soit K le noyau dans R de
τ s : Cχs Ñ Cχ. On suppose que q � p. Alors K_ est dans E sans être dans B.

Démonstration. — On a une suite exacte dans R :

(3.3) 0 Ñ K Ñ Cχs Ñ τ sCχs Ñ 0

et puisque q � p, le noyau K contient strictement τ sCχ d’après la preuve de la proposition 3.2. En
passant aux U-invariants, on a les inclusions :

pτ sCχq
U � KU � CU

χs .

Puisque τ sCχ est irréductible, le terme de gauche est de dimension 1 (voir la proposition 2.15), et
l’on vérifie que celui de droite est de dimension 2. Si l’on avait KU � CU

χs , la sous-représentation

de K engendrée par KU serait égale à Cχs . On aurait K � Cχs , ce qui contredirait le fait que
la restriction de τ s à Cχs n’est pas nulle. Aussi K et τ sCχ ont-elles le même espace de vecteurs
U-invariants sans être égales, c’est-à-dire que K est une sous-représentation de C mais n’est pas
engendrée par ses vecteurs U-invariants. Sa contragrédiente est donc dans E et pas dans B.

4. Foncteurs paraboliques

Fixons dans cette section un sous-groupe parabolique P de G contenant B et défini sur k. Notons
UP son radical unipotent et M son sous-groupe de Levi contenant T.

Alors MXB est un sous-groupe de Borel de M contenant T. L’ensemble des racines simples de
M relativement à MXB est une partie ∆M de ∆. Notons ΦM l’ensemble des racines correspondant,
vu comme une partie de Φ.

Posons P � Ppkq, M � Mpkq et N � UPpkq. On a ainsi P � MN.

4.1. Définition des foncteurs paraboliques. — Notons IP le foncteur de RpMq dans RpGq
défini pour toute représentation V de M par :

IPpVq � tf : G Ñ V | fpmngq � m � fpgq, m P M, n P N, g P Gu

que l’on munit de l’action de G par translations à droite.
Pour g P G et v P V, on note rg, vs l’élément de IPpVq de support Pg et prenant en g la valeur

v. On a rg, vs � g�1 � r1, vs.
Le foncteur IP est exact de RpMq dans RpGq. Il suffit en effet de vérifier que, si f : V1 Ñ V2

est un homomorphisme surjectif de représentations de M, alors, pour tous les g P G et v2 P V2, la
fonction rg, v2s P IPpV2q se relève en rg, v1s P IPpV1q, où v1 P V1 est un relèvement de v2.

Notons RP le foncteur de RpGq dans RpMq défini pour toute représentation V de G par :

RPpVq � VN � tv P V | n � v � v, n P Nu
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que l’on munit de l’action de M par restriction.
Notons JP le foncteur de RpGq dans RpMq défini pour toute représentation V de G par :

JPpVq � VN � V{VpNq

(où VpNq désigne le sous-espace de V engendré par les vecteurs de la forme n � v� v, pour v P V et
n P N), que l’on munit de l’action naturelle de M.

Le foncteur IP est adjoint à gauche de RP, et le foncteur JP est adjoint à gauche de IP.

4.2. Un système de représentants minimal. — Notons CM la représentation de M induite
à partir du caractère trivial de UXM. Soit

(4.1) iM : CM Ñ C

le morphisme M-équivariant envoyant 1UXM, la fonction caractéristique de UXM dans M, sur 1U.
Son image est l’espace des éléments de C dont le support est inclus dans UM � P, sur lequel N
agit trivialement. Notons HM l’algèbre des endomorphismes de CM, qu’on identifie au sous-espace
de ses vecteurs U X M-invariants. Notons WM le sous-groupe parabolique de W correspondant à
P � B.

Soit DM l’ensemble des w P W tels que wp∆Mq � Φ�. D’après [6, Proposition 2.4] (voir aussi
[7, Proposition 2.3.3]), chaque d P DM est l’unique élément de dWM de longueur minimale et DM

est un système de représentants de W{WM dans W. On a aussi UdUwU � UdwU, c’est-à-dire
τ dτw � τ dw, pour tous d P DM et w P WM. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 4.1. — L’algèbre H est un HM-module à droite (respectivement à gauche) libre de
base tτ dudPDM

(respectivement de base tτ d�1udPDM
).

Notons U le sous-groupe unipotent maximal de G tel que UXU � T et posons U � Upkq.

Lemme 4.2. — Pour tout d P DM, on a les propriétés suivantes :

(1) dpUXMqd�1 � U et dpUXMqd�1 � U.

(2) d�1UdX P � U.

(3) d�1UdNXM � UXM.

Démonstration. — Pour tout α P Φ, soit Uα le sous-groupe radiciel associé à α. Le sous-groupe
de G engendré par les Uαpkq pour α P Φ� est égal à U et, pour tout α P Φ et tout w P W, on a
wUαw

�1 � Uwpαq. La propriété 1 est alors une conséquence de la caractérisation de DM en termes
de racines.

Ensuite, d’après [7, 2.5.12], tout élément u P U s’écrit de façon unique sous la forme u � xy,
avec x P UX dUd�1 et y P UX dUd�1. Si d�1ud appartient à P, alors d�1yd P UX P, donc y P U.
On en déduit que y � 1 et que d�1ud � d�1xd P U, ce qui prouve 2.

Soient n P N et u P U tels qu’on ait d�1udn P M. D’après 2, l’élément d�1ud appartient à
l’intersection d�1Ud X P � U. On en déduit que d�1udn appartient à U X M, ce qui prouve que
d�1UdNXM � UXM. L’inclusion réciproque est une conséquence de 1.

Notons que DM est aussi un système de représentants des doubles classes de UzG{P.

Lemme 4.3. — L’application jM : HM Ñ H définie par :

jMp1pUXMqmpUXMqq � 1UmU, m P M,

est un homomorphisme injectif de Fp-algèbres, égal à la restriction de iM à HM.
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Démonstration. — Pour n P Npkq XM, la fonction caractéristique de la double classe :

pUXMqnpUXMq �
º
x

pUXMqnx

où x décrit un système de représentants de classes modulo pUXMqXn�1pUXMqn dans UXM, est
envoyée par iM sur la somme des 1Unx. Comme UnU � UnNpUXMq, comme N est normalisé par n
et comme nx P Un équivaut à nxn�1 P UXM, la double classe UnU est l’union disjointe des Unx.
Ainsi la restriction de iM à HM est égale à jM. Enfin, comme on a l’égalité UnUn1U � UnpUXMqn1U
pour tout n, n1 P Npkq XM, on vérifie que jM est un homomorphisme de Fp-algèbres.

On identifiera dorénavant HM à son image dans H.

4.3. Calcul de CN. — On considère l’homomorphisme de représentations de M :

(4.2) ξP : HbHM
CM Ñ CN, hb f ÞÑ h � iMpfq,

où � désigne l’action à gauche de H sur C.

Proposition 4.4. — L’application ξP est un isomorphisme à la fois de représentations de M et
de H-modules à gauche.

Démonstration. — Tout élément de CN est combinaison linéaire de fonctions de la forme 1UgN, où
g P G peut être choisi de la forme g � dm, avec d P DM et m P M.

Fixons d P DM et considérons l’application de M dans UzG{N définie par :

m ÞÑ UdmN � UdNm.

Elle a pour image l’ensemble des doubles classes de UzG{N qui sont contenues dans UdP. D’après
le lemme 4.2(1), pour tout u P U X M, les éléments m et um ont la même image. Inversement,
si m,m1 P M ont la même image par cette application, alors, comme M normalise N, on trouve
Udmm1�1N � UdN, et donc mm1�1 appartient à d�1UdN X M. D’après le lemme 4.2(3), on en
déduit que pUXMqm � pUXMqm1. En d’autres termes, l’application :

1UXMm ÞÑ 1UdmN

est injective et M-équivariante de CM dans C, et son image est le sous-espace des fonctions de C
invariantes par N et supportées dans UdP. On voit maintenant que la réciproque de ξP est donnée
par :

(4.3) 1UdmN ÞÑ τ d b 1pUXMqm.

Enfin, on vérifie facilement que ξP est un morphisme de représentations de M et de H-modules à
gauche.

Remarque 4.5. — On a vu au passage (4.3) que τ dp1Umq � 1UdmN pour d P DM, m P M.

4.4. Diagrammes commutatifs. — Puisque U se décompose sous la forme pUXMq �N, on a :

(4.4) VU � RPpVq
UXM

pour toute représentation V de G, qui est une égalité de HM-modules à droite.
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Proposition 4.6. — Soit m un HM-module à droite de type fini. Il existe un unique homomor-
phisme de représentations de G :

(4.5) mbHM
C Ñ IPpmbHM

CMq

envoyant xb 1Ug sur rg, xb 1UXMs pour tous x P m et g P G, et c’est un isomorphisme.

Démonstration. — Étant donné x P m, notons fx l’unique morphisme de C dans IPpm bHM
CMq

envoyant 1U sur r1, x b 1UXMs qui est bien défini puisque cette dernière est invariante par U. On
vérifie que l’application x ÞÑ fx est HM-linéaire. Par adjonction, il lui correspond le morphisme
(4.5), noté Ψ. A partir de (4.4), on a :

(4.6) HomHM
pm,VUq � HomHM

pm,RPpVq
UXMq

pour toute représentation V de G. Par une succession d’ajonctions, on en déduit que le membre de
gauche de (4.6) est Fp-isomorphe à :

HomHpmbHM
H,VUq � HomGpmbHM

C,Vq

et le membre de droite à :

HomMpmbHM
CM,RPpVqq � HomGpIPpmbHM

CMq,Vq

pour toute représentation V de G, ce qui prouve que les deux membres de (4.5) sont isomorphes en
tant que représentations de G. Il suffit donc de prouver que Ψ est surjectif. Or IPpmbHM

CMq est
engendrée comme représentation de G par les fonctions r1, x b 1UXMs, avec x P m, qui sont dans
l’image de Ψ par construction.

Remarque 4.7. — En particulier, lorsque m est libre de rang 1, on obtient un isomorphisme de
représentations entre C et IPpCMq, qui n’est autre que l’isomorphisme naturel provenant de la
transitivité de l’induction.

Proposition 4.8. — Pour toute représentation V de M, on a un isomorphisme de H-modules à
droite entre IPpVq

U et VUXM bHM
H.

Démonstration. — Étant donnés d P DM et x P VUXM, notons ψd,x la fonction U-invariante de
IPpVq de support Pd�1U et prenant la valeur x en d�1. L’ensemble des ψd,x pour d P DM et x

parcourant une base de VUXM est une base de IPpVq
U (voir par exemple [27, I.5.6] en utilisant le

lemme 4.2(2)). Soient x P VUXM, w P WM et d P DM. Alors on a :

ψ1,xτ d�1 � ψd,x,(4.7)

ψ1,xτw � ψ1,xτw .(4.8)

Pour la première égalité, on remarque d’abord que ψ1,xτ d�1 est U-invariante de support Pd�1U.
Pour prouver que sa valeur en d�1 est x, il suffit de remarquer que pour u P U, on a Pd�1u � Pd si
et seulement si Ud�1u � Ud�1, ce qui est donné par le lemme 4.2(2). La seconde s’obtient aisément
grâce à la décomposition de la double classe UnU décrite dans la preuve du lemme 4.3.

L’égalité (4.8) assure que l’on a un morphisme de HM-modules à droite VUXM Ñ IPpVq
U bien

défini par x ÞÑ ψ1,x. Il induit un morphisme H-équivariant :

(4.9) VUXM bHM
H Ñ IPpVq

U.

L’égalité (4.7) assure que (4.9) est surjective. D’après la proposition 4.1, les espaces en question
ont même dimension. Donc (4.9) est bijective.
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On déduit de la proposition 4.8 le résultat suivant.

Proposition 4.9. — Pour tout H-module à droite de type fini m, on a un isomorphisme de repré-
sentations de M entre mbHM

CM et JPpmbH Cq.

Démonstration. — Par une succession d’adjonctions, on a :

HomHpm, IPpVq
Uq � HomGpmbH C, IPpVqq � HomMpJPpmbH Cq,Vq

pour toute représentation V de M, et :

HomHpm,HomHM
pH,VUXMqq � HomHpm,HomMpHbHM

CM,Vqq

� HomMpmbHM
CM,Vq.

On en déduit que les représentations JPpmbH Cq et mbHM
CM sont isomorphes.

4.5. La représentation de Steinberg. — Dans ce paragraphe, on suppose que P � B. Soit
w0 l’élément de plus grande longueur de W, et notons m sa longueur. Posons :

st � τw0ε1H � τw0H1.

Pour chaque s P S, il y a une écriture réduite de w0 finissant par s. On a donc τw0ε1τ s � �τw0ε1

d’après (2.6). On en déduit que st est un H-module de dimension 1, correspondant au caractère
signe de H1 défini par τ s ÞÑ �1 pour tout s P S.

Notons Σ la représentation irréductible de G lui correspondant, c’est-à-dire dont le H-module
des vecteurs U-invariants est isomorphe à st.

Lemme 4.10. — La représentation Σ est isomorphe à τw0ε1C � τw0C1.

Démonstration. — Le H-module st se plonge canoniquement dans H. D’après le fait 2.2, la
représentation Σ est l’image du morphisme de C dans C défini par f ÞÑ τw0ε1f .

Notons St la représentation de Steinberg de G, définie comme le quotient de IBp1q � C1 par la
somme des IPsp1q pour s P S, avec Ps � BY BsB.

Proposition 4.11. — La représentation de Steinberg St est irréductible et isomorphe à Σ.

Démonstration. — Avec les notations du paragraphe 2.5, pour tout s P S, posons :

τ �s � τ s �
¸
χs�χ

εχ

la somme portant sur les caractères χ P T̂ tels que χs � χ. D’après (2.6), on a τ sτ
�
s � τ

�
sτ s � 0.

On a donc τw0ε1τ
�
s � 0 pour tout s P S. Or τ �sε1 est la fonction caractéristique de Ps, de sorte

que St est isomorphe au quotient de C1 par la somme des τ �sC1 pour s P S. Ainsi l’application
f ÞÑ τw0f de C1 dans τw0C1 induit un morphisme surjectif :

(4.10) St Ñ τw0C1.

Il reste à voir que ce morphisme est injectif.

Lemme 4.12. — Choisissons une écriture réduite sim . . . si1 de w0. Pour tout j P t1, . . . ,mu, on
a :

ε1 P p�1qjτ sij ...si1
ε1 � τ

�
sij

H1 � � � � � τ
�
si1

H1.



16 RACHEL OLLIVIER & VINCENT SÉCHERRE

Démonstration. — Pour j � 1, on a en effet ε1pτ
�
si1
�τ si1

q � ε1. Supposons le lemme vrai au rang

j, avec 1 ¤ j ¤ m� 1, et écrivons :

p�1qjτ sij ...si1
ε1 � p�1qjpτ �sij�1

� τ sij�1
qτ sij ...si1

ε1

P p�1qj�1τ sij�1
...si1

ε1 � τ
�
sij�1

H1.

Le résultat s’ensuit par récurrence.

Le lemme au rang j � m assure que pour f P C1, l’égalité τw0f � 0 implique que f appartient
à τ �simC1 � � � � � τ

�
si1

C1. Autrement dit, l’application (4.10) est injective.

Ceci montre que la définition de la représentation de Steinberg utilisée ici cöıncide avec [6,
Definition 6.13].

4.6. Condition nécessaire de platitude pour le H-module C. —

Proposition 4.13. — Si C est un H-module plat, alors CM est un HM-module plat.

Démonstration. — Soit m un idéal à droite de HM. Notons K le noyau de l’application naturelle :

(4.11) mbHM
CM Ñ CM.

Le foncteur IP est exact, si bien que le noyau de :

IPpmbHM
CMq Ñ IPpCMq

est isomorphe à IPpKq. Les isomorphismes fournis par la proposition 4.6 assurent alors que le noyau
de l’application naturelle :

(4.12) mbHM
C Ñ C

est lui aussi isomorphe à IPpKq. La proposition 4.1 dit que le HM-module à gauche H est libre, de
sorte que mbHM

H est isomorphe à l’idéal à droite de H engendré par m. Par conséquent, si C est
un H-module plat, (4.12) est injective, IPpKq est la représentation nulle, et le noyau K de (4.11)
est trivial. Nous avons prouvé que si C est un H-module plat, alors l’application (4.11) est injective
pour tout idéal à droite m de HM, c’est-à-dire que CM est un HM-module plat.

Corollaire 4.14. — Notons Cpnq et Hpnq les quantités C et H associées à G � GLn pour n ¥ 1.
S’il existe un entier n0 ¥ 1 tel que le Hpn0q-module Cpn0q ne soit pas plat, alors, pour tout n ¥ n0,
le Hpnq-module Cpnq n’est pas plat.

Démonstration. — Il suffit d’appliquer la proposition 4.13 avec M � GLn0pkq � GLn�n0pkq, et de

remarquer que CM � Cpn0q b Cpn�n0q n’est pas plat sur HM � Hpn0q b Hpn�n0q puisque Cpn0q n’est
pas plat sur Hpn0q.

On déduit de ce corollaire et de la proposition 3.2 le résultat suivant.

Corollaire 4.15. — On suppose que q � p. Pour tout entier n ¥ 2, le Hpnq-module Cpnq n’est pas
plat.

Rappelons que l’extension des scalaires de HM à H préserve la platitude [2, I.2.7] et la projectivité

[3, II.5.1]. À ceci s’ajoute le résultat suivant, conséquence de la proposition 4.1.

Lemme 4.16. — Tout HM-module à gauche m est un facteur direct de la restriction de HbHM
m

à HM.
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Démonstration. — D’après la proposition 4.1, l’espace vectoriel H bHM
m s’identifie à la somme

directe des τ dm pour d P DM. Soit n la somme directe des τ dm pour d P DM � t1u. C’est un
sous-espace vectoriel de HbHM

m. Pour prouver le lemme, il suffit de s’assurer que ce sous-espace
est stable sous l’action de HM. Rappelons que l’algèbre HM est engendrée par les τ s et les τ t pour
s P SXWM et t P T.

Puisque tout élément t P T est de longueur nulle dans Npkq, les relations (2.1) assurent que,
pour tout d P DM, on a l’égalité :

τ tτ d � τ dτ d�1td,

et l’on remarque que d�1td P T. Ainsi, un sous-espace de la forme τ dm avec d P DM est stable sous
l’action de τ t pour t P T. On en déduit que n est stable sous l’action de τ t pour tout t P T.

La preuve du lemme suivant donnée par [21, Proposition 2.2] dans le cas particulier G � GLnpkq
se généralise immédiatement.

Lemme 4.17. — Soient s P S et d P DM.

(1) Si `psdq   `pdq, alors sd P DM.

(2) Si `psdq ¡ `pdq, alors ou bien sd P DM ou bien sd P dWM.

Soit s P SXWM et soit d P D tel que d � 1. Si `psdq   `pdq, alors τ d � τ sτ sd et sd P DM d’après
le lemme 4.17. D’après (2.6), on a :

τ 2
s � �τ s �

¸
χs�χ

εχ.

Ainsi l’élément :
a � �

¸
χs�χ

εχ

vérifie τ sτ d � τ saτ sd. On en déduit que τ sτ dm � τ saτ sdm, qui est inclus dans τ sτ sdm � τ dm
d’après l’argument précédent.

Si `psdq ¡ `pdq, alors τ sτ d � τ sd. Si sd P DM, alors τ sτ dm � τ sdm est inclus dans n. Sinon,
sd P dWM d’après le lemme 4.17. Il y a donc w P WM tel que τ sd � τ dτw, de sorte que l’espace
τ sτ dm � τ dτwm est inclus dans τ dm � n. Ainsi, n est bien un HM-module.

Corollaire 4.18. — Un HM-module à gauche de type fini m est projectif si et seulement si le
H-module HbHM

m est projectif.

Démonstration. — On suppose que le H-module H bHM
m est projectif. C’est un facteur direct

d’un H-module libre. Par le lemme 4.16, le HM-module à gauche m est donc un facteur direct d’une
somme de copies de H. Comme H est un HM-module à gauche libre, on en déduit que m est un
HM-module projectif.

Grâce au lemme 2.7, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 4.19. — Soit m un HM-module à gauche de type fini. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) m est plat.

(2) m est projectif.

(3) m est injectif.

(4) HbHM
m est plat.
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(5) HbHM
m est projectif.

(6) HbHM
m est injectif.

Grâce à la proposition 4.4, on en déduit la proposition suivante.

Proposition 4.20. — Le H-module CN est plat si et seulement si le HM-module CM est plat. Dans
ce cas ils sont tous deux projectifs et le H-module CN est un facteur direct de C.

Démonstration. — Rappelons que le morphisme iM défini en (4.1) est injectif et que, d’après la
proposition 4.4, le morphisme (4.2) est un isomorphisme de H-modules entre HbHM

CM et CN. Le
résultat est alors une conséquence des corollaires 4.18 et 2.8.

5. Le cas de GLnpkq, n ¥ 3

5.1. Représentations de GLnpFprq. — On suppose dans ce paragraphe que G � GLn comme
dans l’exemple 2.1. Rappelons quelques résultats de [14] et [10, 11]. Notons X le groupe des
caractères algébriques de T, que l’on identifie à Zn, et X� l’ensemble des n-uplets pa1, . . . , anq P X
tels que a1 ¥ � � � ¥ an. Pour λ P X�, on note W pλq l’espace des fonctions rationnelles :

tf : G Ñ Fp | fpgtuq � λptq�1fpgq, g P G, t P T, u P Uu

qu’on munit de l’action de G par translations à gauche. C’est une représentation algébrique de G.
Soit L pλq son socle (c’est-à-dire son plus grand sous-module semi-simple). Pour r ¥ 0, on pose :

Xr � tpa1, . . . , anq P X� | 0 ¤ ai � ai�1 ¤ pr � 1, i P t1, . . . , nuu.

Pour r ¥ 1, soit Fpr le sous-corps de Fp de cardinal pr. Pour λ P Xr et i P t0, . . . , r � 1u, on note

Lrpλq la restriction de L pλq à GpFprq et Lrpλq
piq la composée de Lrpλq avec l’automorphisme de

GpFprq induit par x ÞÑ xp
i
. On a les résultats suivants.

Proposition 5.1. — On fixe un entier r ¥ 1.

(1) Pour tout λ P Xr, la représentation Lrpλq de GpFprq est irréductible.

(2) L’application λ ÞÑ Lrpλq induit une bijection entre Xr{pp
r � 1qX0 et l’ensemble des classes

d’isomorphisme de représentations irréductibles de GpFprq.

(3) L’espace des vecteurs UpFprq-invariants de Lrpλq est de dimension 1, et la représentation
de TpFprq sur cet espace est égale à λ.

(4) Si λ � pa1, . . . , anq P Xr, alors λ� � p�an, . . . ,�a1q P Xr et Lrpλ
�q est isomorphe à la

représentation contragrédiente de Lrpλq.

(5) Soit λ P Xr, qu’on écrit sous la forme :

(5.1) λ � λ0 � λ1p� � � � � λr�1p
r�1, λi P X1, i P t0, . . . , r � 1u.

Alors on a un isomorphisme de représentations de GpFprq :

(5.2) Lrpλq � Lrpλ0q bLrpλ1q
p1q b � � � bLrpλr�1q

pr�1q.

Démonstration. — Pour les deux premières assertions, voir [11, Appendix 1.3] et pour 3, voir [12,
Lemma 2.5]. Pour les deux dernières, voir [14, II.3].

En comparant les propositions 5.1 et 2.15, on obtient le résultat suivant.
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Corollaire 5.2. — Soit λ P Xr et soit χ un caractère de TpFprq. La représentation Lrpλq est un
quotient irréductible de Cχ si et seulement si la restriction de λ à TpFprq est égale à χ.

Exemple 5.3. — On suppose que n est égal à 2. Soit λ � pa, bq P Xr, et écrivons a�b sous la forme
e0 � e1p� � � � � er�1p

r�1 avec ei P t0, . . . , p� 1u. Alors Lrpλq est la représentation irréductible :

Syme0pF2
pq b � � � b Symer�1pF2

pq
pr�1q b det b

qui est de dimension pe0 � 1q . . . per�1 � 1q.

5.2. Représentations de GL3pFprq. — On suppose maintenant que n � 3. On rappelle quelques
résultats sur la semi-simplification de Cχ pour G � GL3pFpq.

Proposition 5.4. — Soit pa, b, cq P X1. Si :

(5.3) 0 ¤ a� b, b� c   p� 1 et p� 1 ¤ a� c,

alors la représentation W pa, b, cq est de longueur 2. Sinon, W pa, b, cq est irréductible.

Démonstration. — Le résultat est dû à Jantzen : voir [10, Proposition 4.9].

On commence par étudier Cχ lorsque χ � 1. Pour tout λ P X1, on note W1pλq la restriction de
W pλq à GL3pFpq, qui est de longueur ¤ 2 d’après la proposition 5.4.

Proposition 5.5. — Dans le groupe de Grothendieck des représentations de longueur finie de
GL3pFpq, la semi-simplification de C1 est égale à :

(5.4) W1p0, 0, 0q � 2 �W1pp� 1, 0, 0q � 2 �W1pp� 1, p� 1, 0q �W1p2p� 2, p� 1, 0q.

Chacune des représentations W1pλq apparaissant ci-dessus est irréductible, et on a :

dim W1p0, 0, 0q � 1,(5.5)

dim W1pp� 1, 0, 0q � ppp� 1q{2,(5.6)

dim W1pp� 1, p� 1, 0q � ppp� 1q{2,(5.7)

dim W1p2p� 2, p� 1, 0q � p3.(5.8)

Démonstration. — Le théorème [10, 5.1] donne la décomposition de la semi-simplification de C1

en une somme de représentations W1pλq et la proposition 5.4 montre que ces représentations sont
irréductibles. Plus précisément, ce théorème décrit la décomposition de la semi-simplification de
la réduction modulo p de chacun des facteurs irréductibles de l’induite du Zp-caractère trivial de
BpFpq à GL3pFpq :

 la réduction modulo p du Zp-caractère trivial de GL3pFpq est isomorphe à la représentation
irréductible W1p0, 0, 0q, qui est de dimension 1 ;
 la réduction modulo p de la Zp-représentation de Steinberg est isomorphe à la représentation
irréductible W1p2p� 2, p� 1, 0q, qui est de dimension p3 ;
 la Zp-représentation irréductible de GL3pFpq apparaissant avec multiplicité 2 dans l’induite
à GL3pFpq du Zp-caractère trivial de BpFpq est de dimension p2�p. Sa réduction modulo p est
isomorphe à la somme des deux représentations irréductibles W1pp�1, 0, 0q et W1pp�1, p�1, 0q.
Il suffit donc de montrer que ces deux-là ont la même dimension, ce qui découle du fait qu’elles
sont duales d’après la proposition 5.1(4).

On en déduit le résultat annoncé.
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On étudie maintenant Cχ avec χ régulier, c’est-à-dire dont l’orbite sous l’action de W0 est de
cardinal 6.

Proposition 5.6. — Soit χ un caractère régulier de TpFpq. Alors Cχ est de longueur strictement
supérieure à 6 dans la catégorie RpGL3pFpqq.

Démonstration. — On choisit pa, b, cq P X1 tel que χ soit le caractère :�
�x y

z

�
 ÞÑ xaybzc.

Puisque χ est régulier, on a p ¡ 2 et l’on peut supposer que 1 ¤ a � b, b � c   p � 1. D’après la
formule [10, (5.2)], la semi-simplification de Cχ est :

W1pa, b, cq � W1pp� 1� b, p� 1� c, aq �W1pp� 1� c, a, bq

�W1p2p� 2� c, p� 1� b, aq �W1pp� 1� a, p� 1� c, bq �W1pp� 1� b, a, cq.

On vérifie que l’un des deux triplets pa, b, cq et pp� 1� a, p� 1� c, bq satisfait à la condition (5.3)
de la proposition 5.4, de sorte que l’une ou l’autre des représentations :

W1pa, b, cq, W1pp� 1� a, p� 1� c, bq

est de longueur 2, ce qui prouve l’assertion.

Remarque 5.7. — On peut montrer de la même façon que, si l’orbite de χ sous l’action de W est
de cardinal 3, alors Cχ est de longueur ¡ 6. Compte tenu de la proposition 5.5, on en déduit que
Cχ est de longueur 6 si et seulement χ est invariant par W.

On en déduit le résultat suivant. Soit r ¥ 1 un entier.

Proposition 5.8. — Soit pa, b, cq P Xr. La représentation irréductible Lrpa, b, cq est isomorphe à
un quotient de C1 si et seulement si pa, b, cq est congru à l’un des poids :

(5.9) p0, 0, 0q, ppr � 1, 0, 0q, ppr � 1, pr � 1, 0q, p2pr � 2, pr � 1, 0q,

modulo ppr � 1qX0. En outre, on a :

dim Lrp0, 0, 0q � 1,(5.10)

dim Lrpp
r � 1, 0, 0q � pppp� 1q{2qr ,(5.11)

dim Lrpp
r � 1, pr � 1, 0q � pppp� 1q{2qr ,(5.12)

dim Lrp2p
r � 2, pr � 1, 0q � p3r.(5.13)

Démonstration. — La première partie de la proposition est une conséquence du corollaire 5.2.
Ensuite, puisque pr � 1 � pp� 1qp1� p� � � � � pr�1q, chaque poids λ dans (5.9) se décompose sous
la forme (5.1) avec des λi P X1 indépendants de i et respectivement égaux, suivant λ, à :

(5.14) p0, 0, 0q, pp� 1, 0, 0q, pp� 1, p� 1, 0q, p2p� 2, p� 1, 0q.

Compte tenu de la formule (5.2) et de la proposition 5.5, on trouve les formules annoncées.
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5.3. L’algèbre de Hecke H1. — D’après [8, 4], la Fp-algèbre H1 est engendrée par S1 � τ s1ε1

et S2 � τ s2ε1 avec les relations :

S1S2S1 � S2S1S2, S2
1 � S1 � S2

2 � S2 � 0.

Remarquons que S1 et S2 sont les fonctions caractéristiques respectives de Bs1B et Bs2B. Dans la
suite, on pose S�1 � S1 � ε1 et S�2 � S2 � ε1. On pose :

X � �S1S2S1, Y � �S1S�2S1, Z � �S�1S2S�1 , Ω � S�1S�2S�1 .

On vérifie que ce sont des idempotents deux à deux orthogonaux de H1 qui décomposent l’unité.
Notons que X et Ω sont centraux et qu’on a les relations :

YS2 � S�2Z, S2Y � ZS�2 ,

qui permettent en particulier de s’assurer que la somme Y�Z est un idempotent central. Ainsi, les
idéaux à droite XH1,YH1,ZH1 et ΩH1 sont des H1-modules projectifs indécomposables.

On sait (voir [6, Theorem 1.25]) que l’application m ÞÑ socpmq qui à un H1-module à droite
associe son socle induit une bijection entre les classes d’isomorphisme de H1-modules projectifs in-
décomposables et les classes d’isomorphisme de H1-modules simples. On va expliciter cette bijection.

Définition 5.9. — Pour α1, α2 P t0,�1u � Fp, on désigne par χα1,α2 le caractère de H1 défini
par χα1,α2pS1q � α1 et χα1,α2pS2q � α2.

L’application pα1, α2q ÞÑ χα1,α2 définit une bijection de t0,�1u � t0,�1u sur l’ensemble des
classes d’isomorphisme de H1-modules simples.

Proposition 5.10. — On a :

socpXH1q � χ�1,�1, socpYH1q � χ0,�1, socpZH1q � χ�1,0, socpΩH1q � χ0,0.

Démonstration. — On vérifie d’abord que les idéaux bilatères XH1 et ΩH1 sont de dimension 1
et correspondent respectivement aux caractères χ�1,�1 et χ0,0. Ensuite, en utilisant la relation

S1S�2 � �YS�2 , on vérifie que YH1 � S1S�2H1 est un Fp-espace vectoriel de dimension 2 de base
tYS2,S1S�2u. On a la suite exacte non scindée de H1-modules :

(5.15) 0 Ñ YS2H1 � S�2ZH1 Ñ YH1
S2ÝÑ S2YH1 Ñ 0,

c’est-à-dire que le H1-module à droite YH1 est l’enveloppe projective de χ0,�1, et c’est une extension
non scindée de χ�1,0 par χ0,�1. Le H1-module à droite YH1 est l’enveloppe projective de χ0,�1. De
même, on a la suite exacte de H1-modules :

(5.16) 0 Ñ ZS�2H1 � S2YH1 Ñ ZH1
S�2ÝÑ S�2ZH1 Ñ 0.

C’est une extension non scindée de χ0,�1 par χ�1,0. Le H1-module ZH1 à droite est l’enveloppe
projective de χ�1,0.

Ainsi les idéaux à droite de H1 sont, à isomorphisme près, les H1-modules projectifs indécom-
posables XH1, YH1, ZH1 et ΩH1, auxquels s’ajoutent les idéaux non projectifs S2YH1 et YS2H1.

Remarque 5.11. — Notons que S2YC1 � S�1S2S1C1 et YS2C1 � S�2S1S2C1. Ainsi la classification
de Carter et Lusztig ([8, Theorem 7.4]) assure que les représentations irréductibles de G possédant
un vecteur B-invariant sont, à isomorphisme près :

XC1,S2YC1,YS2C1,ΩC1
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et leurs espaces U-invariants (donc B-invariants) respectifs portent les caractères χ�1,�1, χ�1,0,
χ0,�1, χ0,0 de H1.

5.4. Platitude de C1. — Rappelons que H1 est une algèbre de Frobenius. On a le résultat
suivant.

Proposition 5.12. — Le H1-module C1 est plat si et seulement si q � p.

Démonstration. — On note q le cardinal de k. Rappelons que C1 est de dimension :

pG : Bq � p1� qqp1� q � q2q.

En tant que H1-module, c’est la somme directe de XC1, pY � ZqC1 et ΩC1. D’après le paragraphe
4.5, XC1 est la représentation de Steinberg. Elle est irréductible et de dimension q3. On déduit du
paragraphe précédent que le H1-module XC1 est isomorphe à une somme directe de q3 copies de
H1X. C’est un H1-module projectif.

L’élément Ω s’identifie dans C1 à la fonction caractéristique de G. On en déduit que ΩC1 est un
espace vectoriel de dimension 1 sur lequel G agit trivialement (voir le paragraphe 4.5). En tant que
H1-module, ΩC1 est isomorphe à H1Ω et c’est un H1-module projectif.

La sous-représentation S�1C1 � C1 est engendrée par la fonction caractéristique du sous-groupe
parabolique P1 � BY Bs1B de G. Elle est donc isomorphe à l’induite IP1p1q qui est de dimension
pG : P1q � 1 � q � q2. Or S�1C1 est la somme directe de ZC1 et ΩC1, donc ZC1 est de dimension
q � q2. Ainsi, la dimension de YC1 est aussi q � q2.

Le noyau de la restriction de S2 à YC1 contient YS2C1 � S�2ZC1, et le noyau de la restriction de
S�2 à ZC1 contient S2YC1 � ZS�2C1. On a les complexes :

(5.17) 0 Ñ YS2C1 Ñ YC1
S2ÝÑ S2YC1 Ñ 0

et :

(5.18) 0 Ñ ZS�2C1 Ñ ZC1
S�2ÝÑ S�2ZC1 Ñ 0

de représentations de G, dont nous discutons l’exactitude. D’après la remarque 5.11, les repré-
sentations YS2C1 et S2YC1 sont irréductibles. Comme elles ne sont isomorphes ni au caractère
trivial, ni à la représentation de Steinberg, elles sont donc (d’après la proposition 5.8) de dimension :

pppp� 1q{2qr,

où l’on a posé q � pr. Par conséquent, chacun des complexes est exact si et seulement si q � p.
Le H1-module à gauche pY � ZqC1 est plat si et seulement si, pour tout idéal à droite A � H1,

l’application :

AbH1 pY � ZqC1 Ñ C1

est injective. Il suffit de tester cette propriété sur les idéaux indécomposables de H1, et, puisque X,
Y, Z et Ω sont des idempotents orthogonaux, seuls les cas des idéaux S2YH1 et S�2ZH1 nécessitent
une vérification. Traitons le cas de S2YH1 en utilisant les complexes (5.15) et (5.17). Le cas de
S�2ZH1 s’obtiendrait de façon analogue en utilisant les complexes (5.16) et (5.18).

D’après [2, I.2.11], un élément S2Ybc P S2YbH1 pY�ZqC1 est nul si et seulement s’il existe une
famille finie phiqi de H1 et une famille finie pciqi de pY � ZqC1 telles que c �

°
i hici et S2Yhi � 0

pour tout i, c’est-à-dire, d’après l’exactitude de (5.15), si et seulement si c P YS2C1�ZC1. Si q � p,
le complexe (5.17) est exact, donc cette condition est équivalente à S2Yc � 0 et l’homomorphisme
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S2YbH1 pY�ZqC1 Ñ C1 est injectif. Si q � p, tensoriser (5.15) par le H1-module pY�ZqC1 donne
le complexe p5.17q qui n’est pas exact. Donc pY � ZqC1 n’est pas plat.

La proposition 5.12 est démontrée.

5.5. Platitude de C. — On a le résultat suivant.

Proposition 5.13. — Le H-module C est plat si et seulement si q � p � 2.

Démonstration. — Le fait que C n’est pas plat sur H lorsque q est différent de p est donné par le
corollaire 4.15. On suppose maintenant que q � p.

Supposons que p � 2. Dans ce cas, le groupe T̂ est réduit au caractère trivial, et C est égal à C1.
D’après la proposition 2.14 et la proposition 5.12, le H-module C est plat.

Supposons que p ¡ 2, et soit χ P T̂ un caractère de T. Le H-module correspondant à Cχ est εχH,

qui est de dimension 6 et de base tεχτw | w P W0u en tant que Fp-espace vectoriel. Puisque tous les
H-modules simples sont de dimension 1 (voir par exemple [6, Theorem 6.10 (iii)]), ce module est de
longueur 6 dans M . Si C était un H-module plat, le foncteur F des U-invariants fournirait, d’après
la proposition 2.13, une équivalence entre E et M . Pour montrer que C n’est pas un module plat, il
suffit donc de trouver un caractère χ tel que la représentation Cχ de G soit de longueur strictement
supérieure à 6 dans E . Remarquons que, puisque toute représentation non nulle de G admet un
vecteur U-invariant non trivial, les éléments irréductibles des catégories E et R cöıncident. Il suffit
donc de trouver χ tel que Cχ est de longueur strictement supérieure à 6 dans R, ce qui a été fait
à la proposition 5.6.

Associé au corollaire 4.14, ce résultat fournit le corollaire suivant.

Corollaire 5.14. — On suppose que q � 2. Alors, pour tout n ¥ 3, le Hpnq-module Cpnq n’est pas
plat.

On peut traiter le cas de C1 de façon analogue. On note C
pnq
1 et H

pnq
1 les quantités C1 et H1

associées à G � GLnpkq pour n ¥ 1. On déduit de la proposition 5.12 le résultat suivant.

Corollaire 5.15. — On suppose que q � p. Alors, pour tout n ¥ 3, le H
pnq
1 -module C

pnq
1 n’est pas

plat.

Concluons en rassemblant les résultats des propositions 2.13, 2.17, 3.1, 3.2, 5.12, 5.13 et des deux
corollaires précédents.

Proposition 5.16. — On a les résultats suivants.

(1) Pour n � 2, le H1-module C1 est plat.

(2) Pour n � 2, le H-module C est plat si et seulement si q � p.

(3) Pour n � 3, le H1-module C1 est plat si et seulement si q � p.

(4) Pour n � 3, le H-module C est plat si et seulement si q � 2.

(5) Pour n ¥ 4 et q � p, le H1-module C1 n’est pas plat.

(6) Pour n ¥ 4 et q � 2, le H-module C n’est pas plat.

On a enfin le théorème suivant.

Theorem 5.17. — Soit n ¥ 2.
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(1) Si n � 2 et q � p, ou si n � 3 et q � 2, le foncteur F des U-invariants est une équivalence
de E dans M .

(2) Si n ¥ 3 et q � 2, ce foncteur n’est pas une équivalence de E dans M .

(3) Si n � 2, ou si n � 3 et q � p, le foncteur F est une équivalence de E1 dans M1.

(4) Si n ¥ 3 et q � p, ce foncteur n’est pas une équivalence de E1 dans M1.
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[5] M. Cabanes – !A criterion of complete reducibility and some applications ", in Représentations linéaires
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