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REPRESENTATIONS LISSES DEL,,(D),
Il : TYPES SIMPLES

PAR VINCENT SECHERRE

RESUME. — Soit F' un corps local non archimédien, sdit une F-algebre a division et soitz le

groupeGL., (D), avecm > 1. Dans cet article, nous poursuivons le travail entrepris dans [V. Sécherre,
Représentations lisses @d.(m, D), | : caractéres simples, Bull. Soc. Math. France 132 (3) (2004) 327—
396] et [V. Sécherre, Représentations lissesGddm, D), 1l : 3-extensions, Compositio Math. (2005),
a paraitre] visant a généraliser les résultats dus a Bushnell et Kutzko [C.J. Bushnell, P.C. Kutzko, The
Admissible Dual ofGL (V) via Compact Open Subgroups, Princeton University Press, Princeton, NJ, 1993]
concernant le groupe déplo¢&.,, (F'). Pour tout entier > 1 divisantm, et pour certaines représentations
lisses irréductibles supercuspidalds de Go = GL,,,(D), nous construisons un type pour la classe
inertielle [GS,H?T]G. Nous déterminons la structure de son algébre de Hecke qui, comme dans le cas
déployé, est une algébre de Hecke affine de type; .
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ABSTRACT. — Let F' be a non Archimedean local field)) a division algebra oveF andG = GL, (D),
with m > 1. This paper is the continuation of [V. Sécherre, Représentations lissed.¢e, D), | :
caractéres simples, Bull. Soc. Math. France 132 (3) (2004) 327-396] and [V. Sécherre, Représentations
lisses deGL(m, D), Il : p-extensions, Compositio Math. (2005), a paraitre], whose purpose is the
generalization toG of Bushnell-Kutzko’s work [C.J. Bushnell, P.C. Kutzko, The Admissible Dual of
GL(N) via Compact Open Subgroups, Princeton University Press, Princeton, NJ, 1993] concerning
the split groupGL, (F). For anyr > 1 dividing m, and for certain smooth irreducible supercuspidal
representationsly of Go = GL,, (D), we construct a type for the inertial clafgs;, 19" . We give
the structure of its Hecke algebra which, as in the split case, is an affine Hecke algebra4f type
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Introduction

Soit F' un corps local commutatif non archimédien, et géitne forme intérieure d&L,, (F),
n > 1, c'est-a-dire un groupe de la formeL,, (D), ou D est uneF-algébre a division, de
dimensiond? sur son centrd”, et olin = md. Des résultats de nature trés généralevalables
pour le groupe deg’-points de n'importe quel groupe réductif connexe défini Byrnous
renseignent sur la structure de la catégofig(G) des représentations lisses complexegide
A ce groupe correspond une variété algébrique complexe dont les points sont les classes de
conjugaison de paires cuspidales@eet la catégorieZ:(G) se décompose en un produit de
blocs indécomposables correspondant bijectivement aux composantes connexes de cette variété,
c'est-a-dire aux classes inertielles @e La question se pose de déterminer la structure précise
de ces blocs.
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2 V. SECHERRE

La théorie des types, élaborée dam$ par Bushnell et Kutzko, a pour but de décrire
explicitement chaque bloc indécomposableZfig G) comme une catégorie de modules sur une
C-algébre. Techniquement, il s’agit de construire, pour un Bodonné, un sous-groupe ouvert
compact deG et une représentation irréductiblele K, de facon telle que les représentations
irréductibles de& appartenant & soient exactement celles dont la restrictioA &ontientp.

Une fois un tel couple construit, que I'on dit étre typepour le bloc4, il apparait queZ est
équivalent a la catégorie des modules sur I'algébre de Hecke du ddupte.

Dans B8], Bushnell et Kutzko obtiennent une classification compléte, en termes de types, des
représentations lisses complexestle, (F'), tout en posant les jalons d’'une méthode générale
de construction de types, que I'on espére assez générale pour permettre de traiter le cas de tous
les groupes classiques. Cette méthode a été éprouvée avec succes dans certains cas : a propos
de GL,,(D), mentionnons les travaux de Broussous et de Grabitz, qui ont déja été discutés
dans l'introduction del3], et I'article [10] de Grabitz, Silberger et Zink sur les blocs de niveau
zéro deGL,,, (D). Nous renvoyons le lecteur aux travaux de Blasco, Blondel, Goldberg—Roche,
Stevens ... pour d'autres groupes classiques. C'est sur cette méme méthode que nous nous
fondons dansi[3,14, ainsi que dans le présent article, pour étended 3, (D) la classification
obtenue par Bushnell et Kutzko pour le groupe dépl@ys, (F).

L'objet de cet article est le suivant : nous construisons des types pour certaines classes
inertielles simplesde G, c’est-a-dire de la forméGy, 115", ol r est un entier divisantn
et [Ty une représentation irréductible supercuspidale du graipe= GL,,/.(D), et nous
déterminons la structure de leurs algébres de Hecke. Les classes inertielles simples coacernées
posteriorisont celles pour lesquelles la représentation supercusfiadst « typique », c’'est-
a-dire contient un type simple maximal (voir les théorémes 1 et 2 ci-dessous). Cette condition
ne devrait pas étre une restriction puisque, conjecturalement, toute représentation irréductible
supercuspidale déL,, (D) contient un type simple maximal (cf4]). De fait, la construction
proposée dans cet article devrait étre exhaustive, c’est-a-dire fournir un typehamureclasse
inertielle simple de>.

Cette construction s’effectue en trois étapes que nous allons décrire brievement. On fixe une
fois pour toutes une strate simg@, », 0, 3] deM,,, (D) (cf. définition 2.1). Contentons-nous de
rappeler ici ques est un élément d&l,, (D) tel que laF-algébreE = F[] soit un corps, que
2 est uno g-ordre héréditaire ddl,, (D) normalisé paz* et quen est un entier dépendant de
0 et de2l. La premiére étape, effectuée dahs][ développe le processus de construction d’'un
ensemble finig’(5,21) decaracteres simpleattachés a cette strate simple. Il s’agit de caractéres
définis sur un certain sous-groupe ouvert compacf det jouissant de remarquables propriétés
de fonctorialité connues sous le nom de propriétésatesfert Plus précisément, §(',n’, 0, 5]
est n'importe quelle strate simple d’'uiealgebre centrale simple dans laquelle se plofgé
existe une bijection canonique @& 5,2) sur%(3,2’). Dans la seconde étape, effectuée dans
[14], on produit, pour chaque caractére simgle ¢ (3,2), une famille finie de3-extensions
représentations irréductibles d’'un sous-groupe ouvert compact/(3,2) de G contenan®
et, surtout, de méme entrelacement qué.a troisieme étape est celle qui occupe le présent
article. Six désigne unej-extension d’'un caractere simpec €(5,21), le groupeJ admet
naturellement pour quotient un groupe réductif fini de la forme :

(1) GLg, (k) x -+ x GLg,.(k),
ou less; sont des entiers 1 et ouk est une extension finie du corps résiduelideAinsi, toute
représentation du groupe réductif fini (1) peut étre vue, par inflation, comme une représentation

du groupeJ, auquel cas on posk= k ® o. Lorsque tous les; sont égaux a un méme entier
s > 1etlorsquer estde laforme ", olio, est une représentation irréductible supercuspidale de
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GL;(k), un couple(J, \) obtenu par le procédé qui vient d’étre décrit est appelé, par anticipation
sur sa nature de type (cf. théoréme 5.6),tyme simple(cf. paragraphe 4.1). Les principaux
résultats obtenus dans cet article sont les suivants.

THEOREME 1. —Lorsquer = 1, le type simple étant qualifi¢ dans ce cas de maximal, le
couple(J, A) est un type pour un bloc supercuspidal#e (G). Plus précisément, il existe une
représentation irréductible supercuspiddlede G telle que les représentations irréductibles
de G dont la restriction aJ contient A soient exactement ld ® x, ou xy décrit le groupe
des caracteres non ramifiés dé En outre, une telle représentatidh s’obtient par induction
compacte modulo le centre d’'un certain prolongemenkde

THEOREME 2. —On notet, le transfert def a GL,,,/,.(D) = Gy relativement a une strate
simple [, no,0, 3] de M,,/,.(D), on fixe unes-extensions, de 0y, définie sur le groupe
Jo=J(5,%p), et on pose\g = kg ® og. On suppose que I'ordrd, est choisi de facon telle que
le couple(Jy, Ag) soit un type simple maximal pod¥,. Alors le couplg J, \) est un type pour la
classe inertielldGp, 115", ou Tl est n'importe quelle représentation irréductible super-cus-
pidale deG, dont la restriction aJ; contient)g.

THEOREME 3. —L’algébre de Hecke d€.J,)\) est une algébre de Hecke affine de type
H(r,q3), ol g désigne le cardinal du corpls. En outre, tout élément de cette algébre supporté
par une double classe moduloest inversible.

Nous donnons maintenant une description du point de vue sur lequel repose I'ensemble de
ce travail. En niveau zéro, c’est-a-dire lorsqdie- 0 (cf. remarque 4.1), les types simples ont
été étudiés en détail par Grabitz, Silberger et Zink ddrih [Le point de vue adopté ici est
que, siB désigne le centralisateur de dansM,,, (D), un type simple doit &tre vu comme la
conjonction d’'une part d'un facter, o) dont la restriction &> est un type simpléxe (U, o)
de niveau zéro danB*, d’autre part d’un facteutJ, ) variable dépendant de fagcarohérente
de la strate simpl¢, n,0, 3]. Plus précisément, un type simple donné de niveau non nul doit
étre étudié non pas isolément, mais en l'inscrivant dans une famille cohérente de types simples
ayant tous le méme facteur de niveau zéro.

La notion de cohérence entfeextensions dé& est déja présente dar [cf. (5.1.12) sd.et
dans [L4, cf. §2.4.2 On fixe une strate simplE,n,0, 5] et un caractére simplee ¢ (3,2),
tandis que le quadrupl&’, »’, 0, 3] décrit une famille de strates simples que nous allons préciser
au fur et a mesure. Lorsqu@¥ ou bien contien®l ou bien est contenu da®§, on se trouve
dans la méme situation que dansl] 82.4.2, et il existe une correspondance bijective naturelle
(cf. paragraphe 2.4.4), définie en termes de représentations induites, ertrextensions de
0 et les3-extensions du transfert dea €' (3,2!'). Lorsque cette condition entf¢ et 2’ n'est
pas vérifiée, nous étendons la relation de cohérence comme suit. Le segment de I'immeuble
affine deG dont les extrémités sont les centres des facettes correspon@aet@d’ peut étre
découpé en segment¥;, 2, ] de facon telle que I'ordré@;,, ou bien contienn&l; ou bien
soit contenu dar¥;. Chaque stratf;, n;,0, 5] est simple et, en composant les correspondances
bijectives ainsi obtenues, on obtient une correspondance bijective entreeldsnsions dé et
les 5-extensions du transfert dea €' (5, 2).

La cohérence entre types simples de niveau non nul, a cause de la présence du facteur de niveau
zéro, nécessite de restreindre le chamfRden’, 0, 5] aux strates simples vérifiant la condition :

2 J(B,MNB* = JB,A)NB*.

On fixe un type simple de niveau non nul, \), composé d’un facteur de niveau z4f0, o)
et d’'une(-extensions d’'un caractere simplé € % (5,2). La condition (2) permet de votr,
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par inflation, comme une représentation¢, 2l") aussi bien que dé(3,2), et ainsi d’associer

a n'importe quelle strate simp[él’,n’,0, 8] vérifiant (2) d’abord lg3-extensions’ du transfert

de 6 & ¥ (3,2') correspondant & par cohérence, ensuite le type simplg, \') défini par

J' = J(B,A") et par\N = k' ® 0. Ce faisant, nous inscrivons le type simglé \) dans une
famille # de types simples dé&' ayant tous le méme facteur de niveau zéro et qui, grace a
la propriété de cohérence, partagent deux propriétés importantes. D’'une part, deux éléments
guelconques de# ont des algébres de Hecke canoniquement isomorphes. D’autre part, deux
éléments de# sélectionnent les mémes représentations irréductiblés @n d’autres termes,
si(J,\) et(J’,\) sont deux types simples appartenant a la fanifllealors les représentations
irréductibles de~ dont la restriction & contient\ sont exactement celles dont la restrictiof’ a
contient)’.

Ainsi, la validité des théorémes 2 et 3 pour un type simple donné entraine leur validité pour
chaque type simple de la famille cohérente a laquelle il appartient. Les preuves que nous donnons
de ces deux résultats (cf. paragraphes 4.3 et 5.3) sont toutes deux fondées sur I'existence, dans
une famille cohérente#, de types simples, qualifiés geopres dont les ordres héréditaires
sous-jacents possedent de bonnes propriétés de décomposition. Cette formulation nécessite une
généralisation de la notion d@V, E)-décomposition (cf.§, 81.3) qui est effectuée dans la
section 1. Nous allons brievement préciser les choses.

Dans le cas du théoréme 3, la simplification apportée par la réduction au cas propre est
essentiellement de nature calculatoire.($i)\) est un type simple de niveau non nul de
et si (U,o) est son facteur de niveau zéro, Grabitz, Silberger et Zink ont montré dahs [
que le support de I'algébre de Hecke @&,0) est de la formeUWU, ou W est un sous-
groupe discret dé3* muni d'une structure de groupe de Coxeter étendu. En niveau non nul,
le support de 'algébre de Hecke (€ \) est égal &JWJ et, pour déterminer la structure de
cette algébre, la difficulté technique majeure réside dans le calcul de certains produits de doubles
classes/wJw'J, avecw,w’ € W. Remplacer le couplé/, \) par un type simple propre de la
méme famille cohérente permet d’adapter (cf. section 3) I'approche employéel@aBg,[pour
calculer les produit§wUw'U, avecw,w’ € W.

Dans le cas du théoréme 2, les types simples propres apparaissent de maniére plus naturelle.
Pour prouver que tout type simple de niveau non nul est un type pour une certaine classe
inertielle deG, nous faisons appel a la théorie des paires couvrante§ (&g), suivant en cela
I'approche préconisée daris . Les types simples eux-mémes ne sont pas des paires couvrantes
en général, et ce sont les types simples propres qui, compte tenu des propriétés de décomposition
qui les caractérisent, apparaissent naturellement comme des induites de paires couvrantes, et
donc comme des types.

Notations

1. Soit F' un corps local commutatif non archimédien. Paalgébreon entendra’-algébre
unitaire de dimension finie, et pdr-algebre a divisionon entendraF'-algébre centrale dont
'anneau sous-jacent est un corps.

2. Si K estune extension finie d€, ou bien une-algébre a division, on notex son anneau
d’entiers,p son idéal maximalkx = ok /px son corps résiduel ety = (ox : px ) le cardinal
dekg.

3. Si X estun groupe topologique, on appelactérede X un homomorphisme continu de
groupes deX dansC*. Si X est commutatif, on appelidual de X le groupe de ses caractéres,
gue I'on noteX”.
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4. SoitG un groupe topologique localement profini, siitun sous-groupe fermé de et soit
p une représentation lisse @é sur unC-espace vectoriél’. Pourg € GG, on note :

I4(p) = Homgnks (p, p?)

I'espace d’entrelacement gepar g, et on notel (p) I'entrelacement de dansG, c'est-a-dire
I'ensemble deg € G pour lesquels I'espack; (p) n’est pas nul.

5. Si K est ouvert compact (mod. le centre), on ncitaiﬁ(p) l'induite compacte (mod. le
centre) dep a G, c’est-a-dire I'espace des fonctio6s— W a support compact (mod. le centre)
vérifiant :

flkg)=p(k)f(9), k€K, geq,

gue I'on munit de I'action a gauche dé par translation.

6. Etant donnée une mesure de Haasur G, on notes# (G, p) I'algébre de Hecke dé
relativement & (et i), c’est-a-dire I'algébre de convolution des fonctighsG — Endc (W)
a support compact vérifiant :

f(kighka) = p(k1) o f(g) o p(k2), ki, k2 €K, g€G.

1. Décompositions
1.1. Préliminaires

1.1.1. Soit A uneF'-algebre centrale simple. 8i est unA-module & gauche simple, I'algébre
End4 (V) est uneF-algebre & division, de degré réduit natéet dont I'algébre opposée est
notéeD. AussiV est-il unD-espace vectoriel a droite, de dimension notéele sorte qu’'on a
un isomorphisme dé&-algébres entrel et Endp (V).

1.1.2. Soit E une extension finie dé telle qu'il existe un homomorphisme dé-algébres
t: E — A. Le commutant d&& dansA, que I'on noteB, est uneE-algébre centrale simple. Si
V' est unB-module & gauche simple, on désigne pén’algebre opposée Bndg (V') pard’
le degré réduit d&’ sur E et parm’ la dimension dé/’ sur D’.

1.2. EquivalencedeMorita

Soit A une F-algebre centrale simple, soif un A-module a gauche simple, soieft
une extension finie dé" et .: £ — A un homomorphisme dé'-algébres. LeA-module V/
est naturellement muni d’une structure Heespace vectoriel compatible avec sa structure de
D-espace vectoriel a droite, ce qui en fait en d’autres termes un module a droitésaldabre
E ®p D. Celle-ci est centrale simple et de méme classe de BraueB ok par exemple6]).
On choisit unFE ® r D-module a droite simpléV, de sorte que le foncteur :

3) W — Hompgg . p(N,W)

définit une équivalence de Morita entre la catégorie Besy D-modules a droite et celle des
D’-espaces vectoriels a droite. En outre, une fois fixésfaoduleV et le F @  D-moduleN,

on poseV’ = Homgg,p(N,V), qui est unB-module a gauche simple, et I'équivalence (3)
induit une correspondance bijective entre séusyr D-modules del’ et sousP’-espaces
vectoriels d&/’.
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1.3. Décompositions vectorielles

Dans tout ce qui suit, on se place dans le contexte du paragraphe 1.2, et on fixe une base
& =(V’',D’) deV’ surD’. Il lui correspond naturellement un isomorphisme :

’
bii) :D/WL N V/

de D’-espaces vectoriels, lui-méme définissant, par le biais de I'équivalence (3), un isomor-
phismebs : N™ — V de E @ D-modules. Désignant paf? I'image parbe de lai-€me copie

de N, pour chaque entier < ¢ < m’/, on obtient une décomposition dieen une somme directe

de sousE ® r D-modules simples :

(4) V=Vig---@oV™,

1.3.1. On désigne pad(E) la F-algebre centrale simplEndp(N). Lisomorphisme de
D’-espaces vectorielg, induit un isomorphisme d&-algébres :

(5) My (D') = B,

ce qui munitB, via le plongement diagonal d&’ dansM,,,, (D), d’'une structure dé’-espace
vectoriel & gauche. Parallélement & cela, I'isomorphismg dg- D-modulesbs, déduit deb,
par équivalence de Morita, induit un isomorphismefdalgébres :

6) M,/ (A(E)) = A,

et le composé de cet isomorphisme avec le plongement diagoaH|FKledansM,,, (A(E)) est
un plongement dé'-algébres qu’on désigne par :

) Lo A(E) — A.

Par le biais de ce plongement, laalgebresA(E) stabilise chacun des facteurs simplés

1 <i<m/, qui composenV dans (4). En d’autres termes, étant dorn@ A(E), et désignant
parv’ la composante darig? d’un vecteur € V relativement a la décomposition (4), on a pour
chaque entiet <17 < m’ I'identité :

Lo (2)(v)" = Lo (2)(v").

Ceci étant dit, observons que, par définitionAlg”), le commutant déZ dansA(FE) se réduit
a D', de sorte quel(E) est naturellement muni d'une structure Bl&espace vectoriel a droite.
Réunissant (5) et (6), le morphismg de F-algébres induit un isomorphisme dd(E), B)-
bimodules :

(8) A(E)®p B — A.

Exemplel.1. — On suppose quB = F. Alors A(E) = D, le plongement (7) est induit par
le choix deV/, et tout choix d’'une bas® de V sur D induit le méme isomorphisme canonique
D®p A— Ade(D,A)-bimodules.

Exemplel.2. — On suppose qu® = F. Si I'on choisit N = E, de sorte queA(FE) =
Endp(FE), et si I'on choisit une bas® de V =V’ sur E, alors la donnée du sous-espace
vectoriellW = Vect (P) constitue ungW, E)-décomposition au sens d& §1.9.
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1.4. Suitesderéseaux
Si I'on souhaite des précisions concernant ce qui suit, on pourra con&,evy [12].

1.4.1. Conformément a 13, déf. 1.], on appelleop-suite de réseauxie V' une suite
décroissante\ = (A, | k € Z) de op-réseaux dé/ pour laquelle il existe un entier> 1 tel
que, pour touk € Z, on aitAx.. = Axpp. Cet entiere, unique, est appelé lagériodede A sur
D etnotée(Alop).

1.4.2. A toute op-suite de réseauX on associe une filtration de, définie pour tout entier
1€ Zpar:

9) Pi(A) ={a€Alaly C Ay, Yk €LY

La suitei — P;(A) est elle-méme uner-suite de réseaux dd et, pour tousi,j € Z, le
produit 3, (A)P, (A) est inclus dan§B; 1 ;(A). Mentionnons que cette filtration caractérise
a translation preés, c'est-a-dire que dew¢suites dé/ induisent surd la méme filtration (9) si,
et seulement si, elles sont translatées I'une de l'autre.

14.3. Si A est uneop-suite de réseaux d¥, le op-réseau((A) = PBo(A) est un ordre
héréditaire deA, dont le radical esf3(A) = P1(A). Une op-suite strictement décroissante
est appelée unep-chaine et I'applicationA — 2A(A) constitue une bijection entre classes de
translation de p-chaines dé” et ordres héréditaires dé.

1.4.4. Si A est uneop-suite de réseaux dg, on désigne paRk(A) le normalisateurde A
dansA*, c’est-a-dire 'ensemble desc A* pour lesquels il existe un entiarc Z tel que, pour
toutk € Z, on aitg(Ax) = Ai+r. Cet entiem, unique, est appelé kaluationde g relativement
a A et notéu, (g). L'applicationv, : R(A) — Z est un morphisme de groupes, dont le noyau,
noté U(A), est le groupe multiplicatif de I'ordre héréditai®A). Pour touti > 1, on pose
Ui (A) =1+ PBi(A).

1.45. (Cf. [2, part |, 8].) Si A est uneop-suite de réseaux d&, on définit une fonction
multiplicité m, deZ dansN par :

ma (i) =card{k € Z | A, = A;},

et on appelleonducteurde A, que I'on notec(A), le plus grand diviseur commun aux, (),
i € Z. Sia est un entiegz 1, on pose :

aA:kHA[k/a],

ou [u] désigne le plus petit entier u. C’est unen p-suite de réseaux dé, de périodere(Alop),
de multiplicitéam et de conducteutc(A). On a une application surjective, notée— A, entre
op-suites de réseaux dé et 'ensemble#4(Q) des points rationnels de 'immeuble affine de
A% et la fibre en\ de cette application est la réunion des classes de translatian\des> 1.

En d’autres termes, I'application :
(20) A (c(A), ]X)

est une bijection entre les,-suites de réseaux dé etN* x .74 (Q).
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1.4.6. Soit un homomorphisme dE-algébres : £ — A comme au paragraphe 1.2, et sbit
uneop-suite de réseaux dé. On dit que la suite\ est E-puresi le groupe multiplicatif de&
normaliseA, c'est-a-dire si chaquéy, k € Z, est unog-réseau et si, désignant pae eg,
I'indice de ramification de& sur F, la suiteA est unen g-suite de réseaux dé dont la période
vérifie la relation :

e(Alog)e =e(Alop)d.

14.7. (Cf. [2, Cor. 4.1.) Il existe une unique correspondance bijective affine et
B*-équivariantej = j i/ entre les pointdz* -invariants de4(Q) et les points de/5(Q).
Compte tenu de (10), elle se prolonge en une correspondance bijective conservant le conducteur,
encore notég, entreo p-suitesE-pures de réseaux dé etop. -suites de réseaux d€'.

Remarquel.l. — Cette correspondance s'interpréte comme une équivadaddorita (cf.
paragraphe 1.2) entre la catégorie dgssuitesFE-pures de réseaux et celle des -suites de
réseaux (catégories qui, toutefois, ne sont pas abéliennes).

1.4.8. Puisque le commutant dé dans laF-algébreA(F) se réduit & la£-algébre a division
D’, qui posséde un unique ordre maximal, I'immeuble deD’ est réduit & un point. Il n’existe
donc, a translation prés, qu’une seule suite de résgapure deN de conducteur égal a 1 et, si
I'on fixe une telle suite#” et si I'on applique 1.4.7, on voit que toute sulfepure de réseaux de
N estde laforme:

aN +b:k = Ag—b)/al>
oua est un entiee= 1 et oub € Z.

1.5. Décompositions entieres

Rappelons 4, part |, déf. 2.p qu'une décompositio” = §;_, V* de V en une somme
directe des > 1 sousD-espaces vectoriet®ecomposéa o p-suite A si on a I'égalité :

A=AV @@ (AnV™), ke

1.5.1. On fixe uneop-suite E-pure A de réseaux et une bagede V'’ sur D’ décomposant
la op-suitej(A). Alors [2, part II, lem. 5.2la décomposition (4) définie par décompose\.
Ainsi, si on désigne, pour tout entier< i < m’, parA’ la o p-suite de réseaux dé’ définie par
k— A, NV? onaladécomposition :

(11) Ap=AL®--0AY, kel

1.5.2. Compte tenu de 1.4.8, il n’existe dadg ) qu’'un seul ordre héréditaire normalisé
par E*. On le note(E), et son radical est not(F). Par conséquent, pour chaque entier
1<i<m/,le E®r D-module simpld/’? s'identifiant &V, on a un isomorphisme dé-algébres
entreEndp (V%) et A(E), induisant par restriction un isomorphisme ae-algébres entre les
ordres héréditaired (A?) etA(E).

1.5.3. On désigne maintenant p@rl'ordre héréditaired(A) de A défini parA et parB la
trace de2l sur B, qui est un ordre héréditaire d@ (cf. [3]). Ainsi, si z € A(F), il agit sur le
facteurV* comme un élément d#(A*), de sorte que le plongement dealgébres s induit par
restriction un plongement de--algébres :

(12) Lo A(E) — A
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Ceci étant dit, compte tenu de (12) et de l'inclusion naturell@déans2l, 'isomorphisme de
(A(E), B)-bimodules (8) induit par restriction un morphisme injectif(@€ £'), 8)-bimodules :

(13) A(E) @0, B —A.
Mentionnons que, contrairement a ce qui se produit dans le cas déployé, (¢f.4.8)), et

comme le montre I'exemple suivant, ce morphisme n’est pas toujours surjectif.

Exemplel.3. — Supposons qué = My (D) et que D est une algébre de quaternions sur
F dans laquelle nous plongeons une extension quadratique non ramifiéd”, de sorte que
B =M,(E). Il existe dansA exactement trois ordreB-purs dont la trace suB est égale a
I'ordre minimal standaréB,,, de B, et il s'agit de :

—1 —1
ao= (2290) e m- (220} e (3 ),
Pp oD Pp 0p Pp oD
Si I'on choisit N = D, de sorte queA(E) = D et 2A(E) = op, le plongement (7) est le

plongement diagonal et, compte tenu du fait que z = p%, 'image par (13) d&p ®,,, Bm
est égale a:

A NA,NA = (D P,
Pp oD

1.5.4. Pour prouver le théoréme d’approximation 2.2, nous avons besoin d’'un résultat plus
précis que le plongement (12). Les hypotheses en vigueur sont celles des paragraphes précédents.
On notep = p(A, /) le rapport de la période de sur celle de /.

PROPOSITION 1.5. — Pour toutj € Z, le plongement dé’-algébres.q induit par restriction
un plongement der-modules

(24) o SP(EY — B, (A).

Démonstration. Pour chaque entiet < i < m/, la suite A’ est uneop-suite E-pure de
réseaux dé/?, de sorte que, compte tenu de 1.4.8, il existe deux entigjs> 1 et b(i) € Z
tels que I'isomorphisme d& @ D-modules entré’* et N induit par la donnée dé identifie
la op-suite A’ & laop-suite :

Puisque les p-suitesA?, 1 < i < m/, ont toutes la méme période, en I'occurrence celle\de

les entiersa(i), 1 < i < m/, sont tous égaux & un méme entie= p(A, . 4") > 1. Ainsi, si
x € P(F)’ pour unj € Z, on obtient :

(@) A= B te(@) (pM+b(0) S D (pMisps + b))

1<i<m/ 1<i<m/

qui vautAy4 ,;, ce qui termine la démonstrationo

2. Strates, €tc.

Dans cette section, on reformule les principaux résultaté8lé 4], et on rappelle les résultats
de [LO] concernant les types simples de niveau zéro. Incidemment, on prouve le théoréme
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d’approximation 2.2, qui n’est pas utilisé dans la suite de I'article, mais qui se déduit facilement
du travail déja effectué et sera utile dans un article ultérieur.

On fixe uneF'-algébre centrale simplé et unA-module a gauche simplé. Les notations de
la section 1 sont en vigueur.

2.1. Stratessimples

Rappelons]3, §2.] qu’unestratede A est un quadrupldt\, n, r, 5] constitué d’une p-suite
A deV, de deux entiers < n etd’un élémenp € P_,,(A). Deux strategA, n,r, 3], i € {1, 2},
sont ditestquivalentesi 82 — 51 € P_-(A).

2.1.1. Etantdonnée une strat&, n, r, 5], on noteF la F-algébre engendrée par On dit que
cette strate egiure (ibid.) si E est un corps, si la suitké estE-pure, et sivy (8) = —n.

2.1.2. Si[A,n,r, 0] est une strate pure, l@-algébreE est une extension dE incluse dans
A, dont le commutant est ung-algebre centrale simple notée. On désigne pafl I'ordre
héréditaire2((A), par3 son radical et paf8 la trace dell sur B. Pour tout entiek € Z, on
pose :

(15) Ny (8, A) = {z e | Bz — x5 € Pr(A)}.

Le plus petit élément € Z U {—oo} pour lequel on aift; 1 (56, A) C B + P est notéy (3, A)
et porte le nom dxposant critiquale la stratdA, n,r, 8]. Si 3 n'appartient pas &', c’est un
entier> va(0).

DEFINITION 2.1.— Une strat@\, n,r, 5] est ditesimplesi elle est pure et 8i < —ky (3, A).
2.2. Lethéorémed’ approximation

Le théoréme suivant constitue une généralisation commubeta.[5.], qui ne s’applique
gu’aux chaines de réseaux, eBagor. 5.3, qui n’est valable que dans le cas déployé.

THEOREME 2.2. — Soit[A, n,r, 3] une strate pure del. Il existe une strate simple, n,r,~]
de A, équivalente gA,n,r, 5], telle que la sous-extension non ramifiée maximalé'fid/F
soit incluse dang.

Démonstration. -Dans le cas ou la strate\,n,r, 3] est elle-méme simple, il suffit bien
entendu de choisit = 3. Nous pouvons donc nous contenter de traiter le cas ou I'entst
égal a—kq (08, A). Rappelons (cf. paragraphe 1.5.4), que p(A,.#4") désigne le rapport de la
période deA sur celle de4". Compte tenu delf3, prop. 2.2f I'entier  est un multiple de
e(Alog), de sorte que la quantité :

To = T/Py
est un entier. Soit-n, la valuation deg relativement &I(E), de fagon que, conformément
a[13, §2.3.3 la strate[(F), ng, ro, 3] est une strate pure de FalgébreA(FE), a laquelle le
théoreme}, (5.1] peut étre appliqué. De fait, on peut choisir une strate sif®&), no, 70, 0]
de A(F) équivalente 82(FE), ng, 79, ], de telle fagon que la partie non ramifiée maximale de
I'extensionF[vyy]/F soitincluse dan&.

Fixons maintenant une bagede V' sur D’ qui décompose lap/-suitej(A), désignons par
L le plongement dé"-algeébres (7) qui s'en déduit, et posens- ts (o). Désignant pai, le
corpsF'[vo] et parK son image parg, On a pour toutr € K de valuationj € Z relativement
aA(FE) ettoutk € Z I'égalité :

Lp ({E)Ak = Ak+pj,
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ce qui prouve que la straté\,n,r,~] est une strate pure dd. Appliquant derechef1[3,
prop. 2.2%, on obtient I'égalité :

ko (v, A) = pko (7, 2A(E)).

Le fait que la stratd2((E), no,r0,70] est simple implique alors automatiquement que la strate
[A,n,r,~] I'est également. En outre, le fait que la partie non ramifiée maximal& g€ est
incluse dand? ne fait aucun doute. Il reste donc a vérifier que cette strate simple est équivalente
a [A,n,r, (). Partant de la relatio — v, € B(E)~ ", on obtient grace a la proposition 1.5
I'inclusion :

B—7€ELe (‘B(E)_TO) CP-r(A),

ce qui termine la démonstration du théoréme 2.2.

2.3. Caracteressimples

Dans tout ce qui suit, on fixe un caractére addjtif : F — C* trivial sur pr mais pas
surog, et une uniformisantesr de o, choix dont dépend implicitement la construction des
caractéres simples. On fixe ud&algebre centrale simpld et une strate simpl€, n,0, 5]
de A. Rappelons3, §3.3, qu'a cette strate simple correspondent d’une part deux sous-groupes
ouverts compacts dé(2(), notésH = H(3,2) etJ = J(5,2) et filtrés respectivement par :

H*(3,2) = H(B,2) N U (),
JHB,A) =J(B,A)NUF), k>1,

d’autre part un ensemble’(3,21) de caractéres du groupé!(3,2), que I'on appelle les
caractéres simpleassociés a la strate simg#, n, 0, 5], jouissant des propriétés suivantes.

2.3.1. (Cf. [13, 83.3.] et [14, §2.1.].) Pour toutk > 1, les sous-groupe&/* et J* sont
normalisés paf&(21)NB*)J,etonal = U(B)J! etH = U(B)H'. En outre, le quotienf/J*
s'identifie au groupe réductif fili/(%B) /U (B), et I'application®’ — U(B’).J!/J* constitue
une bijection entre les ordres héréditaiggsinclus dans®B et les sous-groupes paraboliques de
J/J*, et le radical unipotent d&(8).J*/J! estU!(B")J!/J!.

2.3.2. (Cf.[13, prop. 3.46 et th. 3.39 Tout caractére simple associé a la stfaten, 0, 3] est
normalisé paf&() N B*)J, et a un entrelacement dads égal /B> J.

2.3.3. (Cf.[14, §2.3.) Etant donné un caractére simgle ¢(3,21), il existe une représenta-
tion irréductible de/*(3,2) dont la restriction &' (3,2l) contient le caractér Il n’en existe,
a équivalence pres, qu'une seule, et on la moten(f). Son entrelacement dads* est égal a
JB*J et, pour touty € B>, I'espaceHom ;i1 j1v (1,7¥) est de dimension 1.

2.3.4. (Cf. [13, th. 3.53) Soit A’ une F-algebre centrale simple telle gu’il existe un
homomorphisme dé-algebres.: E — A’, soit 21’ un ordre héréditaire del’ normalisé par
LE* et soit—n’ la 2’-valuation deg. Alors la strate[2(', n’,0,:5] est simple, et il existe une
bijection canonique, appelé@nsfert de@'(5,2) versé (.8, ).

2.4. B-extensions

Dans toute la suite, on fixe un caractere simple ¢(5,2) attaché a la strate simple
[2(,7,0, 3], et on notey la représentation irréductible d& (3,2l) définie au paragraphe 2.3.3.
Rappelons 14] que par3-extensiorde n on entend une représentation £g3,2() prolongeant
7, et dont I'entrelacement dank* est égal &/ B* J.
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24.1. Onnoted = 0 (A) 'ensemble des ordres héréditaifespurs deA. Pour toutl’ € &,
on noted(2') le transfert de? a¢'(3,2) etn(A’) la représentation irréductible d&'(3,21)
lui correspondant. On note égalem&at I'ensemble deg-extensions dg(2’) etB la réunion
disjointe desBy/, 2 € &. LensembleB jouit des propriétés suivantes.

2.4.2. (Cf.[14, §2.4.2) La définition que nous donnons ici de la relation de cohérence est un
peu plus générale que celle donnée déHs §2.4.2, de facon a en faire une relation symétrique.
Cette modification n’altére pas la validité des résultats que nous rappelons aux paragraphes 2.4.3
et 2.4.4 suivants.

Soient® et 2’ deux ordres héréditaireB-purs dont I'intersection est un ordre héréditaire.
Cette intersection edf-pure, et on note :

URLA)=TU(BNB U RANA) =T, 2A)

et:

JEU,2) =U(BNB)J (3,2,
qui est un sous-groupe d&2L,2l"). Un couple(k, k") € By x By est ditcohérentorsque les
deux représentations induites :

U
Q{/

(21,2
IndJ(

A U,
,Q[))(H\J(m/,m)) et IndJ(g{,g{/))('f/|J(m,m'))

sontirréductibles et équivalentes, ce qu’on note x’. La relation= est réflexive et symétrique
surB.

2.4.3. (Cf.[14, th. 2.28) Le groupe cycliqué: ;" opére librement suB par :

(r,x) = £ @ (x°Np/p),

ou N, désigne la norme réduite dé sur £ et ou le caracterg o N, est vu, compte
tenu de 2.3.1, comme un caractéredgivial sur J!. Plus précisément, lorsquedécritk 3",

les réprésentations @ (x o N, ) ont des déterminants distincts, donc sont deux a deux non
équivalentes. Cette action respecte la relatioret les orbites dé3 sousk " sont lesBy,
Aedo.

24.4. (Cf. [14, lem. 2.23, 2.24 et prop. 2.25, 2]dBoient et’ deux ordres héréditaires
E-purs tels quel C 2. A toute représentation € By correspond une unique représentation
k' € By telle quex = &/, et I'applications +— ' ainsi définie est une bijection d&y dansBg.

Bien entendu, dans le cas 8D 2’, on a encore une bijectidBy — By, définie comme la
réciproque de la bijectioBy — By.

2.5. Typessimplesdeniveau zéro
Dans ce paragraphe, on se réfere entieremet]aQn fixe une mesure de Haarsur A*.
2.5.1. Un couple (U, ) est untype simple de niveau zémour A* s'il existe un ordre
principal 2l de A, de période notée, tel queU = U(), et s'il existe une représentation

irréductible cuspidaler du groupeGL;(kp), avecm = rs, telle que la puissance tensorielle
o®" vue comme représentation g2l) triviale surU* (2() soit équivalente &.
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2.5.2. (Cf. [10, prop. 5.R) Un type simple de niveau zéro podr* est un type, au sens de
[7], pour une classe inertielle d&*.

2.5.3. Etantdonnés un entier> 1 et un nombre complexec C*, on noteH, (r, z) I'algébre
de Hecke finie de typel,_; et de paramétre, c’est-a-dire laC-algébre engendrée par— 1
générateurss;|, pourl < ¢ < r, vérifiant les relations :

(1) ([si]+1)([si] —2) =0, pourl <i<r.

(2) [sl][&_l][sb] = [si_l}[si][si_l], pourl <z <r.

(3)  [sills;] = [slls:], pourfi — j| > 2.
On noteH(r, z) I'algébre de Hecke affine lui correspondant, c’est-a-dit€-algébre contenant
Ho(r,z) et possédant deux générateurs supplémentdiiest [h'] vérifiant les relations
supplémentaires :

(4)  [hl[s:] = [si—1][h], pourl <i <r.

(5)  [h]*[s1] = [sr—1][R]*.

(6) [n][h] = [W][h] =1.
Ce sont deuxC-algébres associatives unitaires. On note fiie= [h]~!, de sorte que I'on
n'utilisera plus[h’], et on posésg] = [h][s1][h] .

254, [11, 1.5, th. 5.1 Soit (U(2(),7) un type simple de niveau zéro podr‘. On noter
la période del, on posemn = rs, et on choisit un ordre maxima&ly; contenangl. On fixe un
isormophisme dé’-algébres :

A—M, (MS(D)),

de sorte que les ordr@t et 2y soient sous forme normale. Pour tout enfieg i < r, on note
s; la matrice dan&sL,(M4(D)) = A* de la transposition < i + 1. Alors il existe un unique
isomorphisme dé€-algebres :

(16) (I)O : HO (Ta qu) T %(U(Qﬁ\/{), T)
tel qued,([s;]) soit de supporty(2A)s; U(2) pour tout entied < i < r.

2.5.5. Soit (U(A),7) un type simple de niveau zéro podr* avect = o®". On notel
le cardinal de l'orbite des sous I'action du groupe de Galois dg, sur kr, on fixe une
uniformisantecwp de op, et on noteW () le sous-groupe del* engendré par les;, pour
1<i<r, etl’élément:

_ _ 0 Irfl
a7) p=nir)=( ")
ou I,_; désigne la matrice identité del,_;(M;(D)). Alors [10, cor. 1.¢ tout élément de
(A%, 1) aun supportinclus dans I'ensemblé() W (7)U (), et (ibid., th. 4.2) a tout élément
o de supporlU(20)AU(2() correspond un unique isomorphisme@aealgebres :

(18) :H(r,qp) — H (A, 7T)

prolongeant (16) et tel qu@([h]) = ¢. En outre, tout élément dont le support est de la forme
U(R)wU(RA), avecw € W(r), estinversible (ibid., cor. 4.7).
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3. Multiplication de doubles classes

Cette section est essentiellement technique. On y prouve le lemme 3.1 qui permet, dans la
section 4, de majorer le support d’'un produit de convolution dans I'algébre de Hecke d’un type
simple.

3.1. Préliminaires

Soit C' une F-algébre centrale simple, et sd@tun op-ordre héréditaire d€’, de radical
noté . Etant donné un entier > 1, on note A la F-algébreM,.(C), et on note2l I'ordre
héréditaire ded défini par :

¢ ... C
9 ... C

c'est-a-dire que le blo®(;; est égal & lorsquel < ¢ < j < r et aQ dans le cas contraire. Son
radical est not&3. On fixe un élémentr de R(¢) de valuation strictement positivet on notéV’

le sous-groupe d&L,.(C) = A* engendré par les matrices de permutation et I'élérhel#fini
par :

0 I_
(20) h=<w 01>,

oul,._; désigne la matrice identité dé¢,_, (C). Le lemme suivant constitue le résultat principal
de cette section.

LEMME 3.1.— Soitw € W. On a:

UR)wURHAUERN) NW ={wh} et URHAUR)wUE) NW = {hw}.
C’est une conséquence du lemme suivant, qui généralise le lehime.[.
LEMME 3.2.— Soientw € W etb € hU()h~L. On a:

UQ)wbU(A) N W #£0 = U(A)wbU(A) = URA)wU(2),
U@)bwU(RA) "W #£0 = U)bwU(A) = U(A)wU ().

La démonstration du lemme 3.2 s’effectue en trois étapes, et occupe le paragraphe suivant.

Remarque3.3. — En appliquant — z~, on déduit immédiatement du lemme 3.1 que, pour
toutw e W,ona:

UR)wURORUR)NW ={wh™'} et URNL'UR)wUR)NW ={h 'w}.
3.2. Démonstration du lemme principal
Notre preuve s'inspire assez largement d@6,[3.], quoique d'importantes modifications
soient nécessaires. Nous nous contentons de prouver la premiére implication, la seconde

s’obtenantmutatis mutandi¢cf. [10, lem. 3.]), de facon analogue.
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3.2.1. Premiére étape
La premiére réduction est analogue a celle effectuée dang[1. Soit M le sous-groupe de
Levi de A* défini par :

M = GL,_,(C) x GL,(C),

soit P le sous-groupe parabolique standard des matrices triangulaires supérieures par blocs
relativement aM et soit N son radical unipotent. On note égaleméwit le sous-groupe
unipotent opposé & relativement a\/ et, compte tenu du fait quesr normalise¢, on a la
décomposition d’'lwahori :

RURDR™ = (hU)A'NN) - (RURHA ' N M) - (RURDR ' NN7).

Les facteurshU(A)h~1 N M et hU(A)h~1 N N~ étant tous deux inclus dang(2(), on peut
supposer qué appartient &U(A)h~1 N N, c’est-a-dire que :

(21) b= , bpeQw L 1<k<r.

On suppose désormais quest de la forme (21), et on procéde par récurrence sur l'entier
sachant que pour = 1 le résultat est immédiat puisque dans ce cas le grélippormalise
UuEl).

3.2.2. Deuxiéme étape
On noteo la permutation telle que(j) =i si et seulement i, j) est dans le support de,
eton noteuy, ..., a, les entiers tels qu'on aib, () , = @ pourl <k <r.

LEMME 3.4. —ll existe un entiefl < k < r tel que soitay, > a,., SOithy € €.

Démonstration. -On suppose le contraire, et on désigneyar), pour un élément € C non
nul, le plus grand entiern € Z pour lequel on ait: € Q™. Ainsi, les conditions s’écrivent :
(22) 0>v(bg)>—-v(w) et ar2a, 1<k<r
En particulier, on a nécessairemerito) > 2, et (22) peut s'écrire :

(23) v(w“") > v(w“’“) > U(w“k bk), 1<k<r

On désigne pat le minimum des(ww®* by, ), pourl < k < r, et on note le plus grand entier pour
lequelv(w?b;) = a. Par hypothése, il existe deux matriaes € U(2l) telles quevwbu € W,
donc unc € ZU {+o0} tel que :

(24) w = (wau)ir = Z 'Ui,(r(k)wakukr + Z 'Ui,a(k)wak b U,

1<k<Lr 1<k<r

ouw > doit étre compris comme le bloc nul. Dans la premiere somme, chacun des blags
etuy, sont dan<t et, selon (23), on @(w? ) > a. Aussi cette somme appartient-elled .
Dans la seconde somme, on remarque d'abordugue U(€), puis trois cas sont a distinguer
suivant les valeurs de # r.
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e Dans le cas ou (k) <1, le blocv; () est dansQ et on av(w*by) > a.

e Dans le cas ou (k) > i, le blocv; () est dan< et on av(ww*by) > a.

e Dans le cas ou (k) =i, le blocv;; est dandJ(¢) et on av(w®ib;) = a.
En définitive, la somme (24) appartient® — Q%*!, ce dont on déduit d'une part quec Z,
d’autre part que :

v(w)e=a=v(w)a; +v(b;).
En particulier, I'entier(b;) est un multiple de(w), ce qui contredit (22). O
3.2.3. Troisieme éape

Ainsi, 'une des deux conditions (a), > a,., ou (b)b; € €, est vérifiée. Dans le cas (a), on
efface le blod,, en multipliantwb a gauche par la matriee= 1 + ¢ € U(2() définie par :

S { b si i =o(k)etj = o(r),
" 0 sinon.

Dans le cas (b), on efface le blég en multipliantwb a droite par la matrica =1 + ¢ € U(2)
définie par :
s--:{_bk sii=ketj=r,
7o sinon.

Dans les deux cas, on se raméne a une situation dans labjestlée la forme (21) avég = 0.
On noted’ la matrice deGL,._; (C) obtenue en enlevantissak-ieme ligne et s&-ieme colonne,
et on notew’ la matrice deGL,._; (C) obtenue en enlevantia sac (k)-ieme ligne et s&-ieme
colonne. Sil'on notéV’, ', ' les analogues dand,._, (C) deW, 2, h, on en déduit que :

w eW' et ¥ enU®R )L
Afin de conclure par récurrence, il nous reste a prouver le lemme suivant.
LEMME 3.5.— L'intersectionU (" )w’'b'U(") N W' n'est pas vide.
Démonstration. -On note. le plongement diagonal :
GL,_1(C) — 1 x GL,_1(C) C A~

et on noter la matrice dansi* de la transposition < k, de sorte que la conditiok), = 0 se
traduit par I'égalitéd’ = b™. On choisit un isomorphisme dé-algébres identifiant’ etM; (D),
avecs > 1, on fixe une uniformisanter, deop, on notelV’ le groupe des matrices monomiales
de A* dont les coefficients non nuls sont des puissances geet on notell’’ son analogue
dansGL,_1(C). Pour alléger les notations, on pdse= U(2) etU’ = U(2(’). Rappelons qu’on

a une bijection canonique (« décomposition de Bruhat ») :

(WU )\W/(WNUT) - U*T\AX/UT

qui, si 'on désigne paf. le sous-groupe diagonal par bloE§¢) x --- x U(<), induit une
bijection :

(25) INLWL/L— U“"\AX/U".

Soitz’ € W' N U””'b’U’gt soity € W N U¥"H"UT™ qui, par hypothése, est non vide. On a donc
deux éléments = .2’ € W ety € W dans la méme double clasE& ™5™ U". PuisqueL W L est
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inclus dansL W L, on déduit de (25) que:
ye€LzL.

On en déduit que est de la formey’, pour uny’ € W' N UA)w'd’'U(R), ce qui termine la
démonstration. O

On peut donc appliquer le lemme 3.2.d et &Y par récurrence sur, c'est-a-dire que
URNHw'YUR) = URNw'U(R"). En d'autres termes, il existe deux élémentsy’ € U(A')
tels quev’w’b’v’ = w’. En notantu la matrice obtenue en ajoutantud une k-iéme ligne et
une k-ieme colonne dont tous les blocs sont nuls a I'exceptiom,de= 1, et en notant la
matrice obtenue en ajoutantauneo(k)-iéme ligne et uner(k)-iéme colonne dont tous les
blocs sont nuls a I'exception dg (1) »(x) = 1, on obtient I'égalitéywbu = w. On en déduit que
URHwbU(A) = U(A)wU(A), ce qui met fin & la démonstration du lemme 3.2.

Pour obtenir le lemme 3.1, on applique le lemme 3.2 et on remarque ques $//, on a
UwUNW =LwLNW = {w}.

4. Typessimples

On fixe uneF-algebre centrale simpld et on poses = A*. Dans cette section, on définit
les types simples pour le grougé et on calcule leurs algebres de Hecke. Les notations des
sections 1 et 2 sont en vigueur.

4.1. Typessimplesde niveau > 0

Un couple (J,\) est untype simple de niveat- 0 pour G s'il existe une strate simple
[2,n,0,0] de A, un caractere simplé € ¢ (3,2), une g-extensionx de n(d) et une
représentation irréductiblede U(98) tels que :

(1) Onal=J(5,2).

(2) Le couple(U(%8), ) est un type simple de niveau zéro pdsit.

(3) La représentation est isomorphe & ® 7, ou 7 est vue comme une représentation de

J(3,21) triviale surJ*(3,2).
Partype simpleon entendra type simple de niveau zéroeQ.

Remarque4.1. — Il est possible de combiner ces deux notions en acceptant comme strate
simple lastrate nulle[2(, 0,0, 0], comme le fait Stevenslf]. On aJ(0,2) = H(0,2) = U(),
et ¢(0,2) est réduit au caractere trivial dé'(2). Les «0-extensions» B(2() du caractére
trivial sont les caracteres de la forme N4/, avecy € k:léA et ouN 4, désigne la norme
réduite ded sur F', de sorte que la notion de type simple attaché a la strate nulle correspond bien
a celle de type simple de niveau zéro.

On fixe un type simpléJ, \) de niveau> 0, auquel correspondent les quantités ci-dessus, et
on fixe un ordrel’ € & tel queB’ contienne?.

LEMME 4.2.— Soit p’ € By, soit & une représentation irréductible du groupg®l,2l’)
triviale sur J1(3,2’) et soitv la représentation’| iy o) ® €. Alors:
(1) La représentation est irréductible surJ(2(,2('), et son entrelacement daids est égal
aJLANIpx (&)J (A, ).
(2) Pourtouty € B*, on a:

Iy(”) = Iy(Pl|J(Ql,Ql’)) ® Iy(f)
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Démonstration. +a preuve est analogue &,[(5.3.2). Il suffit de remplacer§, (5.1.1) et
(5.1.8] par [14, prop. 2.10 O

On fixe un isormophisme d&-algébres entré3 et M,.(M;(D’)) de sorte quéB soit sous
forme normale, on fixe une uniformisante,. deop., et on notelV () le sous-groupe d&*
relatif a ces choix (cf. paragraphe 2.5.5).

PROPOSITION 4.3. — Soit(J, A) un type simple. Alors est irréductible, son entrelacement
est égal a/W (7)J et, pour toutw € W (7), on adim I,,(A) = 1.

Démonstration. Pour les types simples de niveau zéro, le résultat est déja co@inedr. 1.6
et 4.7. Pour les types simples de niveaw), le résultat est une conséquence du lemme 4.2, de
[14, prop. 2.1]) et de ce qui précéde a propos des types simples de niveau zéro.

4.2. AlgébredeHecked'un type simple

Dans ce paragraphe, on fixe un type simple)\) de niveau> 0. On fixe un ordre maximal
B\ contenani3, on notey; I'unique ordree ¢ dont I'intersection ave® est égale &, et
on choisit un ordr@l’ € &' tel que®B’ soit compris entré )y, etB. On posey = J (5,2 ) et
Ty = T8, ).

On fixe des mesures de HaasurG et/ surB*.

4.2.1. Le quotient deJ(2,2') par J1(3,2') s'identifie a U(B)/U*(B’) dont le grou-
pe U(B)/U(B) est un quotient. On peut donc considérer par inflation, comme une
représentation du groupE2(,21) triviale sur.J*(3,2l’) et, pour toutes-extensions’ € By,
on notex’(7) le produit tensoriek’ |0y ® 7.

On noteq’ = qp- le cardinal du corps résiduel d#'.

LEMME 4.4.— Soitpy € By, - Il existe un isomorphisme dé-algébres
(I)l(}/[ :HO(Ta q/s) - %(JMapM(T))

tel que®}!([s;]) soit de suppord (2, 2Anr)s;J(2A, Anr) pour toutl <i < 7.

Démonstration. Puisque le quotient déy; par J3; s'identifie aU(%By), on a un isomor-
phisme canonique entre |€salgébres’(U(Bw ), ) et 7 (Ju, 7). Compte tenu de ceci et de
l'isomorphisme (16) correspondan®®y;, il suffit de montrer qu'il existe un isomorphisme entre
H (I, 7) et (Ju, pm(7)) conservant les supports. A toute fonctipre 7 (Jy, 7) on fait
correspondre, de fagcon analoguésa(p.6.3], la fonction fy; de 5 (Ju, pm (7)) définie par :

fulg) =pm(9) © f(9), g€ JIum
L'application f — fyr est manifestement injective, et il faut vérifier qu’elle est surjective. Soit
donc f" € 2 (Ju, pm(7)). Pourg € U(By), 'espace d’entrelacemen, (pni(a,21,,)) €St de
dimension 1 (cf. 14, prop. 2.1]) et engendré papyi(g), de sorte que, selon le lemme 4.2,

l'opérateur d’entrelacemerft(g) s'écritpn(g) ® f(g), avecf(g) € I,4(). Puis, lorsque € Ju,
on écritg = uy, avecu € U(By) ety € Jy;, etona:

f'(g) = f'(u) o paa(T)(y) = fra(w) 0 pa(7)(y) = fualg)-

On en déduit qug’ = fy1, ce qui termine la démonstrations
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4.2.2. Le résultat suivant, qui est essentiel par la suite, est fondé sur I'existence de relations
de cohérence entre les diversesxtensions dé.

PROPOSITION 4.5. — Soit(J, A) un type simple de nivear 0, et soit?’ € & tel que I'ordre
B’ contienne®. |l existe unes-extensiors’ € By et un isomorphisme dé-algébres

I (G, \) — A (G, K (1))
conservant les supports, c’est-a-dire que pour tpgt B>, on a:
supp(f) = JyJ <= supp I'(f) = J(, A" )yJ (2, 2").

Démonstration. -Soient respectivement et 2’ € .#4(Q) les isobarycentres de 'immeuble
affine correspondant aux ordrgiset2(’. Pour tout nombre ré@l <t < 1, on pose :

x(t)=(1—t)x +ta'.

Lorsquet est rationnel, le point:(¢) est rationnel etE*-invariant, c’est-a-dire que I'ordre
héréditaire2((¢) qui lui correspond esE-pur. Le segmenfz, 2’| ne coupe qu’un nombre fini
de facettes dang’4, de sorte que la famille d’ordreB-purs (24(¢) | 0 < ¢ < 1) se réduit & une
famille finie :

(o, ..., Ag), k=0,

avec, =2 et = A, et telle que pour toud < i < k, I'ordre 2; ou bien contienné&l; ; ou
bien soit contenu dar;; (selon qu’on passe d’'une facette & une autre de dimension supérieure
ou inférieure). On peut donc définir par récurrence une famille finie :

(26) (ko,---,KK), k=0,

de g-extensions deéB, en posantsy = ~ et, pour0 < ¢ < k, en prenant pouk;,; l'unique
élément deBy,,, cohérent avee; (cf. paragraphe 2.4.4). Pour conclure, il suffit de construire
un isomorphisme dé€-algébres entre les algébres de Hecke= 7 (G, ki(7)) et 1 =
(G, ki+1(7)) conservant les supports. Les deux représentations :

o URA,A541) R U, A1)
I/l_IndJ(Q[,iJthli) Kilaa 20 et Verl—IndJ(m“g(Hl) i1 |32, 20 41)

sont équivalentes. Mais, puisqye= j, est affine, l'image pay du segmentz,z’] est le
segmentj(z),j(x’)], qui est inclus dans I'adhérence de la facette correspond@npaisque

B’ contient®B. En d’autres termes, l'intersectid®; N 9B, ; contientB, de sorte que I'on peut
voir 7 par inflation comme une représentationt@e;, 2A;, 1) triviale surU*(2; N2;41). Onen
déduit que les représentations T etv; 1 ® 7, puisque isomorphes, ont des algébres de Hecke
d'une part isomorphes entre elles, d’autre part, setori4.1.3], isomorphes respectivement a
G eta, .

Il reste a vérifier que les supports sont conservés. Sbie 7 de support
J(A;41,2)yI(Ai41,2,;), avecy € B>, et soitf’ son image dans#,, par le morphisme que
nous venons de construire. Seldn (4.1.5], le support def’ est une union, indexée sure G,
de doubles classes de la forme :

J(As, A1) 2 (A, A1) C UL, A1)y URLG, Asgr),
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et on peut supposer que € B* puisque I'entrelacement de; 1] (.

) est égal a
JHB, A1) B> JH(B,Ui41). Puisque selon3, cor. 3.3, ona:

i+1

U(i’l“ QlLH)zU(i’l“ 911‘_;,_1) N B>< = U(%L N %H—l)ZU(%z N sBi-&-l);
on en déduit que :
U(%, N %L-I—l)ZU(%L n %1;_;,_1) = U(%z n %7+1)yU(%L N %1;_;,_1),

de sorte que le support gése réduit & (2, 2,1 )yJ (A;,A;+1). Ceci met fin & la démonstration
de la proposition 4.5. O

4.2.3. Sil'on applique la proposition 4.5 dans le cas %= 20y, on en déduit I'existence
d’une représentatiory; € By, et d’'un isomorphisme d&€-algébresl'y; de 77 (G, \) dans
H (G, k(1)) conservant les supports. Combinant ceci avec I'isomorphigghelu lemme 4.4
et I'injection canonique deZ’(Jy, kM (7)) danss? (G, kv (7)), on obtient un homomorphisme
injectif de C-algebres :

(27) P Ho(r,q"*) — A#(G,N)

tel que®;([s;]) soit de support/s;J pour tout entiell < ¢ < r. On peut maintenant énoncer le
théoreme principal de cette section.

THEOREME 4.6. — Soit(J, \) un type simple. On notg€ = ¢p le cardinal du corps résiduel
de D'. A tout élémentp € (G, \) de support/h.J correspond un unigque isomorphisme de
C-algébres

®:H(r,q*) — H(G,\)
prolongeant27) et vérifiant® ([h]) = ¢.

La démonstration de ce théoréme occupe le paragraphe suivant. Le résultat étant connu pour
les types simples de niveau zétd|[ th. 4.2, on suppose par la suite q(é ) est de niveats 0.

4.3. Preuvedu théoréme 4.6

C’est ici gu'interviennent les procédés de décomposition développés dans la section 1. La
premiére étape consiste & se ramener au cas ou I'?rdrane forme particuliére permettant de
lui appliquer le lemme principal 3.1, lui-méme permettant de prouver le lemme 4.13.

4.3.1. Réduction au caspropre
Soit2( un ordre héréditairé-pur de A.

DEFINITION 4.7.— Lordrel est ditpropres'il existe une base d&’ sur D’ et deux entiers
r ets tels quem’ = rs, et tels que l'isomorphisme (6) entre [EsalgébresA etM,. (M (A(E)))
identifie?( & l'ordre :

ML(RA(E)) ... M (A(E))
(28) : :
M (B(E)) ... M(U(E))

En d'autres termes, si 'ordr@ est propre, on se trouve dans le contexte de la section 3
pour les choixC' = M, (A(E)) et€ = M, (A(E)). Notamment, I'ordréB qui lui correspond est

principal de période, et il est décomposé par n'importe quelle bas&desur D’ satisfaisant a
la définition 4.7.
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Remarque4.8. — Mentionnons que, pour tout ordre princifiatle B, il existe un ordre&l € &
qui soit propre et dont I'intersection avétsoit égale a3.

Remarque4.9. — Il peut exister dand des ordres purs non propres. Par exemple, dans la
situation de I'exemple 1.3, on#(E) = op donc tout ordre propre dont la trace drestB,,
doit étre de période 2, c’est-a-dire minimal. On vérifie Qugetl,, sont propres, et qui#,, ne
I'est pas.

Remarque4.10. — La notion de propreté définie en 4.7 ne coincide pas avec celle de
«soundness dégagée par Grabitz dar§l.[Par exemple, dans la situation de I'exemple 1.3 :
le prolongementau sens deq]) de B,,, est I'ordre pur(}, qui n'est pas propre, et I'ordrd,,
est propre mais n’est pasund

Soit (J,\) un type simple de niveat 0. On noter la période de I'ordreB, et on pose
m' =rs.

LEMME 4.11. - Soit 20 € & un ordre propre tel queBd’ = 9. Il existe un type simple
(J',N) tel queJ’ = J(5,2), et un isomorphisme d&-algébres entre’? (G, \) et 72 (G, )
conservant les supports.

Démonstration. H existe, d'aprés la proposition 4.5, ung-extensionx’ € By, et un
isomorphisme deC-algébres entres’(G,\) et 7 (G,x'()) conservant les supports. La
représentation’ = () est un type simple défini su(2,2") = J(3,A'). O

Il suffit donc de prouver le théoréme 4.6 lorsque l'or@f@ssocié au type simplg/, \) est
propre.C’est ce qu’on supposera désormais.

4.3.2. Soit(J,A) un type simple de nivear 0 tel que2( soit propre.
LEMME 4.12. — Soitw € W(7). On a:

JwJhJ "W (r)={wh} et JhJwJNW(r)={hw},

et:
JwJh ' INW(r)={wh™'} et Jh ' JwJNnW(r)={h " w}.

Démonstration. -On effectue la démonstration pour la premiére égalité. Les autres cas sont
analogues. Puisquél est propre, nous sommes dans le contexte de la section 3 pour les
choix C' = M,(A(E)) et € = M, (A(E)). On choisit en outre pouts I'élément ', (cf.
paragraphe 2.5.5), de sorte que I'élément défini en (20) coincide avec I'élément défini en (17),
et que le groupéV coincide avec le groupd’ (7). On peut donc appliquer le lemme 3.1, et il
vient :

JwJhJ NW (1) € UR)wU()AU () NW (1) = {wh},
ce qui termine la démonstration
On poses” = (G, \) et on fixe un élémenp € 7 de support/h.J.
LEMME 4.13. — Pour toutw € W et toutf € 5 de support/wJ, on a:

supp(f * ) C JwhJ et supp(px* f)C Jhwd.

Démonstration. -Nous faisons la démonstration pour la premiere égalité. L'autre cas est
analogue. Puisque le support fle ¢ est inclus a la fois dangwJhJ et dansJW (r)J, tout
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revient & montrer que l'intersection devJhJ avecW (7) est réduite au singletofwh}. On
conclut donc en appliquant le lemme 4.123

LEMME 4.14. — L'élémenty est inversible dans#’ et, pour toutk € Z, le support deo* est
JhEJ.

Démonstration. -On choisity’ € 7 de support/h~1.J, eton posd = ¢(h) etl’ = ' (h71).
D’apres le lemme 4.13, le support gex ¢’ est majoré parJ donc, puisquel;(\) est de
dimension 1, il existe un nombre complexe C tel quep * ¢’ = c - e, oU e désigne l'unité
de s7. Par conséquent, le produyitx ¢’ est soit nul, soit inversible, et nous allons montrer que
v *¢'(1) n'est pas nul. SilI'on écrit: € JhJ sous la forme: = jhj’, avecy, j' € J, on obtient :

() (x71) = XGITAG)

de sorte que la trace dex ¢'(1) est égale a :

tro* /(1) = /tr (@) (7 dx = p(JhJ) tr(I1),
G

et il reste a prouver que la trace dé& est non nulle. D'apres la proposition 4.3, les espaces
I (\) et I,—1(\) sont de dimension 1. On a donc, dans 'espdcde A, un unique facteur
irréductible Z, de \| ;~,» tel quel(Zy) soit un facteur irréductible d&”| ;- ;», et un unique
facteur irréductibleZ)) de \| ;- ;.- tel quel’(Z}) soit un facteur irréductible d&"
Puisque :

1
|JnJh*1'

ATNI) =X an g ) et Mg =A(JnJ ),

onaparunicitd (Zy) = Z| etI’(Z) = Zy. DoncII’ est, a un scalaire non nul prés, la projection
de Z sur Z|, donc sa trace est non nulle.

On en déduit quep est inversible dans#’. La seconde partie de I'énoncé s'obtient par
récurrence sur I'entiet et a I'aide du lemme 4.13.0

On note® 'isomorphisme deC-algébres (16) correspondani®,.

LEMME 4.15. — Pour tout entierl <i < r, on a:

[%2) * (1)0([81]) * (,071 = @0([51_1]) et (,02 * @0([51]) * (,072 = @0([57,_1]).

Démonstration. -Selon le lemme 4.13, et puisqueest inversible, les deux membres ont,
dans chaque cas, méme support. Ainsi, pouri < r, la quantitél; = ¢ x ®g([s;]) * ¢~ * est
d’une part un multiple non nul d&,([s;_1]) (cf. proposition 4.3), d'autre part annulée par le
polyndéme(X + 1)(X — ¢®). On en déduit qu&,; = (([s;—1]). Le cas restant se traite de fagon
analogue. O

On déduit des lemmes 4.14 et 4.15 qu'il existe un unique homomorphisrfieadigebresp
deH(r,q'®) danss# prolongean{27) et vérifiant®([h]) = ¢. Il nous reste a prouver que c’est
un isomorphisme.

4.3.3. Nous renvoyons alp, Fact 4.} et a [, (5.4.8) sd, pour la définition de ldongueur
d’un élément du group8” vu comme groupe de Coxeter étendu.

PROPOSITION 4.16. — Pour tout [w] € W, le support de®([w]) est égal aJw.J, et tout
élément de’Z de support/w.J est inversible.
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Démonstration. -On procéde par récurrence sur la longueur[@e dansW. Si [w] est
de longueur nulle, c’est-a-dire &] = [h]*, aveck € Z, le résultat est une conséquence du
lemme 4.14. Sinon, on éctjity] = [w'][s], ol [w'] € W est de longueur strictement moindre et
ou [s] = [s;] pour un0 < i < r. Sii # 0, on écrit :

(29) ® ([w]) = @ ([w']) « @([s]).

Désignant paf'y; I'isomorphisme construit au paragraphe 4.2.3, on gipde=I'y; o @, de sorte
que, puisqueéd™ conserve les supports, il suffit de prouver que I'élément :

M ([w]) = @ ([w']) » @ ([s])

est de suppor (2, Ay )wI(A,2Ayr). En tant que produit de convolution dasé (G, kv (7)), et
puisques normaliseJy;, ce support est majoré par :

J(Ql,QlM>’LU/J(Ql,Ql1\/[>SJ(Ql, QlM) == J(Q‘, QlM)w’U(%)sJ(Ql, Q[M).
Compte tenu del[3, cor. 3.3et de [LO, lem. 2.7, I'intersection avedV () vaut :
U(B)w'U(B)sU(B) NW(r) = {w's} = {w},

ce dont on déduit finalement que([w]) est de support/wJ. Si [s] = [so], On conjugue
I'égalité (29) pard([h~1]), de fagon a obtenir :

([ i) = ([ | [1) = @(fs1).

Puisquelh~!][w'][h] et [w’] sont de méme longueur, on applique ce qui vient d'étre fait dans le
casi # 0, ce dont on déduit qué ([~ ~!][w][h]) est de supporfh~twh.J. Il reste & conjuguer
par ®([h]) et & appliquer le lemme 4.13 pour conclure qgw]) est de supporfw.J. Enfin,

si f € 2 est de supporfw.J, avec|w] € W, alors f est un multiple non nul d&([w]), qui

est inversible dans#?’ puisque[w] I'est dansH(r,¢°). Ceci termine la démonstration de la
proposition 4.16. O

La proposition 4.16 permet de conclure que 'homomorphignest un isomorphisme, ce qui
met fin a la démonstration du théoreme 4.6.

5. Pairescouvrantes

Dans cette section, on prouve que les types simples de nivéaconstruits dans la section
précédente sont des types au sens/fleHour cela, on construit des paires couvrantessf,
suivant en cela I'approche préconisée dah<i[l], et dans §, §7.7.

Les notations des sections 1, 2 et 4 sont en vigueur.

5.1. Types maximaux

Soit A une F-algébre centrale simple, et s6it= A*. Un type simple(J, \) de niveau> 0
pourG est ditmaximalsi B est un ordre maximal dB. Dans ce cas, si on fixe une uniformisante
wp deop etsilon noteh = why, (cf. (17)), 'entrelacement d& est le sous-groupe ouvert et
compact modulo le centre engendré gagt k. On le noteJ.

On désigne paN 4, la norme réduite del sur F.
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LEMME 5.1. -La représentation\ se prolonge en une représentation deSi A est un tel
prolongement, les autres sont de la forte (x o N4, ), ou x décrit le groupe des caractéres
non ramifiés de"*.

Démonstration. Puisqueh normalise, 'espacel, (\) = Hom (), A\") est de dimension 1
et tout opérateur d’entrelacement non nul est inversible. On choisif;,(A) non nul, et on
pose :

A(WFz) =I"X\(z), z€J ke,

ce qui définit une représentation irréductidlgrolongeant\ a J. Si A’ est un prolongement de
A aJ, il existe un unique scalairee C* tel queA’(h) = ¢I. Sil'on choisit un caractére non
ramifié y de I’ tel quex(N4/p(h)) =c,ona:

A/:A®(XONA/F),

ce qui termine la démonstration

THEOREME 5.2. — Soit (J;\) un type simple maximal, et soit une représentation
prolongeantA a J. L'induite compacte mod. le centH = cind‘j—"(A) est irréductible et
supercuspidale, et le coupld, \) est un type pour la classe inertiell€, 1] .

Démonstration. -Si un élémeny € G entrelace), il entrelace également sa restriction/ a
c'est-a-dire qu'on @ < J. Linduite compactdl est donc irréductible et, puisqueest compact
modulo le centre, elle est supercuspidale. Soilne représentation lisse irréductible @ede
caractere central noté,, telle que la restriction de a J contientA. On prolongeX en une
représentationr de F* J en posant :

Ar(wha) =we (@h)Nz), z€J, ke,

de sorte que la restriction de& F*.J contient)r. Mais l'induite Ind7.. ;(Ar) est la somme
finie des représentations prolongeant a .J, de sorte qu'il existe un caractére non ramifié
x de F* tel que la restriction der a .J contienneA ® (x o NA/F)—l. On en déduit que
7=1I& (xoNa/p). O

5.2. Pairescouvrantes

Soit C' une F-algébre centrale simple. Sdit, ng,0, 3] une strate simple d€’, soit 6, €
€ (5,2), soitky uneg-extension dey(d,), soitoy une représentation irréductible supercuspidale
de Jo = J(,€) triviale surJ} = J1(3, €) et soit\g = kg ® ¢. On suppose que l'intersection
de ¢ avec le centralisateur gedansC' est un ordre maximal, c’est-a-dire que le couplg, \o)
est un type simple maximal pour*. Il s’agit donc, selon le théoréme 5.2, d'un type pour
une classe inertielleg = [C'*,IIy]cx, ou II; est n'importe quelle représentation irréductible
supercuspidale d€* dont la restriction &, contient).

5.2.1. Etantdonné un entier> 1, on noteA la F-algébreM,.(C) et le groupe multiplicatif
de A. On noteM le sous-groupe de Levi d& défini par :

Le couple(Jar, Anr) = (JG, )\f?’”) est un type pour la classe inertieigy = [M, 1] as, 0UITH,
est la représentation irréductible supercuspidifé de M.
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5.2.2. La F-algébre E est naturellement plongée darisen combinanttl — C avec le
plongement diagonal d€ dansA. On note{ le radical de¢, et on note2l I'ordre propre
de A défini par (19). Il lui correspond la strate simg n, 0, 3], et on notd le transfert de,
ae(s,A).

5.2.3. Soit P le sous-groupe parabolique des matrices triangulaires supérieures par blocs
relativement a7, soit NV son radical unipotent et sa ~ le sous-groupe unipotent oppos&Va
relativement a\/. Selon [L4, 2.3 et 2.1 le groupeJp = (J N P)H' admet une décomposition
d’lwahori relativement M, P), c’est-a-dire que :

Jp=(H'NN")-(JNM)-(J'NN) et JpNM=Jy,
et I'application\p définie par :
(30) Ap(hmj) =AMy (m), he H'NN-,meJnNM,jeJ'NN

est une représentation irréductible fle prolongeant\ ;.

PROPOSITION 5.3. — La paire (Jp, Ap) est décomposée pal/, Q) pour tout sous-groupe
parabolique® de G de facteur de Levi/ .

On renvoie a7, def. 6.1, pour la définition d’'une paire décomposée.

Démonstration. -Soit @ un sous-groupe parabolique @ede facteur de Levi/. On noteNg
son radical unipotent eV, le sous-groupe unipotent qui lui est oppose relativemeht.dl
suffit de reproduire les arguments donnés dans la preuve du théaoténie19, pour montrer
d’'une part que le group€pr admet une décomposition d’lwahori relativemeri\d, @), d’autre
part que la représentatiorp est triviale sur les sous-groupés N Ng etJpNNg. O

PROPOSITION 5.4. — SoitA = IndfP(Ap). Le couple(J, \) est un type simple.

Démonstration. -On pose<;; = n?}’r, que I'on étend en une représentatignde Jp de facon
analogue a (30) en posant :

kp(hmj)=rp(m), he H'NN-, meJnM, jcJ NN.

Selon les théoreme4d4, 2.18 et 2.1pcombinés, I'induitex = Indjp(mp) est unes-extension
den(f) aJ. Sil'on poser = USW, on a manifestemetp = kp ® 7 doncA =k ® 7, ce dont on
déduit que(J, A) est un type simple. O

PROPOSITION 5.5. — La paire (Jp, Ap) est une paire couvrante d&as, Ays).
On renvoie a7, def. 8.1 pour la définition d’une paire couvrante.

Démonstration. -Soit () un sous-groupe parabolique dede facteur de LeviV/, et soitzg
un élément du centre d& qui soit fortement(Q, Jp)-positif (cf. [7, def. (6.16), ). On a un
isomorphisme canonique préservant les supports ent@-lgebres’ (G, \p) et 2 (G, \),
de sorte que, d’aprés la proposition 5.4 et le lemme 4.16, tout élémext(de \p) supporté
par JpzgJp est inversible. Compte tenu de la proposition 5.3, la pafie Ap) est une paire
couvrante d€.Jys, Aps). O
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5.3. Types

Soit A une F-algébre centrale simple, sait = A* et soit(J, \) un type simple de niveau
> 0 pour G. On noter la période deB et on posem’ = rs. On poseC = M (A(E)) et
¢ =M, ((E)), et on fixe une base dg’ sur D’ décomposanf3 de facon a identifier les
F-algébresA etM,.(C). On se retrouve donc dans le contexte du paragraphe 5.2 dont on reprend
les notations. On not#, le transfert d& a ¢’ (3, €) et ko une-extension dey(6y). SiT=o®"
est le facteur «de niveau zéro» deon pose\, = ko ® o, de sorte que le couplgly, \p) est
un type simple maximal pour'*. On fixe une représentation irréductible supercuspitiglede
C* dont la restriction & contient)\y, et on définitM et1l,; comme au paragraphe 5.2.1.

THEOREME 5.6. — Le couple(J, A) est un type poufM, I1/]q.

Démonstration. -On note A’ I'ordre propre défini par (19), et on reprend la preuve de
la proposition 4.5 au stade ou l'on construit une famille finie (26)dextensions. Pour
chaque entiet, la représentation; = k; ® T est un type simple sur le groupEg,2l;) et les
représentations; et \;;, induisent aU(2l;,%;,1) des représentations équivalentes, de sorte
que, pour toute représentation irréductiblde G, on a :

Hom j, (As, m) # (0) <= Homy,, (Aiy1,7) # (0).

De proche en proche, on en déduit que, si I'on note \’) le type simple(J(3,%), Ax), les
espacedlom ;(\,7) et Hom (XN, ) sont simultanément non nuls. Par conséquent, le couple
(J,A) estun type si, et seulement(si’, \’) en est un, auquel cas ce sont des types pour la méme
classe inertielle. Il suffit donc de prouver le théoréme 5.6 lorfjuest proprece que nous
supposerons désormais

Soit donc(J, A) un type simple de niveau 0 tel que I'ordre( soit propre relativement & une
base dé/’ sur D’ décomposarfB. L'application :

Ko+ Ind7 (kp)

de B¢ dansBgy décrite au paragraphe 5.2.3 est manifesterhgfitéquivariante, donc injective
puisque les éléments d&y sont deux a deux non équivalents (cf. paragraphe 2.4.3). Elle est
donc bijective puisqué. et By sont tous deux principaux homogénes sayé (ibid.), de
sorte qu’on peut choisk, € B¢ de facon telle que I’induiténdfp (kp) soit équivalente &. On
aainsi:

(31) A~Ind7 (\p).

D’aprés la proposition 5.5, la paifeg/p, Ap) est une paire couvrante dé,s, Ays), ce dont on
déduit que, d’aprés7| th. 8.3, c’est un type pour la classe inertiebe= [M,I1/]¢. Enfin, la
relation (31) entraine que/, \) est uns-type. O
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