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Le logarithme

Liz(z) = —Log(1 — z) (zeC)

z
Formule intégrale : Log(z) = %

Lir(z) = — [ 24

Développement en série : Lii(z) = > 22, Z—kk
Monodromie : My (Log) = Log + 2im
Indentité fonctionnelle :  Log(x)—Log(y)—Log ( § ) =0

Indoles logarithmorum hac aequatione fundamentali continetur [Pfaff 1788]

[La nature des logarithmes est contenue dans cette éq° fondamentale ]



Le dilogarithme Li,
o Lix(z) = Y%, % (lzl<1)

e Formule Intégrale : Lio(z) = Loi(z) = _fz|og(1 — u) %

Llo(Z) = leog(u — 0) 1dTuu

e Monodromie : M (Liy) = Lip — 2imLog

e ldentité fonctionnelle d’Abel (Ab) ( 0<x<y<l1 )

() ~ Lo L %) (1Y) r (S0
Log(y) LOgG y> T

T
— X 6




Le dilogarithme Li,

o Lix(z) = X%, 5 (lzl<1)
e Formule Intégrale : Lio(z) = Loi(z) = —leog(l —u) &
Lio(z f log(u — 0)
e Monodromie : My (Li) = Lip —2ir Log
e Identité fonctionnelle d’Abel (.Ab) (0<x<y<1)
x 1-y x(1—y) ) _
R(x) — R(y) —R(;) -R(;—) +R<y(1_x) =0

1 72
R(x) = <L01( ) = Lio(x) ) = Lia(x) + 5Log(x)Log(1 — x) — -



Le n-ieme polylogarithme Li,

o Lin(z) = T2 % (lz<1)

e Formule intégrale : Lin(z) = szi,,_l(u)%

Li,'(z) = Lip—1(2)/z

¢ Monodromie : Ml (Li,,) = Li, —2im ((Lno_g%’)’!_l

e ldentités fonctionnelles en une variable :

Li,,(zr) = 1 > Lin(wz) ( |z|< 1)

wr=1

Li,(z) + (—1)"Li, (z_l) _ () B,,<L0gz> ( ze€ C\ [0, +o0] )

n! 2im




Le n-ieme polylogarithme Li,
o Lis(z) = T2, % (lz1<1)

‘ d
e Formule intégrale : Lin(z) = f Lip—1(u)<

Li,'(z) = Lip—1(2)/z

¢ Monodromie : Ml (Li,,) = Li, —2im ((Lno—gir)jl_1

e Identités fonctionnelles en plusieurs variables ( 37 ) :
> ¢iLin(U;) =Elem_,
iel

(/ fini, € Z, U e@(xl,...,x,\,))



Le n-ieme polylogarithme Li,
o Lis(z) = T2, % (lz1<1)

‘ d
e Formule intégrale : Lin(z) = f Lip—1(u)<

Li,'(z) = Lip—1(2)/z

¢ Monodromie : Ml (Li,,) = Li, —2im ((Lno—gir)jl_1

e Identités fonctionnelles en plusieurs variables ( 37 ) :

Zc,- Li,(U;) =Elem_, = Zciﬁn(Ui) =0
icl icl

(/ fini, ¢; € Z, U;EQ(XL-“,XN))



Exemple : Lis

o Lizg(z) = 302, 2K/k® = 7 Lip(u)

e Identité de Spence-Kummer SKC (1809-1840) :
x(1—y) .
y) + 2L3<y(1—i) ) - L|3<xy)

. x(1-— . 1—- o rx(1=y)?
+ 2Lis( -~ ((1_ y)))+ 2Li (,y((l_yx))) - L|3(y§1_§;2)

= 2is(1) ~ Log (v Log (+=2) + ZLog (1) + Lo ()

2Lis(x) + 2Lis(y) — Li3<§) + 2L|3(1




Example : Lis

o Lis(z) = Y52 24/ = J7 Lin(u)%

e Identité de Spence-Kummer SK (1809-1840) :
—x o x(1—y) .
_y) + 2L|3<y(1—i) ) — L|3<xy)

o ox(1— . 1- (X Ly)?
+2L|3(7 ((17)5))4-2'-'3(7 ((17};)))_“3(}/%17i;2)
~ + Llog(yy®

:2Li3(1)fLog()Log(1 )+7Log() :

2Lis(x) + 2Lis(y) — Li3(;) + 2Li3(1

2L3(x) +2L3(y) — 1:3(;) + 253(1:;) + 2£3(;(1—i)) — £5(xy)

(1-x)
x(1 - 1- x(1—y)?
+2L5( - ((1_Xy))>+ 2£3<_y((1_);))>_ [;3(yél_ﬁ;2):

L£3(z) = Liz(z) — Lia(2) Log|z|+1 Liz(2) (Log|2|)?



Exemple : Li,

o Lig(x) = SRy x*/k* L4(x) = Lia(x) + Elem4(x)

e ldentité fonctionnelle de Kummer 1C(4) (1840) :

Lo ) (- y;<>+z4<x2§>+c4<§¥>

oeu() o Z) -oei(-3) ol )

( :) ;
—354(x77) —3£4(yC) —3£4(—) _3£4(f)

(-

(

3, )_3c(_§ —sca(-2) -3a(-L)

'3 )
+6L4(x) +6Lay +6L:4(7)+6£4(7) =0

(¢(=1-x,n=1-y)



e Abel 1881 (Spence 1809, Hill 1829, Rogers 1907)
R(X)—R(y)—R(§)—R(1Y)+R<§ §>:0 (LAb)

e Spence-Kummer : Y7, ¢ £3(U,-(x,y)) =0 (SK)
o Kummer 1840 : Y, L,(Ui(x,y)) =0  (n<5) (Kn)
.

e Goncharov 1995 : -2, ¢ £5(Uj(a, b,¢)) =0 (Gon)
o Gangl 2003 : ¢ E,,(U,-(x,y)) =0 (n=6,7) (Gan,)

e Charlton, Gangl, Radchenko, Rudenko, Goncharov-Rudenko, ...



Identités fonctionnelles (IF) des polylogarithmes Li, :

>

Géométrie hyperbolique

» Géométrie des tissus (n<3

» K-théorie des corps de nombres (n<4

» Théorie des périodes (MZVs)

» Physique des particules (‘Scattering amplitudes’)

» Physique mathématique ('Y -systémes') (n=2)

» Algebres amassées (n<

» Symétrie miroir (‘Scattering diagrams') (n=2
e Probléemes : — trouver des IF pour £, (eg. I n>87 )

— mieux comprendre les Fls polylogarithmiques
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K-théorie et identités polylogarithmiques

n pair v (Borel)

e F = corps de nombres ~> K,(F) = {n impair 7

o [Zagier] K3(F) ¢~~~ By(F) avec

Z[F\{O,l}}
(b= [ ][ [ ] evglony )
(R0 -R0)-R(3) ~R() +R(364) =0)

By(F) =

e Régulateurs (de Borel) RE =L, : K3(F)—R
RE = Ln : Kzn_l(F)—>R ( n>?2 )

Comprendre — Desc® de Kp,—1(F) par générateurs et relat®

ﬁ
les IF de £, — Applications a la “Conjecture de Zagier”



‘Scattering amplitudes’ et identités fonctionnelles

o ‘Scattering amplitudes’ | = fAll’ ( important en HEPP )
I=I'+R
I=1+ Yier Fi(xi)

e [dDDS] ‘The 2-loop hexagon Wilson loop in N'=4 SYM’  (2010)

’Rg‘)m = ‘remainder’ : formule de 17 pages!
2
[GSvV] 7-"'gl)/VL =Y (L4(X;+7X;_) - %Li4(Vi)) ~3 (Z?:l LiZ(Vi)) e
e Importance de simplifier 3", Fi(x; ) pour F; = polylogarithmes

F; = hyperlogarithmes
F; = polylogs elliptiques

e Justifie I'étude des identités fonctionnelles >, F;(x;) = cst



0

e Ab(x,y) =R(x)-R(y) - R(*)-R(12) +R<§8§§>

Thm [de Jeu 20] VY /fini, ¢; € Qet U; € Q[x1,...,Xm] :

YicrciR(U;) est une CL de
YiciciR(U)) =cst <= spécialisations de Ab(X;, Ys)
avec Xs, Ys € Q[x1,...,xm] Vs

e ( Log(x) — Log(y) — Log(x/y) =0) est I'lFF du log v
o Ab <= (Ab(x,y)=0) est I'lFF du dilog v

o Gony <= Y2, ¢L3(U;) =0 estI'IFF du trilog ?

Q: [ Goncharov-Rudenko ] est I'IFF du tetralog 7



[Griffiths 2002] The legacy of Abel in algebraic geometry

We do not attempt to formulate this question precisely —
intuitively, we are asking whether or not for each n
there is an integer d(n) such that there is a “new”
d(n)-web of maximum rank one of whose abelian
relations is a (the ?) functional equation with d(n)
terms for Li, ? Here, ‘new” means the general extension
of the phenomena above for the logarithm when n =1,
where d(1) = 3, for the 5-term identity when n = 2 and
d(2)=5,...

[Goncharov-Rudenko 2018] ‘Motivic correlator, cluster algebras ...

Conclusion. /f n > 3, the problem of writing
explicitly functional equations for Li, might not be
the “right” problem. It seems that when n is growing
the functional equations become so complicated that one
can not write them down on a piece of paper.



e Principaux problémes sur les IF des polylogarithmes :
— Trouver des IF pour £, (eg In>87 )
— Existe-t-il une suite (IF,)n>1 de IF pour les polylogarithmes ?
— Existe-t-il une IF fondamentale pour £, pour chaque n > 17

— Mieux comprendre les IF polylogarithmiques



Dans cet exposé, en considérant des hyperlogarithmes :

— On décrit une série d'identités hyperlogarithmiques
HLog' <— ( Log(x) — Log(y) — Log(x/y) =0 )

HLog? «<— ( R(X)*R(Y)*R(i)*R(%>+R<;8:Zg> :0)

HLog® ( IF hyperlogarithmique de poids 6 )

— Pour w=1,...,6,0n a

Hlog” : 3 i, AH[(¢;) =0



Une vue géométrique de l'identité d’Abel

» Points base des U;’s :
—p1=[1,0,0]
—p2=10,1,0]
—p3=10,0,1]

[1,1,1]

7

~> Eclatement 3 : X3 = B|p17,,.7p4(IP’2) — P2



Une vue géométrique de l'identité d’Abel

e (Ab) R(x)—R(y)—R(g)—R(1_—§)+R(;8:§§>=0
A

o Eclatement S : X, =Bl, _,, (P?) — P?

X Pi D1,...,05: X4s — P! sont les
5 les cinq fibrations en coniques
sur la surface de del Pezzo X,
2 1
P vl =P

5
3 (), € (4117
( 3! au signe pres )

tq. i= 1€’ (¢')_



Généralisation aux surfaces de del Pezzo

e pi1,...,pr €P?: points en position générale (reds,...,8})
e Blow-up 3, : X,=Bl, ,([P?)—P> ( X,=dPy_, )

Prop : 1. Il y a un nombre fini k,

/ H . s X — [[Dl
de fibrations en coniques D1, P r

2. Pour tout i : X; = Spectre(¢;) C P! ar — 1 éléments

Def° : L’ hyperlogarithme complet ) P S
antisymétrique de poids r — 2 AHz PP\ % — C

Thm [ Castravet-P] 3 (e,—)?:1 € {£1}", £-unique, tel que

(HLogr_2) Y€ AH;:_’2 (¢,) =0




(HLogr_z) 7:1 €; AH;:_,2 (gb,) =0

e Une identité HLog" 2 pour chaque del Pezzo dPy = X, (d =9 —r)
[d =6] dPg est unique, AH}Z’, = Log pour tout i

HLog! = (Log(x) — Log(y) — Log(x/y) =0)

[d =5] dPs est unique : AH%’, = %(Lm - LlO) = R pour tout i

HLog? — ( >2 (€iR(¢i)=0 ) (Ab)



(HLog'?) Yoy € AHE % (i) =0

[d=4] dP; oo moduli ~» oo? identités HLog?
3 3 (1 3(Y

--+AH3<M>+AHE’O<M> =0

x(y — a) by — ax

[d = 3] dP3 = surface cubique dans P3 ~» oo” identités HLog*

Z?L AH,4( Cbi) =0



Thm [ Castravet-P. 2022]

3 (e);_, € {£1}* unique au signe prés tel que

(HLog™?) Yy €l AHE (i) =0

— Surfaces de Del Pezzo

— Hyperlogarithmes (aka “Intégrales itérées sur P1")




Surfaces de Del Pezzo | : proprietés

o dP,; C PY surface lisse, de degré d (d=9—r)
o dP; =X, = Blpl,m’p,(]Pﬁ) Pic(dPy) =Zh & (Di_1 Z L))
e —Kgp,=3h—3[_1£ ample~> ¢ _g :dPy— P9 plongement

° PiC(de)DKJ':<p1,...,pr> p,-zE,-—K,-+1 i<r-—1
pr=3h—37 ¢

e —(,)+ {pi}fy ~> Systéme de racines E, C R, = KT ® R

e Pour toute racine p : s, R — R, (reflexion orthog.)

dr—d+(d,p)p

o W,=W(E)=sp,...,5,, ) CO(R:) : gpe de Weyl de type E,



Surfaces de Del Pezzo |

6
E6o—o—I—o—o
1 2 3 4 5
7
E70—0—I—o—0—0
1 2 3 4 5 6
8
Eso—o—I—o—o—o—o
1 2 3 4 5 6 7

FI1GURE — Dynkin diagram E, (k stands for py forany k=1,..., r)

E=4,

1 2 3 4
.—.—IS—O
ES_ DS 1 2 3 4



Droites et coniques sur X, = dP,

(d:9—r)

e Droites £, ={ £ePic(X,) | (¢, - K)=1,¢ =1}

w

§ ~ |6]={d} avec PL~dCdP; deg(d)=1

e Cloniques 1, = { c € Pic(X,) | (¢, ~K)
W

¢ <—> Fibration en coniques ¢, : X, —

=W, - (h— )

2,c2:0}
]P>1



r 3 |4 5 6 7 8

E, Ayx Ay | Ay Ds Eg E; Eg
W, =WE) | Sx6y|Cs|(Z/22)xCs| WE) | Wy W(Es)
oy = |W,] 12 |5 2t.s (273450203457 2. P . 527
L =1L 6 |10 16 27 56 240

& = %] 3 |5 10 27 126 2160




Exemple : les droites de dP, vues sur le plan

o dP, = X; =B, (P2) - P2

o (; = ﬂ_l(p;) CX; ~ 4 € PiC(X7)

~ L=k
Line | Class in Pic(X;7) | Number of such lines Model in P?
& | b 7 first infinitesimal neighbourhood p{”
tij h=t;-¢; 21 line joining p; to p;
Cij 2h-Eb+ 0+ 21 conic through the py’s, k ¢ {i, j}
C? 3h-€-¢; 7 cubic through all the p;’s with a node at p;

TasLe 2. Lines on dP; and the corresponding ‘curves’ in the projective plane



xemple : cloniques de dP,

‘ Conic class ¢ ‘ Number of such ¢ ‘ Linear system |€| ‘ (C:"d ‘

h-1¢; 7 lines through Di f,‘j +€j
Ciiy + Cini
2h = Yicr i 35 conics through the p;’s, i € I e
€, +Ciiy

_ . cubics through the py’s for €jx + Ci

3h—t+ti—¢; 42 k # i, with a node at p; &+ C;
Mh—t=3 ¢ 35 quartics through the py’s Criky + Cisky

—t-3. ¢ ! ;

Jel with a node at p; for j € J Ciip + C;B

_ . quintics through the p;’s with 3

Sh-2t+4 7 anode at py except for k = i Cij +Cj

TasLE 3. Conic classes on dP, and their reducible fibers



Coniques non irréductibles sur X, = dPy4

° Lr:U[eLrKCXr ~ U :Xr\Lr
e K, > ¢ ~> Fibration en coniques ¢ : X, — P!
Y. = Spectre( o) = { oceP! ‘ ¢ (o) pas irreductible }

— 1 r—2 r—=1 _ 1
—{O’c,...,O'c , O¢ —OO}CIP’

e Pour oleyx, : (bc_l(ai):Lé—l—Zi (Li,[ieﬁ,)

r—2
o Ho=HO(P!, QL (Log¥,)) :< dz >__1:(C’—2

7
z—o,

e Hc= cbt(Hc) = < (b%"ai >:12 C HO(X,, Q}(r(LogL,)> = Hy,



Tissu de del Pezzo Wgyp,

e Wap, = W(o.)

ek, - Ky-tissu en coniques sur dPy

e Quest®: 3 (Fc(¢c)> tel que > o, Fe(pe) =0

Ce’Cr
avec les F. polylogarithmiques?

Théoréme : 3 () ., €11, —1} +-unique tel que

(HLog™?) e AH () =0
CG’Cr

ot V ¢ : AH'~? = hyperlogarithme antisymétrique
complet de poids r — 2 sur P*\ ¥,




Intégrales itérées

e Poincaré (1884), Lappo-Danilevski (1928), Chen (1973)

e Y variété complexe

° H:<wl,--~awm>CH0(Y’Qly) +[ o }

w,-ijzo
e Ex: ¢:Y — C and w,-EqS*(HO(C,Q}:)) i=1,....,m

e Point base y € Y, chemin ¥ :[0,1] - Y dey a x :
— L+ x— [cwi ~ I, € Oy
= Ly o x— [xwj(u) - L, (v) o Ty, € 0y

Dopeop; = X — fyx wi(u) - I[ij,.(u) o e € Oy



Intégrales itérées (polylogarithmes)

Y . HEY— O,
o W=w, ® -Quwj, — I,z fyz wiy () - Ly oy, (1)

morphisme injectif

. Qw
e Il: <@w20 H®Y '—'—') — 0y de C-algébres

M, € 0,NOY)

) —> Symbole S(I,) =w v
monod. unipotente -

e Ex: Y=P'\Y avec ¥={0,1,00}
H=(%, ) = H(P!, 0l (LogY))

z ) 1-z

Li, = ||"( (d_ZZ)®("_1) & (ld_—zz)) ( ‘Polylogarithmes’ )



Intégrales itérées (hyperlogarithmes)

e Ex: Y=PI\ X ave Z:{al, . L a’_lzoo}
H:<zizala"'7z_€;.zr—2> :HO(IP)]',Q]%ﬂ(LOgZ))
“n( (sz,fl) ® - ® (fo,,-n) ) “Hyperlogarithme”

e Hyperlog antisymétrique complet de poids r — 2 sur P! \X:

_ dz dz
AHg 2= II”(Asym<(2_Ul) ®-® (m)))
= IIn(ﬁ 21/66,72(71)’/ <%> Q- & <%>>




Il Identité HLog 2 : preuve(s)

(HLog™?) i Yocx cc AHI2(0) = 0 avec AH[™? = AHL

o G X, »P oY ={0l}] He=HO(QL (Log X))

9% () = He C Hx, = HO(Q), (LogL,))

AH2(60) = (S22 ) Ao n (92 )) e (A2 H)
l S (symbole)
Q2 ( dge )/\---A(‘ d"‘"",,z) € N2H, C A" 2Hy,

G0t be—ot

(HLog?) <= Y@ 2=0 in A"2Hy




Preuves de : hlog 2 =3¢, Q.2 =0 dans A" ?Hy,

®¢Resy

e Hy, = H° (Q}(r( Log L, )) C~r injective

Q2 e N 2Hy, & ATT2C5 A W(E)

c

[P1] On décompose hlog’ 2 dans une base naturelle de A™~2 C~

[P2] sign, — @(H)"\"?

1— (92_2)

— AT2CEr <sign,, A2 (C‘:f> =0

— > Q02 ( GAP3 )

c

[P3] Descrip® explicite des droites —  Z£r ~ 74|
+ algebre linéaire sur Z — Y eQ72=0( Maple)

[P47?] Preuve analytique inductive



IV Comparaison entre HLog? et HLog®

_ (1—
—y>+R<yE1§;> =0

| HLog? | R(x)-R(y)-R(

<X
N—
I
2
/
-
x

e| HLog® 1% €i AHY (i) = 0 avec pour & = { by,... by }

AHE(x) = 1 231 (~1)* 'Log (1 - £ ) Rey( 3 (x)

AH3 (x) + AH3 (1) + AHE (1) + AHE (=

e (52)

ay—bx

e (Ll ) + A (A0 + AR 55

e (2) + A (1) =0



Tissus de del Pezzo Wgp, et Wayp,

o (Ab) R(61) = R(¢2) ~R(62) ~R(6s) +R(s) =0
e Pour chaque i : F,, = feuilletage parles { p; = A}, A € P!

o Tissu: Wyp, = (.7:4)1, . ,.7:¢5) . b-uplet de feuilletages

e Wygp, = objet géometrique ~+ (HLog?) = (Ab)

* Wap, = <T¢k>¢k:dP4%P1 ~>  (HLog?)

fib® en coniques



Comparaison des tissus Wgyp, et Wyp,

Wap, et Wyp, satisfont des propriétés remarquables similaires :
» formés par les pinceaux de coniques sur une del Pezzo

» non-linéarisables

» de rang maximal, toutes leurs RA hyperlogarithmiques

» ona RA(Wgp,) = LogRA!(Wep,) © ( HLog?)
RA(Wgp,) = LogRA! (Wgp,) ® HLogRA?(Wyp,) @ ( HLog?)

(décompositions en W ,-representations irréductibles )
» caracterisés par les matroide de leurs sous-3-tissus hexagonaux
» sont “canoniquement algébrisables” (!)
» sont des “tissus modulaires”
» sont des “tissus cluster” (“amassés”

» s'obtiennent géometriquement a la [Gelfand-MacPherson]
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Tissus de Gelfand-MacPherson

G = groupe de Lie simple, type Dynkin D, rang r
e GODPDODH: H~~ ((C*)r = sous-tore de Cartan
P = sous-groupe parabolique standard (maximal)

e X=G/P : variété algébrique projective G-homogene
V,=rep°de G (p:G— GL(V,))

e XCP(V,): X =G-v, avec v, de plus haut poids w = wp
P = Stabg(v,) : stabilisateur de v, dans G

e 25, = {poids de p} C b ~R" ( h = Lie(H) )

B B " (p"(x))w “coordonnées
X3 x= [Zwe‘mp (X)VW} eP(V,) de Pliicker généralisées”

“Application Swlp” ()Pw

= - X =
momentn /"L MD,p — bR » X — ZWIpW(X)P



Tissus de Gelfand-MacPherson

S|P ()P w
Sulp™ ()P

e Application moment : p: X — by

e Polytope moment : p(X)=A = Ap, = Conv(20,) C by

e On note H; = H(Rxo) =~ (Rso)"

Thm [Atiyah, Guillemin-Sternberg, Gelfand-Serganoval
1. Pour tout x € X :

— Ay = pu(H-x) est un N ,-sous-polytope de A

— p induit un isom C¥ de variétés a coins H,y-x ~ A,

2. Pour x générique, i.e. x € X° = ;4_1(5), onalA,=A4Ap,




Tissus de Gelfand-MacPherson

o Ffacede A: Xp=p Y (F)CX

Prop : 1. Xg = Gr/PF avec (Gf, Pr) de type (D, wF)
et F~Ap, .

Project® linéaire

2.0naV,= VeV’ comme Gp-rep® — Ne: V, - Vi

XF = Xﬂ]P)(VF) = I'IF(X) - P(VF)

3. Mp(X°) = X% et Mg : X° — X§ est une fibration localem®
triviale en espaces projectifs a poids

4. H-torseur vy : X° — Y° = X°/H (yo CY=X*//H )

5. Mg : X° — Xg est (H, Hg)-équivariante  ( H — HEg )




Tissus de Gelfand-MacPherson

5. P(V,) D X° Ly X2 € P(VE) est (H, Hr )-équivariante

6. I7F:Y° — Yy =Xg/HEe tel que le diagramme
xo 1 . xo
VHl JVHF soit commutatif
y° 7 V¢
o Def® : Tissus de Gelfand-MacPherson
WM = W(I_Ip | F face de codim 1 de A) < H-équivariant

WM = W(WF | F face de codim 1 de A) = (W)?M>/H



Tissus de Gelfand-MacPherson : Gk((CN)

e G,(CN) CcP(AkCN) (6 =SL(CN), D= Ay, etc )

0< <1

o,u,:Gk((CN)—>AN:{(ti):N:1 R—

} hypersimplexe

Faces de A { AYN{t;=0} = A e~ G (CNVY)
de codim 1 ALV N{t =1} ~ ALV—_II e Grt ((CN_I)

e Pour chaque i =1,..., N, il y a deux “applications faces”

G, I(C{x 0}) o GkO(CN) T GkO(CN/(ei>)



Tissus de Gelfand-MacPherson : Gk((CN)

e Pour chaque i =1,..., N, il y a deux “applications faces” :

o R )

{xi=0}

JV:‘,O v J/Vi,l

Confj_; (Pk-2) «" Confy (Px1) —~— Confj_, (Pk-1)

|:Projp,-(pk):|k7él_<—{[plu"'apN]'%[pla"'ul/)\iu"'upN]

. . GM _ N applications d'oubli d'un point +)
o Tissu GM : WCO“fN(lP”‘) - W( N applications de proj° d'un point

e k=2": Conf,?,(IP’l) = Mon Wf,lM = W(Mo,/v N MO,Nfl)

o,N

+N=5: Mos~dPs=Xs WM =Wyp, ~B «— (Ab)

0,5



Construction de (.Ab) par Gelfand et MacPherson

N

G3(R®) ——— G3

I/—l/4l

f;

P; : 1lére classe Pontryagin
(=) HY(G2(R?)) 3 Py = 2]
’ SOs(R)
lu,-:ug avec Q € Q4(G2 (R5))

Mo 5(R) ———— Mo 4(R) ~ R\ {0,1}

. f sur les fibres
de la 4-forme Q

o Eny(¢) : wos = e Q

— wos =1(2) € Q(Mos(R))
— woai = (1),(2) €' (Moa(R))

H-€~A3 via G(R%) 1 A3
0183] =L (-1) 4 ([A4,])

_l’_

e Stokes pour [ sur les fibres :

dwos =7 1(—1)f*(wos) = 0= 2_1(—1) fi*(dR) (Ab)
—— —

=0

1=

=dR



Variétés de Cox

P Ve

e Comment obtenir Go(C®) a partir de X4 = dPs = Mgs = 7

C’est sa variété de Cox!

e S = variété projective (lisse) telle que Picz(S) = ®f_Z ¥,
(S=Blp. (P2 b=h=[H] et L=[E] i=1..,r)

e Def® : Anneau de Cox
Cox(S)= P H(S,Os(moH + mEy + -+ n,E))

ng,...,nr €7

e Faits : — Cox(P") = C[xp,...,xn] ( polynémes homogenes )
— Cox(S) =C|y1,...,ym] <= S est torique

— Cox(S) de type fini = S “Mori Dream Space” ( MMP V)

I
Cox(S) = ‘C[rjisr] —+ A(S) = Spec(Cox(5)) c AP



Variétés de Cox des surfaces de del Pezzo

Surface S D ¢ avec — ¢ € HO (Oxr(f)) \ {0}
(~Plet(?2=-1 générateur de Cox(S)

Dans Bl ;... p (]P’2) :
3 0o de (—1)-droites

== Cox(BIPL,,,J,9 (IP’Q)) pas de type fini

Thm [Batyrev, Popov] Pour r=3,...,8, 0ona
Cox(dPy = X, = Bly,_,, (P)) =C[ov|L € £, ]/ Tup,

e Tns = Homy(Picz(X,),C*) O A(X,) ~ X, =A(X,)// Tns

e A(X,) — C* + Z-graduation sur Cox(X,) induite par (—K, )
— P(X,) = Proj (Cox(Xr)) C ]P’((CE’) O Tns = Tns/cx
—_————

=(A(X,)—{0}) /c+



Variétés de Cox des surfaces de del Pezzo

e P(X,) = Proj(Cox(X;)) C P(C47) O @'(SE;TNS/C* } c G(E,)

Thm [Batyrev, Popov, Derenthal, Serganova-Skorobogatov]
1. Il 'y a un plongement (7Tns, H,)-équivariant :

P(X,) — X,=G,/P, C P(C*)

espace et repe minuscules

2. ll'y a un plongement fss: X, — Y, = X, //H, tel que le
diagramme suivant soit commutatif :
P(X,) —— X, C P(C*)

| J

X .y




oer=14,E=A;: P(X4)=Gy(C% — P(C5) ~P% ( Pliicker )

P(Xa) Go(C%) - - -~ - +G2(CY)
dP5 = X4(—f5i>y4 :H075777}77%M04 N]Pl

— Wap, = fis (WS = W, )

ePourrc{4,...,7} (r=87),ona:

P(X,)—— G, /P, - = — 5 X
| > | |
dPo_, = X, fis V- -

Thm: Ona Wap,_, = fgs(WJGiM) = FSS(WG,/Pr)




Exemple : Wyp, = X5
G5 = Spiny(C

e Pour r =5 : type Ds O_O_(<; ° Pino(C) +
G5/P5:S5C ]P(SS)

— S ~ OGZ (C*¥) = “Spinor 10-fold"

— S+ ~ C16 = “half-spin representation”

demihypercube : enveloppe convexe des
1S5 — Ap, =
* niSs Ds T(e1,...,e5) € 3{£1}% avec eg -+ e5 =1

i=1,...,5
e Facettes: Ap, ;= Ap,N{ti=5}~ADp,gs ( ce{+1) )
e Diagramme : (X5)<—>857777 QL

N

dP4 = X5(—>y5* *ﬂf* %y[: 'Z]PQ



Exemple : Wyp, = X5

e Diagramme : P(X5)c—— S5 — - ~ - »Q¢%
dP4 = X5<$>y5* L %y[: Z]PQ

e Tissu de Gelfand-MacPherson de Sy :

10-tissu de codim 2

GM _ Vs - PP =
V\’M—,—Vv(”/'yfS +P) sur Vs ~pirar C°

Thm : Les tissus Wgyp, = fg“S(WJG;ﬁ/’) et Wf;’:’ sont encore

plus similaires que ne le sont Wyp, et Wap, !

} “mieux

° [Wgﬁ/’ — Wf;g/’ — ngﬁw — que,, [des — Wap, = Wap, — ]



HLog > € AR(Wup, , ) peut-elle étre 2 Ouil
obtenue a partir d'une RA A, de Wg;’r‘” : :

e Question : Peut-on construire géométriquement a la Gelfand et
MacPherson la relation abelienne A, de Wf;’rw a partir d'une
classe caracté- ristique sur (une forme réelle de) G,/P, 7

e Géométrie (différentielle) projective des surfaces :
Surface S C P9 “assez générique” (d =3,4,5)
d = 3 : [Moutard, Darboux - 1880] 27-tissu sur § C P3
d =4 : [Darboux?] 10-tissu sur § C P*
d=5: [C. Segre-1921] 5-tissu sur § C P°

—— Plein de questions!



Beaucoup d’autres questions...

e Applications — HLog' = (Log(x)-Log(y)—Log(%) =0) v
~ Hiog? = ( R<x>7R<y>fR(;)m(}—:g)m(;g:g)70) v
— HLog? = (1% AH} (Ui(x,y)) =0 ) ?
e Construction de HLog? a la Gelfand-MacPherson ?
e Interprétation de HLog3 en termes du SC de dP4 ?

e Versions Unival. HLog},, ? Quantique HLog} ? Motivique HLog},,, ?

e Surfaces de del Pezzo singuliéres/réelles ?

e Blow-ups Bl, ,(P?) avec r>9 : Y. AH: %(p) =0
?



