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Le logarithme

e Lo(z) = Log(z)

z
e Représentations intégrales : Ly(z) = f d—;’

—Log(1—2) = Li(z) = [ 1«

e Dévellop® en série : Li(z) =>72 z—kk
e Monodromie : Mo (Lo) = Lo + 2im
e Identité fonctionnelle : Log(x) — Log(y) — Log(x/y) =0

“indoles logarithmorum hac aequatione fundamentali continetur”
(Pfaff 1788)



Le dilogarithme Li,

o Lix(z) =S, %

¢ Représentation intégrale : Lix(z) = Lo1(2) = fz— log(1 — u) &
z
Llo(Z) = f Iog(u) ld_uu

e Monodromie : M (Liz) = Lip — 2im - Lg
e Identité fonctionnelle d’Abel (.Ab) (0<x<y<1)
. : X 1y (x(A=y)\ _
LIQ(X)—LIQ(y)—le()—/)—LI2(:)+LI2<m =

%2 + Log(y) Log(i — y>

— X




Le dilogarithme Li,

o Li(z) = Y321 &

o Représentation intégrale : Lis(z) = Loi(z) = [ —log(1 — u)%
z
Llo(Z) :f Iog(u)ld_”u

e Monodromie : M (Liz) = Lip — 2im - Lg
e Identité fonctionnelle d’Abel (Ab) (0<x<y<1)
x 1-y x(1—y) ) _
R(x) — R(y) R(y) R(l_X)+R<y(1_X) -

R(x) = %("Ol(x) ~ Lio(x) ) = Lia(x) + %Log(X)Log(l —x) - %



Les polylogarithmes Li, ( n > 1))

o Lin(z) =355, %

e Représentation integrale : Li,(z) = szi,,_l(u)% = Lgn-11(2)

Li, (z) = Li,—1(2)/z

e Monodromie : M (Lin) = Lip — 2im ((erO—):)iI1

e |ldentités fonctionnelles en une variable :

Lin(z’) = 1 Z Lin(w z) (\z|< 1)

Lin(z) + (-1)Lin(z7) = - 278, (LB2) (zecy o, o] )

n!




Les polylogarithmes Li, ( n > 1))

. U
o Lin(z) = Xi1 &

¢ Représentation integrale : Li,(z) = szi,,_l(u)% = Lgn-11(2)

Li,' (z) = Li,—1(2)/z

e Monodromie : M (Lin) = Lip — 2i7 ((rl;o—)f)jl

e Identités fonctionnelles en plusieures variables ( 37 ) :

> ¢iLin(U;) =Elem_,
iel

(1 fini, G €Z, Uy €Qlx,y) )



Les polylogarithmes Li, ( n > 1))

o Lin(z) = 3%, %

o Représentation integrale : Liy(z) = /% Lip—1(u)% = Lgo1,(2)

Li,'(z) = Li,—1(2)/z

e Monodromie : M (Lin) = Lip — 2im ((erO—)l)_'1

e Identités fonctionnelles en plusieures variables ( 37 ) :

Z ¢i Lip(U;) =Elem_, <= ZC,' L,(U)=0
i€l iel

(1 fini, G €2, Ui €Qlx,y))



Exemple : Li3

o Liz(z) = 302, 2F/k3 = [7 Lip(u) %

e Identité de Spence-Kummer (1809-1840) :
x(1—y) ,
1= y) + 2L3<y(1—i)) — L|3<xy)

. x(1-— . 1—- o rx(1=y)?
+ 2Lis( -~ ((1_ y)))+ 2Li (,y((l_yx))) - L|3(y§1_§;2)

= 2is(1) ~ Log (v Log (+=2) + ZLog (1) + Lo ()

2Lis(x) + 2Lis(y) — Li3<§) + 2|_.3(

1—-



Exemple : Li3

o Liz(z) = 302, 2F/k3 = [7 Lip(u) %

e Identité de Spence-Kummer (1809-1840) :
x(1—y) ,
1= y) + 2L3<y(1—i)) — L|3<xy)

. x(1-— . 1—- o rx(1=y)?
+ 2Lis( -~ ((1_ y)))+ 2Li (,y((l_yx))) - L|3(y§1_§;2)

= 2is(1) ~ Log (v Log (+=2) + ZLog (1) + Lo ()

2Lis(x) + 2Lis(y) — Li3<§) + 2|_.3(

1—-

2£3(x)+2£3(y)—L3<§)+2£3<1 y)+ [;( (1_)/)>_L3(xy)

(=)
x(1— 1— 1—y)?
+2£5( - ((llfxy)))+ 2£3(fy((17yx)))— ﬁ3(y517§§z):°

L£3(z) = Li3(2) — Lia(2) Log|x|+2 Liy(2) (Log|x])?



Exemple : Lig

o Lig(x) = 252 x*/k* L4(x) = Lig(x) + Elem4(x)

e Identité fonctionnelle de Kummer (1840) :

Lo e () () ()

— 6L, xy)—6£4( )‘654(—%)—6£4< )

( ¢
—354(x77) —3£4(yC) —3£4(—) _3£4(f)

(-

(

—3c, (- )—3c(—y—f)—3c4(—z)—3c4(_%)

<
+6L4(x) +6Lay +6L:4(7)+6£4(7) =0

(C=1-xn=1-y)



e Abel 1881 (Spence 1809, Hill 1829, Rogers 1907)
R(X)—R(y)—R(§)—R(1Y)+R<§ §>:0 (LAb)

e Spence-Kummer : Y7, ¢ £3(U,-(x,y)) =0 (SK)
o Kummer 1840 : Y, L,(Ui(x,y)) =0  (n<5) (Kn)
.

e Goncharov 1995 : -2, ¢ £5(Uj(a, b,¢)) =0 (Gon)
o Gangl 2003 : ¢ E,,(U,-(x,y)) =0 (n=6,7) (Gan,)

e Charlton, Gangl, Radchenko, Rudenko, ...



e Identités Fonctionnelles (IF) des polylogarithmes :

» Géométrie hyperbolique

» Géométrie des tissus

» K-théorie des corps de nombres (n<4)

» Théorie des motifs

» Théorie des périodes (VZM)

» W des particules ("Scattering amplitudes™)

> Y-systemes et algebres amassées (n=2

» Symétrie miroir (“a la GHK") (n=2)

e Probléemes :

— construire des IF pourles £, ( 3n>87 )

— mieux comprendre les IF polylogarithmiques



Problématique

e Ab(x,y) =R(x)-R(y) - R(%)-R(12) +R<;§}_§§>zo

Thm [de Jeu] : Pour / fini, ¢; € Qet U; € Q[x1,...,xm] (Vi€ )

Sicr i L2(U;) est une CL
YiciGiLo(Uj) =cst <= de special® de Ab(X, Y5)
avec Xs, Ys € Q[Xl, e ,X/w]

e ( Log(x) — Log(y) — Log(x/y) = 0) est I'lF fondamentale du log
e (Ab)< (Ab(x,y) =0) est I'lF fondamentale du dilog

e Pbm - Pour n > 3, 3 IF fondamentale IFF(Li,) du n-iéme polylog?

- Si oui, les IFF(Li,) viennent-elles en série?



Surfaces avec des familles de “courbes simples”

e [Wren 1669] “Generatio corporis cylindroidis hyperbolici ...

457

L’hyperboloide a une nappe
§§ + 4 — %; = 1 est 2-reglée

e [Dupin 1802] “Applications de géométrie et de méchanique, a la
Marine, aux Ponts et Chaussées, etc” (1822)

Découverte des cyclides
surfaces S C E2 dont les lignes
de courbure sont des cercles

e [Liouville,Thomson, ...] :  Une cyclide de Dupin s'obtient comme
inversion d’un tore par rapport a une sphére



Surfaces avec des familles de “courbes simples”

o [Villarceau 1848]

Un tore T C E3 porte quatre
familles de cercles inclus dedans
( “Cercles de Villarceau™)

e == Par un point générique d’une cyclide S C E3 passe au moins
quatre cercles inclus dans S

e [Cayley-Salmon 1849] [/ y a 27 droites dans une surface cubique!

—— Une surface cubique est recouverte par 27
familles de coniques contenues dedans

o [Kummer 1863, Moutard 1864, Darboux 1864, etc]

— familles de coniques sur les cyclides !



Cyclides

e Kummer : surface quartique dans P3 avec une conique de points
doubles dans le plan a I'infini

Darboux : surface quartique dans E3 avec un cercle de points
doubles “a I'infini” ( “Cyclides de Darboux” )

Dupin : surface quartique dans E3 avec 4 points doubles “a I'infini”

Thm e Une cyclide est recouverte par N < 10 familles de coniques

e [Blum 1980] Une cyclide de Darboux est recouverte par
4.5 ou 6 familles de coniques

e Cyclides : de Dupin a... maintenant!
(En géométrie, architecture, CAGD/Visualisation, etc )



Une cyclide de Blum




Des cyclides aux surfaces de Del Pezzo

e Soit C C P3 une surface cyclide quartique

e [Clebsch 1868 (Darboux 1871)] “Représentation de C dans le
plan” (via un systéme linéaire de cubiques avec 5 points bases)

e [Segre, Veronese 1884] C C P3 est I'image de I'intersection de
deux quadriques Q1, Q> C P* par une projection de centre p € P* :

C=mp(C) avec C=1NQ cP?

e [Del Pezzo 1887] Pour r < 8 points py,...,p, en PG dans P?

de :Im(g@BH_Z;:l pil : P2 s Pd) (d —9_ r)



Surfaces de Del Pezzo | : propriétés

e dP, C P9 surface lisse de degré d (d=9—r)
e dP, ~Bl, .., (P?) , Pic(dP,) =Zho (P]_,Z24;) ~Z*!
o —Kgp, =3h—>[_; L trées ample ~~ ¢|—k| : dPy — P9 plong®

e Pic(dP,) D Kt ={p1,...,p;) pi=Li—Liy1 i=1...,r—1
et p, =3h—Y7 ¢

o —(-) + {pi}f_; ~= systéme de racines R, = K+ ® R de type E,

e Pour toute racine p: s, R, = R, (reflection)
d—d+(dp)p

e W,={(s,,...,s, ) C O(Ry) : groupe de Weyl de type E,



Surfaces de Del Pezzo Il

E4= A4

1 2 3 4
IS 1 2 3 4 5 6
ES_D51234

FIGURE — Diagramme de Dynkin E, (ou k dénote px pour k =1,...,r)



Surfaces de Del Pezzo Il : droites et coniques

° Xr:dpd (dzg—l’)
e Droites £, = { d € Pic(X,) | (d,~K) =1, d? = 1}
L,26 ~~ Pl~§fcX,

=W, (&) Ly = Stab(E) = (s 5 )
= W(E/_;) ( groupe de Weyl )

e Cloniques IC, = { ¢ € Pic(X,) | (¢e,—K)=2,¢2=0 }
IC, > ¢ ~> Fibration en coniques ¢, : X, — P!

K.=W, (h—8) W’ =Stab(h—£y) = (s,,....5, )
= W(E/_) ( groupe de Weyl )



Surfaces de Del Pezzo Il

r 4 5 6 7 8
E, Ay| Dy Es E Eg
E Ay | Ay A Ag Ay
£ Ay| Dy Ds Ds Dy
W, = W(E,) Gs | (Z/20)'xCs | W(Es) | W(E) | W(E)
w, = W, st 2tst o (2n3t5|210.3hs57

=1Ll = W)W |10 16 7 56 240
k= KI=IWIW ) |5 10 7 126 | 2056




Exemple : droites sur dP,

o X;=dPy=Bl,..., (P2 - P2

o (; = ﬂ_l(p;) C Xy ~ L€ PiC(X7)

~ L=k
Line | Class in Pic(X;7) | Number of such lines Model in P?
& | b 7 first infinitesimal neighbourhood p{”
tij h=t;-¢; 21 line joining p; to p;
Cij 2h-Eb+ 0+ 21 conic through the py’s, k ¢ {i, j}
C? 3h-€-¢; 7 cubic through all the p;’s with a node at p;

TasLe 2. Lines on dP; and the corresponding ‘curves’ in the projective plane



xemple : cloniques sur dP,

‘ Conic class ¢ ‘ Number of such ¢ ‘ Linear system |€| ‘ (C:"d ‘

h-1¢; 7 lines through Di f,‘j +€j
Ciiy + Cini
2h = Yicr i 35 conics through the p;’s, i € I e
€, +Ciiy

_ . cubics through the py’s for €jx + Ci

3h—t+ti—¢; 42 k # i, with a node at p; &+ C;
Mh—t=3 ¢ 35 quartics through the py’s Criky + Cisky

—t-3. ¢ ! ;

Jel with a node at p; for j € J Ciip + C;B

_ . quintics through the p;’s with 3

Sh-2t+4 7 anode at py except for k = i Cij +Cj

TasLE 3. Conic classes on dP, and their reducible fibers



Surfaces de Del Pezzo : coniques singuliéres

o Lr:UKEE,ECXr ~ Yr:Xr\Lr

e K, >¢ ~> Fibration en coniques ¢ : X, — P!

e Y. =Spectre(yp.) = { A € P | o71(N) pas irreductible } C P!
:{Uc,l’---,ac,r—l } (Uc,r—lzoo)
e Pour tout o¢; : ¢ (0c) = Lei+Le; Lo L e L,

HC:H°<P1,Q|1,1(Log)ZC)) :< dz ‘izl,...,r—2>

Z—0¢,i

He =gt (He) = ( 522 ) C HO(X,, Qf (Log L) )

Wap, = W(»c)

ek, K,-tissu sur Y,



Tissus |

Feuilletage : famille
°

localement triviale /J ~
de sous-variétés (——

e Un d-tissu est une collection de d feuilletages 2 a 2 transverses

I

Wy =(F1,F,.... Fy)

un 3-tissu plan

K,-tissu sur Y,, en

courbes rationnelles



Tissus |l

P2 5 C courbe

.a|g,degC:d ~ WC:W(Pla---ypd) d-tissu sur P2

HO(W]C)BOJ ~ (flea"'7dew) tq Zld:lfpiw:o

o VV(U;);j:1 ~ (Fl(Ul),"' ,Fd(Ud)) tq Y01 F(U;) =0

© Wap, = w(%) = W(x,y,%) Log(x)-Log(y)~Log(2) = 0




Tissus de Del Pezzo

e Wap, = W(p)

ek, - K,-tissu en coniques sur dPy

e Quest®: 3 (Fc((/?c) >ceIC tel que ZcEK, Fe (SOC) =0

r

avec les F. polylogarithmiques ?

Théoréme : 3 () ., €11, —1 % +-unique tel que

(HLog ) D €Al () =0

cekC,

ouVe: AIZ_2 = hyperlogarithme antisymmétrique complet
de poids r — 2 sur P*\ ¥..




Il Intégrales itérées

e Poincaré (1884), Lappo-Danilevski (1928)

e Y variété complexe

. ’H=<w1,...,wm>CH°(Y,Q§) + { dwj =0 ]

w,-/\wj:O
o Ex: o:Y—=C et w,-Ego*(HO(C,QIC)) i=1,...,m

e Point base y € Y, chemin 4% :[0,1] = Y dey a z:
— Ly i z— [ wi ~ L, € O,
= Ly i z— [wj(u) - Ly (v) o Iy, €0,

Mooy = 2 — fyz wi(u) - I[ij,.(u) o e € Oy



Il Intégrales itérées (polylogarithmes)

n . H— 0o,

o W=w;, ® - Quw, — Iz~ fyz wiy () - Ly oy, (1)

morphisme injectif
de C-algébres

I (@M, W) — O,

I, € O,NO(Y)

: ——> Symbole S(I,) =w v
monod. unipotente =

Ex:Y=P!\YXavecY=1{0,1,00}
H=(%, £) =H(P, al(logY))

z

Li, = ||"( (%)(8("_1) ® (ﬂ)) ( “Polylogarithmes” )

1-z



11 Intégrales itérées : hyperlogarithmes

e Ex:Y=P'\YavecX={0y,...,0,.1} (o1 =00)
M=, %) = H(P!, QL (LogY) )

HL) = ||”( (2 )® @ (3% )) “Hyperlogarithmes”

z—oj Z—0ij,

e Hyperlog antisymmétrique complet de poids r —2 sur P1\ ¥ :

Al2 = ||"<Asym<(zijzal) Q- ® (#{;)))
- "”(U T X0 (=og) e (—d7<)>>

© Ex: Al = %“2<d—5®(1d_zz)—(1‘i)®%) =R




IV Identité HLog, : preuve

(HLog,) : ek, €c Al %(pc) =0 avec Al% = AlL?

o wei X, P OY = {00 }T] H. = HO(QL, (LogX))

He =i (He) C HO(Q (LoglL,)) = Hx,

AL (o) = (22 ) non (2 )) e (107?)

|s

Q2 = ()t ) e HTD ¢ (R

¢ 0¢1 Pe=0c,r—2 r

)/\(I‘—2)

(HLog,) <=> Y, Q0 2=0 dans (Hx)" 2




IV Identité HLog, : preuve

(HLog,) <— > .eQ?=0 dans (,er)A(r—z)

@®¢Resy

e HO (Q}Q(LogL,)) =Hx C%  injectif

Q2 ¢ (’HX)A(r_2) 5 AT2CE — W(E,)-rep

r

o 0 hlog, — ®c(H) "7 —5 AT2CE SE de Ceev
|
IndW,, (sign’_;) — A""2C~£ SE de W,-mod

o oo~ Q2 ~» W/ =Stab(cq) C W, = W(E,)



IV Identité HLog, : preuve

o o~ Q2 ~ W/, =Stab(cq) C W, = W(E,)

Wy =Uers, - Wy ~ Qr=2 = sign (76,) (’cho . 5220_2)

e Faits: 1. C- Q2= ()"
2. (92_2 )c € D, (’HC)A(r_z) est W,-stable
et engendre sign, : W, — {£1}

e sign, — @c(%c)/\(r—z) —> A"72CEr SE de W,-rep

1— (Q7?), — 2. Q72

sign, n'apparait

: -2
pas dans A""2 C~r ona 3.2 "=0



Proposition : 1. Pour r =4,...,8, on a les décompositions
suivantes en W(E,)-modules irreductibles

Ay C=1a Ve Viy

Ds C=1a Voo Viy

Es Clo = 1@ Vol g V202

E; C =10 ViigVva3gy?2

Es Cle — 1@ V81l 352 g (/844 o /1123

2. sign, n'apparait pas dans A"2CY & r <7

Corollaire : Pour r <7, 0ona Y Q.72 =0 dans A"2CEr




Extra : décomposittions en W(E,)-irreps

e L, = { 'droites’ incluses dans X, } IC, = { “cloniques” de X; }
e C£r, C* sont des W(E,)-modules

Ay CH=1a Vo Vy [DFL]
Ds C%=1aVj, 0 Viy

Es CY =10 Vo gVv202

E; C=1¢Vilg a3 g 22

EB Cﬁs -1 o V8,l @ V35,2 D V84’4 o V112,3

A4 CK4 = 1 D V[il]

Ds C =10 V[47,41] © V[?l,l]

E6 C/CG =1a V6’1 P V20’2

E7 c’C7 -1 e V7’l @ V27,2 D V35,4 o V56’3

EB C1C3 =10 VS,l D V35,2 @ V50,8 @ V84,4 D V112’3 D V210’4 @ V400,7 ® V700,6



V Tissu Wyp, = B = tissu de Bol

[N-Lin| B n'est pas linéarisable

[Rang] B est de rang maximal 6
— AR(B) = AR\ og(B) @ (.Ab)

— Ab engendre AR\ og(B) par résidu/monodromie
[Hexag| B est hexagonal et cela le caractérise
[GM| 1. B est le quotient du tissu Ha,-équiv W(Gz(R5) A, G2(R;‘))
2. Construction cohomologico-géométrique de Ab
[Clust] B est équivalent au X -tissu cluster de type Ay

~ _ 1+x 14 14+x+
B*XWAz—W(XaYa ) Ty, Ty)



V Tissu Wyp, sur dP, =BI, ..., (P?) c P*

[N-Lin] Wgp, n'est pas linéarisable

[Rang] Wgp, est de rang maximal 36
— AR(Wp,) = ARLog(Wap,) ® ARpilog(Wap,) ® ( HLog®)

— HLog? engendre ARpiiog(Wap,) par résidu/monodromie

Hexag| Wqp, est caractérisé par le matroide formé par

ses sous-3-tissus hexagonaux

IGM| 1. Wyp, est le quotient du tissu Hp,-équiv W(S_r, RN S4(i)>

2. Construction cohomologico-géométrique de HLog® (?)

[Clust] Wyp, est un X-tissu cluster de type Dy ffff



o Applications — HLog! = (Log(x)~Log(y)~Log(%) = 0) v
— HLog? = (R(@—R@%R(ﬁ) fR(}%i)W(;ﬁ’ii) :0) v
— HLog® = ( S21% AR (Ui(x,)) =0 ) ?

e Construction Construire HLog? 3 la Gelfand-MacPherson ( S5 )
e Interprétation En terme du SC de dP4 7
e Versions Univ. HLog?, ? Quantique HLog} ? Motivique HLog},, ?

. . 3)-tissu en courbes

> = 2 > (n +
o w fel dP5 B|4pts(P ) ratees sur B|n+2pts(Pn) v
(2(n + 3))-tissu en courbes ?

= 2 ~
dP; = Bls ;:s(P*) rat’es sur Bl 3 prs(P™)



