LSMA202 — EXERCICES 2 : SYSTEMES D’EQUATIONS
LINEAIRES

Février 2021

Les exercices précédés du symbole (*) sont considérés plus difficiles et servent a
approfondir les notions abordées dans cette feuille.

Exercice 1 (Systémes linéaires avec solution unique). Résoudre les systémes d’équa-
tions linéaires suivants en utilisant la méthode de Gaufs.

(1) ()

72171 72172 =0 41’1 — X2 =2
51— 12=0 —x1 + Ty + 13 = —4
(2) —x1 — X2 =2
{ Ty = —52 (6)
—221 —xo =34 x1 + 3r9 +x3 = —2
(3) —x1 + 229 =7
2721 + 20 = 23 — 219 — a3 = —2
—141’1 — Xy = —10 (7)
(4) 3%1 — X3 — 5334 =-5
41‘2 — 21‘3 =0 —21‘1 + 9333 + 14 = 45
X1 + 6x3 =13 4r1+ x9— x3 — 4wy =—7
4£C1+31'2+ I.C3:9 —3&62— £C3+2$4:1

Exercice 2 (Systémes possiblement sans solutions). Résoudre les systémes d’équa-
tions linéaires suivants en utilisant la méthode de Gauf.

(1) (4)
{—7£E1 + 56!E2 =7

—2x1 + 1629 = 17 T — X9 =-—1
71+ 14ze = —16
(2) = 1
r1 — 6xy = 85
Tr1 — Tg9 = 15 (5)
3)
Ty — 229+ 8x3 =2 —ox1 + 30z — w3 =14
21’1 — 123;‘3 =0 *31’1 + 18582 — I3 = 2

T — bx3 =14 —x1 4+ 6x9 +4x3 =17
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(6)
Ty — X9+ 9x3 — 314 = —15
-1 — Bxz3+ x4=4
—2x1 — 19 — b6x3 — 214 =11
211 + 10x3 + z4 = —11

Exercice 3 (Systémes homogenes). Décrire 'ensemble des solutions des systémes
homogeénes suivants. Chaque fois, donner le rang du systéme.

(1) (6)
{ b1 + 2 =0 {—23@1 — By + 4224 — 1624 = 0

1021 — 29 = 0
R 921 + 315 — 3023 + Azy =0

{ T, + 49 =0 (7)

—92, — 82y =0
R {8x1 + 16 + 644 —0

1 + 21’2+ 8%3-%4:0

T + 4xo =0
2x1 +8x2 +x3 =0 (8)
(4) x1+ Txe + 3323+ 3424, =0
— T2 — .’1?3:0 1 *9%37 £U4:0
T — 229 + 423 =0 —x1+ o+ 1523+ 624 =0

—I1 — 932771'3:0

—9x1 — 4525 — x3=0 1 —4rs— 23+ x4=0
21‘1 + 10I2 - 2933 =0 2561 + 141‘3 + 2504 =0
—x1 — bxo — 1723 =0 3r1 + 229 + 253+ x4 =0

Exercice 4 (Systémes linéaires généraux). Décrivez ensemble des solutions des
systémes linéaires suivants. Chaque fois, donner le rang du systéme.

(1) 3)

629 =6 5z1 + 3529 — 40z3 =9
{ —x1 — Tro+ 8x3=-3
(4)

—x1 + 9!172 + 2(E3 =—6
—4xy — 2x9 — 1423 =2 —2x1 + 1829 + 223 = —4
10z + 20x3 = —10 —b5x1 + 4bxs + 23 =06
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(5) (7)

221 + 4079 + 13625 = 12 —I1 + 923 —Tzg =11
_21,1 _ 16.’1:3 =1 To + T3 — 2.’,C4 = —6
r1+ w9+ 1llazz=1 1+ 229 — Tx3z + 314 = —17

©) (8)
4x1 + a9+ 1623 — 624 = 17
—2x1 + 10292 — 23+ 324 = —4 Ty — 3x9+ 173 — Ty =24
1 — Dxo —x3+ 314 =2 —x1 + 1029 — 4523 =-10

Exercice 5. Soient S et S’ deux systémes d’équations linéaires. Soit T le systéme
d’équations linéaires obtenu en incluant toutes les équations de S et toutes celles
de S’. Montrer que I’ensemble des solutions de T' est 'intersections des ensembles
des solution de S et de 5.

Exercice 6. Soit A = (a;,;) une matrice m x n, et considérons le systéme homo-

U U1
géne AX = 0. Soient U = | : | et V = | ! | deux solutions de ce systéme.
U, U,
Uy + v
(1) Montrer que U +V = est solution du systéme.
U, + U
A\ug
(2) Soit A € R un scalaire. Montrer que AU = | : | est solution du systéme.
Ay,

Exercice 7. Soit AX = 0 un systéme homogéne d’équations linéaires, ot A est
une matrice m x n. Montrer que ce systéme n’admet que la solution nulle si et
seulement si son rang est n.

Exercice 8. Soit AX = b un systéme d’équations linéaires, et soit A’X = b un
systéme obtenu en ajoutant une ligne & A et une ligne & b. Montrer que le rang du
nouveau systéme A’X = b’ est supérieur ou égal au rang du systéme AX = b.

. . b . . , .
Exercice 9. Soit A = (CI d]' Montrer que le systéme homogéne d’équations
linéaires associé¢ a la matrice A est de rang 2 si et seulement si ad — be # 0. (On
pourra traiter plusieurs cas, selon que a et ¢ sont nuls ou non.)

Exercice 10 (*). Soit AX = b un systéme d’équations linéaires. Supposons que
le systéme admet au moins une solution, et soient U et V' deux solutions. Montrer
que U 4+ V est une solution si et seulement si le systéme est homogéne (autrement
dit, b = 0).



