Un théoreme d'Ax-Lindemann-Weierstrass

Guy Casale
(+ J. Freitag, J. Nagloo)

IRMAR, Université de Rennes 1



Théoréme (Lindemann-Weierstrass (1885))

Soit a € Q".
Si deg.tr.gQ(e™,...,e*) <n alors 3q¢&N" tel que [] (e*) = 1.

Soit z € C".
Si deg.tr.QQ(zl, zn, €7 ezn) <n alors 3q€N" tel que ]._.[ (eZ;)Qi -1




Théoreme (Ax-Schanuel (1971))

Soit t € (C[[s]] \ C)".
Si tr.deg.cC(t1,...,tn,e",...,e") <n+1 alors 3q € N" tel que [] (e") € C.

@ Ax — groupes algébriques
o Bertrand-Pillay — théorie de Galois différentielle
@ Tsimerman — structures o-minimales



Ax-Lindemann-Weierstrass for j

Soient j : H — CP! “le" quotient par PSLy(Z) et V une variété algébrique sur C.

Théoreme (Pila-Tsimerman (2016))
Soit t € (C(V)\ C)".
Si tr.deg.cvyC(V) (j(t1) - j(tn), 4 (1) - . (t), 5" (1) ... j" (tn)) < 3n
alors 3L < k ety € PSLp(Q) tels que t; = itk
(et P € C[Yy, Yk] tel que P(j(te),j(tc)) =0.)
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o Ullmo -Yafaev-Klingler — variétés de Shimura, sans les dérivées
@ Mok-Pila-Tsimerman — Ax-Schanuel pour variétés de Shimura



La dérivée schwarzienne

esy=(U) L) e=d i sire) =5 osle) + 540)

o Schw(R): S,(t)=R(y) ; ReC(y)
71 et 7 sont solutions  ssi Iy € PSLp(C) telle que 71 =97

o Gal(Schw(R)) C PSL2(C) est le stab. de I'annulateur I C Cly, t, g—;, 5725, o]

d’une solution 7.

o Gal(Schw(R)) # PSLy(C) ssi Jue C(y)™®  telle que @ 12 = R(y).

@ 7(y) est solution de S,(t) = R(y) ssi sa réciproque j(t) est solution de

Unif(R) : Si(y)+R(y)y? =0



Pour I C PSLy(R) groupe fuchsien de 1° espece (H/I est une courbe algébrique),
le quotient j : HH — Y est solution de

Unif(R)) : Si(y)+ Ri(y)y”? =0

Théoreme
Soient I un groupe fuchsien d’uniformisante j : H — Y et t € (C(V)\ C)".
Si- deg.tr.c(\)C(V) (j(tr) - - - j(tn), s (t1) - - J'(tn), " (t1) - .. /" (tn)) < 3n

alors 3¢ < k et PeC[Ye,Yy] telsque P(j(t),j(tk)) =0
(et v € Comm(I) tels que t; = ytx)

o " C Gal(Schw(R;)) C PSLy(C)
e Comm(l) = {y € PSLy(C) | [T : ATyt NT] < 0o}
@ v € Comm(I) si et seulement si joy € (C(j)alg



Forte minimalité de Unif(R)

Une équa diff. y(" = E(t,y,y"...y"" V) avec E € C[t,y...y" V] sera notée E.

Définition
Une équation différentielle E est fortement minimale si
V C(t) C K CU et Vf € Sol(E,U), deg.tr.xK(f) =0 ou n.

Théoreme
Si Gal(Schw(R)) = PSL>(C) alors Unif(R) est fortement minimale.




preuve

Soient C(t) C K et f € Sol(E,U). On note | C L = K[y,y’,y"] I'annulateur de f.

2
d ;d o £ d

& t5 et 5 et se prolonge sur K[y, y', y"] par

psl,(C) agit sur K par
)
o X = ot

_ 4.0 /) "9
oH—tﬁ—yay,—Zy By

2
oY =5L2 a?/’ — (2ty” +y’)%

et préserve

12
S D= Gty gty (35 - PRV o

La stabilisateur de / est une sous algebre de Lie.
Si elle est propre, elle est conjuguée a une sous algebre de CX + CH.

Le noyau de I'action de X, H sur L// est la cloture algébrique de C[y] dans L// et
contient % En notant u(y) cette fonction, nous obtenons une solution de
I'équation de Riccati Z—; - 3P+ R(y) =0.



Trivialité géométrique de Unif(R)

Une application du théoreme de trichotomie

Proposition

Une équa.diff. E, autonome, fortement minimale, ord(E) > 1, est géométriquement
triviale :
Siyi,...,yn € Sol(E,U) telles que  deg.tr., K{y1,...yn) < n ord(E)
—al
alors il existe ¢ #+ k tels que y; € K(yk>ag.

En utilisant I'action de s>(C) :

Théoreme
Soient R tel que Gal(Schw(R)) = PSLo(C) et  y1,...,yn € Sol(Unif(R),U)

telles que  deg.tr. K(y1,...yn) < 3n alors il existe £ # k tels que y; € (C(yk)alg.




Les fibres

...sont les équations avec second membre. Pour a € K,
Fib(a) : Si(y)+ F\’(y)y’2 =a

Elles ont les mémes propriétés que Unif(R) : forte minimalité, trivialité géométrique

...en faisant le changement de variable s = A(t) avec S;:A = a.

Lemme
Si R provient d'un groupe fuchsien, y1 € Sol(Fib(a),U), y2 € Sol(Fib(b),U)

——a,

non algébriques sur K telles que y» € K(y1) = alors a=b.




Le preuve de ALW

Considérons sur V un champ de vecteurs § tel que dt; # 0.
o j/(t:)ot; = o(j(t)),
o S5(j(t)) + RU(t))(8(i(1)))* = Ssti
Si
deg.tr.c(yC(V)(j(t1) - - - j(tn))s < 3n
il existe K et k < { tels que

deg.tr.  K(j(tk),j(te)) < 6

La forte minimalité implique de j(tx) € K(j(tg)>5a/g, ainsi Ssty; = Ssty
Quitte a changer de “variable”, j(tx) et j(t;) sont solutions de Unif(R)

et j(t) € C((t))®



