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À faire en 3 heures

Dans ce texte, k est un corps algébriquement clos et n,m ∈ N∗.

Exercice 1

Soient V ⊂ An et W ⊂ Am deux ensembles algébriques affines et soit ϕ : V → W une
application régulière. On rappelle qu’il existe un morphisme de k-algèbre associé à ϕ, noté
Γ(ϕ) = ϕ∗ : k[W ] → k[V ] défini par f 7→ f ◦ ϕ. On rappelle également que pour E ⊂ Am

un ensemble quelconque, on note E = V (I(E)) sont adhérence pour la topologie de Zariski.

1. L’image ϕ(V ) = {ϕ(x) ∈W | x ∈ V } est-il toujours un ensemble algébrique ?

2. On suppose que ϕ est injectif. Le morphisme Γ(ϕ) est-il toujours surjectif ?

3. On suppose que ϕ est surjectif. Le morphisme Γ(ϕ) est-il toujours injectif ?

4. Montrer que Γ(ϕ) est injective si et seulement si ϕ(V ) = W .

Exercice 2

On rappelle qu’une courbe algébrique affine est un ensemble algébrique affine de dimen-
sion 1 irréductible. On rappelle aussi que les sous-ensembles algébriques affines stricts d’une
courbe sont finis.

1. Soit P ∈ k[X,Y ] non constant. Montrer que toutes les composantes irréductibles de
V (P ) sont de dimension 1.

2. Soit C ⊂ A2 une courbe qu’on écrit sous la forme C = V (P1, · · · , Pr) avec P1, · · · , Pr ∈
k[X,Y ] non constants. Montrer que l’on peut supposer que chacun des polynômes Pi

est irréductible. Montrer qu’il existe P ∈ k[X,Y ] irréductible tel que C = V (P ).

3. Montrer que l’application P 7→ V (P ) est une bijection entre polynômes irréductibles
unitaires de k[X,Y ] et courbes de A2.

Exercice 3

Soit Mn(k) l’espace vectoriel des matrices carrées de taille n et soient SLn(k) = {A ∈
Mn(k) | det(A) = 1}, On(k) = {A ∈ Mn(k) | AtA = In} et SOn(k) = SLn(k) ∩On(k), où
At est la matrice transposée de A et In est la matrice identité de taille n.

1. Montrer que SLn(k), On(k) et SOn(k) sont des sous-ensembles algébriques de An2

.

2. Montrer que SO2(k) est isomorphe à la courbe V (X2 + Y 2 − 1) ⊂ A2.

3. Donner les composantes irréductibles de O2(k).

4. Donner la dimension de SLn(k) et montrer que c’est un ensemble irréductible et lisse.
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Définition. Soient V et W deux ensembles algébriques projectifs.
1. On appelle morphisme de V dans W toute application ϕ : V →W qui est régulière

en tout point de V .
2. Un morphisme ϕ : V → W est appelé isomorphisme s’il existe un morphisme

ψ : W → V tel que ϕ ◦ ψ = IdW et ψ ◦ ϕ = IdV .

Exercice 4

Dans cet exercice k est un corps de caractéristique différente de 2. Soit V = P1 et
W = VP(X2 + Y 2 − Z2). On considère l’application ϕ : V → W définie par ϕ([u : v]) =
[u2 − v2 : 2uv : u2 + v2].

1. Montrer que ϕ est un morphisme bijectif.

2. Décrire l’application réciproque ψ de ϕ. Est-ce un isomorphisme ?
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