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Université de Versailles Saint-Quentin, Bâtiment Fermat, 45 avenue des États-Unis,
78035 Versailles cedex.

E-mail : vincent.secherre@math.uvsq.fr



COURBES ALGÉBRIQUES
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Introduction

Ce cours est une introduction à la géométrie algébrique dont l’objectif est de préparer à l’étude
des courbes elliptiques. Une courbe elliptique étant une courbe projective lisse de genre 1, l’ob-
jectif de ce cours est donc de définir et de comprendre chacun des termes courbe, projective, lisse
et genre apparaissant dans cette définition.

D’abord, le mot courbe doit être compris au sens algébrique du terme. Näıvement, une courbe
est un objet géométrique de dimension 1. Il y a des courbes topologiques, différentielles, analyti-
ques, etc. On s’intéresse dans ce cours aux courbes algébriques, c’est-à-dire qui sont définies par
des équations polynômiales. Les exemples les plus simples sont les droites de l’espace affine et les
coniques. Ces dernières sont réparties en quatre familles distinctes : les ellipses, les hyperboles,
les paraboles et les coniques dégénérées, c’est-à-dire les réunions de deux droites affines.

Si P1, . . . ,Pr sont des polynômes en n indéterminées à coefficients dans un corps k (supposé
algébriquement clos pour éviter des difficultés qui excèdent le cadre de ce cours), l’ensemble de
leurs zéros communs :

tx P kn | P1pxq “ ¨ ¨ ¨ “ Prpxq “ 0u

est appelé un ensemble algébrique affine. Notre première tâche sera d’étudier ces ensembles, et
de comprendre à quelles conditions sur P1, . . . ,Pr on peut dire qu’ils sont “de dimension 1”.

On sait depuis le dix-neuvième siècle que le bon cadre de la géométrie algébrique est non pas
la géométrie affine, mais la géométrie projective. En géométrie affine, des droites parallèles ne
se coupent pas, ce qui impose des restrictions et des contournements inutiles. En géométrie pro-
jective, on ajoute des points “à l’infini” à l’espace affine permettant que deux droites se coupent
toujours, éventuellement à l’infini. Les choses en sont énormément simplifiées. Par exemple, les
trois familles de coniques non dégénérées, distinctes en géométrie affine, cöıncident en géométrie
projective. Nous définirons l’espace projectif de dimension n. Pour obtenir la notion d’ensemble
algébrique projectif, il suffira de remplacer l’espace affine par l’espace projectif, et les polynômes
à n indéterminées par les polynômes homogènes à n` 1 indéterminées.

De façon analogue à la notion de racine multiple pour un polynôme en une indéterminée, il
existe une notion de point multiple, ou de singularité, pour une courbe affine ou projective, et
plus généralement pour un ensemble algébrique. Une courbe sans singularité est dite lisse.

Il reste à donner une idée de ce qu’est le genre d’une courbe projective lisse. Lorsque le corps
k est le corps des nombres complexes, une courbe projective lisse peut toujours être vue comme
une surface réelle compacte orientée, et de telles surfaces sont soumises à une classification assez
simple : elle sont toutes de la forme d’un beignet à g trous, où g est un entier naturel appelé le
genre de la courbe. Si k est un corps quelconque, on ne peut pas procéder ainsi, et il faut intro-
duire du matériel technique pour définir le genre. Mentionnons simplement ici que la notion de
genre est liée à la question suivante : si l’on fixe un nombre fini de points sur la courbe, et qu’à
chacun de ces points on attache un entier relatif, existe-t-il une fonction algébrique définie sur
la courbe et dont l’ordre en ces points est égal à l’entier qui lui correspond ?
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0.1. Ensembles algébriques affines

Dans tout ce cours, on fixe une fois pour toutes un corps k.

0.1.1. Ensembles algébriques affines

Soit un entier n ě 1. On note Anpkq, ou bien An si aucune confusion n’est possible, l’ensemble
kn vu comme espace affine. On l’appelle l’espace affine de dimension n sur k.

Notons krX1, . . . ,Xns la k-algèbre des polynômes en n indéterminées à coefficients dans k. Si
S est une partie de krX1, . . . ,Xns, on pose :

(0.1.1) VpSq “ tx P An | Ppxq “ 0 pour tout P P Su.

C’est l’ensemble des zéros communs à tous les éléments de S. Si S est fini et égal à tP1, . . . ,Pru,
on écrit VpP1, . . . ,Prq plutôt que VptP1, . . . ,Pruq.

Exemple 0.1.1. — (1) On a Vp∅q “ An et Vp1q “ ∅.
(2) Si n “ 2, l’ensemble VpX2 `Y2 ´ 1q est le cercle tpx, yq P k2 | x2 ` y2 “ 1u dans A2.
(3) Si n “ 3, l’ensemble VpXYZq est la réunion des plans X “ 0, Y “ 0 et Z “ 0.
(4) Pour i P t1, . . . , ru, soit Pi “ ai,1X1 ` ¨ ¨ ¨ ` ai,nXn ´ bi avec les ai,j et les bi dans k. Alors

VpP1, . . . ,Prq est l’ensemble des solutions du système linéaire :
n
ÿ

j“1

aijxj “ bi, i “ 1, . . . , r.

C’est ou bien l’ensemble vide, ou bien un sous-espace affine de dimension ě n´ r.
(5) Si n “ 1 et si S Ď krXs, alors VpSq est ou bien A1, ou bien une partie finie de A1.

Définition 0.1.2. — Une partie de An de la forme VpSq avec S Ď krX1, . . . ,Xns est appelée
un ensemble algébrique affine.

Proposition 0.1.3. — On a les propriétés suivantes :

(1) Si P,Q P krX1, . . . ,Xns, alors VpPQq “ VpPq YVpQq.
(2) Pour tout S Ď krX1, . . . ,Xns, on a :

VpSq “
č

PPS

VpPq.

(3) Si S Ď S1 Ď krX1, . . . ,Xns, alors VpSq Ě VpS1q.
(4) Si I est l’idéal engendré par S Ď krX1, . . . ,Xns, alors VpSq “ VpIq.

0.1.2. L’idéal associé à une partie de An

Soit E une partie de An. On pose :

(0.1.2) IpEq “ tP P krX1, . . . ,Xns | Ppxq “ 0 pour tout x P Eu.

C’est l’ensemble des polynômes qui s’annulent sur E. C’est un idéal de krX1, . . . ,Xns.

Proposition 0.1.4. — Etant données E,E1 des parties de An, on a les propriétés suivantes :

(1) On a IpEY E1q “ IpEq X IpE1q.
(2) Si E Ď E1, alors IpEq Ě IpE1q.
(3) Si V “ VpIpEqq, alors IpEq “ IpVq.
(4) Si E est un ensemble algébrique affine, alors VpIpEqq “ E.
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Démonstration. — Si V “ VpIpEqq, on a V Ě E donc IpVq Ď IpEq. Inversement, si P P IpEq, il s’annule
par définition sur VpIpEqq “ V et appartient donc à IpVq.

Si en outre E est de la forme VpSq avec S Ď krX1, . . . ,Xns, montrons que V “ E. Etant donné x P V,
pour que x appartienne à E, il faut et il suffit que Ppxq “ 0 pour tout P P S. Comme x P V, on a Ppxq “ 0
pour tout P P IpEq, donc en particulier pour tout P P S.

La dernière propriété implique que la restriction de I aux ensembles algébriques affines de An

est injective. On a donc une correspondance injective :

tensembles algébriques affines de Anu Ñ tidéaux de krX1, . . . ,Xnsu.

Quelle est l’image de cette correspondance ? L’important théorème des zéros de Hilbert (théorè-
me 0.1.14 ci-dessous) répondra à cette question lorsque que k est algébriquement clos.

Exemple 0.1.5. — (1) On a Ip∅q “ krX1, . . . ,Xns.
(2) Si k est infini, on a IpAnq “ t0u.
(3) Si k est fini de cardinal q, on a IpA1q “ pXq ´Xq.
(4) Si n “ 1 et a P A1, on a Iptauq “ pX´ aq.
(5) Lorsque n ě 2, l’anneau krX1, . . . ,Xns n’est plus principal. Fixons a “ pa1, . . . , anq P An

et posons :

(0.1.3) ma “ pX1 ´ a1, . . . ,Xn ´ anq.

Développant n’importe quel polynôme P de krX1, . . . ,Xns dans la base des monômes de la forme
pX1´ a1q

m1 . . . pXn´ anq
mn , on voit que ma est un idéal maximal, égal au noyau du morphisme

d’algèbres P ÞÑ Ppaq de krX1, . . . ,Xns dans k, c’est-à-dire Iptauq. C’est un idéal non principal.

L’application a ÞÑ ma permet donc d’interpréter tout point de An comme un idéal maximal de
la k-algèbre krX1, . . . ,Xns. Les idéaux maximaux de krX1, . . . ,Xns sont-ils tous de cette forme ?
C’est à nouveau le théorème des zéros de Hilbert qui répondra à cette question.

Exemple 0.1.6. — Considérons l’idéal I de krX,Ys engendré par le polynôme Y2 ´ X.
L’ensemble V “ VpIq est la parabole d’équation y2 “ x. Calculons l’idéal IpVq. Soit F P IpVq.
En considérant les éléments de krX,Ys comme des polynômes en la variable X à coefficients dans
krYs, on peut effectuer la division euclidienne de F par Y2 ´X. En effet, ce dernier est bien un
polynôme unitaire de l’anneau krYsrXs. On a donc F “ pY2 ´XqQ` R où Q,R P krX,Ys et le
degré de R en X est ď 0, c’est-à-dire que la variable X n’apparâıt pas dans R. Or F et Y2 ´X,
donc R lui aussi, s’annulent tous les deux sur V. Cela signifie que R P krYs est un polynôme
s’annulant en toutes les ordonnées des points de V. Or, pour tout y P k, on a py2, yq P V, donc
Rpyq “ 0. Si le corps k est infini, on en déduit que R “ 0, ce qui prouve que F est divisible
par Y2 ´ X. On a donc prouvé que IpVq est inclus dans l’idéal pFq. Par ailleurs, on sait que
pFq Ď IpVq. Ainsi on a l’égalité IpVq “ pY2 ´Xq.

Si le corps k est fini de cardinal q, le polynôme R est divisible par Yq ´Y. On en déduit que
IpVq est égal à pY2 ´X,Yq ´Yq.

Dans le cas où k est algébriquement clos, le théorème des zéros de Hilbert nous donnera une
méthode beaucoup plus rapide et générale pour prouver ce genre de résultat.

0.1.3. Deux théorèmes de finitude

Les deux propriétés de finitude dont il est question dans cette section s’appuient sur le résultat
important suivant, dû à Hilbert.
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Théorème 0.1.7 (Théorème de la base de Hilbert). — L’anneau krX1, . . . ,Xns est
noethérien, c’est-à-dire qu’on a les propriétés équivalentes suivantes :

(1) Tout idéal de krX1, . . . ,Xns est engendré par un nombre fini d’éléments.
(2) Il n’existe pas de suite infinie strictement croissante d’idéaux dans krX1, . . . ,Xns.

Nous allons montrer que tout ensemble algébrique affine de An peut être défini par un nombre
fini d’équations.

Théorème 0.1.8. — Pour tout ensemble algébrique affine V Ď An, il existe un nombre fini
de polynômes P1, . . . ,Pr de krX1, . . . ,Xns tels que V “ VpP1, . . . ,Prq.

Démonstration. — Soit S Ď krX1, . . . ,Xns telle que V “ VpSq. Notant I l’idéal de krX1, . . . ,Xns engen-
dré par S, on a V “ VpIq. D’après le théorème de la base de Hilbert, l’idéal I est engendré par un nombre
fini de polynômes P1, . . . ,Pr. On a donc VpP1, . . . ,Prq “ VpIq “ V.

Passons maintenant à la notion d’irréductibilité.

Définition 0.1.9. — Un ensemble algébrique affine V Ď An est irréductible si, pour toute
décomposition V “ V1 Y V2 avec V1,V2 des ensembles algébriques affines, on a V1 “ V ou
V2 “ V.

Proposition 0.1.10. — Soit V un ensemble algébrique affine de An. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(1) L’ensemble algébrique affine V est irréductible.
(2) L’idéal IpVq est un idéal premier.
(3) L’anneau-quotient krX1, . . . ,Xns{IpVq est intègre.

Démonstration. — D’abord, soient P,Q P krX1, . . . ,Xns tels que PQ P IpVq. On a donc PpxqQpxq “ 0
pour tout x P V. Comme k est un corps, pour chaque x P V, on a soit Ppxq “ 0, soit Qpxq “ 0, ce qui se
traduit par l’égalité :

V “ pV XVpPqq Y pV XVpQqq.

Supposant V irréductible, cela donne par exemple VXVpPq “ V, c’est-à-dire V Ď VpPq, donc Ppxq “ 0
pour tout x P V, ce qui implique que P P IpVq. L’idéal IpVq est donc premier.

Inversement, supposons que V n’est pas irréductible et écrivons V “ V1YV2 avec V1,V2 des ensembles
algébriques affines strictement inclus dans V. Comme V ÞÑ IpVq est injective, on obtient que IpViq Ľ IpVq
pour chaque i P t1, 2u. On peut donc choisir Pi P IpViq n’appartenant pas à IpVq, pour chaque i. L’égalité
V “ V1 YV2 implique que P1P2 P IpVq, et ainsi l’idéal IpVq n’est pas premier.

Théorème 0.1.11. — Soit V Ď An un ensemble algébrique affine. Il existe des ensembles
algébriques affines irréductibles V1, . . . ,Vm tels que :

(1) V “ V1 Y ¨ ¨ ¨ YVm ;
(2) pour tous i ‰ j, on a Vi Ę Vj.

Les Vi sont uniques à l’ordre près et s’appellent les composantes irréductibles de V.

Démonstration. — On raisonne par l’absurde, en supposant l’existence d’un ensemble algébrique affine V
indécomposable, c’est-à-dire qui ne se décompose pas ainsi. On peut le choisir tel que IpVq soit maximal
parmi les idéaux de la forme IpWq où W décrit les ensembles algébriques affines indécomposables : si un
tel choix n’existait pas, on pourrait créer une suite strictement croissante d’idéaux IpW0q Ĺ IpW1q Ĺ . . .
avec les Wi indécomposables, ce qui contredirait le fait que krX1, . . . ,Xns est noethérien.

Puisqu’un tel V n’est pas irréductible (sans quoi il ne serait pas indécomposable), on peut l’écrire sous
la forme V “ W1YW2 avec W1,W2 des ensembles algébriques affines strictement inclus dans V. Comme
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I est injective, on a IpWiq Ľ IpVq pour chaque i P t1, 2u. Par la propriété de maximalité de IpVq, les Wi

ne sont pas indécomposables, donc V non plus : contradiction.
Pour l’unicité, écrivons V “ V1 Y ¨ ¨ ¨ YVm “ W1 Y ¨ ¨ ¨ YWp. Pour chaque i P t1, . . . ,mu, on a :

Vi “ V XVi “ pW1 XViq Y ¨ ¨ ¨ Y pWp XViq

et l’irréductibilité de Vi implique qu’il existe un j P t1, . . . , pu tel que Vi “ WjXVi, c’est-à-dire Vi Ď Wj .
En raisonnant de façon analogue avec la composante irréductible Wj , on trouve un l P t1, . . . ,mu tel que
Wj Ď Vl. On a donc Vi Ď Vl, ce qui implique l “ i, puis Vi “ Wj . Par conséquent, j est déterminé par
i, et l’application i ÞÑ j ainsi définie est bijective.

En conclusion, on a deux descriptions possibles d’un ensemble algébrique affine V Ď An : ou
bien comme une intersection :

V “ VpP1q X ¨ ¨ ¨ XVpPrq, P1, . . . ,Pr P krX1, . . . ,Xns,

ou bien comme une réunion :

V “ V1 Y ¨ ¨ ¨ YVm

avec IpV1q, . . . , IpVmq des idéaux premiers (uniquement déterminés) de krX1, . . . ,Xns.

0.1.4. Le théorème des zéros de Hilbert

Désormais, on suppose que le corps k est algébriquement clos.

On a vu que l’application V ÞÑ IpVq est injective lorsque restreinte aux ensembles algébriques
affines. En revanche, l’application I ÞÑ VpIq n’est pas injective : étant donné P P krX1, . . . ,Xns,
on a VpPmq “ VpPq pour tout entier m ě 1.

Intéressons-nous à l’image de V ÞÑ IpVq. Il existe des idéaux de krX1, . . . ,Xns qui ne sont pas
de la forme IpVq, avec V un ensemble algébrique affine de An. En effet, si P est un polynôme
tel que Pm P IpVq pour un certain entier m ě 1, alors on a P P IpVq. Ainsi par exemple, l’idéal
pX2

1q n’est pas de la forme IpVq pour V Ď An.

Définition 0.1.12. — (1) Un idéal I de krX1, . . . ,Xns est dit radical si, pour tout polynôme
P P krX1, . . . ,Xns et tout entier m ě 1 tels que Pm P I, on a P P I.

(2) Soit I un idéal de krX1, . . . ,Xns. L’ensemble :
?

I “ tP P krX1, . . . ,Xns | il existe un m ě 1 tel que Pm P Iu

est un idéal radical de krX1, . . . ,Xns, appelé le radical de I.

Remarque 0.1.13. — (1) L’idéal
?

I est l’image réciproque par le morphisme de k-algèbres :

krX1, . . . ,Xns Ñ krX1, . . . ,Xns{I

de l’ensemble des éléments nilpotents de la k-algèbre krX1, . . . ,Xns{I.
(2) Tout idéal premier est radical.

On peut maintenant énoncer le théorème des zéros de Hilbert.

Théorème 0.1.14 (Théorème des zéros de Hilbert). — Si I est un idéal de krX1, . . . ,Xns,
l’idéal IpVpIqq est égal au radical de I.

Remarque 0.1.15. — En d’autres termes, si I est engendré par P1, . . . ,Pr et si un polynôme
Q s’annule sur V “ VpP1, . . . ,Prq, alors il y a des polynômes A1, . . . ,Ar et un entier m ě 1 tels
que Qm “ A1P1 ` ¨ ¨ ¨ `ArPr.
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Exemple 0.1.16. — Si n “ 1, l’idéal I est engendré par un seul polynôme P P krXs. Si Q
s’annule sur VpPq, c’est-à-dire en chacune des racines de P dans k, alors il y a un A P krXs et
m ě 1 tels que Qm “ AP.

Théorème 0.1.17. — (Première variante du théorème des zéros de Hilbert). Si I
est un idéal propre de krX1, . . . ,Xns, alors VpIq est non vide.

Proposition 0.1.18. — Les théorèmes 0.1.17 et 0.1.14 sont équivalents.

Démonstration. — Soit I un idéal propre de krX1, . . . ,Xns, et écrivons IpVpIqq “
?

I. Si VpIq était vide,

on obtiendrait
?

I “ krX1, . . . ,Xns, ce qui impliquerait 1 P I : contradiction.

Inversement, soit I un idéal de krX1, . . . ,Xns. Alors
?

I est inclus dans IpVpIqq, car ce dernier contient
I et est radical. Soient P1, . . . ,Pr des polynômes engendrant I, et soit un polynôme G P IpVpIqq. Notons
J l’idéal pP1, . . . ,Pr,YG ´ 1q de krX1, . . . ,Xn,Ys. Supposons que VpJq est non vide et fixons un point
px1, . . . , xn, yq P VpJq Ď An`1. On a :

P1px1, . . . , xnq “ ¨ ¨ ¨ “ Prpx1, . . . , xnq “ 0, yGpx1, . . . , xnq “ 1.

Ainsi on a x “ px1, . . . , xnq P VpIq et donc Gpxq “ 0, ce qui contredit la dernière égalité. Par conséquent
VpJq est vide, ce dont on déduit par hypothèse que J est égal à krX1, . . . ,Xn,Ys tout entier. Il y a donc
des polynômes A1, . . . ,Ar,B P krX1, . . . ,Xn,Ys tels que :

1 “
r
ÿ

i“1

AipX1, . . . ,Xn,YqPi ` BpX1, . . . ,Xn,YqpYG´ 1q.

En remplaçant Y par 1{G et en chassant les dénominateurs, on trouve :

Gm “

r
ÿ

i“1

rAiPi

pour un entier m ě 1 assez grand, avec rA1, . . . , rAr P krX1, . . . ,Xns.

On introduit une seconde variante.

Théorème 0.1.19. — (Seconde variante du théorème des zéros de Hilbert). Soit L
une extension de k qui est de type fini comme k-algèbre. Alors L est de degré 1 sur k.

Proposition 0.1.20. — Les théorèmes 0.1.19 et 0.1.17 sont équivalents.

Démonstration. — Soit L une extension de k de type fini comme k-algèbre. Il y a un entier n ě 1 et un
idéal maximal I de krX1, . . . ,Xns tel que L soit isomorphe comme k-algèbre au quotient de krX1, . . . ,Xns

par I. D’après le théorème 0.1.17, on a VpIq ‰ ∅. Soit a “ pa1, . . . , anq P VpIq et soit ma l’idéal maximal
de krX1, . . . ,Xns qui lui est associé par (0.1.3). On a :

I Ď IpVpIqq Ď Iptauq “ ma.

Donc I “ ma, et par conséquent L est isomorphe à krX1, . . . ,Xns{ma » k.
Inversement, soit I un idéal propre de krX1, . . . ,Xns. Comme krX1, . . . ,Xns est noethérien, il y a

un idéal maximal m contenant I. Quitte à remplacer I par m, on peut supposer I maximal. Alors la
k-algèbre de type fini L “ krX1, . . . ,Xns{I est un corps qui, d’après le théorème 0.1.19, est isomor-
phe à k. Pour chaque i P t1, . . . , nu, notons ai l’image de Xi dans k, et écrivons a “ pa1, . . . , anq et
ma “ pX1 ´ a1, . . . ,Xn ´ anq, qui est un idéal maximal de krX1, . . . ,Xns. On a ma Ď I, donc ma “ I et
a P VpIq.

Corollaire 0.1.21. — Les applications V et I induisent des correspondances bijectives :

(1) entre ensembles algébriques affines de An et idéaux radicaux de krX1, . . . ,Xns ;
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(2) entre ensembles algébriques affines irréductibles de An et idéaux premiers de krX1, . . . ,Xns ;
(3) entre points de An et idéaux maximaux de krX1, . . . ,Xns.

Remarque 0.1.22. — Jusqu’à présent, on n’a pas utilisé le fait que le corps k est
algébriquement clos. C’est pour prouver le théorème 0.1.19 qu’on en a besoin.

Proposition 0.1.23. — Soit K un corps, et soit L une extension de K qui est de type fini
comme K-algèbre. Alors L est finie sur K.

Démonstration. — Voici une preuve simple de ce résultat pour un corps K algébriquement clos non
dénombrable. On renvoie à Voir W. Fulton, 1.10 pour une preuve dans le cas général.

Il suffit ici de montrer que si L est une extension de K qui est de type fini comme K-algèbre, alors L est
algébrique sur K. On commence par ramrquer que L est un quotient de Krx1, ¨ ¨ ¨ , xns et en particulier, L
admet une base dénombrable en tant que K-espace vectoriel. Si maintenant L n’est pas algébrique sur K,
alors L contient un élément transcendant ζ et le sous-corps Kpζq Ă L est isomorphe à KpXq le corps des
fractions rationnelles. Nous montrons que KpXq admet une famille libre de cardinal non dénombrable ce

qui conduit à une contradiction. En effet, la famille

ˆ

1

X ´ λ

˙

λPK

est libre et non dénombrable. Montrons

qu’elle est libre. S’il existe une relation linéaire entre ces éléments, elle est de la forme

a1
X ´ λ1

` ¨ ¨ ¨
ar

X ´ λr
“ 0.

En multipliant par X ´ λi puis en remplaçant X par λi, on obtient ai “ 0 pour tout i.

Remarque 0.1.24. — Pour une preuve élémentaire du théorème des zéros de Hilbert, voir ici :

http://www.math.tau.ac.il/~bernstei/Unpublished_texts/Unpublished_list.html

Voici une première application du théorème des zéros de Hilbert pour prouver qu’un ensemble
algébrique affine est irréductible.

Proposition 0.1.25. — Soit P un polynôme irréductible de krX1, . . . ,Xns. L’ensemble algé-
brique affine VpPq est irréductible.

Démonstration. — Il suffit de montrer que l’idéal pPq est premier. Une fois que ce sera fait, on en déduira

que IpVpPqq “
a

pPq “ pPq est premier, donc que VpPq est irréductible.
Supposons que pPq n’est pas premier, et soient F et G deux polynômes qui ne sont pas dans pPq mais

tels que FG P pPq. Le produit FG est divisible par P, et comme krX1, . . . ,Xns est factoriel et que P est
irréductible, on en déduit que P divise soit F, soit G : contradiction.

Exemple 0.1.26. — Pour un contre-exemple à cette proposition lorsque k est le corps des
nombres réels, voir la feuille d’exercices.

0.1.5. L’algèbre des fonctions régulières

Ici encore, le corps k est supposé algébriquement clos. Si V est un ensemble algébrique affine
de An, on pose :

krVs “ krX1, . . . ,Xns{IpVq

qu’on appelle l’algèbre des fonctions régulières sur V. Comme l’idéal IpVq est radical, krVs est
une k-algèbre de type fini réduite, c’est-à-dire sans élément nilpotent autre que 0.

Exemple 0.1.27. — On a krAns “ krX1, . . . ,Xns.
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Proposition 0.1.28. — Soit A une k-algèbre de type fini réduite. Il existe un entier n ě 1 et
un ensemble algébrique affine V Ď An tels que A » krVs.

Démonstration. — Comme A est de type fini, il y a un n ě 1 et un morphisme surjectif de k-algèbres :

ϕ : krX1, . . . ,Xns Ñ A.

Son noyau I est un idéal, qui est radical parce que A est réduite. Posons V “ VpIq Ď An. Alors IpVq “ I
d’après le théorème des zéros de Hilbert, et donc krVs » A.

Définition 0.1.29. — Une fonction régulière sur V est une fonction ϕ de V dans k telle qu’il
y ait un polynôme P P krX1, . . . ,Xns pour lequel ϕpxq “ Ppxq pour tout x P V.

Etant donné P P krX1, . . . ,Xns, on note rP la fonction régulière a ÞÑ Ppaq sur V. L’application

P ÞÑ rP induit un morphisme injectif de k-algèbres de krVs dans la k-algèbre des fonctions de V
dans k, permettant d’identifier un élément de krVs à une fonction de V dans k.

0.1.6. Applications régulières entre ensembles algébriques affines

Soient de entiers n,m ě 1 et soient V Ď An et W Ď Am des ensembles algébriques affines.

Définition 0.1.30. — Une application régulière (ou morphisme d’ensembles algébriques
affines) de V dans W est une application ϕ : V Ñ W telle que chaque fonction coordonnée
ϕj : V Ñ A1, j P t1, . . . ,mu, soit une fonction régulière sur V. On note HompV,Wq l’ensemble
des morphismes de V dans W.

Exemple 0.1.31. — (1) Soit V “ A1 et soit W “ VpY ´ X2q Ď A2. Alors t ÞÑ pt, t2q est
une application régulière de V vers W.

(2) Les applications affines de An dans Am sont des applications régulières.
(3) En particulier, les projections sont des applications régulières.
(4) L’application ϕ : t ÞÑ pt2 ´ 1, tpt2 ´ 1qq de A1 dans VpY2 ´X3 ´X2q est une application

régulière (non injective).
(5) La composée de deux applications régulières est une application régulière.

Etant donné une application régulière ϕ P HompV,Wq, on note ϕ˚ l’application de krWs dans
krVs définie par f ÞÑ f ˝ ϕ. C’est un morphisme de k-algèbres.

Théorème 0.1.32. — L’application ϕ ÞÑ ϕ˚ est une bijection de HompV,Wq dans l’ensemble :

HompkrWs, krVsq

des morphismes de k-algèbre de krWs dans krVs.

Démonstration. — Soit α : krWs Ñ krVs un morphisme de k-algèbres. Si a P V, on lui associe l’idéal
maximal ma Ě IpVq. Ecrivons le diagramme :

krY1, . . . ,Yms krX1, . . . ,Xns

πW

§

§

đ

§

§

đ

πV

krWs ÝÝÝÝÑ
α

krVs

où πV désigne le morphisme surjectif naturel de krX1, . . . ,Xns dans krVs. L’idéal J “ π´1
W pα´1pπVpmaqqq

de krY1, . . . ,Yms contient IpWq. Montrons qu’il est maximal. D’abord, πVpmaq est maximal dans krVs.
L’idéal J est le noyau de la composée eva ˝α ˝ πW, où eva désigne le morphisme d’évaluation au point a.
L’image de ce morphisme étant un corps, son noyau est un idéal maximal.
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D’après le théorème des zéros de Hilbert, il existe un unique point b “ pb1, . . . , bmq P W tel que J soit
égal à l’idéal maximal mb “ pY1´ b1, . . . ,Ym´ bmq. L’application a ÞÑ b ainsi définie est notée ϕ. On va
montrer qu’elle est régulière.

Pour chaque j P t1, . . . ,mu, notons ϕj la fonction a ÞÑ bj . Le morphisme πV étant surjectif, on choisit
un polynôme Fj tel que αpπWpYjqq “ πVpFjq. Montrons que ϕj est la fonction régulière associée à Fj ,
c’est-à-dire que bj est égal à Fjpaq. Le point b est caractérisé par la propriété :

(0.1.4) Ppbq “ 0 ô α ˝ πWpPqpaq “ 0

pour tout P P krY1, . . . ,Yms. Choisissons P “ Yj ´ bj . Alors on a Ppbq “ 0 donc α ˝πWpYj ´ bjqpaq “ 0,
ce qui s’écrit Fjpaq “ bj . Finalement, on a bien ϕ˚ “ α.

Pour l’injectivité, supposons qu’il y ait des applications régulières ϕ,ψ telles que ϕ˚ “ ψ˚. On a donc
ϕ˚pπWpYjqq “ ψ˚pπWpYjqq pour tout j P t1, . . . ,mu. Mais, d’après ce qui précède, on a ϕ˚pπWpYjqq “

ϕj P krVs. Donc ϕ et ψ ont les mêmes fonctions coordonnées, ce qui entrâıne ϕ “ ψ.

Remarque 0.1.33. — On traduit ce résultat en disant que V ÞÑ krVs est une anti-
équivalence entre la catégorie des ensembles algébriques affines et la catégorie des k-algèbres de
type fini réduites. Cela signifie que l’étude des uns équivaut à celle des autres : les propriétés
géométriques des ensembles algébriques affines se traduisent en des propriétés algébriques des
k-algèbres de type fini réduites, et inversement.

Définition 0.1.34. — Des ensembles algébriques affines V Ď An et W Ď Am sont dits isomor-
phes s’il y a des applications régulières ϕ P HompV,Wq et ψ P HompW,Vq telles que ϕ˝ψ “ idW

et ψ ˝ ϕ “ idV. On dit alors que ϕ est un isomorphisme de V vers W.

Attention : un isomorphisme n’est pas la même chose qu’un morphisme bijectif : il y a des mor-
phismes bijectifs qui ne sont pas des isomorphismes parce que leur réciproque n’est pas une ap-
plication régulière.

Proposition 0.1.35. — Une application régulière ϕ : V Ñ W est un isomorphisme si et
seulement si ϕ˚ est un isomorphisme de k-algèbres. En particulier, deux ensembles algébriques
affines V et W sont isomorphes si et seulement si krVs et krWs sont des k-algèbres isomorphes.

Exemple 0.1.36. — (1) On pose V “ VpY ´ X2q Ď A2. Alors ϕ : t ÞÑ pt, t2q est un
isomorphisme de A1 vers V, dont la réciproque est la projection px, yq ÞÑ x.

(2) Soit V “ VpY2 ´ X3q Ď A2. Alors ϕ : t ÞÑ pt2, t3q est un morphisme bijectif de A1 vers
V. Mais ce n’est pas un isomorphisme, car ϕ˚ a pour image krT2,T3s Ĺ krTs et n’est donc pas
bijective.

Si E est une partie de An, on note E l’ensemble algébrique affine VpIpEqq. (Il s’agit de l’ad-
hérence de E dans An au sens de la topologie de Zariski.)

Proposition 0.1.37. — Soit V Ď An un ensemble algébrique affine, et soit ϕ : V Ñ Am

une application régulière. Si V est irréductible, alors ϕpVq est irréductible.

Démonstration. — Posons W “ ϕpVq et soit f P Kerpϕ˚q, où ϕ˚ désigne le morphisme de k-algèbres de
krWs dans krVs. Ecrivant f “ F mod IpWq pour un F P krY1, . . . ,Yms, le polynôme F s’annule en tout
point de ϕpVq, donc en tout point de W. Aussi le morphisme ϕ˚ est-il injectif, et la k-algèbre krWs, se
plongeant dans une k-algèbre intègre, est elle-même intègre. Par conséquent, W est irréductible.
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0.2. Dimension et points singuliers

Désormais, nous appellerons variété affine un ensemble algébrique affine irréductible.

0.2.1. Dimension

Soit V Ď An une variété affine. Comme l’anneau krVs est intègre, on peut former son corps de
fractions, noté kpVq. En tant qu’extension de k, il est engendré par un nombre fini d’éléments :
les images xi des Xi par le morphisme :

πV : krX1, . . . ,Xns Ñ krVs Ď kpVq.

En général, l’extension kpVq est transcendante sur k. (En revanche, les xi ne sont pas forcément
tous transcendants : penser par exemple à VpY ´X2,Zq dans A3.)

Définition 0.2.1. — Soit K une extension de k.

(1) Une partie S de K est dite algébriquement indépendante sur k si, pour tout entier m ě 1,
tous s1, . . . , sm P S et tout P P krX1, . . . ,Xms, on a Pps1, . . . , smq “ 0 si et seulement si P “ 0.

(2) Une base de transcendance de K sur k est une partie S Ď K algébriquement indépendante
et telle que K soit algébrique sur kpSq.

Remarque 0.2.2. — (1) De façon équivalente, une base de transcendance de K sur k est
une partie de K algébriquement indépendante (sur k) maximale.

(2) Contrairement aux bases d’espaces vectoriels, une base de transcendance n’est pas toujours
génératrice. Si K possède une base de transcendance sur k génératrice, on dit que K est purement
transcendante sur k.

Proposition 0.2.3. — Supposons que K{k admette une base de transcendance finie. Alors
toutes les bases de transcendance de K{k sont finies et de même cardinal, appelé le degré de
transcendance de K{k et noté degtrpK{kq.

Définition 0.2.4. — On appelle dimension d’une variété affine V Ď An le degré de
transcendance de kpVq sur k.

Exemple 0.2.5. — Soit V “ VpX2 ` Y2 ´ 1q Ď A2. Alors kpVq est engendré par x, y sur k.
Si x et y étaient tous deux algébriques sur k, alors kpVq serait algébrique sur k, donc isomorphe
à k, et V serait réduite à un point, ce qui n’est pas le cas. Ainsi x est transcendant sur k et
y est une racine du polynôme T2 ` x2 ´ 1 à coefficients dans kpxq. Donc txu est une base de
transcendance et le degré de transcendance de kpVq sur k est égal à 1.

Exemple 0.2.6. — (1) On a kpAnq “ kpX1, . . . ,Xnq donc dimpAnq “ n.
(2) Pour n ě 2, l’ensemble algébrique affine VpX2

1`¨ ¨ ¨`X2
n´1q est irréductible de dimension

n´ 1.
(3) Plus généralement, si P P krX1, . . . ,Xns est irréductible, alors VpPq est une variété affine

de dimension n´ 1.
(4) Si V “ VpP1, . . . ,Prq est irréductible, alors dimpVq ě n´ r.
(5) Le polynôme P “ Y2 ´X3 ´X est irréductible dans krX,Ys. Posant V “ VpPq, le corps

kpVq est engendré sur k par x, y, avec x transcendant sur k et y2 “ x3 ` x, c’est-à-dire que y
est une racine du polynôme T2 ´ x3 ´ x à coefficients dans kpxq. Donc le singleton txu est une
base de transcendance et le degré de transcendance de kpVq sur k est égal à 1.
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Proposition 0.2.7. — Une variété affine V Ď An est de dimension 1 si et seulement s’il existe
f P kpVq transcendante sur k telle que kpVq soit algébrique sur kpfq.

Comme k est algébriquement clos, il suffit de choisir n’importe quel f R k.

0.2.2. Singularités

Soit V Ď An une variété affine de dimension d. On choisit F1, . . . ,Fr P krX1, . . . ,Xns engen-
drant l’idéal IpVq. On a donc d ě n´ r. Notons F l’application régulière de An dans Ar définie
par Fpxq “ pF1pxq, . . . ,Frpxqq pour x P An. L’ensemble des points où elle s’annule est V. On
fixe un point x P V et l’on forme la matrice :

dFpxq “

¨

˚

˝

BF1
BX1
pxq . . . BF1

BXn
pxq

...
...

BFr
BX1
pxq . . . BFr

BXn
pxq

˛

‹

‚

appelée matrice jacobienne de F en x.

Définition 0.2.8. — Le point x P V est dit régulier si le rang de dFpxq est égal à n ´ d. Il
est dit singulier dans le cas contraire. Une variété affine sans point singulier est dite lisse.

Exemple 0.2.9. — (1) La variété affine VpX2 `Y2 ´ 1q est lisse.
(2) La variété affine VpY2 ´X3q admet le point p0, 0q comme unique singularité.
(3) La variété affine VpX´YZ,Y2 ´XZ,Z2 ´Yq Ď A3 es lisse.
(4) Etudier la lissité de VpY2 ´XpX´ 1qpX´ λqq suivant les valeurs de λ P k.

L’inconvénient de cette définition est qu’elle dépend a priori du choix des F1, . . . ,Fr. Nous
allons donner une autre définition (équivalente) qui ne dépendra pas du choix des F1, . . . ,Fr.

0.2.3. Anneau local en un point

Soit V Ď An une variété affine, et soit x P V. Tout élément f P kpVq peut s’écrire comme un
quotient p{q, avec p, q P krVs et q ‰ 0. Bien sûr, p et q ne sont pas uniques.

Définition 0.2.10. — (1) On dit que f P kpVq est défini au point x P V s’il existe p, q P
krVs tels que f “ p{q et qpxq ‰ 0.

(2) La valeur de f en x, notée fpxq, est le quotient ppxqqpxq´1 P k, qui est indépendant du
choix de p et q.

L’ensemble :
krVsx “ tf P kpVq | f est défini en xu

est un sous-anneau (et même une sous-k-algèbre) de kpVq contenant krVs. Si V n’est pas réduite
à un point, c’est-à-dire si sa dimension est non nulle, ce n’est pas un corps et, comme k-algèbre,
elle n’est pas de type fini. L’anneau krVsx a toutefois une propriété remarquable.

Définition 0.2.11. — Un anneau A est dit local s’il n’a qu’un seul idéal maximal m. Le
quotient K “ A{m est un corps, appelé le corps résiduel de A.

On remarque que le complémentaire de m dans A est formé des éléments inversibles de A.

Proposition 0.2.12. — L’anneau krVsx est un anneau local noethérien intègre. Son idéal
maximal est l’idéal mx formé des éléments nuls en x, et son corps résiduel est isomorphe à k.
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Démonstration. — Notons A l’anneau krVsx pour alléger les notations. L’application f ÞÑ fpxq est un
morphisme surjectif de k-algèbres de A dans k, de noyau mx, qui est donc un idéal maximal. On voit que
les éléments du complémentaire de mx dans A sont inversibles. Ainsi mx est le seul idéal maximal de A,
qui est donc local.

Ensuite A est intègre, car c’est un sous-anneau d’un corps. Il reste à prouver qu’il est noethérien. Soit
I un idéal de A et soit J “ IXkrVs. Comme krVs est noethérien (car quotient de krX1, . . . ,Xns qui l’est),
il existe p1, . . . , pr P J engendrant J. Soit maintenant f P I. Il y a q P krVs tel que qf P krVs et qpxq ‰ 0.
Ainsi qf P J et l’on peut écrire :

qf “ a1p1 ` ¨ ¨ ¨ ` arpr

avec a1, . . . , ar P krVs, donc f “ b1p1 ` ¨ ¨ ¨ ` brpr avec bi “ aiq
´1 P A pour chaque i. Ainsi p1, . . . , pr

engendrent l’idéal I, qui est donc de type fini.

Corollaire 0.2.13. — Pour tout i ě 0, le quotient mi
x{m

i`1
x est un k-espace vectoriel de

dimension finie.

Démonstration. — L’idéal mix est de type fini, engendré par des éléments p1, . . . , pr. Donc mix{m
i`1
x est

de dimension finie ď r, engendré par les images de p1, . . . , pr modulo mi`1
x .

Théorème 0.2.14. — Pour tout x P V, la dimension du k-espace vectoriel mx{m
2
x est

supérieure ou égal à dimpVq, avec égalité si et seulement si x est régulier.

Remarque 0.2.15. — Comme en géométrie différentielle, le dual algébrique de mx{m
2
x

s’appelle l’espace tangent à V en x. On le note TxV.
Par ailleurs, une dérivation en x sur V est une application k-linéaire D : krCsx Ñ k telle que,

pour tous f, g P krCsx, on ait Dpfgq “ fpxqDpgq` gpxqDpfq. On note DxV le k-espace vectoriel
des dérivations en x sur V. Si D P DxV, alors l’application f mod m2

x ÞÑ Dpfq induit une forme
linéaire sur mx{m

2
x. Inversement, si ξ P TxV, alors l’application f ÞÑ ξpf ´ fpxq mod m2

xq est
une dérivation en x sur V. Ces deux opérations sont des isomorphismes de k-espaces vectoriels
réciproques l’un de l’autre entre DxV et TxV.

Exemple 0.2.16. — Soit V la variété affine VpY2 ´X3q Ď A2, et soit pa, bq P A2. Au moyen
de la formule de Taylor, on écrit :

X3 ´Y2 “ a3 ´ b2 ` 3a2pX´ aq ´ 2bpY ´ bq ` 3apX´ aq2 ´ pY ´ bq2 ` pX´ aq3.

Notons x, y les images de X,Y dans krVs et supposons que pa, bq P V. On trouve :

3a2px´ aq ´ 2bpy ´ bq “ py ´ bq2 ´ 3apx´ aq2 ´ px´ aq3 P m2
pa,bq.

Si pa, bq ‰ p0, 0q, les générateurs x´a, y´b de mpa,bq ont donc des images liées dans m
pa,bq{m

2
pa,bq.

Supposons maintenant que pa, bq “ p0, 0q, et supposons qu’il y a des scalaires u, v P k tels qu’on
ait ux` vy P m2

p0,0q. L’idéal m2
p0,0q est engendré par x2, xy, y2, et comme y2 est égal à x3 il suffit

de prendre x2 et xy. Ecrivons :

ux` vy “ x2f ` xyg, f, g P krVsp0,0q.

Cela donne v2x3 “ p´ux` x2f ` xygq2 donc v2x “ p´u` xf ` ygq2, et en évaluant en p0, 0q on
trouve u “ 0. Par conséquent, on a ypv ´ xgq “ x2f , donc x3pv ´ xgq2 “ x4f2. En simplifiant
par x3 et en évaluant en p0, 0q, on trouve v “ 0. Ainsi m

p0,0q{m
2
p0,0q est de dimension 2.
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0.2.4. Courbes algébriques affines

Une courbe (algébrique affine) de An est une variété affine de An de dimension 1.

Proposition 0.2.17. — Soit C une courbe. Un point x P C est régulier si et seulement si
mx{m

2
x est un k-espace vectoriel de dimension 1.

Exemple 0.2.18. — Si C “ A1, alors krCs “ krXs. Pour x P C, l’anneau local krCsx est formé
des fractions dans kpXq dont le dénominateur ne s’annule pas en x. L’idéal mx est engendré par
X´ x et m2

x est engendré par pX´ xq2, donc mx{m
2
x est de dimension 1 sur k. Par conséquent,

A1 est lisse.

Proposition 0.2.19. — L’ensemble des points singuliers d’une courbe est fini.

Démonstration. — Voir D. Perrin, Problème IV.

Dasn le cas des courbes, on a une autre caractérisation des points réguliers.

Définition 0.2.20. — Un anneau de valuation discrète est un anneau intègre à la fois principal
et local.

Si A est un anneau de valuation discrète, on note m son idéal maximal. Tout élément t P A
engendrant m s’appelle une uniformisante de A.

Proposition 0.2.21. — (1) Les idéaux de A sont exactement p0q et les mi, i ě 0.
(2) Si t est une uniformisante de A, alors mi est engendré par ti, pour tout i ě 0.
(3) L’intersection des mi, i ě 0, est égale à p0q.

Etant donné a P A non nul, l’unique entier i ě 0 tel que paq “ mi s’appelle la valuation de a.
On la note vpaq.

Proposition 0.2.22. — Pour tous a, b P A, on a vpabq “ vpaq ` vpbq et vpa ` bq ě
minpvpaq, vpbqq.

On a le résultat suivant.

Théorème 0.2.23. — Soit C une courbe. Un point x P C est régulier si et seulement si
l’anneau local krCsx est un anneau de valuation discrète.

Démonstration. — Notons A l’anneau krVsx et m son idéal maximal. Si A est de valuation discrète, alors
m{m2 est de dimension 1 (car engendré par l’image d’une uniformisante modulo m2), donc x est régulier.

Inversement, supposons que x est régulier. Alors pour tout t P m qui n’est pas dans m2, la classe de t
modulo m2 engendre m{m2, de sorte qu’on a m “ kt‘m2. Quitte à effectuer un changement de variable
affine, on peut supposer que x est le point p0, . . . , 0q pour alléger les notations, et donc que m est engendré
par x1, . . . , xn, où xi est l’image de Xi dans A. Pour chaque i, on écrit donc :

xi “ λit`
n
ÿ

j“1

aijxj

avec les λi P k et les aij P mx, ce qu’on peut écrire sous forme matricielle :

pI´ BqX “ tΛ
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avec I la matrice identité, B la matrice des aij et Λ la matrice colonne des λi (et X celle des xi). Comme
B est nulle modulo m, le déterminant de I ´ B est congru à 1 mod m et donc I ´ B est inversible dans
MnpAq. On obtient donc :

X “ tpI´ Bq´1Λ,

ce qui prouve que xi P ptq pour tout i, et donc que m est principal, engendré par t.
Soit maintenant f P A non nulle. Si elle était divisible par tous les ti, i ě 0, on pourrait former la suite

strictement croissante pft´iqiě0, ce qui contredirait le fait que A est noethérien. Donc f s’écrit tmu, avec
m ě 0 et u P A inversible. On peut faire la même chose en remplaçant f ‰ 0 par un idéal I non nul, et
l’on trouve que tout idéal non nul est principal et engendré par une puissante de t.

Théorème 0.2.24. — Une courbe C est lisse si et seulement si krCs est intégralement clos,
c’est-à-dire si tout f P kpCq entier sur krCs appartient à krCs.

Remarque 0.2.25. — Ainsi, si C est une courbe lisse, l’anneau krCs est noethérien, intègre,
intégralement clos et de dimension 1. Un anneau commutatif vérifiant toutes ces conditions
s’appelle un anneau de Dedekind. De tels anneaux apparaissent en théorie des nombres : l’anneau
des entiers d’un corps de nombres est un anneau de Dedekind. Cette structure commune per-
met d’unifier la théorie des nombres et la théorie des courbes.

Avant de clore ce chapitre, passons au résultat suivant, intuitivement simple mais pas si facile
à prouver.

Proposition 0.2.26. — Soit C une courbe. Les sous-ensembles algébriques affines propres de
C sont finis.

Démonstration. — Soit V un sous-ensemble algébrique affine propre, que l’on peut supposer irréductible,
dans C Ď An. L’idéal J “ IpVq Ď krX1, . . . ,Xns contient strictement IpCq. Soit F P J n’appartenant pas
à IpCq, et soit f son image dans kpCq.

Si f est algébrique sur k, alors f P k car k est algébriquement clos, c’est-à-dire que f est constante si
vue comme fonction sur C. Comme f R IpCq, cette constante est non nulle. Il existe donc λ P k non nul
tel que F P λ` IpCq. Par conséquent on a λ P J, ce qui implique que J “ krX1, . . . ,Xns, donc que V est
vide.

Si f est transcendante sur k, alors kpCq est algébrique sur kpfq. On note xi l’image de Xi dans kpCq
pour i P t1, . . . , nu. Il y a un polynôme non nul PipU,Tq P krU,Ts tel que Pipf, xiq “ 0. On peut supposer
que les coefficients de PipU,Tq dans krUs sont premiers entre eux dans leur ensemble. Ecrivons :

PipU,Tq “ Pip0,Tq `UQipU,Tq.

Remplaçant U par f et T par xi, on trouve que Pip0, xiq “ ´fQipf, xiq appartient à J, l’idéal image de J
dans krCs. Si Pip0,Tq était nul, on aurait Pipf,Tq “ fQipf,Tq, qui contredirait le fait que ses coefficients
dans krf s sont premiers entre eux dans leur ensemble. Donc Pip0,Tq est non nul, ce qui entrâıne que xi
est algébrique sur k dans krCs{J » krX1, . . . ,Xns{J “ krVs.

L’anneau krVs étant formé d’éléments algébriques sur k, on a krVs “ k, c’est-à-dire que J est maximal.
Ainsi, la variété V est réduite à un point.
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0.3. Ensembles algébriques projectifs

Dasn un premier temps, on suppose que k est un corps quelconque. On le supposera algébri-
quement clos à partir du paragraphe 0.3.9, lorsqu’on arrivera au théorème des zéros projectif.

0.3.1. L’espace projectif

Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie ě 1.

Définition 0.3.1. — L’espace projectif PpEq est l’ensemble des droites (vectorielles) de E.

Tout automorphisme u P GLpEq envoie bijectivement droites de E sur droites de E. La bijec-
tion u de PpEq sur lui-même qui en résulte s’appelle une homographie. Les homographies forment
un groupe, noté PGLpEq, canoniquement isomorphe au quotient de GLpEq par son centre kˆ.

Si E “ kn`1, n ě 0, alors l’espace projectif Ppkn`1q est noté Pnpkq, ou Pn si aucune confusion
n’en résulte. Si px0, x1, . . . , xnq P k

n`1 est un vecteur non nul, la droite qu’il engendre, donc le
point de Pn lui correspondant, est noté rx0 : x1 : . . . : xns. Les scalaires x0, x1, . . . , xn sont des
coordonnées homogènes pour ce point. Elles ne sont pas uniques, puisque :

rλx0 : λx1 : . . . : λxns “ rx0 : x1 : . . . : xns

pour tout scalaire non nul λ P kˆ.

Exemple 0.3.2. — Dans P1 “ Ppk2q, les points sont les rx0 : x1s avec px0, x1q P k2 et
px0, x1q ‰ p0, 0q. Si x1 ‰ 0, on a rx0 : x1s “ rx0{x1 : 1s et si x1 “ 0, on a rx0 : x1s “ r1 : 0s. On
a ainsi :

P1 “ trλ : 1s | λ P ku Y tr1 : 0su

ce que l’on va écrire P1 “ A1 Y t8u. On dit que P1 est obtenu à partir de A1 en lui ajoutant
un “point à l’infini” 8 “ r1 : 0s. Soit maintenant u P GL2pkq qu’on écrit :

u “

ˆ

a b
c d

˙

, a, b, c, d P k, ad´ bc ‰ 0.

Soit x P P1 un point de coordonnées homogènes x0, x1. Alors on a upxq “ rax0`bx1 : cx0`dx1s.
Si cx0 ` dx1 est non nul, on peut écrire :

upxq “

„

ax0 ` bx1

cx0 ` dx1
: 1



et sinon, on obtient upxq “ 8. On commet habituellement l’abus de notation :

upxq “
ax` b

cx` d
P P1

avec les conventions habituelles up´d{cq “ 8 et up8q “ a{c, où un élément λ P k est assimilé
au point rλ : 1s P P1.

Définition 0.3.3. — Soit E un espace vectoriel et PpEq l’espace projectif associé.
1. Une droite de PpEq est un sous-ensemble PpVq Ă PpEq avec V Ă E un sous-espace vectoriel

de E de dimension 2.
2. Un plan de PpEq est un sous-ensemble PpVq Ă PpEq avec V Ă E un sous-espace vectoriel

de E de dimension 3.
1. Un sous-espace linéaire de PpEq est un sous-ensemble PpVq Ă PpEq avec V Ă E un

sous-espace vectoriel de E.
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1. Un hyperplan de PpEq est un sous-ensemble PpVq Ă PpEq avec V Ă E un sous-espace
vectoriel de E de codimension 1.

0.3.2. Cartes

Pour chaque i P t0, . . . , nu, on a une application ui : An Ñ Pn définie par :

uipx1, . . . , xnq “ rx1 : . . . : 1 : . . . : xns

où le 1 apparâıt à la ième place. C’est une application injective, et son image est notée Ui. C’est
l’ensemble des points de Pn dont la ième coordonnée homogène est non nulle. Sa réciproque de
Ui vers An est notée ϕi.

Définition 0.3.4. — Le couple pUi, ϕiq s’appelle une carte standard de Pn.

Exemple 0.3.5. — (1) Pour n “ 1, on a u1 : A1 Ñ P1, x ÞÑ rx : 1s, et le complémentaire
de U1 “ ϕ1pA

1q dans P1 est le “point à l’infini” 8 “ r1 : 0s.
(2) Pour n “ 2, on a u2 : A2 Ñ P2, px, yq ÞÑ rx : y : 1s et le complémentaire de U2 “ u2pA

2q

dans P2 est l’ensemble trx : y : 0s | px, yq ‰ p0, 0qu qui s’identifie à P1 via la bijection :

rx : ys ÞÑ rx : y : 0s.

On appelle le complémentaire P2zU2 la “droite à l’infini”. On peut la décomposer à son tour :

P2zU2 “ trx : 1 : 0s | x P ku Y tr1 : 0 : 0su,

le premier morceau s’identifiant à A1 et le second à un point.
(3) Plus généralement, Pn peut être décomposé en l’union disjointe :

Pn “ Xn YXn´1 Y ¨ ¨ ¨ YX1 YX0

où chaque Xi est en bijection avec l’espace affine Ai. Plus précisément, on a :

Xn “ Un, Xi “ pP
nzpUn Y ¨ ¨ ¨ YUi`1qq XUi, i P t0, . . . , n´ 1u.

La partie Xi YXi´1 Y ¨ ¨ ¨ YX0 est en bijection avec Pi, pour i P t0, . . . , nu. Habituellement, on
appelle Xn´1 Y ¨ ¨ ¨ YX0 » Pn´1 l’hyperplan à l’infini dans Pn.

Malgré le vocabulaire employé ci-dessus, il faut comprendre que ces décompositions, donc la
notion d’objet à l’infini, ne sont pas canoniques mais relatives au choix d’une base de kn`1. Par
exemple, pour n “ 1, aucun point de P1 n’est privilégié a priori pour servir de point à l’infini.
Ce n’est qu’après avoir choisi une base de k2 qu’on a des coordonnées homogènes et qu’on peut
définir un point à l’infini.

0.3.3. Ensembles algébriques projectifs

A partir de maintenant, on suppose que le corps k est algébriquement clos.

Sur l’espace projectif Pn, on ne peut pas définir la valeur d’un polynôme F P krX0, . . . ,Xns en
un point x P Pn, car la quantité Fpx0, . . . , xnq P k dépend du choix des coordonnées homogènes
x0, . . . , xn choisies pour le point x. En revanche, on peut définir l’annulation d’un polynôme en
un point de Pn.
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Définition 0.3.6. — (1) Si F P krX0, . . . ,Xns est homogène de degré d ě 0, on dit qu’il
s’annule en x P Pn si Fpx0, . . . , xnq “ 0 pour un choix de coordonnées homogènes pour x. Ceci
ne dépend pas de ce choix, puisque :

Fpλx0, . . . , λxnq “ λd ¨ Fpx0, . . . , xnq

pour tout λ P kˆ.
(2) Si F P krX0, . . . ,Xns, on peut le décomposer de façon unique en :

F “ F0 ` F1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fd

avec Fi homogène de degré i. On dit que F s’annule en x P Pn si chacun des Fi s’annule en x.

Définition 0.3.7. — (1) Etant donnée une partie S Ď krX0, . . . ,Xns, on note VpSq
l’ensemble des points x P Pn tels que Fpxq “ 0 pour tout F P S.

(2) Si E est une partie de Pn, on note IpEq l’idéal des polynômes de krX0, . . . ,Xns s’annulant
en tout x P E.

Un ensemble de la forme VpSq s’appelle un ensemble algébrique projectif. Comme dans le cas
affine, il ne dépend que de l’idéal engendré par S. De façon analogue au cas affine :

(1) un ensemble algébrique projectif V dans Pn est dit irréductible s’il ne peut être décomposé
en une union de deux ensembles algébriques projectifs strictement plus petits ;

(2) un ensemble algébrique projectif V est irréductible si et seulement si IpVq est un idéal pre-
mier ;

(3) un ensemble algébrique projectif irréductible est appelé une variété projective.

Remarque 0.3.8. — (1) Comme krX0, . . . ,Xns est noethérien, il suffit de considérer les
parties S qui sont finies. Par définition de l’annulation d’un polynôme en un point, il suffit
même de ne considérer les parties finies S qui sont constituées de polynômes homogènes.

(2) Un idéal de la forme IpEq est non seulement radical, mais il est aussi homogène, c’est-à-dire
engendré par des polynômes homogènes.

(3) Les opérations V et I sont décroissantes.
(4) Les ensembles algébriques projectifs sont stables par union finie et intersection quelconque.

En outre, Pn et l’ensemble vide sont des ensembles algébriques projectifs. Par conséquent, ils for-
ment les fermés d’une topologie sur Pn, appelée topologie de Zariski.

On note m∅ l’idéal maximal de krX0, . . . ,Xns engendré par X0, . . . ,Xn. Alors Vpm∅q “ ∅.

Théorème 0.3.9 (Théorème des zéros projectif). — Soit un entier n ě 1.

(1) Si V est un ensemble algébrique projectif de Pn, on a VpIpVqq “ V.

(2) Si I est un idéal homogène de krX0, . . . ,Xns et si VpIq n’est pas vide, alors IpVpIqq “
?

I.

(3) Si I est un idéal homogène, alors VpIq est vide si et seulement si
?

I contient m∅.

Corollaire 0.3.10. — Les opérations V et I induisent une correspondance bijective entre
ensembles algébriques projectifs non vides et idéaux radicaux homogènes propres distincts de
m∅. Ceci induit une correspondance bijective entre variétés projectives non vides et idéaux
premiers homogènes distincts de m∅.
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0.3.4. Lien entre affine et projectif

Rappelons que, pour tout i P t0, . . . , nu, on a une carte standard ϕi : Ui Ñ An. Les Ui sont
ouverts dans Pn pour la topologie de Zariski, car le complémentaire de Ui est le fermé VpXiq,
et ils forment un recouvrement fini de Pn.

Proposition 0.3.11. — L’application ϕi : Ui Ñ An est un homéomorphisme.

Démonstration. — Prouvons-le pour i “ 0. Pour P P krX1, . . . ,Xns de degré d ě 0, on pose :

P˚pX0, . . . ,Xnq “ Xd
0 ¨ P

ˆ

X1

X0
, . . . ,

Xn

X0

˙

qui est homogène de degré d. A l’inverse, si F P krX0, . . . ,Xns est homogène de degré d ě 0, on pose :

F˚pX1, . . . ,Xnq “ Fp1,X1, . . . ,Xnq

qui est de degré ď d. On vérifie que pP˚q˚ “ P. En revanche, pF˚q
˚ n’est pas toujours égal à F. Si Xm

0

est la plus grande puissance de X0 divisant F, on a F “ Xm
0 ¨ pF˚q

˚.
Pour prouver que ϕ0 est un homéomorphisme, il suffit de vérifier que :

ϕ0pU0 XVpFqq “ VpF˚q

pour tout polynôme F P krX0, . . . ,Xns homogène, et que :

u0pVpPqq “ U0 XVpP˚q

pour tout polynôme P P krX1, . . . ,Xns. La vérification en est laissée au lecteur.

Lemme 0.3.12. — Soit V Ď An un ensemble algébrique affine, et soient V1, . . . ,Vm ses
composantes irréductibles. Alors son adhérence V dans Pn est un ensemble algébrique projec-
tif de composantes irréductibles V1, . . . ,Vm.

Démonstration. — Notons W1, . . . ,Wr les composantes irréductibles de V. Cela donne :

V “ pW1 XVq Y ¨ ¨ ¨ Y pWr XVq

où W1XV, . . . ,WrXV sont des fermés de V. (En effet, si W est fermé dans Pn, alors WXAn est fermé
dans An d’après la proposition 0.3.11.) Si l’on écrit Wi “ pWi XVqYpWizVq, l’irréductibilité de Wi en-
trâıne que WiXV est soit vide, soit dense dans Wi. Notons I l’ensemble des entiers i P t1, . . . , ru tels que
Wi XV soit non vide. Les Wi XV, i P I sont deux à deux distincts car leur adhérence dans Pn vaut Wi

et les W1, . . . ,Wr sont deux à deux distincts. Par conséquent, pour chaque i P I, il y a un sous-ensemble
Ji de t1, . . . ,mu tel que :

Wi XV “
ď

jPJi

Vj .

Prenant l’adhérence dans Pn, on trouve que Wi est la réunion des fermés Vj , j P Ji. Cet ensemble algébri-
que étant irréductible, on en déduit que Ji est un singleton. Quitte a renuméroter, on peut donc supposer
que I “ t1, . . . ,mu et que Vi “ Wi XV pour tout i P I. On a donc :

V “ V1 Y ¨ ¨ ¨ YVm “ W1 Y ¨ ¨ ¨ YWm

et l’unicité de la décomposition de V en composantes irréductibles implique que r “ m, c’est-à-dire que
le cas où Wi XV est vide ne se produit jamais.

Corollaire 0.3.13. — Un ensemble algébrique affine de An est irréductible si et seule-
ment si son adhérence dans Pn est un ensemble algébrique projectif irréductible.
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Remarque 0.3.14. — L’ensemble algébrique projectif W Ď P2 d’équation XZ “ 0 est
la réunion de deux droites projectives. L’ensemble algébrique affine ϕYpW X UYq de A2 est la
réunion de deux droites affines, et son adhérence dans Pn est égale à W.

En revanche, l’ensemble algébrique affine V “ ϕXpWXUXq de A2 est la droite affine d’équation
Z “ 0. Son adhérence V dans P2 est incluse dans W, mais ne peut pas lui être égale puisque W
n’est pas irréductible. En l’occurrence, V est la droite projective d’équation Z “ 0.

Remarque 0.3.15. — Si V est un ensemble algébrique affine de An, il n’est pas toujours
suffisant d’homogéné̈ıser des polynômes définissant V pour obtenir des polynômes homogènes
définissant son adhérence V dans Pn.

Par exemple, si V “ VpY´X2,Z´X2q Ď A3, alors W “ VpYT´X2,ZT´X2q Ď P3 contient
strictement V puisque W contient tous les points de la forme r0 : y : z : 0s alors que V, et donc
V, est inclus dans l’hyperplan d’équation Y “ Z.

0.3.5. Fonctions régulières et fonctions rationnelles

Etant donnée une variété affine V Ď An, nous avons défini son anneau de fonctions régulières
krVs, puis son corps de fonctions rationnelles kpVq comme le corps des fractions de krVs.

Nous ne pouvons pas procéder de même pour une variété projective V Ď Pn car, comme nous
le verrons, l’anneau des fonctions régulières sur V tout entier peut être très (trop) petit (penser au
théorème de Liouville en analyse complexe). Nous allons d’abord définir un anneau de fonctions
régulières pour tout ouvert de V, puis nous définirons le corps des fonctions rationnelles.

Définition 0.3.16. — Soit V une variété projective, et soit U un ouvert de V. Une application
f : U Ñ k est dite régulière si, pour tout point a P U, il existe un voisinage Ωa de a dans U et
deux polynômes homogènes G et H de même degré tels que H ne s’annule pas sur Ωa et, pour
tout x “ rx0 : . . . : xns P Ωa, on ait :

(0.3.1) fpxq “ Gpx0, . . . , xnq{Hpx0, . . . , xnq.

On note OVpUq l’anneau des fonctions régulières sur U.

Remarque 0.3.17. — La quantité (0.3.1) ne dépend pas du choix des coordonnées homogènes
car G et H sont homogènes de même degré.

Proposition 0.3.18. — Une fonction régulière est continue pour la topologie de Zariski.

Démonstration. — Ceci se vérifie localement, et localement c’est immédiat puisqu’un quotient de poly-
nômes est continu pour la topologie de Zariski.

Exemple 0.3.19. — On a OpP1q “ k, c’est-à-dire qu’une fonction régulière sur P1 est con-
stante.

Soit V une variété projective. Notons K pVq l’ensemble des couples pU, fq formés d’un ouvert
non vide U Ď V et d’une fonction régulière f P OVpUq. Deux couples pU, fq, pU1, f 1q sont dits
équivalents si les fonctions f , f 1 cöıncident sur UX U1. Ceci définit une relation d’équivalence,
notée „.

Remarque 0.3.20. — Tout ouvert non vide de V est dense. En effet, si U est un tel ouvert,
alors la décomposition V “ U Y pVzUq et le fait que V est irréductible impliquent que U est
dense.

Si U, U1 sont des ouverts non vides de V, alors UXU1 ‰ ∅ car V est irréductible.
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Définition 0.3.21. — L’ensemble-quotient de K pVq par la relation „ est noté kpVq. Il
est naturellement muni d’une structure de k-algèbre en faisant un corps, qu’on appelle le corps
des fonctions rationnelles sur V.

Démonstration. — Etant donné pU, fq P K pVq, notons rU, f s sa classe d’équivalence dans kpVq. Sup-
posons que rU, f s n’est pas nulle. Alors f n’est pas la fonction nulle sur U. Par continuité de f , l’ensemble
Dpfq des points de U où f ne s’annule pas est un ouvert non vide, et quitte à remplacer U par Dpfq on
peut supposer que f ne s’annule en aucun point de U. Ainsi rU, f s est inversible, d’inverse rU, 1{f s.

Définition 0.3.22. — La dimension d’une variété projective V Ď Pn est le degré de
transcendance de kpVq sur k.

Définition 0.3.23. — Un point x P V Ď Pn est dit régulier s’il existe un i P t0, . . . , nu tel
que x P Ui et tel que ϕipxq soit un point régulier de ϕipV XUiq.

Ceci ne dépend pas de l’entier i P t0, . . . , nu tel que x P Ui.

Proposition 0.3.24. — Supposons que V X U0 soit non vide et posons V0 “ ϕ0V X U0q.
Alors V0 est une variété affine, et les corps kpVq et kpV0q sont k-isomorphes.

Démonstration. — L’ensemble algébrique affine V0 est égal à VpF˚ | F P IpVqq. L’irréductibilité de V et
l’égalité V “ pV XU0qYpVzU0q entrâınent que l’adhérence de V0 dans Pn est égale à V. Par conséquent,
V est irréductible. En outre, l’opération de déshomogéné̈ısation induit un isomorphisme de k-algèbres de
kpVq vers kpV0q.

0.3.6. Applications régulières et applications rationnelles

Soient V Ď Pn et W Ď Pm des variétés projectives.

Définition 0.3.25. — Soit U un ouvert non vide de V. Une application ϕ : U Ñ W est
dite régulière si, pour tout point a P U, il y a un voisinage ouvert Ω de a dans U et des
polynômes homogènes G0,H0, . . . ,Gm,Hm tels que :

(1) Gi et Hi sont de même degré pour tout i P t0, . . . ,mu ;
(2) H0, . . . ,Hm ne s’annulent pas sur Ω ;
(3) il n’existe pas de x P Ω tel que G0pxq “ ¨ ¨ ¨ “ Gmpxq “ 0 ;
(4) on a :

ϕpxq “

„

G0px0, . . . , xnq

H0px0, . . . , xnq
: ¨ ¨ ¨ :

Gmpx0, . . . , xnq

Hmpx0, . . . , xnq



pour tout x “ rx0 : ¨ ¨ ¨ : xms P Ω.

Il y a une définition équivalente, qui a l’avantage de fonctionner pour les variétés affines aussi
bien que projectives. Soient V et W des variétés, affines ou projectives.

Définition 0.3.26. — Soit U un ouvert non vide de V. Une application continue ϕ : U Ñ W
est dite régulière si, pour tout ouvert Ω Ď W et toute fonction régulière f P OWpΩq, la composée :

f ˝ ϕ : ϕ´1pΩq Ñ k

est une fonction régulière dans OVpϕ
´1pΩqq.
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Si V et W sont des variété affines, on peut vérifier qu’on retrouve la définition 0.1.30 en
choisissant pour f la projection sur une coordonnée.

Si V est projective et W affine, on peut vérifier, là encore en choisissant pour f la projection sur
une coordonnée, que ϕ est une application régulière si et seulement si ses fonctions coordonnées
sont des fonctions régulières au sens de la définition 0.3.16.

Si W est une variété projective, il n’y a pas de notion canonique de fonction coordonnée car
Pm ne se décompose pas en un produit de m copies de P1. On peut tout de même écrire :

ϕpxq “ rϕ0pxq : . . . : ϕmpxqs

pour tout point x P U, mais les fonctions ϕi : U Ñ k ne sont pas uniquement déterminées.
Deux applications régulières f : U Ñ W et f 1 : U1 Ñ W sont dites équivalentes si f et f 1 cöın-

cident sur UXU1.

Définition 0.3.27. — Une application rationnelle de V dans W est une classe d’équivalence
pour cette relation. On note rU, f s la classe d’équivalence de pU, fq.

Une application rationnelle est définie en un point x P V si elle est de la forme rU, f s pour un
ouvert U contenant x. Le domaine de définition d’une application rationnelle est donc un ouvert
de V.

Exemple 0.3.28. — L’application ϕ0 : U0 Ñ A1 définie par rx : ys ÞÑ yx´1 définit une
application rationnelle rU0, ϕ0s de P1 dans A1 dont le domaine de définition est U0.

Pour prouver que cette application rationnelle ϕ n’est pas définie en a “ r0 : 1s, supposons le
contraire, c’est-à-dire qu’il existe un voisinage ouvert Ω de a sur lequel ϕ a une expression de la
forme :

ϕprx : ysq “ Gpx, yq{Hpx, yq

avec G,H homogènes de même degré et H ne s’annulant pas sur Ω. Sur l’intersection Ω X U0,
cela donne :

Gpx, yq{Hpx, yq “ yx´1

c’est-à-dire que le polynôme homogène XG´YH s’annule sur l’ouvert ΩXU0, donc sur P1 tout
entier car ΩXU0 est dense. Au point a, cela donne Hp0, 1q “ 0, ce qui contredit le fait que H ne
doit pas s’annuler sur Ω.

Si une application rationnelle de V dans W est définie sur V tout entier, on dit que c’est un
morphisme (de variétés projectives) de V dans W.

Exemple 0.3.29. — Soit V “ VpX2 ` Y2 ´ Z2q Ď P2 et soit W “ P1. On considère
l’application rationnelle ϕ : V Ñ P1 définie par l’application régulière :

rx : y : zs ÞÑ rx` z : ys

sur l’ouvert U des points rx : y : zs tels que x`z et y ne sont pas nuls en même temps, c’est-à-dire
l’ensemble V privé du point a “ r1 : 0 : ´1s. Nous allons voir que ϕ est un morphisme, c’est-
à-dire qu’elle est également définie en a, pourvu que la caractéristique de k soit différente de 2.
Pour cela, on remarque que l’application régulière r´y : x´ zs est définie sur le complémentaire
U1 de a1 “ r1 : 0 : 1s dans V, et que sur l’intersection UXU1 on a :

r´y : x´ zs “

„

x2 ´ z2

y
: x´ z



“ rx` z : ys

c’est-à-dire que ces deux applications régulières sont équivalentes et la seconde est définie en a.
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0.3.7. Courbes projectives

Une courbe projective est une variété projective de dimension 1. Si C est une courbe projective
et ϕ : C Ñ Pm une application rationnelle, elle est définie sur un ouvert non vide de C, c’est-à-
dire partout sauf en un nombre fini de points. On a la propriété suivante.

Proposition 0.3.30. — Soit C une courbe projective et soit ϕ : C Ñ Pm une application
rationnelle. Alors ϕ est définie en tout point régulier de C.

Démonstration. — Ecrivons ϕ sous la forme rf0 : . . . : fms avec f0, . . . , fm P kpCq. Remplaçant C par
Ci “ ϕipCXUiq ‰ ∅ et kpCq par kpCiq, on peut supposer C affine. Soit x P C un point régulier. L’anneau
A “ krCsx est un anneau de valuation discrète, auquel il correspond une valuation vx. Soit r le minimum
des entiers vxpf0q, . . . , vxpfmq, et soit t une uniformisante de A. Les entiers vxpt

´rfjq sont tous positifs, et
l’un d’eux est nul. Les fonctions gj “ t´rfj ne s’annulent donc pas toutes en x, et rg0 : . . . : gms est
équivalente à f et définie en x.

Corollaire 0.3.31. — Si C est une courbe projective lisse, toute fonction rationnelle de C
dans Pm est un morphisme.

Remarque 0.3.32. — Si C est une courbe projective lisse, l’application f ÞÑ rf : 1s définit une
bijection entre kpCq et les morphismes de C dans P1 différents du morphisme constant r1 : 0s.

Exemple 0.3.33. — Soit C “ VpX3`X2Z´Y2Zq. La fonction rationnelle y{x P kpCq corres-
pond à l’application rationnelle rx : y : zs ÞÑ ry : xs de C dans P1. Ce n’est pas un morphisme,
car elle n’est pas définie en r0 : 0 : 1s. Donc C n’est pas lisse. Vérifier que l’anneau local
correspondant n’est pas principal.
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0.4. Diviseurs sur une courbe

Soit C une courbe projective lisse. L’objectif de ce chapitre est d’associer à C un entier g ě 0
appelé son genre.

0.4.1. Zéros et pôles

Soit C une courbe projective lisse. En procédant comme dans la preuve de la proposi-
tion 0.3.30, on associe à tout point x P C une application valuation :

vx : kpCq Ñ ZY t`8u

associant à toute fonction f P kpCq sa multiplicité (ou son ordre) au point x. Rappelons que :

Ox “ tf P kpCq | vxpfq ě 0u

est un anneau de valuation discrète, d’idéal maximal mx “ tf P kpCq | vxpfq ě 1u. On dit que
x est un zéro de f si vxpfq ě 1, et que c’est un pôle de f si vxpfq ď ´1, c’est-à-dire si x est un
zéro de 1{f . L’application f ÞÑ 1{f sur kpCqˆ interchange zéros et pôles.

Lemme 0.4.1. — (1) Etant donnés x, y P C, on a Ox “ Oy si et seulement si x “ y.
(2) Si A est un sous-anneau de kpCq tel que Ox Ď A Ĺ kpCq, alors A “ Ox.

Démonstration. — Soient x, y P C tels que Ox “ Oy. En appliquant à C une homographie convenable, on
peut supposer que x, y P U0. Remplaçant C par ϕ0pCXU0q, on peut supposer que C est affine et qu’on a
l’égalité krCsx “ krCsy entre anneaux de valuation discrète. Ces anneaux locaux ont donc le même idéal
maximal, ce qui entrâıne qu’une fonction sur C s’annule en x si et seulement si elle s’annule en y. Ecrivant
x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ynq, et appliquant ce principe aux polynômes Xi´xi pour i P t1, . . . , nu,
on trouve que xi “ yi pour tout i P t1, . . . , nu.

Supposons qu’il existe f P A telle que f R Ox. Alors 1{f P mx donc :

1 “ f ¨ p1{fq P Amx “ Atx

où tx est une uniformisante en x. On a donc t´1
x P A, puis t´nx P A pour tout n ě 1. Mais kpCq est la

réunion des Oxt
´n
x pour n ě 1, ce qui contredit le fait que A Ĺ kpCq.

Théorème 0.4.2 (Théorème d’approximation faible). — Soit n ě 1. Soient x1, . . . , xn
des points distincts de C, soient r1, . . . , rn P Z et soient des fonctions g1, . . . , gn P kpCq. Il y a
une fonction f P kpCq telle que vxipf ´ giq ě ri pour tout i P t1, . . . , nu.

Remarque 0.4.3. — Ce théorème n’est pas sans lien avec le lemme chinois de l’arithmétique. Si
l’on remplace les xi par des nombres premiers pi, les gi par des entiers ai P Z et si l’on suppose
que les ri sont positifs, le lemme chinois dit qu’il existe un entier b P Z congru à ai mod prii pour
chaque i, c’est-à-dire que la valuation pi-adique de b´ ai est ě ri.

Démonstration. — Prouvons par récurrence qu’il y a un u P kpCq ayant x1 pour zéro et x2, . . . , xn pour
pôles.

Supposons d’abord que n “ 2. D’après le lemme 0.4.1, il y a une fonction h1 P Ox1 qui n’est pas dans
Ox2

, et une fonction h2 P Ox2
qui n’est pas dans Ox1

. Ainsi la fonction u “ h1h
´1
2 convient.

Supposons le résultat vrai pour n ´ 1 ě 2 points. Il y a une fonction h P kpCq ayant x1 pour zéro et
x2, . . . , xn´1 pour pôles. Si en outre xn est un pôle de h, on a ce que l’on souhaite. Dans le cas contraire,
soit v P mx1 ayant xn pour pôle, et posons u “ h` vr, avec r ě 1 choisi de sorte que r ¨ vxipvq ‰ vxiphq
pour tout i. Alors une telle fonction u convient.
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Prouvons ensuite qu’il y a une fonction w P kpCq telle que vx1
pw ´ 1q ą r1 et vxi

pwq ą ri pour i ě 2.
On choisit u comme à l’étape précédente et on pose w “ p1 ` usq´1 pour un entier s ě 0 suffisamment
grand. Ainsi :

vx1pw ´ 1q “ vx1pu
swq “ s ¨ vx1puq ą r1

tandis que :

vxi
pwq “ ´vxi

p1` usq “ ´s ¨ vxi
puq ą ri, i P t2, . . . , nu.

Ainsi, étant donné s P Z tel que vxipgjq ě s pour tous i, j, il y a une fonction wi P kpCq telle que :

vxi
pwi ´ 1q ą ri ´ s et vxj

pwiq ą rj ´ s, j ‰ i.

Alors la fonction f “ w1g1 ` ¨ ¨ ¨ ` wngn convient.

Proposition 0.4.4. — Soit f P kpCq et soient x1, . . . , xn P C des zéros de f , avec n ě 0.
Alors :

n
ÿ

i“1

vxipfq ď rkpCq : kpfqs.

Démonstration. — D’après le théorème d’approximation faible, pour chaque entier i P t1, . . . , nu, il y a
une fonction ti P kpCq telle que vxj ptiq vale 1 si i “ j et à 0 sinon. En particulier, ti est une uniformisante
en xi.

Invoquant derechef le théorème d’approximation faible, il existe hi P kpCq telle que vxj
phiq soit égale à

0 si i “ j et soit ě vxj
pfq sinon. On a hipxiq P k

ˆ et on peut supposer que hipxiq “ 1. Prouvons que les

tjihi, pour i P t1, . . . , nu et j P t0, . . . , vxipfq ´ 1u, sont linéairement indépendants sur kpfq. Raisonnant
par l’absurde, écrivons :

n
ÿ

i“1

vxi
pfq´1
ÿ

j“0

Pijpfqt
j
ihi “ 0

avec les Pijpfq P krf s. Comme f est transcendante sur k, on peut supposer que les Pijpfq sont premiers
entre eux dans leur ensemble, et donc en particulier pas tous divisibles par f . Choisissons des indices a, b
tels que f ne divise par Pab mais divise Paj pour tout j ă b.

(1) Si i ‰ a, alors Pijpfqt
j
ihit

´b
a s’annule en xa car hi s’y annule à l’order ě vxapfq ą b.

(2) Si i “ a et j ă b, alors Pajpfqt
j´b
a hi s’annule en xa car Pajpfq s’y annule à l’ordre ě vxapfq ą b.

(3) Si i “ a et j ą b, c’est la même chose.

Par conséquent, Pabpfqha s’annule en xa : contradiction.

Corollaire 0.4.5. — Une fonction f P kpCq non nulle n’a qu’un nombre fini de zéros et de
pôles.

0.4.2. Diviseurs

Nous abordons maintenant le sujet central de ce chapitre, qui va être formalisé au moyen de
la notion de diviseur.

Définition 0.4.6. — Un diviseur sur C est une somme finie formelle :

D “
ÿ

xPC

nx ¨ x

où les nx P Z sont nuls à l’exception d’un nombre fini d’entre eux.

En d’autres termes, un diviseur sur C est une application de C dans Z à support fini. Les di-
viseurs sur C forment un groupe abélien noté DivpCq.
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Définition 0.4.7. — Si f P kpCq est non nulle, on lui associe le diviseur :

divpfq “
ÿ

xPC

vxpfq ¨ x

qui est bien défini car f n’a qu’un nombre fini de zéros et de pôles. Un diviseur de cette forme
est dit principal.

On a divpfgq “ divpfq ` divpgq et divp1{fq “ ´divpfq pour toutes fonctions f, g P kpCq non
nulles. Les diviseurs principaux forment donc un sous-groupe PrpCq Ď DivpCq, et div induit un
morphisme surjectif de groupes de kpCqˆ dans PrpCq.

Toute la suite du chapitre repose sur l’important théorème suivant.

Théorème 0.4.8. — Toute fonction f P kpCq non constante a au moins un zéro et un pôle.

Démonstration. — Voir J. Dieudonné, t. 2, §3.3.

Corollaire 0.4.9. — Le noyau de div est égal à kˆ.

Définissons un morphisme de groupes deg de DivpCq dans Z en posant :

deg

˜

ÿ

xPC

nx ¨ x

¸

“
ÿ

xPC

nx.

Il est surjectif, et on note Div0pCq son noyau. On verra plus tard que tout diviseur principal est
de degré 0. Le groupe-quotient Div0pCq{PrpCq, appelé groupe de Picard de C, est un invariant
important de C. On le note Pic0pCq.

Remarque 0.4.10. — On verra que Pic0pCq est trivial si et seulement si C est isomorphe à
P1. En général, le groupe de Picard n’est pas trivial. Si C est une courbe elliptique (c’est-à-dire
une courbe de genre 1), il y a une bijection de Pic0pCq sur C, permettant de munir C d’une
structure de groupe abélien.

Exemple 0.4.11. — Vérifier que le groupe de Picard de P1 est trivial.

0.4.3. Les espaces L pDq

Un diviseur D sur C est positif (ou effectif ) si tous ses coefficients nx sont ě 0. Ceci définit
une relation d’ordre partiel sur DivpCq :

D1 ě D ô D1 ´D est positif.

Si D P DivpCq, on pose :

L pDq “ t0u Y tf P kpCq non nulles | divpfq `D ě 0u.

On a le lemme suivant.

Lemme 0.4.12. — Une fonction f P kpCq appartient à L p0q si et seulement si elle est con-
stante.

Démonstration. — L p0q contient toutes les fonctions constantes car toute fonction constante non nulle a
un diviseur nul. S’il y a f P L p0q non constante, alors elle a au moins un pôle, ce qui contredit l’inégalité
divpfq ě 0.

Proposition 0.4.13. — Soient D,D1 des diviseurs de C.
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(1) L pDq est un sous-k-espace vectoriel de kpCq.
(2) Si D ď D1, alors L pDq Ď L pD1q et dim L pD1q{L pDq ď degpD1 ´Dq.
(3) L’espace L pDq est de dimension finie.

Démonstration. — Le point 1 est une conséquence du fait que, pour tous f, g P kpCq, λ P kˆ et x P C,
on a divpλfq “ divpfq et vxpf ` gq ě minpvxpfq, vxpgqq.

Pour le point 2, il suffit de traiter le cas où D1 “ D` y avec y P C. Fixons une uniformisante t en y,
et définissons une forme linéaire ϕ sur L pD1q en posant :

ϕpfq “ ptny`1fqpyq.

Elle est bien définie car vypfq ` ny ` 1 ě 0 pour toute f P L pD1q, et son noyau contient L pDq. On en
déduit le résultat voulu.

Pour le dernier point, supposons d’abord que D est effectif. D’après le point 2, on a L p0q Ď L pDq
et dim L pDq{L p0q ď degpDq. On déduit du lemme 0.4.12 que dim L pDq ď 1 ` degpDq. Dans le cas
général, soit D1 un diviseur effectif tel que D ď D1. D’après le point 2, on trouve que L pDq Ď L pD1q, et
ce dernier est de dimension finie d’après ce qui précède.

Pour tout diviseur D, on note dimpDq la dimension de L pDq. Il ressort de la preuve du lemme
précédent que, si D est effectif, on a dimpDq ď 1` degpDq.

Nous voici prêts à prouver que tout diviseur principal est de degré 0. Pour toute fonction non
nulle f P kpCq, on pose :

div0pfq “
ÿ

x zéro de f

vxpfq ¨ x,

div8pfq “
ÿ

x pôle de f

p´vxpfqq ¨ x.

Ce sont deux diviseurs effectifs, et on a divpfq “ div0pfq´div8pfq. Remarquons également que
div8pfq “ div0p1{fq.

Théorème 0.4.14. — Soit f P kpCq non constante, et soit n le degré de kpCq sur kpfq. Alors :

degpdiv0pfqq “ degpdiv8pfqq “ n.

Démonstration. — Quitte a changer f en 1{f , il suffit de prouver que div0pfq “ n. Notons m le degré
de div0pfq. D’après la proposition 0.4.4, on a m ď n. Soit ph1, . . . , hnq une base de kpCq sur kpfq. Pour
tout r ě 1, les fonctions hif

´j , avec i P t1, . . . , nu et j P t0, . . . , ru, sont linéairement indépendantes sur
k. Choisissons un diviseur E ě 0 tel que h1, . . . , hn appartiennent à L pEq. Alors les fonctions hif

´j

appartiennent toutes à L pE` r ¨ div0pfqq car :

divphif
´jq ` E` r ¨ div0pfq “ pdivphiq ` Eq ` pr ´ jq ¨ div0pfq ` j ¨ div0pfq

est une somme de trois diviseurs effectifs. Posons E1 “ E ` r ¨ div0pfq. C’est un diviseur effectif. Nous
avons donc :

npr ` 1q ď dimpE1q ď 1` degpE1q “ 1`mr ` degpEq,

l’inégalité de gauche provenant de ce que les fonctions hif
´j , avec i P t1, . . . , nu et j P t0, . . . , ru, sont

linéairement indépendantes sur k. Faisant tendre r vers l’infini, on trouve que m ě n.

Corollaire 0.4.15. — Tout diviseur principal est de degré 0.

Corollaire 0.4.16. — On a L pDq “ t0u pour tout diviseur D de degré ă 0.

Corollaire 0.4.17. — Soit D P DivpCq de degré 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) D est principal.
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(2) dimpDq ě 1.
(3) dimpDq “ 1.

Démonstration. — Si D “ divpfq, alors l’application g ÞÑ fg est un isomorphisme de k-espaces vectoriels
de L pDq vers L p0q, qui est de dimension 1

Si dimpDq ě 1, soit f P L pDq non nulle et posons E “ D` divpfq ě 0. Mais le degré de E est égal à
degpDq “ 0, donc E est nul. Par conséquent, D est le diviseur principal divp1{fq.

0.4.4. Le théorème de Riemann

Théorème 0.4.18. — L’ensemble des degpDq ´ dimpDq ` 1, lorsque D décrit DivpCq, est
majoré. Sa borne supérieure est un entier g ě 0, qu’on appelle le genre de C.

Pour tout diviseur D, on pose :

ipDq “ degpDq ´ dimpDq ` 1.

On remarque que ipDq ě 0 pour tout diviseur effectif D, et que ip0q “ 0. On remarque aussi
que, si D ď E, alors ipDq ď ipEq, c’est-à-dire que la fonction i est croissante sur DivpDq.

Soit f P kpCq non constante, et soit B “ div8pfq.

Lemme 0.4.19. — Il existe un r P Z tel que ipm ¨ Bq ď r pour tout m ě 1.

Démonstration. — Il y a un diviseur E ě 0 tel que pm ` 1qdegpBq ď dimpE `m ¨ Bq pour tout m ě 0.
Mais :

dimpE`m ¨ Bq ´ dimpm ¨ Bq ď degpEq

de sorte que pm` 1qdegpBq ď degpEq ` dimpm ¨ Bq. Cela donne ipm ¨ Bq ď degpE´ Bq ` 1.

Etant donné un diviseur D, soit E ě 0 tel que E ě D. Alors ipDq ď ipEq. Il suffit donc de ma-
jorer ipEq pour E effectif. D’après le lemme précédent, on a ipm ¨B´Eq ď ipm ¨Bq ď r où r est
un majorant indépendant de m et E. Pour m ě 1 assez grand, on a :

dimpm ¨ B´ Eq ě 1`m ¨ degpBq ´ degpEq ´ r ě 1

car degpBq ě 1. Fixons un tel entier m ě 1 et choisissons une fonction h P L pm ¨ B ´ Eq non
nulle. Posons F “ E´ divphq, de sorte que F ď m ¨ B. Alors ipEq “ ipFq ď ipm ¨ Bq ď r.


