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Exercice 1 (2 X 10 = 20 Points) Soit G un groupe fini, soit p un facteur
premier de |G| et soit H C G un sous-groupe de G. On suppose qu’il existe un
p-sous-groupe de Sylow S de G tel que Ng(S) C H.

(i) Montrer que S C H et que S est un p-sous-groupe de Sylow de H.
(ii) Montrer que Ng(H) = H.

Solution. (i) Ona S C Ng(S) donc S C H. De plus comme S est un p-sousgroupe
de Sylow de G, on a |G| = p®m avec p ne divisant pas m et |S| = p®. De plus,
on a que Vordre h = |H| de H doit diviser 'ordre de G donc h divise p®m et
comme S est un sous-groupe de H, on a que p* = |S| divise h|H|. Ainsi on
a |H| = p*m’ avec p ne divisant pas m’. Le sous-groupe S de H est donc un
p-sous-groupe de Sylow de H.

(ii) Remarquons que H C Ng(H). Montrons I'inclusion réciproque. Soit
g € Ng(H). Comme S C H, on a gSg~! C gHg™! = H (car g € Ng(H)).
Ainsi gSg~! est un sous-groupe de Sylow de H donc il existe h € H tel que
gSg~! = hSh™!. On a donc en conjuguant par h=%, on a h~1gSg~'h = S donc
(h=1g)S(h=tg)~* = S. On a donc h™'g € Ng(S) C H donc h™'g = h' € H.
Finalement, on a ¢ = hh/ € H et Ng(H) C H donc Ng(H) = H. m

Exercice 2 (20 Points) Soit G un groupe fini, soit N < G un sous-groupe
distingué de G et soit p un facteur premier de N. Montrer que si S est un p-sous-
groupe de Sylow de N, alors G = N - Ng(S) ={ng | n € N et g € Ng(S5)}.

Solution. On a clairement l'inclusion N - Ng(S) € G. Montrons 'inclusion
réciproque. Soit donc g € G. Le groupe gSg~! est un sous-groupe de gNg~' = N
(car N est distingué) et comme |gSg~!| = |S| et que S est un p-sous-groupe
de Sylow de N, le sous-groupe gSg~' est aussi un sous-groupe de Sylow de
N. Comme tous les p-sous-groupes de Sylow de N sont distingués dans N, il
existe n € N tel que nSn~! = gSg~!. Ainsi, on a S = (n"1g)S(n"tg)~! donc
h=n"tg € Ng(S). On a donc g = nh € N - Ng(S). m

Exercice 3 (2 x 10 = 20 Points) Soient p, ¢ et r trois nombres premiers tels
que p < ¢ < r et soit G un groupe d’ordre pgr. On note n,, n, et n, le nombre
de p-sous-groupes de Sylow, le nombre et g-sous-groupes de Sylow et le nombre
de r-sous-groupes de Sylow de G.



(i) Montrer que I'on doit avoir pgr > n,(p — 1) + n4(¢ — 1) + n.(r — 1).
(ii) Montrer que le groupe G n’est pas simple.

Solution. (i) On note Sp 1, ,Spn,s Sq.1,° * »Sqn, €6 Sr1,--+, Srn, les p-, g-
et r-sous-groupes de Sylow de G. Leur cardinal est respectivement p, g et r. De
plus, l'intersection de deux p-sous-groupes de Sylow est un sous-groupe et ne peut
qu’étre de cardinal 1 ou p. Comme ce ne peut étre p (car sinon les sous-groupes
sont égaux), ¢a doit étre 1. Ainsi, ces sous-groupes ne se rencontrent que selon
I’élrhent 1 et on a

|(Sp,1 \ {1}) Uu---u (Sp,np \ {1})| = np(p - 1),
[(Sgr \{1}) U+ U(Sgin, \ {1})| =ng(g—1) et
[(Sra \{IH U U (Srn, \ {1D] = np(r = 1).

Par ailleurs ces trois ensembles ne se rencontrent pas (les éléments de ces
ensembles sont d’ordre p, g et r respectivement). On a donc (en ajoutant I’élément
neutre :

pgqr > ny(p— 1) +ng(g—1) + ny(r —1) + 1.

(ii) Notons que si n, =1, ng =1 oun, =1, alors il n’y a qu'un p- , g ou
r-sous-groupe de Sylow et qu’il est alors distingué ce qui montre que G n’est pas
simple. On va donc montrer que l'on a n, =1 ou ny =1 ou n, = 1. Si ce n’est
pas le cas, alors n,. divise pg. On doit donc avoir n,. = 1, p, g, ou pq. Par ailleurs,
on an, =1 (mod r). On doit donc avoir n, = pqg. De plus n, divise ¢gr donc
np =1, g, 7 ou gr. Si ny # 1, on a donc n, > ¢g. De méme, n, divise ¢gr donc
ng =1, p, r ou pr. Si ng # 1, on a donc ng > p. Si ny, nq et n, sont différents
de 1, on a donc

np(P—1) +ng(g—1)+n.(r—=1)+1 >qp—1)+plg—1)+pg(r—1)
Zqp—q+pg—q+pgr—pg+1
Zpgr+pg—p—q+1
> pqr + (p—1)(g — 1) > pgr.

La derniére égalité est vraie car p et ¢ sont premiers donc au moins égaux a 2.
On obtient une contradiction. n

Exercice 4 (10 Points) Montrer qu'un groupe d’ordre 200 n’est pas simple.

Solution. On décompose 200 en produit de facteurs premiers. On a 200 = 22 x 52.
Soit ns les nombres de 5-sous-groupes de Sylow du groupe. Alors ns divise 8
donc n5 € {1,2,4,8} et n5 =1 (mod 5). On doit donc avoir ns =1 et il y a un
seul 5-sous-groupe de Sylow qui doit étre distingué. Le groupe n’est pas simple.g

Exercice 5 (30 Points) Montrer qu'un groupe G' d’ordre 300 n’est pas simple
(on pourra faire agir G sur I'ensemble de ses 5-sous-groupes de Sylow).

Solution. On décompose 300 en produit de facteurs premiers. On a 300 =
22 x 3 x 52. Soit n5 les nombres de 5-sous-groupes de Sylow du groupe. Alors
ns divise 12 donc ns € {1,2,3,4,6,12} et n5 =1 (mod 5). On doit donc avoir
ns = 1 ou ng = 6.

Dans le premier cas, il y a un seul 5-sous-groupe de Sylow qui doit étre
distingué. Le groupe n’est pas simple.

Dans le second cas, on pose X = {5-sous-groupes de Sylow de G}. On a
|X| = 6. On fait agir G sur X par g-S = gSg~! pour g € Get S € X. On



obtient ainsi un morphisme de groupes ¢ : G — Bij(X) ~ &4. Ce morphisme
n’est pas trivial car il a une unique orbite (tous les 5-sous-groupes de Sylow sont
conjugués), on a donc ker(y) # G. De plus, si ker(p) = {1}, alors ¢ est injective
et 300 = |G| doit diviser |Bij(X)| = |G| = 6! = 720. Ce n’est pas le cas. Donc
ker(¢) est un sous-groupe distingué de G qui n’est ni égal & G ni trivial. Le
groupe G ne peut donc étre simple. n



