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Feuille de TD 3 : Algebre linéaire

’ Espaces vectoriels

Exercice 1. Déterminer lesquels de ces ensembles sont des sous-espaces vectoriels de R3.
Ey ={(z,y,2 )ER?’ 2z — 5y = 2}
Ey ={(z,y) € R z =0}
Es={(z,y,z )€R3 x+y+z—1}
By ={(z,y,2) € R?, 2* —y* = 0}
Es = {(z,y,2 €R3 zy = 0}

Correction. Rappel, un sous-ensemble £ C R" est un sous-espace vectoriel s’il vérifie les
trois conditions suivantes :

1. 0e &g
2. siu,v € E,alorsu+v ekl ;
3.siu€ EetAeR, alors \u € F.

A. Montrons que Fq est un espace vectoriel. On vérifie les trois points ci-dessus.

1. Ona0=(0,0,0) € Eycar2x0—5x0=0.

2. Soient u,v € E1. Onawu = (x,y,2) avec 2x—5by = zet v = (2, ¢/, 2’) avec 22/ — 5y’ = 2.
Onau+v=(z,y,2)+ (2,¢,?)=(x+ 2",y + v,z +2). Par ailleurs, on a

20z +2') =5y +y) =2z —5y) + (22" = 5y) =z + 2.

Donc u+ v € Ej.
3. Soit u € Ey et A€ R. On a u = (z,y,2) avec 2x — by = z et Au = (Az, Ay, A\z). Par
ailleurs, on a

2(Ax) — 5(A\y) = A(2z — By) = Az.
Donc A\u € Ej.

B. Notons que E, n’est pas un sous-ensemble de R? donc il ne peut étre un sous-espace
vectoriel de R3. Montrons cependant que Es est un sous-espace vectoriel de R?. On vérifie
les trois points ci-dessus.

1. Ona 0= (0,0) € £ (car 0 =0).

2. Soient u,v € Ey. On a u = (z,y) avec x = 0 et v = (2/,y') avec 2/ = 0. On a
u+tv=(x,y)+ (2,y) = (x+ 2,y + ). Par ailleurs, on a

(r+2)=z+2"=0.

Donc u + v € Es.
3. Soit u € Es et A€ R. On a u = (z,y) avec © = 0 et Au = (A\z, Ay). Par ailleurs, on a

Ar = 0.

Donc A\u € Es.

C Montrons que E3 n’est pas un espace vectoriel. Il suffit de vérifier que I'un des trois points
ci-dessus est faux.
1. Ona 0= (0,0,0) ¢ F3 (car 0+0+0 # 1).



D Montrons que FE4 n’est pas un espace vectoriel. Il suffit de vérifier que 'un des trois points
ci-dessus est faux.

2. Onau=(1,1,0) € Eycar 12— 12 =0 et v = (1,—1,0) € Ey car 12 — (-1)? = 0.
Cependant, on a u + v = (2,0,0) et comme 22 — 0% # 0, on a u +v & Ey.

E Montrons que E5 n’est pas un espace vectoriel. Il suffit de vérifier que I'un des trois points
ci-dessus est faux.

2. Onau=(1,0,0) € Escar 1 x0=0et v=(0,1,0) € E4 car 0 x 1 = 0. Cependant,
onau+v=(1,1,0) et comme 1 x1#0,onau+v ¢ FEs.

Exercice 2.
1. Décrire les sous-espaces vectoriels de R, R?, R3.

2. Dans R? donner un exemple de deux sous-espaces vectoriels dont 1'union n’est pas un
sous-espace vectoriel de R2.

Correction.

1. L’espace vectoriel R n’a que deux sous-espaces vectoriels : {0} et R.

Les sous-espaces vectoriels de R? sont {0}, R? et toutes les droites vectorielles.

Les sous-espaces vectoriels de R? sont {0}, R3, toutes les droites vectorielles et tous les plans
vectoriels.

2. On va montrer que la réunion de deux droites distinctes de R? n’est pas un sous-espace
vectoriel. Soit By = {(z,y) € R? | z =0} et By = {(z,y) € R? | y = 0}. On a vu a l'exercice
1 que E; est un sous-espace vectoriel (ensemble Fy de I'exercice 1). En échangeant les roles de
x et y on obtient que E» est aussi un sous espace vectoriel. Montrons que £ = E; U E3 n’est
pas un sous-espace vectoriel. On a u = (0,1) € B} C E et v = (1,0) € E2 C E. Cependant
u+v = (1,1) n’est ni dans Fj ni dans Fy donc u + v ¢ E et E n’est pas un sous-espace
vectoriel.

Exercice 3. Les vecteurs u suivants sont-ils combinaison linéaire des vecteurs u; 7
1. dans R?, u = (1,2), u1 = (1,-2), uz = (2,3).
2. Dans R?, u = (2,5,3), u1 = (1,3,2), ug = (1, —1,4).

3. Dans R3u = (3,1,m), u1 = (1,3,2), ug = (1, —1,4) (discuter suivant la valeur de m).

Correction.

Rappelons que le vecteur u est combinaison linéaire de u; et uo s’il existe des réels A et u
tels que u = Aup + pus.

1. On cherche des réels X et u tels que u = Auj + pug c’est-a-dire (1,2) = (1, -2) +
1(2,3) = (A + 2u, —2X + 3u). On obtient donc le systéme :

A+2u=1
22+ 3p=2.

On résoud le systéeme en remplagant la seconde ligne par elle-méme plus deux fois la premiere
(Ly — Lo+ 2L;). On obtient le systeme :

A+2u=1
Tu=4.



On a donc p = % et en remplacant dans le premiere équation, on obtient A = —%. On

a donc trouvé des réels qui vérifient les conditions souhaitées et on conclue que u est bien
combinaison linéaire de uq et us.

2. On cherche des réels X et p tels que u = Auy + pug c’est-a-dire (2,5,3) = A(1,3,2) +
pu(l,—=1,4) = (A + 1, 3X — 1, 2X 4+ 4p). On obtient donc le systéme :

A+p=2
3AN—u=5
220 +4pu =3

On effectue les opérations : Lo — Lo — 3Ly et Ly — L3 — 2L1. On obtient le systeme :

A+p=2
—4p=-1
2u = —1.
On obtient p = % et p = —% ce qui est impossible. Il n’y a donc pas de solution et u n’est
pas combinaison linéaire de u; et us.
3. On cherche des réels \ et u tels que u = Auy + pug c’est-a-dire (3,1, m) = A(1,3,2) +
pu(l,—=1,4) = (A + 1, 3X — 1, 2X 4+ 4p). On obtient donc le systéme :

A+pu=3
AN—p=1
22 +4p=m

On effectue les opérations : Lo — Lo — 3Ly et Ly — L3z — 2L7. On obtient le systeme :

A4+ pu=3

—4p = -8

21 =m — 6.
On obtient p = 2 et pu = mTf6. Ceci est possible si et seulement si 2 = mT%‘ ou encore
m — 6 = 4 et de maniere équivalente, m = 10. On a alors p = 2 et A = 1. En conclusion, il y
a pas une solution si et seulement si m = 10 donc u est pas combinaison linéaire de u; et uo
si et seulement si m = 10.

Exercice 4. Les familles suivantes sont-elles libres ?
1. (u,v) avec u = (1,2,3) et v = (—1,3,5).
2. (X, X?) dans Ry[X].

Correction.

Rappelons qu’'une famille (ug,--- ,u,) de vecteurs est libre si pour toute famille de réels
AL, oo, A € R tels que Ajug + -+ Au, =0, 0n a Ay = cdots = N\, = 0.

1. Soient A et p des réels tels que Au + pv = 0. La famille est libre si les seuls réels
A et pu qui vérifient cette conditions sont A = p = 0. Montrons que c’est le cas. On a
0=MAu+pv=X1,2,3)+u(—-1,3,5) = (A —p, 22 + 3, 3X + 54). On obtient donc le systeme

A—u=0
22 +3u =0
3A+5u=0



On effectue les opérations : Lo — Lo — 2L et Ly — L3 — 3L1. On obtient le systeme :

A—u=0
o =20
8u = 0.

On obtient donc p = 0 puis A = 0 ce qui montre que la famille (u,v) est libre.
1. Soient X et pu des réels tels que AX + pX? = 0. La famille est libre si les seuls réels
A et p qui vérifient cette conditions sont A = p = 0. Montrons que c’est le cas (c’est un cas

particulier d’identification polynomiale). En posant X =1 et X = —1, on obtient le systeme
A+pu=0
A—pu=20
On effectue les opérations : Lo — Lo — L1. On obtient le systeme :
A+pu=0
—2u = 0.

On obtient donc p = 0 puis A = 0 ce qui montre que la famille (X, X?) est libre.

Exercice 5. Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R? définis par
F={(z,y,2) eR%z -2y +2=0}

G ={(z,y,2) € R% 2z —y + 22 = 0}.
1. Donner une base de F' et une base de GG et en déduire leur dimension respective.

2. Donner une base de F N G et donner sa dimension.

Correction.

Rappelons qu’une base est un famille libre et génératrice. Rappelons aussi que la dimen-
sion d’un espace vectoriel est le nombre d’éléments d’une (quelconque) de ses bases.

De maniere empirique la dimension d’un espace vectoriel E est le nombre de parametres
nécessaires pour décrire un vecteur général de E. Nous allons voir que cette technique em-
pirique est tres efficace.

1. Soit u = (z,y,2) € F un vecteur de F. On a  — 2y + z = 0. Dans R3, un vecteur a
trois parametres (ses coordonnées x, y et z). Un vecteur de F' en a une de moins. En effet, on
peut par exemple exprimer z en fonction des autres coordonnées : on a z = —x + 2y. Ainsi
on a seulement besoin des coordonnées z et y pour écrire le vecteur u : u = (z,y, —x + 2y).
Montrons que ceci nous fournit une base. On a

u=(z,y,—z+2y) =2(1,0,-1) + y(0,1,2).

Posons u; = (1,0, —1) et ug = (0,1,2) et montrons que (uj,usz) est une base de F.

On commence par vérifier que uj et ug sont dans F. Onal—2x 0+ (—1) = 0 donc
up €E Fet0—2x14+2=0donc us € F.

Montrons que (u1,uz2) est génératrice pour F. Il faut montrer que tout vecteur u € F
est combinaison linéaire de u; et us. Mais on a vu que tout vecteur u = (x,y, z) € F s’écrit
u=x(1,0,—1) +y(0,1,2) = zuj + yus et est donc bien combinaison linéaire de u; et us.



Montrons finalement que (u1,uz) est libre. Soient A, € R tels que Auj + pug = 0. On
obtient le systeme :

A=0
p=20
—“A4+2u=0

On obtient directement A = p = 0 et la famille est libre. C’est donc une base. On a trouvé
une base avec 2 éléments pour F' donc dim F' = 2.

On passe au sous-espace G. Soit u = (x,y, z) € G un vecteur de G. On a 2x —y+2z = 0.
Dans R3, un vecteur a trois parametres (ses coordonnées , 3 et z). Un vecteur de G en a
une de moins. En effet, on peut par exemple exprimer y en fonction des autres coordonnées :
on a y = 2z + 2z. Ainsi on a seulement besoin des coordonnées x et z pour écrire le vecteur
u: u=(z,2x + 2z, z). Montrons que ceci nous fournit une base. On a

u=(x,2x+22,2) = x(1,2,0) + 2(0,2,1).

Posons v1 = (1,2,0) et v2 = (0,2,1) et montrons que (vy, v2) est une base de G.

On commence par vérifier que v1 et v9 sont dans G. Ona2x1—-—2+0=0doncv; € G
et0—2+2x%x1=0donc vy €G.

Montrons que (v1,v2) est génératrice pour G. 1l faut montrer que tout vecteur u € G
est combinaison linéaire de u; et vo. Mais on a vu que tout vecteur u = (x,y, z) € G s’écrit
u=2x(1,2,0) 4+ 2(0,2,1) = xv1 + zv2 et est donc bien combinaison linéaire de vy et vs.

Montrons finalement que (v, vs) est libre. Soient A\, u € R tels que Av; + pvy = 0. On
obtient le systeme :

A=0
224+2pu =0
p=20

On obtient directement A = y = 0 et la famille est libre. C’est donc une base. On a trouvé
une base avec 2 éléments pour GG donc dim G = 2.
2. On proc’ede de la méme maniere avec F NG. On a

FﬂG:{(xay’Z)€R3|$_2y+2206t 2I—y—|—22:0}

On voit qu'un vecteur u = (x,y,2) € F NG doit véfier les deux conditions x — 2y + z = 0 et
2x —y+2z = 0}. Intuitivement, si ces deux conditions sont “indépendantes”, on devrait avoir
que u ne dépend plus que d’'un parametre. On va voir que ceci se vérifie. Les coordonnées de
u vérifient le systeme

r—2y+2=0

20—y +22=0

En effectuant 'opération Lo — Lo — 2L1, on obtient le systeme

r—2y+z2z=0
3y=20

On doit donc avoir y = 0 et on obtient z = —x. Ainsi le vecteur u = (x,y,2) € FNG est de
la forme u = (x,0, —x) = z(1,0, —1).

Posons u; = (1,0, —1) et montrons que u; est une base de F'NG. Montrons tout d’abord
que u; € FNG. Clest vraicar 1 —2x 0+ (—1)=0et (2x1—-0+2x (—1)=0.

On a vu que tout vecteur u = (z,y,z) € F'NG s’écrit yu = 2(1,0,—1) = zu; donc u; est
génératrice pour F N G.

Finalement montrons que u; est libre. Soit A € R tel que Au; = 0. Alors on a A = 0 donc
uy est libre et forme une base de F NG. On a donc une base de F N G avec un élément et
dim(FNG)=1.



Matrices

Exercice 1. Calculs élémentaires.
On considere les matrices suivantes.

1 -2 3 1 -1 -1 1

A=(4 5 6|,B=|-2 1 2 |,C=1(2],
2 1 0 3.1 4 0
a 0 0 1 2

D=(0 b 0|,E=(2 1],L=(1 -1)
00 ¢ 33

Calculer lorsque c’est possible :
1. AB, BA, A%, B%2, A2 + 2AB + B?, A+ B et (A + B)2. Que remarque-t-on ?
2. LC, CL, AC.
3. A+ E, AE, EA, (EY)A,

4. AD, DA. Remarquer les effets de ces produits sur les lignes et les colonnes de A.

Correction. 1. On obtient :

14 0 7 -5 —8 -3 -1 -9 -9
AB=| 12 7 30 |,BA=| 6 11 0 |, A*’=| 36 23 42
0 -1 0 15 3 15 6 1 12
0 -3 —7 2 -3 2
B*=| 2 5 12 |,A+B=|2 6 8
13 2 15 5 2 4
27 —12 -2 8§ —20 —12
A2 4+2AB+B* = 62 42 114 |, (A+B?2=| 56 46 84
19 1 27 34 5 42

On remarque que 'on a (A + B)? # A? + 2AB + B2. Ceci vient du fait que AB # BA. En
effet, on a

(A+B)?=(A+B)(A+B)=A*+ AB+BA+B?> # A>+ AB+ AB+ B? = A* +2AB + B”.

2. Le produit LC n’existe pas. On a

1 -1 —3
cL=2 -2 |,ACc=| 14
0 0 4

3. La somme A + F et le produit EF'A n’existent pas. On a

6 9
AE=| 32 31 |, (E"YA= 51l 15
15 12 4 12



4. On a

a —2b 3c a —2a 3a
AD=| 4a 5b 6¢c |, DA=|4b 5b 6b
2a b 0 2c ¢ 0

On remarque que multiplier A & droite par D revient a remplacer la premiere colonne de
A par a fois celle-ci, la deuxieme colonne de A par b fois celle-ci et la troisieme colonne de A
par c fois celle-ci.

Par contre, multiplier A & gauche par D revient & remplacer la premiere ligne de A par
a fois celle-ci, la deuxieéme ligne de A par b fois celle-ci et la troisieme ligne de A par c fois

celle-ci.
1 2 a ¢
a=(i )= %)

Déterminer les triplets (a, b, c) afin que A et B commutent, c’est-a-dire AB = BA.

Exercice 2. Soit

Correction. On calcule

[ a+2b c¢c—10 [ a+c 2a-c
AB_< a—b c+5 ) etBA_(b—5 2b+5>

Pour que AB = BA, les réels (a, b, c) doivent donc étre solution du systeme

a—|—2b:a+c 2b—C:0 a_2b2_5 a_2b:5
c—10=2a —c —2a+2C:10

o W—c=0 S 20—c=0
a—b=b-5 @—2b=-5 —2a+2¢=10 —4b+2c=0
c+5=20+5 —2b+c=0 B -

La deuxieme équivalence est obtenue en mettant la ligne 3 en haut du systéeme et en sup-
primant la derniere ligne qui est l'opposé de la premiere. La derniére est obtenue par
Ls — L3+ 2L,. Comme la derniere ligne du systeme obtenu est égale a deux fois la ligne
précédente, ce systeme est équivalent a

a—2b=-5
2b—c=0

et on obtient a = 2b— 5 et ¢ = 2b. Les triplets possibles sont donc les (2b — 5, b, 2b) pour tout
belR.

Exercice 3. Calcul d’inverse.

Soient
1

1 1 1 3 1
A=11 2 2] etB=|-1 21
1 -1 3 1 0 2

1. Utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour montrer que A est inversible et pour calculer
son inverse. Vérifier les calculs en effectuant par exemple le produit AA~!.

2. Méme question pour B.



3. En déduire par simple produit matriciel I'inverse du produit AB (on demande donc de
ne pas inverser AB par la méthode de Gauss-Jordan).

Correction. 1. On applique la méthode de Gauss-Jordan :

1 1 1|10 0 1 1 1|1 00 1 111 00
1 2 201 0]el0 1 1|{-110}|esf(011|-110]<«
1 -1 3/0 0 1 0 -2 2|-1 0 1 00 4/-3 2 1
1111 00 1 1ol -3 —2 1002 -1 0
011/-110}esl010-% & —3]|]e|l010-1 5 -2
o013 4/) \oonff Ly 00 15§ g

Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : Lo — Lo — L1 et Ly — L3 — L1. Pour
la deuxeme équivalence, on a fait I’opération : L3 — L3 + 2Ly. Pour la troisieme équivalence,
on a fait Iopération : L3 — %L?). L’équivalence suivante est obtenue par les opérations :
Ly — Ly — Lset Ly — Ly — L. La derniere équivalence est obtenue par Ly — L1 — Lo.

On obtient donc

2 -1 0 L[ 8 40
Al=| -4 & -1 =7 -1 2 -1
44 2

2. On applique la méthode de Gauss-Jordan :

1 3 1|1 00 1 3 1|1 00 1 3 1|1 00

-1 21010 ]|efo0o 5 21 100 1 2]f 1o0]e

1 020 0 1 0 -3 1|-1 01 0 -3 1]-1 0 1

1 11 00 1311 0 0 1308 & -%
2 1 1 21 1 1 3 1 2

01 515 g0felolgls ¢ 0)el0l0g y —|e

00 F|-5 51 00 1]—-7 i1 11 00 1|-77 1 11
4 6 1

b 1ol ¥ OE T

010 & &£ -3

0012 ¥ F

[y
—
[y
=
—_
—

Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : Lo — Lo + Ly et Ly — L3 — L;. Pour
la deuxeme équivalence, on a fait 'opération : Lo — %LQ. Pour la troisieme équivalence,
on a fait 'opération : Lg — L3 + 3Lo. L’équivalence suivante est obtenue par I’ opération :
L3 — %Lg, puis on fait Ly — L1 — Lz et Ly — Lo — %Lg. La derniere équivalence est obtenue
par L1 — L1 — 3L2.

On obtient donc

4 6 1
A T
- 2 L -2 3 5

3. On a (AB)™! = B7'A7! et il suffit de multiplier les deux matrices obtenues aux
question 2 et 1 pour obtenir le résultat :

35 13 7
B % —? i, 1 35 =26 7
-5 11 35 —34 24 2



Exercice 4. Calcul d’inverse. Soit

10
M=1b a , avec a # 0.
0 b

QO O

Utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour montrer que M est inversible et pour calculer son
inverse. Vérifier les calculs en effectuant par exemple le produit MM 1!,

Correction. On applique la méthode de Gauss-Jordan :

1 00[1 00 1 00[1 00 100/ 1 00
b a 0010 |e[0ao0|-b10]s|l010-2110]e«
0bal0 01 0bal0 01 0bal0 01
100[1 0 0 1ool1 0 0

_bo1 b1
01 b2aab0<:>010b2a “b?
0 T o !l 00alz - 2

Pour la premiere équivalence, on a fait Iopération : Ly — Lo —bL;. Pour la deuxeme
équivalence, on a fait I'opération : Lo — %Lg. Pour la troisieme équivalence, on a fait
lopération : Lg — L3 — bLy. La derniere équivalence est obtenue par L3 — %Lg.

On obtient donc

1 0 0 ) a2 0 0
M7t=| -2 L 0 |==|-a a 0

2 a 2

¥ b1 ¥ —b a

a? a? a

Exercice 5. Inverse et systeme linéaire. Soit
1 1 2
A=12 1 1
2 1 3

1. Utiliser la méthode de Gauss-Jordan pour montrer que A est inversible et pour calculer
son inverse. Vérifier les calculs en effectuant par exemple le produit AA~1.

2. En déduire alors la résolution du systeme

r + y + 2z a
2v + y + 2z =
2z + y + 3z =c

pour (a,b,c) = (1,2,3) puis pour (a,b,c) = (—1,4,2).



Correction. On applique la méthode de Gauss-Jordan :

112100 1 1 2|1 00 1 1 21 0 0
2 11/010]s[0-1-3-210]«(0 1 3|2 -10]|<«
2 1 300 1 0 -1 —-1|-2 0 1 0 -1 -1/-2 0 1
1121 0 0 11 2[1 0 0 1101 1 -1
0132 -10]s(013]/2 -10]s[010/2 i -3 |«
002[0 —-11 00 1/0 —3 3 00 1{0 -1 1

1 1
10 0/-1 5 3
01002 5 -3
o010 -3 1

Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : Lo — Lo — 2Ly et L3 — L3 — 2L4.
Pour la deuxeme équivalence, on a fait 'opération : Ly — — L. Pour la troisieme équivalence,
on a fait l'opération : Ls — L3+ Lo. Pour la suivante, on fait Lg — %Lg puis on fait
Ll — L1 — 2L5 et Lg — L2 — 3L3 Pour la derniére, on fait L1 — Ll — L2.

On obtient donc

1
2 1

D[ =0

w

|

I
W
—_

[
w

Al =1 2
0o —-% 3 0 -1 1

2. On remarque que (x,y, z) est solution du systéme si et seulement si

x a
Al vy | =1 b
z c
En multipliant & gauche par A~!, on a
T a
y | =471 b
z c

7 >
y | =1 -3
2 2
De méme, on trouve la solution suivante pour (a,b,c) = (—1,4,2) :
T 4
y | = -3
z —1

Exercice 6. Application pratique.
Une entreprise de jouets fabrique chaque jour trois types de jouets différents A, B et C et
utilise les quantités de matieres premieres données dans le tableau suivant :

10



Jouet A | Jouet B | Jouet C
Bois en dm? 1 3 2
Métal en kg 0,4 0,6 0,2
Plastique en kg 0,1 0,1 0,1

Un programme de production journaliére s’exprime par un vecteur X' = (z1,z2,3), ol z1,
To et x3 désignent respectivement le nombre de jouets A, B et C fabriqués. Pour réaliser un
programme de production, on utilise y; dm? de bois, y» kg de métal et y3 kg de plastique ce
que l'on représente par le vecteur Y = (y1,y2,y3).

1. Ecrire la matrice M telle que M X =Y.
2. Déterminer les quantités de matieres pour un programme de production X* = (10, 20, 30).

3. Déterminer la matrice qui permet d’obtenir la production journaliére en fonction des
quantités de matieres premieres.

4. En déduire les quantités de jouets de chaque type si on a utilisé 180 dm? de bois, 30 kg
de métal et 9 kg de plastique.

Correction. 1. La matrice M est donnée par

1 3 2
0,4 0,6 0,2
0,1 0,1 0,1

M =

2. 11 suffit de calculer Y = M X. On obtient

3. Il s’agit de la matrice inverse M ! car on a X = M~'Y. On applique la méthode de
Gauss-Jordan :

1 3 2100 13 2 1 00
0,4 0,6 0,2(0 1 0 || 0 —0,6 —0,6/-0,4 1 0 |«
0,1 0,1 0,10 0 1 0 —0,2 —-0,1|-0,1 0 1
1 3 2 1 0 0 13 21 0 0
o11§-§0@011§—§0@
0 —0,2 -0,1|-0,1 0 1 00 01|z -3 1
1321 0 130%%—50—20
11%—%0@ 10§§—10<:>
10 10
00 1|5 =% 10 00 1|3 =2 10
2 5
100l-5 5 10
10% 2 —10
10
00 1|3 -4 10

Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : Ly — Loy —0,4L1 et Lg — L3 — 0,1L4.
Pour la deuxeme équivalence, on a fait I’opération : Lo — — %Lg. Pour la troisieme équivalence,
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on a fait l'opération : L3 — L3+ 0,2Ls. Pour la suivante, on fait Ly — 10L3 puis on fait
L1 — L1 —2L3 et Ly — Ly — L3. Pour la derniere, on fait Ly — L1 — 3Lo.
On obtient donc

2 5
(3w L2 5 30

10

R LT 1 —10 30
4. On cherche X = (z,y,2)! tel que
180
MX = 30 =Y
9

11 suffit donc de calculer X = M~1Y, on obtient

20
X=1 20
20

Exercice 7. Puissances de matrice.
Le but de cet exercice est de pouvoir calculer B™ ou

5 0 4
B=|-2 1 -2
-2 0 -1

On considere la suite (uy,) définie par u; = 2 et u,+1 = 3u, + 2 et les matrices

2 0 2 1 00
A=1-1 0 -1 etI=(0 1 0
-1 0 -1 0 01

1. Déterminer u, en fonction de n (on pourra montrer que la suite (v,) définie par v, =
Uy + 1 est une suite géométrique, en déduire son expression en fonction de n puis
conclure).

2. (a) Vérifier que B =2A+ 1.
(b) Calculer A?
(c) Montrer par récurrence qu’il existe une suite réelle (a,,) telle que pour tout n € N*,

B" =a, A+ I. On donnera alors la relation entre a1 et a,.

3. Déduire des questions précédentes ’expression de B™ en fonction de A, I et n.

Correction. 1. On a vyq1 = upt1+1 = (Bup+2)+1 = 3u, +3 = 3(up,+1) = 3v,, donc (vy,)
est une suite géométrique de raison 3. On a donc v,, = 3" 'v; et v; = u; + 1 = 3. Finalement
v, =3"etu, =v, —1=3"—1.

Remarque : la suite (u,) est une suite arthmético-géométrique, c’est-a-dire de la forme
Upt1 = auy +b avec a # 1 (sinon c’est une suite arithmétique). Ici a = 3 et b = 2. On calcule
facilement tous les termes de telles suites de la maniere suivante :
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2.
2.
2.
récur

Bn+1

et en
a, =

. On cherche la limite possible ¢ de la suite qui doit vérifier £ = af+b (faire tendre n vers

+oo dans I'équation uy41 = au, +b). On obtient ¢ = fba'

. On considere la suite auxiliaire v,, = u, —£. C’est une suite géométrique de raison a (le

vérifier!) donc v, = a"vyg.
On obtient u,, par la formule

b b
)+

Up =Vp + 0 =a"vg+ —— =a"(up —
1—a

1—a 1—a

(a). C’est un calcul direct.

(b). On a A2 = A.

(¢). C’est vrai pour n =1: on a B =2A+ I donc a; = 2. Supposons par hypothere de
rence qu’il existe a,, tel que B" = a, A+ 1. Alors on a

= BB" = 2A41)(anA+I) = 2a, A2 42A4-a, A+ T = 20, A+2A+a, A+T = (3a,+2)A+T

posant an,+1 = 3a, + 2, on a le résultat. De plus, on remarque que a,, = u,. On a donc
3" — 1 et on obtient

23" —1)+1 0 2(3"—1)
B"=(3"—1)A+1= 1—3n 1 1-3"
1-3» 0 2-3"

Exercice 8 Matrice diagonale dominante
Soit A € M,(R) une matrice diagonale dominante, i.e. pour tout i € {1,...,n}, on a
|ii| > > ;4 |aij|. Montrer que la matrice A est inversible.

Correction (plus difficile). Il suffit de montrer que ker A = {0} c’est-a-dire qu’il n’existe
aucun vecteur non nul X = (z1,---,x,)" tel que AX = 0. Si un tel vecteur existe, on doit

avoir

a1+ +apr, =0

Ap1T1 + -+ AppTp = 0

Soit 79 € [1,n] tel que |z;,| = max{|x;| | « € [1,n]}. On regarde I’équation donnée par la ligne

9. C

En is

Supp

|@ig o

‘est, I’équation
Qig,1 %1+ + Gigig—1Tig—1 T Qig,ioTig T Qig,io+1Tig+1 T -+ + Gig,nTn = 0.

olant le terme avec z;,, on obtient

QigigLig = — E Qig,jLj-
Jj#io

osons |z;,| # 0. Par I'inégalité triangulaire, on a

il = |= D aiggws| < Y laigllws] < Y g gl ] = |wiol D laiosl < |wiollaioiol

Jj#io Jj#io Jj#io Jj#io
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C’est une contradition. Donc |z;,| = 0 et donc x; = 0 pour tout ¢, c’est ce qu’on voulait
démontrer.

Exercice 9 Un sous-espace vectoriel de matrices
Soit E le sous-ensemble de M3(R) défini par

E ={M(a,b,c) =

o O e
o o O

c
0], a,bceR}.
a

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R) stable pour la multiplication des ma-
trices. Calculer dim F.

Correction. En prenant a = b = ¢ = 0, on a bien que la matrice nulle est dans E. Soient

a 0 ¢ a 0 ¢
M(a,b,c)=10 b 0| et M, b',d)=10 ¥ 0
c 0 a d 0 d

deux éléments de E. On a

a+ad 0 c+d
M(a,b,c) + M(d', ¥, ) 0 b4+ 0 =M(a+d,b+bV,c+d)eFE
c+cd 0 a+d

et pour A € R, on a

xa 0 Ac
AM (a,b,e) = 0 Ab 0 | = M(Xa,\b, Ac) € E.
A 0 JAa

Ainsi E est bien un sous-espace vectoriel de M3(R).
Montrons que F est stable par multiplication, il suffit de calculer

ad' +cd 0 acd +cd
M(a,b,e)M(d',b, ) = 0 bb' 0 = M(ad' + cc,bb ,ac’ +cd') € E.
ca' +acd 0 cc +ad

Finalement, on cherche une base de E. On a besoin de trois param/‘etres a, b, ¢ donc on
s’attend & une dimension 3. Vérifions cela. On vérifie que (M (1,0,0), M(0,1,0), M (0,0,1))
forme une base de E. C’est une famille génératrice car M (a,b,c) = aM((1,0,0)+bM(0,1,0)+
¢M(0,0,1). Montrons que la famille est libre. Si on a des scalaires a,b,c € R tels que
aM((1,0,0)+bM(0,1,0)+cM(0,0,1) =0, alors on a M(a,b,c) = aM((1,0,0)+bM(0,1,0)+
c¢M(0,0,1) = 0 mais ceci impose a = b = c¢ = 0. C’est donc une base et dim F = 3.
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’ Applications linéaires ‘

Exercice 1. Changement de bases.
On considere 'espace vectoriel £ = R3. Soit B, = (e1, €2, e3) la base canonique de E.

1. Soit u; = (1,1,0), ug = (1,0,1), ug = (1,1,1) trois vecteurs de E.

(a) Montrer que la famille (u1, u2,us) est une base de E, qu’on notera B.
(b) Déterminer Pg, s la matrice de changement de base de B, vers B. Soit z le vecteur

de E tel que les composantes de x dans B soient X5 = (2,3,4)!. Exprimer z dans
la base canonique B..

(c) Calculer Pgp, de deux méthodes différentes :

i. premiere méthode : en exprimant les vecteurs e, eo, e3 en fonction des vecteurs
Uy, u2,us,
ii. deuxieme méthode : en inversant la matrice Pg, 3.
iii. Vérifier alors que Pg, sPg 5, = I3.
(d) Soit y = (1,2,3) un vecteur de E. Calculer les composantes de y dans la base B.
2. Mémes questions en changeant uniquement les vecteurs uq,ug,us : u; = (1,—1,—1),
ug = (1,2,1) et uzg = (0,1, 1).

Correction. 1.(a). Comme on est dans R? qui est de dimension 3, pour montrer qu'une
famille de 3 vecteurs (par exemple (u1,us2,us3)) est une base, il suffit de montrer qu’elle est
soit génératrice, soit libre. On va montrer que (u1, uz,us) est libre. Soient x,y, z € R tels que
zu1 + yue + zuz = 0. On veut montrer que x =y =2=0. On a

0=1(0,0,0) = zuy +yuz + zuz = x(1,1,0) + y(1,0,1) + 2(1, 1, 1) = (x + y + 2,z + 2,y + 2).

On obtient ainsi le systéme que 1’on résoud par Gauss

z+y+2=0 z+y+2=0 z=0
rz+2z=0 & -y =0 & y=20

On a obtenu le résultat. La famille (u1,us,u3) est donc libre et comme elle a 3 = dimR?
vecteurs, c’est une base.

1.(b). Il s’agit d’écrire la base B dans la base canonique. 11 suffit donc d’écrire les vecteurs
u1, U2, Uz en colonne. On a

Pg.p=

S ==

11
01
11

Pout trouver le vecteur recherché, il suffit de multiplier la matrice de passage Pg, 5 et Xz.
Ainsi

1 11 2 9
r = Pp, pXp= 1 0 1 3 = 6
01 1 4 7
1.(c)i On a e; = uy + ug — ug, ea = —ug + ug et e3 = —uq + uz. On écrit les coordonnées

de e; dans la base B dans la premiere colonne, celles de eo dans la deuxieme colonne et celle
de ez dans la derniere. On obtient

Pgp, = 1 -1 0



1.(c).ii On applique l'algorithme de Gauss :

11 1|1 00 1 1 1|1 0O 11111 0 O
10101 0]}]&10 -1 0/-110]«|010f1 -1 0]«
01 1(]0 01 0 1 1[0 01 01 1{]0 0 1

11 1,1 0 O 1102 -1 -1 1001 0 -1
010/1 -10)]«01O051 -1 0 <0101 -1 0
00 1|]-1 1 1 0 0 1|]-1 1 1 00 1|-1 1 1

Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : Lo — Lo — Li. Pour la deuxeme
équivalence, on a fait 'opération : Lo — —Lo. Pour la troisieme équivalence, on a fait
l'opération : Lg — L3 — Lo. Pour la suivante, on fait L; — L; — Ls. Pour la derniére,
on fait L4 — L1 — Lo.

On obtient donc

Psp,=Pglg=| 1 -1 0

1.(c).iii On obtient bien le résultat.
1.(d). Comme a la question 1.(b), pour trouver les composantes de y dans B c’est-a-dire
le vecteur Y3, il suffit de multiplier la matrice de passage Pg . et y. Ainsi, on a

1 0o -1 1 -2
Yp = Pgp.y = 1 -1 0 2 = —1
-1 1 1 3 4

On a donc y = —2u; — ug + 4us.

2.(a). Comme on est dans R? qui est de dimension 3, pour montrer qu'une famille de 3
vecteurs (par exemple (ug, ug, u3)) est une base, il suffit de montrer qu’elle est soit génératrice,
soit libre. On va montrer que (uq,ug, us) est libre. Soient z,y, z € R tels que xuj +yus+zug =
0. On veut montrer que t =y =z =0. On a

0=(0,0,0) = zus+yustzus = z(1,—1,-1)4y(1,2,1)+2(0,1,1) = (z+y, —x+2y+=z, —z+y+=2).

On obtient ainsi le systeme que 'on résoud par Gauss

r+y=0 r+y+z2=0 r+y+z2=0
—x+2y+z2=0 & Jy+2=0 <& y=20
—z4+y+2=0 204+2=0 2u+ 2 =0.

On obtient z =y = z = 0 et la famille (uy,us,u3) est donc libre et comme elle a 3 = dim R?
vecteurs, c’est une base.

2.(b). Il s’agit d’écrire la base B dans la base canonique. Il suffit donc d’écrire les vecteurs
u1, U2, Uy en colonne. On a

1 10
Pes=| -1 21
-1 11

Pout trouver le vecteur recherché, il suffit de multiplier la matrice de passage Pg, 5 et Xz.
Ainsi

1 10 2 5
x=PaspXp=| -1 2 1 3 =138
-1 1 1 4 5
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1.(c).i La premiere méthode pour calculer Pgp, est maintenant plus difficile car il est
dur de trouver une écriture des vecteurs eq, €2, eg en fonction des w1, uo, ug. Pour cela il faut
résoudre un systeme et donc appliquer I'algorithme de Gauss c’est-a-dire plus ou moins faire
la seconde méthode. On ne va donc faire qu'une méthode, la seconde et appliquer ’algorithme

de Gauss :
1 10[1 00 1 10[100 1 0[1 00
-1 2 1{0 10 |03 1|1 10|« 1 32 2 0]«
-1 1 10 0 1 021101 2 1|1 0 1
1 10[1 0 0 1 10[1 0 0 1 10[1 0 0
111 1 1|11 1

01 513 3 0]&| 015/ 5 0 0100 1 -1|«
00 3|3 —3 1 00 1|1 -2 3 0011 -2 3
1001 -1 1

01 0(0 1 -1

0011 -2 3

Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : Lo — Lo + L1 et Ly — L3 + Li. Pour
la deuxéme équivalence, on a fait I'opération : Lo — %Lg. Pour la troisieme équivalence,
on a fait opération : Lg — L3 — 2Ls. Pour la suivante, on fait Ls — 3L3 puis on fait
Lo — Lo — %L3. Pour la derniere, on fait Ly — L1 — Lo.

On obtient donc

1 -1 1
Psp,=Pglg=(0 1 -1
1 -2 3

2.(c).iii On obtient bien le résultat.
2.(d). Comme & la question 1.(b), pour trouver les composantes de y dans B c’est-a-dire
le vecteur Yp, il suffit de multiplier la matrice de passage Pg s, et y. Ainsi, on a

1 -1 1 1 2
Ys=FPspy=10 1 -1 2 1=1 -1
1 -2 3 3 6

On a donc y = 2u; — ue + 6us.

Exercice 2. Exemples d’applications linéaires ou non linéaires.

1. Les applications suivantes de RP dans R™ (p et n a préciser) sont-elles linéaires ?
f1:x 222,
forz—dx -3,
f3s x4z,
fa:x— Va2
fs : (@.y) = 32+ 5y,

fo: (x,y) — 3z + 5y —1,

f72(1’ Y,z ) (2:U—3y—|—z,33—y+§),
f8:(a7 yv'Zt) (m,—t,3y—|—t—2x,z—3x),
fgl(ﬂf yvzt) ( $,y+3$+t,|2|)

2. Pour les applications précédentes qui sont linéaires, donner leur expression dans les
bases canoniques de RP et R™ (p et n sont a préciser).
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Correction. Rappelons qu’'une application f : E — F est linéaire si E/ et F' sont des espaces
vectoriels et si pour tout u,v € Eet tout A € R, on a f(u+v) = f(u)+ f(v) et f(Au) = Af(u).
1. Applications linéaires ou pas.

e On voit que f1(2x) = 2(2x)% = 822 # 42> = 2f1(x) donc fi n’est pas linéaire.

e On voit que fo(2z) = 4(2x) —3 =8z — 3 # 8z — 6 = 2(4x — 3) = 2f2(x) donc fa n’est
pas linéaire.

e Soient z,y € Ret A € R. On a f3(z +y) = 4(z+vy) = 4o + 4y = f3(z) + f3(y) et
fa(Ax) = 4(Ax) = A(4x) = Af3(x). Donc f3 est linéaire.

e On voit que fy(—z) = \/(—2)% = V22 = f4(2) # fa(z) donc fy n'est pas linéaire (en
fait, on a fy(z) = |gc])

e Soient u = (x,y) et v = (x’,y’) deux vecteurs et A € R un scalaire. On a f5(u +v
f5((z,y) + (2, 4)) = 5(1’ +2'y+y) =3(x+2"+5y+y) =32+ 5y + 32" + 5y
fs(@,y) + fs(2',y'). On aaussi fs(Au) = f5(A(z,y)) = fs(Az,Ay) = 3(Az) + 5(Ay)
A3z + 5y) = Afs(x,y) = Afs(u) donc f5 est linéaire.

e On voit que fs(2(x,y)) = f6(2z,2y) = 3(22)+5(2y) —1 =62+ 10y —1 # 62+10y —2 =
2(3x + 5y — 1) = 26f(x,y). Donc fg n’est pas linéaire.
2)

e Soient u = (z Y, 2 et v = (2,1, 2') deux vecteurs et A € R un scalaire. On a f7(u+v) =
frl(@y.2) + (@, 2) = frle+aly+y/ 2+ 2) = Qa+a)) = 3(y+y) + (Z+2), (+
) —(y+y )+Z+Z ) = (2e—=3y+2+22' -3y +2 , x—y+5+2'—y'+%5) = 2o —-3y+z,2—-
y+5)+ 20 =3y +2 2~y + 5) = fr(a.y, )+ fo(@ ' Z) = fr(u)+ fr(v). Ona aussi

fr(u) = fr(\(@,y,2)) = fr(Az, Ay, Az) = 2(Az) = 3(hy) + (\2), (Az) — (Ny) + %) =
M2z =3y +z,2—y+ %)= Afr(z,y,2) = AMfr(u) donc f7 est linéaire.

e Soient u = (z,y,2,t) et v = (x y z ,t') deux vecteurs et A € R un scalaire. On a
futv) = fsl(z,y,2.8) + (@9, 2 ) = fe(@+aly+yz+ 2+ 1) = (2 +
P OB ) b 48 e ) ) s @) Sl ot
(—t'), 3y—|—t—2x+3y +t' =22 2 —3x+ 2 —32) = (2x,—t,3y+t—2x,z—3x)+
(22", =t 3y" +1' — 22/, 2" = 32') = fs(z,y,2,t) + fs(a',y. 2", ¥') = fs(u) + fs(v). On

a aussi fy(hu) = fs(A(@,y.2.0) = fs(Aa, Ay, Az M) = (2(), —(At), 30y + (M) —
2(Ax), (A\z) — 3(Ax)) = N2z, —t,3y +t — 22,2 — 3x) = Afg(x,y, z,t) = Afr(u) donc fg

est linéaire.

b Onaf9(_(0a07 170)) = fg(0,0, _Z?O) = (0707 |_1’) = (07 O’ 1) 7& (ana _1) = _(07071) =
—f9(0,0,1) fonc fg n’est pas linéaire.

2. Les applications qui sont linéaires sont f3 : R — R, f5 : R? - R, f7 : R> — R? et
fs: R* = R

Rappel : pour trouver la matrice Mat%( f) d’une application linéaire f : RP — R™ dans
les bases, (e1,---,ep) = B C RP et (f1,---,fn) = C C R", on procede comme suit : pour
chaque élément e;, on exprime f(e;) dans la base C. Les coefficients forment la colonne ¢ de
la matrice.

On travaille dans les bases canoniques.

e Matrice de f3 : R — R. La base canonique B.r de R est formé du seul vecteur
e1 =1€R. On a f3(e1) = f3(1) =4 = 4e;. Ainsi, on a

Matpy (f3) = (4).
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e Matrice de f5 : R? — R. La base canonique B.g2 de R? est (e1,e2) avec e; = (1,0) et
ez = (0,1). La base canonique B, g2 de R est formé du seul vecteur f; =1 € R. On a
fs(er) = f5(1,0) =3 =3f1 et fs(e2) = f5(0,1) =5 =5f1. Ainsi, on a

B.
Mati®, (f5) = (3.5).

e Matrice de f7 : R®> — R2. La base canonique B, gs de R3 est (eq,eq,e3) avec e =
(1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). La base canonique B, g2 de R? est (f1, fo) avec
fi = (1,0) et fo = (0,1). On a fr(er) = f7(1,0,0) = (2,1) = 2f1 + f2, fr(e2) =
f7(0, 1,0) = (—3, —1) = —3f1 - f2 et f7(€3) = f7(0,0, 1) = (1, §) = f1 + %fg AinSi, on

a
B, . (2 -3 1
MatBCR?) (f?) = ( 1 —1 % > .

e Matrice de fg R* — R* La base canonique B.gs de R* est (e1,e2,e3,e4) avec
€1 = (1 0) €2 = (0,17070)3 €3 = (0,0,1,0) et 64 = ( O ) On a fS(el) =
) 0

fs(1,0,0, 0) = (2,0,-2,-3) = 2e1 — 2e3 — 3ey, fs(e2) = (0 ; ) (0,0,3,0) = 3es,
fa(ez) =(0,0,0,1) = eq et fa(es) = f7(0,0,0,1) = (0,—1,1,0) = —ez + e3. Ainsi, on a
2 00 O
Bc,]R4 _ 0 0 0 —1
Matg ()= 5 5 ¢ 1
-3 0 1 0

Exercice 3. Matrices d’une application linéaire.

Soit f : (z,y) — (r +vy,2x — 3y, 3z — y,y) une apphcatlon de R? dans R*. On note B? et B
les bases canoniques de R? et R* respectlvement et D? = (u1,uz) ouug = (1,1) et ug = (0, 2)
D* = (v1,v2,v3,v4) ott v1 = (1,0,0,0), v2 = (0,1,1,0), v3 = (0,1,0,1), et vy = (1,1,1,1).

1. Montrer que D? et D* sont des bases de R? et R?* respectivement (& faire & la maison).

2. Montrer que f est une application linéaire de R? dans R*.

4
3. Déterminer la matrice A = matgg f de f dans les bases canoniques de R? et R* respec-
tivement.

4. Déterminer Pgz p2 la matrice de changement de base de B2 vers D? et Pga pa la matrice
de changement de base de B2 vers D*.

5. En déduire la matrice B = InatD2 f de f dans les bases D? et D* respectivement.

Correction. 1. La famille D? = (uj,u3) a 2 = dimR? éléments donc il suffit de montrer
qu’elle est libre (ou génératrice) pour montrer qu c’est une base. Soient z,y € R tels que
xu1 + yue = 0. On obtient le systeme

z=0

r+2y=0.

On obtient directement x = 0 puis y = 0 par substitution dans la seconde équation. La
famille est donc libre et c’est une base.
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La famille D* = (v1,v2,v3,v4) a 4 = dimR* éléments donc il suffit de montrer qu’elle
est libre (ou génératrice) pour montrer qu c’est une base. Soient z,y,z,t € R tels que
xv1 + yve + zv3z + tvg = 0. On obtient le systeme

z+t=0 z+t=0
y+z+t=0 - y+z+1t=0
y+t=0 —z=0
z+t=0 —y = 0.

L’équivalence est obtenu par Ly — L3 — Lo et Ly— L4s— Lo. On obtient directement y = z =0
puis t = 0 par substitution dans la deuxieme équation et enfin x = 0 par substitution dans la
premiere. La famille est donc libre et c’est une base.

2. Soient u = (v,y) et v = (2/,9') deux vecteurs de R? et A € R un scalaire. On a
futv) = f(@,y) + (@) = flo+ay+y) = (x+2) + (y+ o), 2z + ') — 3y +
y), 3@ +a) —(y+y),y+y) = (@ +y+a'+y, 2 =3y + 20" =3y 3w —y+ 32"~y y +y) =
(z+y, 223y, 3z —y,y)+ (' +y', 22" =3y, 32" —y/,¢/) = f(u)+ f(v) et f(Qu) = f(A(z,y)) =
FO@AY) = Az + Ay, 200) — 3(Ay), 3(Az) — Ay, Ay) = Al + 4,22 — 3y, 3¢ — 1) = Af(u)
donc f : R? — R* est linéaire.

3. On note B2 = (e1,e2) et B = (f1, f2, f3, f1) les bases canoniques de R? et R*. On a
f(el) = f(]-ao) = (1727370) = fl +2f2 +3f3 et f(62) = f(0>1) = (17_37_171) = fl - 3f2 -
f3+ f4. Ainsi, on a

11

B2 2 =2

A:Matgg(f): 3 _1

0 1

4. On a

100 1
10 0111
%W:@2>“%W: 0101
0011

4. La formule de changement de base est la suivante :

MatZs(#) = Pra peMatZe (£)P Pl MatZ (£ P,
atp2(f)— D4, B4 at52(f) B2,D2 = L'gs p4 at32(f) B2,D2-

Il reste donc & calculer Py 52.p2 Par I’algorithme de Gauss puis de multiplier ces matrices.
L’algorithme de Gauss donne

100 1|1 000 10 0 1|1 0 0
01 110100 o 01 1 1j0 1 0O -
01 010010 00 -1 0j0 -1 1 0
001 1/0001 00 1 1j]0 0 01
100 1{1 0 0 O 10011 0 0 O
01 11{01 0 O - 01110 1 0 O o
0 010(01 -1 O0 00100 1 =120
001100 0 1 00010 -1 1 1
10001 1 -1 -1 10001 1 -1 -1
01100 2 -1 -1 01000 1 0 -1
00100 1 -1 0 < 00100 1 -1 O
0 00 1|0 -1 1 1 00010 -1 1 1
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Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : L3 — L3 — Ls. Pour la deuxeme
équivalence, on a fait 'opération : Lz — —L3. Pour la troisieme équivalence, on a fait
lopération : Ls — L4 — Lg. Pour la suivante, on fait Ly — L1 — Lg et Ly — Lo — Ly.
Pour la derniere, on fait Lo — Lo — Ls.

On obtient donc

1 1 -1 -1
_ 0 1 0 -1
1 _
Pape=10 1 _1 o
0 -1 1 1
Et finalement

1 1 -1 -1 1 1 3 4
b 0O 1 0 -1 9 -9 10\ |3 —4
Matp2(F)=1| ¢ 1 _1 o 3 -1 1 2) 7|1 =2
0 -1 1 1 0 1 3 0

Exercice 4 Application linéaire définie par une matrice.

Soit
2 -1 1
A= (3 2 —3)

On considere u; = (0,1,1), ug = (1,0,1) et uz = (1,1,0) trois vecteurs de R3.
1. Montrer que B = (u1,us2,u3) est une base de R3.

2. Soit f application linéaire définie par la donnée de sa matrice A la représentant dans
la base B de R3 et la base canonique de R2.

(a) Donner la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R2.
(b) Calculer f(1,-2,3).
(c) Pour (x,y,2) € R3, expliciter f(z,y, 2).

Correction. 1. La famille B = (u1,uz,u3) a 3 = dimR3 éléments donc il suffit de montrer
qu’elle est libre (ou génératrice) pour montrer qu c’est une base. Soient z,y,z € R tels que
zu1 + yue + zuz = 0. On obtient le systeme

y+z2z=0
r+2=0
z+y=0
On obtient directement z = —y avec la premiere équation puis en substituant dans la seconde,

on a y = x ce qui en substituant dans la troisieme donne x = 0. En remplacant dans les
équations précédentes, on obtient y = 0 puis z = 0 doc la famille est libre et c¢’est une base.

2. 0na A= Matgg(f).
2.(a). Il faut appliquer la formule de changement de base.

52 52
Mat (f) = Pgzs2Matys® (f) P s = P2 52 AP 53-

De plus, on a Pg2 gz = I et Pg s = ng,lB. De plus, on a

P35 =

— = O
=
O =
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Il reste donc a calculer Pl;?,lB par l'algorithme de Gauss puis de multiplier ces matrices.

L’algorithme de Gauss donne :

011|100 1 10[/00 1 1 1 ofloo0 1
10101 0]«|101/010]«|0-11/01-1]<«
1 10[(0 0 1 01 1|1 00 0 1 1|10 O
11 00 0 1 11 00 0 1 11 00 0 1
01 -1/0 -1 1])]«|01 -1/0 -1 1 |01 -1/0 -1 1
01 1[1 0 0 00 2|1 1 -1 00 1|3 3 -1
1 10[0 0 1 1 00[-2 5 3

1 1 1 1 1 1
0105 -3 3 || 0105 —5 3
ool 4 4/ ool 4 o

Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : Ly — Ly et L1 — L3. Pour la deuxéme
équivalence, on a fait l'opération : Lo — L1 — Lo. Pour la troisieme équivalence, on a fait
lopération : Lo — —Ls. Pour la suivante, on fait L3 — L3 — Lo. Ensuite, on fait Ly — %Lg.
Ensuite, on fait Ly — Lo + Lg. Pour la derniere, on fait L1 — L1 — Ls.

On obtient donc

1 -1 1 1
_ p-1 _
Pggp=Pgly=5| 1 -1 1
1 1 -1
Puis en multipliant, on obtient
-1 1 1
— 1

Mat%: (f) = Pz o Mat (/) Pags = bAPsss = ( ~ ) (2 70 1) 1 1 1
Bc ciPc e e 0 1 3 2 _3 2 1 1 _1

et donc

2.(b). 1l s’agit de calculer

1 1
B2 (-1 2 0 B (-5
vmain | =2 ) =(5 5 D)2 )-(% )
3 3
2.(c). Il s’agit de calculer
x x
52 (-1 2 0 [zt
Math,(f) ‘Z - (—2 -1 4> Z - ( —2x—y+4z > '

Exercice 5. Noyau, image et rang.

Soit
1 111
1 2 2 2
A= 0100
01 1 1
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et soit f 'application linéaire définie par la donnée de sa matrice A la représentant dans la
base canonique de R*.

1. Pour (z,y,z,t) € R*, expliciter f(z,y, z,t).
2. Calculer le noyau de f et sa dimension.

3. En déduire le rang de f.

Correction. 1. Il suffit de multiplier les matrices, on a
f(x,y,z,t) = (x+y+Z+t,l’—{—2y—|—z—|—t’y’y+z+t)

2. Le noyau est 'ensemble des vecteurs (z,y, z,t) tels que f(z,y,z,t) = (0,0,0,0). Il
s’agit donc de résoudre le systeme

r+y+z+t=0
r+2y+2242t=0
y=20
y+z+t=0

On remarque que la deuxieme ligne est égale a la somme de la premiere et de la derniere et
peut donc étre supprimée. On obtient le systéeme

r+y+z+t=0 z=0
y=20 < y=0
y+z+t=0 y+z+t=0

L’équivalence est obtenue en faisant Ly — L; — L3 On obtient donc
ker(f) = {(z,y,2,1) eR? |z =y=2z+t=0}=={(0,0,2,—2) eR? | 2 € R}

Montrons que v = (0,0,1,—1) est une base de ker(f). En prenant z = 1 ci-desusus, on
voit que u € ker(f). Comme u # 0, c’est une famille libre et si (z,y, z,t) € ker(f), alors
(z,y,2,t) = (0,0,2,—2) = 2(0,0,1,—1) = zu donc u est génératrice de ker(f). On a donc
que (u) est une base de ker(f) et dimker(f) = 1.

3. Par le théoreme du rang, on a Rang(f) =4 — dimker(f) =4—-1=3.

Exercice 6. Endomorphisme.

Dans tout 'exercice, f est un endomorphisme de R™ tel que f? = 0 (on rappelle que f2 = fof).
1. Montrer que Im(f) C Ker(f).
2. Montrer que dim(Ker(f)) > 5 et rang(f) < 5.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la dimension de Ker(f) pour que

Ker(f) = Im(f).

Correction. 1. Soit v € Im(f) Il ex1ste donc u € R™ tel que v = f(u). On veut montrer
que v € ker f. On a f(v) = f(f(u)) = f2(u) = 0 car f? est application nulle. On a donc
bien Im(f) C ker(f).

2. Par le théoreme du rang, on a n = dimker(f) + Rang(f) = dimker(f) + dimIm(f).
Mais comme Im(f) C ker(f), on a aussi Rang(f) = dimIm(f) < dimker(f). On obtient

2Rang(f) < Rang(f) + dimker(f) = n < 2dimker(f).
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On obtient les inégalités recherchées.
3. On a ker(f) = Im(f) si et seulement si dimker(f) = n/2. En effet, si ker(f) = Im(f),
alors on a

dim Im(f) = Rang(f) < n/2 < dimker(f)

et comme les deux valeurs extremes sont les mémes, toutes les inégalités sont des égalités donc
dimker(f) = n/2. Réciproquement, si dim ker(f) = n/2, alors par le théoréme du rang, on a
dimIm(f) = Rang(f) = n/2 = dimker(f). Comme Im(f) C ker(f) I’égalité des dimensions
impose Im(f) = ker(f).

Exercice 7. Somme directe, projecteur, symétrie.
Soient P = {(z,y,2) € R3;2x+y—2 =0} et D = {(z,y,2) € R%;20x—2y+2 = 0,2—y—2z = 0}.
On désigne par B. la base canonique de R3.

1. Donner une base (u,us) de P et une base (u3) de D. Montrer que R?* = P @ D puis
que B = (u1,uz,u3) est une base de R3.

2. Soit p la projection de R3 sur P parallelement & D. Déterminer Matg(p) puis A =
Matg, (p). Vérifier que A% = A.

3. Soit s la symétrie de R3 par rapport a P parallelement & D. Déterminer Matg(s) puis
B = Matg,(s). Vérifier que B2 =1, AB = A et BA = A.

Correction. 1. Soient u; = (1,0,2) et ug = (0,1,1). On vérifie que (u1,usz) est une base de
P. On vérifie aisément que u; et ug sont dans P. De plus si (z,y, z) est dans P, alors on a
z =2z +y donc (z,y, 2) = (z,y,2x +y) = x(1,0,2) + y(0,1,1) = zuy + yus donc (u1, uz) est
génératrice de P. Il reste & montrer que (u1,uz) forme une famille libre. Si zuj + yuy = 0,
alors on a le systeme :

x=0
y=0
20 +y =0

On obtient directement = y = 0 donc la famille est libre et c’est une base de P (on a donc
dim P = 2).

Soit uz = (1,1,0). Montrons que (u3) est une base de D. On a ug # 0 donc (u3) est libre.
Montrons que us est génératrice pour D. Soit (z,y,z) € D. On a le systeme :

20 =2y + 2 o —2=0 o z=0

r—y+2=0 r—y+2=0 T =1y.
Le premiére equivalence est obtenue en faisant Ly — L; — 2Ly. Ainsi (z,y,2) = (z,2,0) =
x(1,1,0) = zus donc (u3) est génératrice et c’est une base de D.

Pour montrer que R° = P & D nous devons montrer que les deux conditions suivantes
sont satisfaites :

e PND = {0}

e R3 = P+ D clest-a-dire que tout vecteur v € R3 s’écrit comme v = vp+vp avec vp € P
et vp € D.

On va montrer que (u1,uz,u3) est une base de R? et on verra que les deux conditions
ci-dessous en découlent facilement. Comme (ug,us,u3) a 3 = dimR3 éléments, il suffit de
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montrer que c¢’est une famille libre. Soient donc x, ¥y, z € R tels que xu; + yus + zusz = 0, on
veut montrer que z =y = z = 0. On obtient le systeme

r+z=0 x+z=0 r+z2z=0
y+2z=0 &< y+2=0 &¢ y+z=0
2¢+y =0 y—2z=0 —3z2=0

La premiere équivalence est obtenue par L3 — L3 — 2Lq et la seconde par Lg — L3 — Lo. On
obtient z = 0 puis en remontant dans les égalités, on y = 0 et x = 0. La famille (uy,u2,u3)
est libre donc c’est une base de R3.

Montrons que ceci impose les deux conditions ci-dessus pour que R® = P @ D.

Commencgons par PN D = 0. Soit donc v € PN D. Comme v € P, il existe A\, u € R tels
que v = Auj + pug (car (ug,ug) est une base de P). De méme, comme v € D, il existe v € R
tel que v = vug (car (us) est une base de D). On a donc Auj + pus = v = vus et on obtient
Auy + pug — vug = 0. Mais (ug, ug, ug) est une base donc libre et donc A = p = v =0 ce qui
donne v = 0, c’est ce qu’on voulait démontrer.

Montrons maintenant que R? = P + D c’est-a-dire que tout vecteur v € R3 s’écrit comme
v = vp +vp avec vp € P et vp € D. Soit donc v € R3. Comme (u1,u2,us) est une base,
c’est une famille génératrice et donc il existe z,y,z € R tels que v = zu; + yus + zus. On
pose vp = xuy + yug et vp = zug. On a bien vp € P, vp € D (car (uj,us base de P et ug
base de D) et v = vp + vp.

2. La projection p sur P parallelement & D est définie de la maniere suivante. Soit v € R?,
on écrit v =vp+wvp avec vp € P et vp € D. Alors p(v) = vp. Donnons la matrice de p dans
la base B = (u1,ug, us).

On calcule p(u1), p(ug) et p(ug). Comme ui,us € P, on a p(u) = uy et p(uz) = us.
Comme ug € D, on a p(uz) = 0. On obtient donc

1
Matg(p) = [ 0
0

o = O
o O O

Pour calculer A, il faut appliquer la formule de changement de base:

B _
A = Matys(p) = Pgs sMatii(p) Pg g3 = PB?,BMatg(p)PB:;B

De plus, on a

1 01
Pgsp=10 11
2 10
Il reste donc a calculer nglﬁ par lalgorithme de Gauss puis a multiplier ces matrices.
L’algorithme de Gauss donne :
10 1/1 0 O 10 1|1 0O 10 1|1 0 O
06011010101 1,0 10}ef{01 1|0 1 0|<=
2 1 010 01 01 -2|-2 01 00 -3|-2 —-11
1 01[1 0 0 1003 -3 %
011(01 0 |«|010 -2 % 3
ooy -3 Neonlf 14

Pour la premiere équivalence, on a fait les opérations : Ly — L3y + 2Ly et Ly — L3 — L1. Pour
la deuxeme équivalence, on a fait I'opération : Lg — L3 — Lo puis Lg — %Lg. La derniere
équivalence est obtenue par Ly — L1 — L3 et Lo — Lo — Lg.

25



On obtient donc

1 1 1
i 11 1 -1 1
3 303 1
-1 _ 2 2 _
Pos=\ 5 5 35 |=3| 2 2 !
3 3 ~3 2 1 -l
et finalement
101 Loo\,/ 1 -1 1 T
A= Py sMatg(p) Pz = 0 1 1 010 | -2 2 1 J=go| -2 2
210 000 2 1 -1 0 0

On vérifie bien que A? = A.

3. La symétrie s de R? par rapport & P parallelement & D est définie de la maniére suivante.
Si vIR3, on écrit v = vp +vp avec vp € P et vp € D. On a s(v) = s(vp+vp) = vp —vp. On
commence par déterminer la matrice de s dans la base B. On a uj,ug € P donc s(u1) = ug

et s(uz) = uz. On a ug € D donc s(ug) = —u3). Ainsi on obtient
1 0 O
MatZ(s)=[ 0 1 0
0 0 -1

Pour calculer B, il faut appliquer la formule de changement de base:

B3 ,
B= Math(s) = PB%,BMatg(p)PB,Bg’ = PB?,BMatlB’)’(p)PBgl’B‘

On obtient
-1 -2

On vérifie que B? = I3, AB = A et BA = A.

Exercice 8. Isométrie vectorielle.
On considere I'application linéaire f € L(R?) définie par f(z,y,z) = %(—:p — 2y + 22,2z +
y+ 2z, —2x 4+ 2y + 2).

1. Déterminer la matrice A représentant f dans la base canonique de R3.

2. Montrer que pour tout u de R3, ||f(u)| = ||u|| (norme euclidienne). On dit que f est
une isométrie de I'espace.

3. Déterminer Ker(f — Id), c’est-a~dire le sous-espace vectoriel des vecteurs u tel que
f(u) = u. De quelle dimension est cet espace ?

4. On donne u; = g((),l, 1), ug = (1,0,0) et uz = @(O, —1,1). Montrer que (u1, ug, us)
est une base orthonormale de R3.

5. Déterminer la matrice B représentant f dans la base (u1, u2,us) et montrer qu’on peut
écrire la matrice B sous la forme :

1 0 0
B= |0 cos(f) —sin(f)
0 sin(f) cos(6)

ou 6 est un réel de | — m; +] dont on donnera une valeur approchée en radian.
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6. Interpréter géométriquement ’application f.

Correction.

1. On note B2 = (e, e2, e3) la base canonique de R3. On a f(e1) = %( 1,2,-2) = %(—61—!—
2ep —2e3), f(e2) = 3(—2,1,2) = 1(—2e1 + ez + 2e3) et f(es) = 1(2,2,1) = 5(2e1 + 2e2 + €3).
On obtient

-1 -2 2

B? 1
A=Matgy()=g| 2 1 2
-2 2 1

2. On calcule

1f(z,y,2)| = %((—x =2y +22)* + (20 +y +22)* + (22 + 2y + 2)?)
= 5((2® + 42 +42% + 4oy — 4z — 8yz) + (4a? + 3 + 422 + 4wy + 8az + 4yz2)
+(422 4+ 4y? + 22 — 8xy — 4wz + 4y2))

3. On cherche ker(f —Id). Il s’agit donc de résoudre le systéme suivant

(922 4+ 9% + 922) = 2 + % + 22
(z,9,2)[*.

Ol

%(—x—2y+2z):x —r—2y+2z=3x —4xr —2y+22=0
§(2x+y—|—2z):y S 2r4+y+22=3y &< 2r—-2y+22=0 <&
3(—2z+2y+2z2)=2 —2rx+2y+z2=3z —2x4+2y—22=0
2z —-—y+2z=0 3r—0

r—y+z=0 SN L t2=0

—z+y—2=0 yr==

Ainsi (z,y, z) € ker(f —1Id) si et seulement si x = 0 et y = z, c’est-a-dire (z,y,2) = (0,y,y).
On voit que (0,1,1) est une base de cet espace qui est donc de dimension 1.

4. Une famille (u1,ug2,us) est orthonormale, si on a ||u1|| = ||uz|| = ||us|| = 1 et si les
trois vecteurs sont deux a deux orthogonaux. On vérifie ces conditions :
2
T+ 12) =1 luaf? = (12 4+ 02+ 0%) = 1; |ug||* = (02+( 1)?+1%) =1

e = 3

4
(ur,uz) = ‘f(o-l+1.0+1'0) =0; (u1,u3) = 2(02+1.(—1)+12) =0; (uz,u3) = \f(l-o+0-(—1)+0-1) = 0.

5. On calcule f(uy) = ‘[(0 3,3) = uy. Puis f(u2) = %( 1,2,-2) = 3u2+3fu;; Enfin

2,
f(us) = \f(4, 1,-1) = 2\[ — fus. Remarquons que (—3) ( ) =14+18=

1 1 8 _
3ts=1
- _ 1 4 i 4 2
Ainsi il existe 6 €] — 7, 7] tel que cosf = —1 et sinf = 35" On a alors —sinf = 55 5
On a donc bien
1 0 0 1 0 0
B=Mat3(f)=1] 0 —% % =| 0 cosf —sinf
1 .
0 s 3 0 sinf cos6
Pour déterminer #, on commence par remarquer que comme sinf = —# < 0, on doit
avoir § < 0 et comme cosf = é, on doit aussi avoir ¢ €] — m,—%[. On calcule ensuite

arccos (—7) = 1.91063323624902 et on obtient 8 = —1.91063323624902.
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Exercice 9 Formule du rang.
Soit f un endomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension finie. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes :

[

. Imf et Kerf sont supplémentaires dans E ;
2. E=Imf+ Kerf ;

3. Imf? =Imf ;

4. Kerf? = Kerf.

Correction. On va montrer les implications suivantes qui permettent de conclure : (1 = 2),
(2=3),B3=4)et (4=1).

(1 = 2). Siker(f) et Im(f) sont supplémentaires, on a £ = Im(f) 4 ker(f) par définition.

(2 = 3). Soit u € Im(f?). Alors il existe v € E tel que u = f2(v) = f(f(v)) donc
u € Im(f). On a donc Im(f?) C Im(f). Soit maintenant u € Im(f). Alors il existe v € E tel
que u = f(v). Comme E = Im(f)+ker(f), il existe x € Im(f) et y € ker(f) tel que v =z +y.
On obtient u = f(v) = f(x +y) = f(x) + f(y) = f(x) car y € ker(f). De plus x € Im(f)
donc il existe z € E tel que = f(2). On a alors u = f(v) = f(z) = f(f(2)) = f2(2) et
u € Im(f?). On a donc bien Im(f) = Im(f?).

(3 = 4). Soit u € ker(f). On a f(u) = 0 donc f2(u) = f(f(u)) = f(0) =0 et u € ker(f?).
Ainsi, on a ker(f) C ker(f?). Par ailleurs, par le théoreme du rang, on a

dimker(f) = dimFE — Rang(f) =dim F — dimIm(f)
= dim £ — dim Im(f?) = dim E — Rang(f?) = dim ker(f?).

Ainsi ker(f) et ker(f?) ont la méme dimension et comme I'un est contenu dans I'autre, ils
sont égaux.

(4 = 1). On commence par montrer que Im(f) Nker(f) = {0}. Soit u € Im(f) Nker(f).
Alors il existe v € E tel que u = f(v) et comme u € ker(f), on a 0= f(u) = f(f(v)) = f*(v)
donc v € ker(f?) = ker(f). Donc u = f(v) = 0.

On sait donc que Im(f) et ker(f) sont en somme directe. Posons F' = Im(f) @ ker(f). On
a F C E et dimF = dimIm(f) + dimker(f) = Rang(f) + dimker(f) = dimE donc F = F
et on a terminé.
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