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Exercice 1 (20 X 5 = 100 Points) Soit n > 3 un entier. On considére les
matrices suivantes de GLa(R) :

(1 0 _( cos (2—”) —sin 27”)
(o S) (0] )
On note G le sous-groupe de GLy(R) engendré par o et 7, on note H le sous-

groupe de G engendré par o et K le sous-groupe engendré par 7 : G = (0, 7), H =
(o), K ={(1). On pose K’ = {g € G | det(g) = 1} et on définit les vectuers Xy

et Yy de R? par
1 -1
X0—<0>etYQ—(0>

(i) Donner lordre de o.
(ii) Donner une interprétation géométrique pour 7 et donner son ordre.

(iv) Montrer que o7 = 7" 10.

)
)
(iii) Si G est d’ordre fini, que peut-on dire sur son ordre ?
)

(v) Donner tous les éléments de G, H et K.

(vi) Combien y a-t-il de classe a gauche de G modulo H ?
(vii) Décrire G/H.
(viii) A-t-on H <G ? Si oui décrire le groupe quotient G/H.
(ix) A-t-on K <G 7 Si oui décrire le groupe quotient G/K.

(x) Le sous-ensemble K’ de G est-il un sous-groupe de G ? Si oui, a-t-on

K'«G?

(xi) Comparer K et K’.
(xii) Existe-t-il un sous-groupe de G isomorphe & G/K ?

(xiii) Calculer D(G). A quel groupe est isomorphe G/D(G) ?



(xiv) Montrer que la multiplication des matrices définit une action G'x R? — R?,
(M,X)— M-X = MX.

(xv) L’action est-elle transitive ?
(xvi) L’action est elle fidéle ?

(xvii) Quels sont les points fixes de 'action ?

(xviii) Quel est le stabilisateur Gx, du vecteur X ?
(xix) Décrire l'orbite du vecteur Xj.

(xx) Quel est le stabilisateur Gg du segment S = [X(Yp].
Solution.

(i) On a o # Id mais 02 = Id donc o est d’ordre 2.

(ii) On voit que 7 est la rotation de centre O = (0,0) et d’angle 2*. EN
particulier 7 est d’ordre n. On peut facilement calculer (avec un peu de
trigonométrie) que l'on a

(iii) Si G est fini, son ordre est divisible par 2 et par n et donc par ppecm(2,n).

(iv) On calcule
- =G wiE)-(EE) L)

1

! n=1 puis o7 = 7" lo.

On en déduit o0~ =7
Posons G' = {zy---a, | r €N, z; € {o,7}}.

(v) Comme o est d’ordre 2, on a H = {1,0}. Comme 7 est d’ordre n, on a

K ={1,7,--- ,7"~1}. Montrons que l’on a
G={l,1,-, 7" o0, 7" o}
Posons G' = {1,7,--- , 7" Y 0,70,--+ ;7" 1o}. Comme G = (0,7), on a

I'inclusion G’ C G. Pour montrer I'inclusion réciproque, il suffit de montrer
que G’ est un sous-groupe de G. Soit x € G’, montrons que z~! € G'.
Onaz=7Foux=r71% avec k € [0,n —1]. Si k = 0, alors z = 1 ou
zr=cetz ' =1louz ! =0cdoncz! €. Sinon,onaz ! =7Fou
r71 = ¢~177% Dans le premier cas, on ax™! = 7" % avec n—k € [0,n—1]
donc 2~ € G’. Dans le second cas, on a

.Z‘_l _ O_Tn—k — Tn—la_Tn—k—l _ 7_2(n—1)0.7_n—k—2 .= 7_(n—1)(n—k')o..
. _ 2_ .
On obtient ! = 77 ~(k+On+ks ot comme 7 est d’ordre n, on obtient
z =71k e @
Montrons maintenant que si 2,y € G, alors 2y € G’. On a x = 7 ou
r=71koc avec k € [0,n—1] ety = 7l ou y = 7lo avec | € [0,n — 1].
On obtient zy = 7%t ou 2y = 7*lo ou 2y = %07t ou 2y = 7Forlo.
Dans les deux premiers cas, on a xy € G'. Dans le troisiéme cas, on a
kort = phpln=g = 7hk+l(n=1) 5 ¢ @ Dans le dernier cas, on a

xy = tFoT
zy = thorlo = Rl (Voo = k(=1 ¢ G, Ainsi G’ est un sous-groupe
et G=G'.



(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

(x)

(xi)

(xii)

(xiii)

(xiv)

L’ensemble des classes & gauche de G modulo H est 'ensemble G/H. Son
cardinal est |G/H| = [G : H] = |G|/|H|. D’aprés la question précédente,
ona |G| =2net |H|=2donc |G/H|=n.

Par la description de G, on a G/H = {[1],[7],--- , [7""!]}.

1

Onatlor =7717""'¢ =726 ¢ H donc H n’est pas un sous-groupe

distingué.

On a[g: K] =|G|/|IK| =2n/n =2 donc K est un sous-groupe d’indice 2
donc il est distingué. Le groupe quotient est d’ordre 2 donc isomorphe &
Z/2Z. On a G/K = {[1], [0]}.

L’application det : G — R* est un morphisme de groupe et K’ est son
noyau. Ainsi K’ est un sous-groupe de G et doit étre distingué.

On adet(r) = cos? (22)+sin® (2X) = 1 donc 7 € K’ et ainsi K = () C K.

n

De plus det(c) = —1 donc det(7%0) = —1 et donc K = K.

Le groupe G/K est d’ordre 2 et le sous-groupe H est aussi d’ordre 2. Ils
doivent étre isomorphe donc il existe un sous-groupe de G (le sous-groupe
H) isomorphe a G/K.

ICI

On a vu que G n’est pas commutatif (car o7 = 7" o =# 70 parceque
n # 2). Donc D(G) # {1}. De plus G/K est commutatif donc D(G) C K.

Calculons (0,7) = oro™ 77! = 771771 = 772 Ainsi 772 € D(G) donc
72 € D(G) et donc (12) C D(G).

Si n est impair, alors n est premier avec 2 et ord(r?) = Pac d’& L donc
(%) = (1) et K = (1) C D(G). Finalement D(G) = K = (1) = (72). Dans
ce cas, on a G/D(G) ~ Z/2Z.

Si n = 2m est pair, montrons que D(G) = (72) = {1,7%,74,. .- ;7" 72} =
{1,72,7%,.-. ,72(7=D} On a déja vu que (72) € D(G). Montrons que
(tau®) < G. Soit y = 72¢ € (12) et x € G, on a v = 7% ou x = 7F. On obti-

ent dans le premier cas xyx~! = 7F72077F = pht2a=k — 20 — o ¢ (1g92).
Dans le second cas, on a zyz ' = tFor2te =17k = hp2e(n—1ge—1rk =
rht2a(n=1)—k — r2a(n=1) ¢ (72} Ainsi (1) < G. De plus ord(7?) =

sacd@ny = 5 = m donc [(7?)| = m. Ainsi le quotient G/(7?)| est d’ordre
2n/m = 4. Mais un groupe d’ordre 4 a soit un élément d’ordre 4 et est alors
isomorphe a Z/47Z, soit n’a que des éléments d’ordre 2 et est isomorphe a un
groupe de Klein. En particulier, un groupe d’ordre 4 est commutatif donc
G/(t?) est commutatif donc D(G) C (72). On obtient D(G) = (r2). 1l
reste & déterminer G/D(G) = G/(72) qui est d’ordre 4. On peut facilement
décrire G/D(G) = {[1], [0], [7], [To]}. Mais on a [1]} = [1], [7]? = [7?] = [1]
(car on quotiente par (72)), [0]? = [0?] = [1] et [70]? = [1]?[0]? = [1]
(car le groupe est commutatif. Ainsi tous les éléments sont d’ordre 2 et
G/D(G) ~ (Z/2Z)? est un groupe de Klein.

Onal-X=1d-X =Xetpour M,\M' € G,ona (MM')- X =MM'X =
M - (M’ - X) par l'associativité du produit matriciel. On a donc bien une
action de G sur R?.



(xv) Non l'action n’est pas transitive. L’orbit d’un vecteur X € R? est 'ensemble
G-X={g-X|g€G}doncG-X aau plus 2n éléments alors que R? est
infini donc aucune orbite ne peut étre égale a4 R? tout entier. Aussiil y a
plusieures orbites, par exemple G - (0,0) = {(0,0)}. Cette orbite n’a qu'un
élément.

(xvi) Montrons que action est fidéle. Soit g € G tel que g - X = X pour tout
X € R? alors par définition, g doit étre I’application identité de R? donc
associé a la matrice identité donc g = 1. L’action est donc fidéle.

(xvii) On cherche les X € R? tels que g - X = X pour tout ¢ € G. On a
déja vu que (0,0) est un point fixe. Montrons que c’est le seul. En effet,
si X = (z,y) est un point fixe, alors ¢ - X = X donc (z,—y) = (z,y)
donc y = 0. De plus, on a 7- X = X donc 7 - (2,0) = (x,0) ce qui donne
(cos (22) z,sin (2) z) = (=, O)doncx(cos( ™) —1) = 0et wsin (2X) = 0.
Mais pour n > 3, on a sin (22) # 0 donc 2 = 0 et X = (0,0) est le seul
point fixe.

(xviii) our rappel Gx, = {g € G | g- Xo = Xo}. On cherche les éléments g de G
tels que g- (1,0) = (1,0). On voit que - Xg =0 -(1,0) = (1,0) = X, donc
o € Gx,. Par ailleurs, on a h. X = (cos (22”) sin (2’”)). Ce vecteur est
égal & X si et seulement si cos (2’”) =1 et sin (2’”) = 0 c’est-a-dire si et
seulement si 2’:—;7 = 0 (modulo 27 donc si et seulement si k est un multiple
de n donc si et seulement si 7% = 1. De méme, on a ™0 - Xy = 7% - X et
donc (’TkU) - Xo = Xy si et seulement si 7% = 1 et donc si et seulement si

780 = 0. On obtient Gx, = {1,0} = H

(xix) Par la formule des classes, on sait que |G - Xo| = x,) =[G : H| =
|G|/|H| = 2n/2 = n. On voit que les éléments 7%- X = (cos (%’T) sin (2£7))
pour k € [0,n — 1] sont deux-a-deux distincts donc ils forment I'orbite de
Xo. Vu comme éléments du plan complexe, cette orbite est 'ensemble des
racines n-iémes de 1'unité.

(xx) Comme Yy = —Xj, on voit que 0 - Yy =0(—Xp) = —0(Xo) =—-Xo0=Yp
donc o[Xy, Yo] = [Xo,Yo] et 0 € Gix,.v,- Si g € Gx,,v,], alors comme g
est linéaire, g doit envoyer X, sur un élément de la droite (Xo) = (Xo, Yo).
Cherchons donc les g € G qui vérifient cette condition. On a g = 7% ou
g = "0 pour k € [0,n — 1] et donc dans les deux cas g - Xg = 7 Xy =
(cos (227) sin (257)). Mais on a (Xo) = {(z,y) € R? | y = 0} donc on

vuet que ~ (%T”) = 0 c’est-a-dire 2’“7“ =0 (modulo 7).

SIn est impair, alors la seule possibilité est k = 0 et Gix, y,) = {1,0} = H.

Sin = 2m est pair, alors on a deux possibilités : k = 0 et £ = m. Pour
k=m,on a

() ) - (28 =) -(3 )
|

Ainsi 7 Xy = Y et 7Yy = Xg. Dons 7+ [ Xy, Yo| = [Xo, Yo|. Finalement,
on a Gix, v, = {1,0,7", 7"0c}.
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