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Feuille de TD n° 2 : Primitives et intégrales (CORRIGE)
Version provisoire a vérifier

— Calculs d’intégrales

Exercice 1.

2
3
Calculer les intégrales suivantes. [ = / <;172 + 7) dz
1 X

Primitives : / xQ—l—i dz = /(;1:2+3x72)dx— I—S—l—SL—l—l—C’— lx?’— §—I—C (C eR)
’ 2 B R ~1 o3 x
Intervalles de définition : ]—oo, 0] plus ]0, +00[ (ce n’est pas R*).

(2, 3 1.3 _ 372 8 _ 3 1 23
L= ) de=[3" -2 =(G-2)-G-3)=%

1

2
I = / (2 — 4e3%) dx

1

3z 4

Primitives : /(2 —4e*")da = 2z — 4% +C=2x— ge?’m +C (CeR)
Intervalles de définition : |—oo, +00[ = R.

2
IT:[(Qf%ﬁﬁmz[mggéﬂ?:@fgé)f@fgé):—éé+éé+2

1
t+1
o 2+2t+5

Primitives : Puisque (t* + 2t +5)’ = 2t + 2, on a

t+1 g [ +2t45) 1 o
/t2+2t+5dt—§/mdt—§1n|t +2t+5\+0—§ln(t +2t+5)+C (C €R) (le discriminant de

t2+2t+5est A=—16 <0donc t? +2t+5 >0V ¢t € R). Intervalles de définition : |—oc0, 400[ = R.

1
t+1 ‘

o 242645
2 1/u
e
L= d
=)
e e el/u 1/u / 1/u
Primitives : s du=— [e/"(1/u)'du=—e/"+C (C€R)
u
Intervalles de définition : |—oo, 0] plus ]0, +oo[ (ce n'est pas R*).

2 1/u 2
142/1 eu2 du:—[el/"}lz—(el/z—el):e—\/é
1
I5:/ 2z +3)Va?+ 3z +4dx
0
x2+3m+4)3/2

Primitives : /(2x+3)\/m2 +3r+4dz = /(3@2 + 3z +4)V2(2® + 3z 4 4)' dz = ( 3/

=2(2>+32+4)*?+C (C€ER)
Le discriminant de #2432 +4 est A = —7 < 0 donc #2+3x+4 > 0V 2 € R. Intervalles de définition : |—o0, +0o[ = R.

! 1 2 1
15:/ (2x+3)\/x2+3x+4dx:%[(x2+3x+4)3/2}0:%(83/2743/2):%\[*2
0

3
1
ds
16:/ T+
o L+s

1
Primitives : /7 ds = arctans + C (C € R)

+C

14 s?
Intervalles de définition : |—oco,+oo[ =R (car 1+ s> > 1 >0V s € R)
1
Is = /0 1+7882 = [arctan 5]} = arctan 1 — arctan 0 = % -0= %
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— Calculs de primitives

Exercice 2.
Pour chaque intervalle I et chaque fonction f, calculer toutes les primitives de f sur I (si possible) !.

21 I=R, f(z)= ze®”
/f(m) dz = %/ezg(ﬁ)'dm = %ezz +C (CeR)

Intervalles de définition : |—oco, +o00[ = R.
2
x
2.2 I = }_OO7 _1[, f(z) = 1_'_71:3
1 (1 + xS)l _ E 3
/f(a:)da:— 3/71”3 dr =Ml +2%+C (CeR)

Onaz®+1=(z—1)(a? —x+1). Le discriminant de 2> —x 4+ lest <Odonca? —x+1>0V z cR.
Les intervalles de définition sont |—oo, —1[ plus |—1, +oo] (ce n’est pas R\ {—1}).

Sur |—o0, —1[, toutes les primitives sont /f(x) dz=1ln(-1-2%)+C (C €R).

Sur ]—1, 400, toutes les primitives sont /f(:c) dz = %ln(l +2%) +C (C €R).

2.3 1=10,400] flu)— 24

(Inw)?

1
/f(u)du:/(lnu)l(lnu)’du: 5 +C:§ln2u+C’ (C eR)
Intervalles de définition : ]0, +oo[ = R (car il faut u > 0 pour que Inwu soit défini).

t
(1 —|—t2)2/3

E 3 .
/f(t) dt = g/u + Ry e =} r o= {0 0 (CeR)
On a que Yo est définiVa € R et V1 +t2£0VteR.
Intervalles de définition : |—o0, +00[ = R.

2.5 1 =10, 400, f(m):xlim

/f(x)dx:/%dx:/%dx:lnﬂnﬂ—i—C (C €R)

Il faut & > 0 (pour que Inz soit défini) et Inx # 0 (pour le quotient).
Les intervalles de définition sont ]0, 1] plus |1, +oo[ (I’énoncé est erroné).

Sur |0, 1], toutes les primitives sont /f(ac) dz =In(—Inz)+ C (C € R).

Sur |1, +oo[, toutes les primitives sont /f(x) dz =In(lnz) + C (C € R).

2.6 I:}ig’g[’ f(w) = tanw
/f(w)dw:—/%dw:—ln\cosw\—i—c (C eR)

Il faut cosw # 0, donc les intervalles de définition sont tous ceux ne contenant pas un nombre de { 5 +kr | k € Z }.
Ce sont donc |—F + km, § + kx| pour k € Z.

Par exemple, sur |—%, Z[, toutes les primitives sont /f(w) dw = —In(cosw) + C (C € R).

Et sur |Z, 27|, toutes les primitives sont /f(w) dw = —In(—cosw) + C (C € R).

1. L’un des intervalles est erroné.
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— Intégration par parties

Exercice 3.
A T’aide d’intégrations par parties, calculer les intégrales suivantes.

I :/ Inxdx
1

On dérive u(z) = Inz, on primitive v'(z) = 1. Alors v/(z) = 1 et v(z) = z (une primitive quelconque suffit) et
/lnxdx = (Inz)(x) — /(%)(x) de=azlnz—z+C=z(lnz—-1)+C (C €R).

Intervalles de définition : |0, +o0].

Rappel : Pour pouvoir appliquer la formule de l’intégration par parties, il faut que u et v soient de
classe C! sur ’intervalle en question.

Ici u(z) = Inz et v(z) = z sont de classe C! sur |0, +o00[ qui contient [1,e].

Donc I = [z(Inz — 1)]] =e(lne—1) = 1(In1—1) = 1.

Y dy
Vy—1

On dérive u(y) = y, on primitive v'(y) = (y — 1)~/2. Alors u/(y) = 1 et v(y) = (yj);ﬂ =2y/y — 1 donc
)
dy:y2y—1—/12y—1dy
JA=w=wevi=D- [oevi-1)
=2y —1— / DY2(y—1)dy

_ 1)3/2

= 2y\/y R €t 372 +C
=2/y—1--(y—1%2+C (CeR).

Intervalles de définition : ]1 +o0], car u,v € C*(]1, +00]).
Donc I, = [2;,\/ —1-4y-1 3/2} =(6vV2— 4 x2%%) - (41— 4 x13%) = ?\fz— 8

3
2e
I3 :/ 22Inzdz

On dérive u(z) = Inz, on primitive v'(z) = 2%. Alors u/(z) = 1 et v(2) = ? donc

[Fmedi= o)) - [ de

_ 1.3 et 2
—3zlnz 3/,2 dz

3

1
=1z lnsz%JrC 9z3(31nz71)+0 (C eR).

Intervalles de définition : ]0, o0, car u,v € C*(]0, +00]).
e 2
Donc I3 = § [2°(3lnz — 1)]3 = %((2e)3(31n(2e) —1)—e’(3In(e) — 1)) = 5(121n2 +7)e?

0
I, :/ (—2a+1)e *da

-1
On dérive u(a) = —2a + 1, on primitive v'(a) = e~%. Alors u'(a) = —2 et v(a) = —e~® donc

/(—2a +1)e=da = (—2a +1)(—e—) — /(—z)(—c*a) da

:(Za—l)e_a—2/e_ada

=2a-1)e *"+2e 4+ C
=(2a+1)e *+C (C eR).

Intervalles de définition : |—o0, +oo[ = R, car u,v € C*(R).

Donc Iy = [(2a + 1)97“]21 =1e"—(-1)el =e+1.
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I = / In? bdb
1

On dérive u(b) = (Inb)?, on primitive v'(b) = 1. Alors u'(v) = 2(Inb)+ = 2122 et v(b) = b donc
/lngbdb — (n2b)(b) - /(%)(b) db

= banb—Q/lnbdb.

On a déja calculé /ln bdb=blnb— b+ C (par parties aussi), donc

/lngbdb:banb—2(blnb—b)+C
=b(In’b—2Inb+2)+C  (CE€R).

Intervalles de définition : |0, +-oc], car u,v € C1(]0, +00]).
Donc I5 = [b(anbelnb+2)];3 =ex (Ine—2Ine+2) —1x (In*1—2In1+2)=e—2.

1
Ig = / arctan cde
Jo
On dérive u(c) = arctan ¢, on primitive v’(¢) = 1. Alors v/ (v) = ﬁ et v(¢) = ¢ donc
/arctancdc = (arctanc)(c) — /(ﬁ)(c) de

_ _1 [ ey
= carctanc 5/ T ,de

= carctanc — 2 In|1 + ¢*| + K

= carctanc — 1 In(1+¢*) + K (K € R).

carl+c2>1>0VceR.

Intervalles de définition : |—oo, +oo[ = R, car u,v € C*(R).

Donc Ig = [carctanc — 3 In(1 + 02)](1) = (larctan1 — §In(2)) — (Oarctan0 — 3 In(1)) = (1 x T — $In2) — (0 x 0 — 0)
™ In2

4 2
/2
I; = / e’ cossds
0
Soient
Tos = /es cossds
Ly = /es sin s ds.

Dans I.os, on dérive u(s) = e, on primitive v'(s) = coss. Alors u/(s) = e® et v(s) = sin s donc
Ieos = (e®)(sins) — /(es)(sin s)ds
=e’sins — I, + Cq.
Dans I, on dérive u(s) = e®, on primitive v’(s) = sins. Alors u/(s) = e® et v(s) = — cos s donc
L, = (e®)(—coss) — /(es)(—coss) ds
= —e®cos s + Ioos + Cs.

Par conséquent,
Ieos + I = € sins + C4

Ieos — Isin = €° cos s — Co
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ce qui donne (en additionnant/soustrayant les 2 équations)
S 1 S s
e’cossds = 2¢ (sins +coss) + C
S o 1 St
e®sinsds = 3¢ (sins —coss) +C

(C eR).

Intervalles de définition : |—oco, +oo[ = R, car toutes les fonctions considérées sont de clase C! sur R.

Donc I7 = § [e*(sin s 4 cos )|t/ = %((e“”(sin Z+cosZ)) — (e”(sin0+ cosO))) = %((e”/Q(l +0)) — (1 x (0+ 1)))

1
= 5(6”/2 — 1)

1
Iy :/ In(1 + ¢?) dt
0

On dérive u(t) = In(1 + t2), on primitive v/(t) = 1. Alors v/(t) = % et v(t) =t donc

/111(1 +t2)dt = (In(1 +2))(t) — /(liﬁz)(t) dt

=tln(1+t?) — 2/ tift;l dt

:tln(1+t2)72/(171+%) dt

=tln(1 4 t?) — 2(t — arctant) + C
=tIn(1 +t?) — 2t + 2arctant + C (C eR).

Intervalles de définition : |—o0o, +oo[ =R, car 1 +t2 > 1> 0V t € R donc u,v € C}(R).
Donc Ig = [tIn(1 + t?) — 2t + Zarctant]; = (1 x1In(2) — 2+ 2arctan1) — (0 x In(1) — 0 + 2arctan 0)

= (In2-2+2§) = (0-0+0) =22+ 7.
19:/ (u? +u+2)Inudu
1

On dérive U(u) = Inu, on primitive V/(u) = u? +u + 2. Alors U’ (u) = L et V(u) = “73 + “72 + 2u donc

u

/(u2 +u+2)lnudu = (hqu)(“?3 + “72 + 2u) f/(%)(“; + “—22 + 2u)du

— <1+1+2u>mu—“——“——2u+0 (C eR).
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— Changement de variable

Exercice 4.
4.1 A l’aide d’un changement de variable, calculer les intégrales suivantes.

/3 dz
L= ——=
1 \/;4-\/7"7‘3

Tout d’abord, cette intégrale a un sens car la fonction f(z) = est continue sur |0, +-o0o[ qui contient [z, z3] =

W
[1,3] (remarquer qu'’il faut = > 0 pour les racines et qu’alors il faut = # 0 pour le quotient).
On veut faire x = ¢(t) = 2 afin d’éliminer les racines carrées. Alors dx = 2tdt; si x = 1 = 1 = ¢(t1) = t2 on peut
prendre t; = 1; si & = 29 = 3 = ¢(t2) = 13 on peut prendre t5 = /3.
Rappels : On désigne par |a, 8| Pintervalle [, 8] si a < 8 ou Vintervalle [§,a] si a > 3.
x=0o(b t=b
Pour pouvoir appliquer la formule du changement de variables / " )f(:t) dz = flo(t) ¢'(t)dt
z=¢(a) t=a

(correspondant a faire x = ¢(t)) il faut que ¢ soit de classe C! sur |a,b| et il faut aussi que f soit continue
sur ¢(|a,b]) = {&(t) | t € |a,b|}. Si ¢ est monotone (soit croissante soit décroissante) sur |a,b|, alors
o(la,b]) = |p(a), d(b)|, mais en général ce sera faux (voir exemple ci-apres).

Ici [t1,ta] = [1,V/3] et ¢ € C([1,+/3]). D’autre part, ¢(|t1,t2]) = ¢([1,v/3]) = [6(1), ¢(v/3)] = [1,3] (car ¢ est croissante
sur [1,1/3]) et f est continue sur [1,3] (en fait, ¢ € C*(R) et f € C*(]0, +oal)).

B /z=3 dz. /FIQ I e Y 2t dt

CJemt Va4 VD Jomer Va4 Ve Jemew) Va4 Va3 Jimn VE+(82)F

Attention d ne pas oublier de remplacer dz = 2tdt. Or V2 = |t| =t car t > 0.

Donc I

t=v3 t=v3
2tdt 1 -
Donc I = /t=1 P 2/t=1 e dt =2 [arctant]i;{g = 2(arctan V/3 — arctan 1) = 203 -%3) = %

(Toutes les primitives de f(x) sont = 2arctan vz + C (C € R), définies sur |0, +o0[.)

/ dz
Va + Va3
Si 'on prend t; = —1 (possible en principe car ¢(t1) = x1), alors ¢(|t1,2]) = ¢([—1,v/3]) = [0,3]. Mais f n’est pas
continue sur [0,3] (n’est méme pas définie en 0), donc on ne peut pas appliquer la formule avec ce choix.

02 1
nu
12:/ ————du
1 u+tulnu
Inu

Tout d’abord, cette intégrale a un sens car la fonction f(u) = ;"> est continue sur |0, +oo[ qui contient [u1, us] =

[1,e?] (remarquer quil faut u > 0 et qu’alors In®u > 0 donc u + uIn® u = u(1 + In*u) > 0).

On veut faire u = ¢(t) = e! afin d’éliminer les logarithmes. Alors du = e*dt; si u = u; = 1 = ! on peut prendre
t; =1In10; si u = up = e? = e’2 on peut prendre 5 = In(e?) = 2.

On a |t1,ta] = [0,2] et ¢ € C1([0,2]). Puis ¢(|t1,t2]) = ¢([0,2]) = [¢(0), ¢(2)] = [1,e?] (car ¢ est croissante sur [0, 2])

et f est bien continue sur [1,e?] (en fait, ¢ € C*(R) et f € C>(]0, +o0[)).

2
u=e 1 u=us 1 u=e(t2) 1 t=to 1 +
DOHUF/ %du:/ niquu:/ ﬂigdu:/ _ e gy
w=1 u+uln“u w=u; w(l+In"u) u=g(t1) u(l+1n*u) t=t; et(1+4In"et)

Attention a ne pas oublier de remplacer du = etdt. Or Ine! =tV ¢ € R. Donc

t=2 t=2 t=2 2/
t t (1+¢%) t=2 In5
I, = — __etdt= dt=1 " dt =L In(1 + ¢ =llns5—-In1)= — =1In5.
? /t:o (1t 2)° /t:o 1+¢2 Q/t:o 1+1¢2 3 (148 g = 5 (5 —Inl) = 57 =I5

| 1
(Toutes les primitives de f(u) sont /% du = 3 In(1 + Inu) 4+ C (C € R), définies sur ]0, +ool.)
u+uln®u
1 o2
Ig :/ dx
0 e*r 4 1
Tout d’abord, cette intégrale a un sens car la fonction f(z) = ;’,Qﬁ est continue sur |—oo, +00[ qui contient [x1, z2] =

[0,1] (remarquer que €* >0V z € R et qu’alors e” +1 > 1 > 0).

On veut faire 2 = ¢(t) = Int afin d’éliminer les exponentielles. Alors dz = 1 dt; siz =21 =0 = ¢(t1) = Int; on peut
prendre t; = e = 1;si * = 19 = 1 = ¢(t2) = Int, on peut prendre t5 = el =e.

On a |t1,ta] = [1,¢] et ¢ € CL([1,¢e]). Puis ¢(|t1,t2]) = ¢([1,€]) = [#(1), (e)] = [0, 1] (car ¢ est croissante sur [1,e]) et
f est bien continue sur [0,1] (en fait, ¢ € C*=°(]0, +o0[) et f € C*(R)).

r=1 e2w T=x2 2x z=¢(t2) e2m t=to e2 Int 1
Donch,:/ dx:/ - dz:/ - dm:/ 7 4t
w0 €7 +1 weay, €0 F1 o=p(ty) € +1 =, emi41t
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Attention d ne pas oublier de remplacer dx = %dt. Or e2!nt = (el"t)2 et et = ¢ V ¢ > 0.

t=e 2 t=e t=e t=e

t 1 t t+1—-1 1 _

Donclgz/ fdt:/ —dt:/ Ldt:/ 1——— ) dt=[t —In(t+1)]'=¢
i t+1t o t+1 i t+1 1 t+1

=(e—In(e+1)—(1—-In2)=e—In(e+1)—1+1In2.

2x
(Toutes les primitives de f(x) sont / B
el‘

+1
/4 d
14:/ .
Jo costx

dz =e” —In(e” + 1) + C (C € R), définies sur |—o0, 400 = R.)

Cette intégrale a un sens car la fonction f(z) = —1— est continue sur |—%, Z[ qui contient [x1, x2] = [0, J].
On applique les regles de Bioche : Soit w(z) = f(z)dx = 0054 . Alors :
d(—xz) dz
w(=z) = cosi(—z)  costw 7 wiw)
d(r —x) dz
wir =) = cosi(m —x)  costw 7 wiz)
d d
w(m+ ) = (m+2) - = w(z)

cos*(m+2x) costx
H_tg dt; six =21 =0=¢(t;) = arctanty

= arctanty on peut prendre t5 = tan § =1

donc Bioche préconise de faire ¢ = tanz. Alors 2 = ¢(t) = arctant et doz =

ot
on peut prendre ¢t = tan0=0;si v = 25 = o(te) =
On a |ty,t2] =[0,1] et ¢ € Cl([O7 1]). Puis ¢(|t17t2|) = ¢([0,1]) = [¢(0), #(1)] = [0, §] (car ¢ est croissante sur [0,1]) et
f est bien continue sur [0, 7] (en fait, ¢ € C>*(R) et f est de classe C*° sur tout intervalle ne contenant pas un nombre
de {5 +km|keZ}.)

Par ailleurs, on sait que 77 =1+ tan? .
r=m/4 1 z=m/4 1 2 z=m/4 =T
Donc Iy = / T dr = / ( 5 ) dz = / (1+tan*2)*dz = / (1+ tan®z)* da
=0 Cos™ T =0 Cos= T x=0 r=x
=0l 2 ..\2 e 2y2_ 1 = 2 2] 1 1% 4
= 1+tan“z dx:/ 1+t dt:/ 1+t dt:[tJr—} 1+ — =)=z
[ par= [ Caemrga= [ e )T )0+ 9=

d 1
(Toutes les primitives de f(x) sont /cosf =t+ % +C =tanx + 3 tan® 2 4+ C (C € R), définies sur n’importe quel
x

intervalle ne contenant pas un nombre de { 5 + kn |k € Z }.)

4.2 A l’aide d’un changement de variable, calculer les primitives suivantes sur un intervalle a préciser.
sin x cos

/ SINTCOST g,
1 —cosx

Tout d’abord, la fonction f(z) = SMLLOSL egt continue sur tout intervalle ne contenant pas un nombre de { 2k7 | k € Z }.

Elle admet donc des primitives sur chacun des intervalles |2k, 2(k + 1)x[ pour k € Z.

On applique les régles de Bioche : Soit w(z) = f(x) dr = SRZST qa Alors :

l—cosx
(—2) sin(—x) cos(—r)d( ) sinx cosz ()
wl—r)=——"——2d(—a2)= ———dr=w(
1 — cos(—x) 1—cosz
sin(m — z) cos(m — x) sin z cos
) = dlr — ) = ——2 2~
wir =) 1 — cos(m — x) (=) 1+cosz 7 wl(z)
sin(7 4 x) cos(m + ) sin z cos
- d ettt
w(r+ ) 1 —cos(m+ ) (+2) 1+cosz 7 wl(z)
donc Bioche préconise de faire ¢ = cosz. Alors d¢t = —sin 2 da (on calcule dt en fonction de dz plutot que le contraire).

—-14+1
Donc/wdx:f/ﬂ(fsmxdx /—dt / dtz/ + dt
1—cosx 1—cosx 1-1¢ t—-1 t—-1

1
/(1—«——) dt=t+In|t — 1|4+ C = cosz + In|cosz — 1| + C = cosz + In(1 — cosz) + C (C € R),

car —1 <cosz <1 = —2< cosz—1<0donc|cosz—1]=1—cosz.

Pour vérifier, on dérive : (cosz + In(1 — cosz) + C)/ = —sinz + % = —sinz + 2L = ging B = f(z).
Intervalles de définition : chacun des intervalles |2k, 2(k + 1)7[ pour k € Z.
(Remarquer qu’on ne s’est pas inquiété de x = ¢(t) = arccost. En effet, on a trouvé une fonction dérivable dont la

dérivée est f(z), ce qui est le but de la primitivation.)
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/' dz
J cosx
Tout d’abord, la fonction f(z) = —_L— est continue sur tout intervalle ne contenant pas un nombre de { 5 +kr | k € Z}.

cosxT

Elle admet donc des primitives sur chacun des intervalles |—% + km, 5 + k[ pour k € Z.

On applique les régles de Bioche : Soit w(z) = f(x)dzr = —=— dz. Alors :

cos T

1 1
w(-2) cos(—x) (=2) cosw dz 7 w(x)
1
w(r—2x) = e x)d(ﬂ' —x) = - dz = w(x)
1
w(r+2a)= md(w +z)= “osa dz # w(x)

donc Bioche préconise de faire t = sinz. Alors dt = cosx dz (on calcule dt en fonction de dz plutdt que le contraire).
1

1 1 1 1
D = S = | —— _ (cos - - 4=/ -
onc/cosxdﬂc /cosszObxdaj /1_Sin2x(cosxdx) /1—t2 dt /(t—l)(t—l—l) dt

12 —1/2 1/ 1 1 1
_ LV I VR R Y S S [T TR PR [ P
/(t71+t+1>dt 2 —1 1) ¥t el +C

= 2(—In|sinz — 1| + In|sinz + 1) + C = 3(~In(1 — sinz) + In(1 + sinz)) + C = 3 In(1 + sinz) — $ In(1 — sinz) + C
(C €R), car —1 < sinz < 1 donne —2 < sinz — 1 < 0 (donc |sinz — 1] =1 — sinz) et donne aussi 0 < sinx + 1 < 2
(donc [sinx + 1] = 1 4 sinz).

Pour vérifier, on dérive : 3 (In(1 + sinz) — In(1 — sinz) + C)/ = %((114;8;;1)' _ (11155;2)’) - %(liosﬁ”fx — s o
L—sinz)+(14si
%(COSI)(IJrslinx + lfslinx) = %(COS$)(( Suii)sin(zxsmﬂ) = %(COSZZ’)(COSQZQU) = colsac = f(l‘)

Intervalles de définition : chacun des intervalles |—% + km, 5 + k[ pour k € Z.
(Remarquer qu’on ne s’est pas inquiété de x = ¢(¢) = arcsint. En effet, on a trouvé une fonction dérivable dont la
dérivée est f(x), ce qui est le but de la primitivation.)

/\/ey —1dy (indication : u = ve¥ — 1)

Tout d’abord, la fonction f(y) = v/e¥ — 1 est définie et continue sur [0, +oo[ (car il faut e¥ — 1 > 0). Elle admet donc
des primitives sur [0, +-00].

On nous dit de faire u = v/e¥ — 1. Alors y = In(u? + 1) et dy = uzzj_l du (on pourrait aussi calculer du = 2\/257_1

dy

mais cela semble plus compliqué).

Donc /\/ey— 1dy:/u 2u du:Q/wdu:2/ (1 — #> du = 2(u — arctanu) + C
u?+1 u?+1 u? +1

=2u —2arctanu + C = 2ve¥ —1 —2arctanvey — 1+ C (C € R).

Y
. . ’ (e¥ —1Y (Vey — 1) e¥ 3 iy,l
Pour vérifier, on dérive : 2 (ve¥ — 1 — arctanve¥ — 1) =2 — =2 —
v ves2( ) (2\/61/ 1 14 (Ve _1)2 oo —1 ¥

= 272 Fi — (ey — 1) =+e¥ — 1= f(x).

Intervalles de définition : |0, +o0].

(Remarquer qu’on ne s’est pas inquiété de y = ¢(u) = In(u? + 1). En effet, on a trouvé une fonction dérivable dont la
dérivée est f(y), ce qui est le but de la primitivation.)

Que se passe-t-il en y = 0? Chacune des fonctions 2v/e¥ — 1 et 2arctan/e¥ — 1 est définie pour y > 0 mais n’est
dérivable que pour y > 0. Cependant, on peut vérifier que la fonction 2v/e¥ — 1 — 2arctan v/e¥ — 1 est définie pour
y > 0, continue & droite en y = 0 et dérivable a droite en y = 0. Donc I'intervalle de définition est en fait [0, 4o0].
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— Décomposition de fractions rationnelles en éléments simples

Exercice 5.
Décomposer chacune des fractions rationnelles suivantes en éléments simples dans R pour en déduire
une primitive (préciser les intervalles de définition).
1
a@) = ey
Le degré du numérateur est deg(1) = 0 qui n’est pas supérieur ou égal au degré du dénominateur deg(x? +x —1) = 2,
donc pas de division.
On factorise le dénominateur. Pour cela, on résout 22 +x —1 =0. On a A = 5 > 0 donc 2 racines réelles distinctes

a = %\/g et = %\/g avec a < 8 (—a est le nombre d’or; on a § = —% = —1 — «). On rappelle que si

az? +bx+c = 0 possede 2 racines réelles distinctes z; et 2, alors on a la factorisation az? +bx+c = a(z — 1) (z — 12).
Donc ici 22 + 7 — 1 =1(z — a)(x — ).

A
Alors on sait que = + avec A, B € R a trouver (le signe “=” indique que c’est une identité et
24+r-1 xz—a z-p
non une équation). Dénominateur commun : t— = A(fr ﬁlif(%)”) = Ale= @:‘TB(; @) donc 1= A(z—pB)+B(z—a).

En faisant 2 = o, on a 1 = A(a — ) + B(0) donc A = —/5/5.
En faisant 2 = 3, on a 1 = A(0) + B(8 — a) donc B = /5/5.

_V5 5 —v5/5 5/5
Ainsi ﬁ = w\ﬁfS + ‘ﬁ/;, donc la décomposition en éléments simples dans R de g () est ¢1(x) = x\{éc + ;[_/,8
Primitives : /ql(x)d:c: §/<f L ) dr = —(fln\xfa|+ln\x*5|)+0
5 1—-+/5 5 1
:glnx—}— Q\f—\gln‘m +\f +C (C eR).
Intervalles de définition : |—o0, @[ plus ]a,,B[ plus |8, +oo[ (car o < f3),
c’est-a-dire, |—oo, =15 f[ plus | =2 \/5, _1'5‘/5[ plus ]%ﬁ, +ool.

.1'2

20" Gy
Le degré du numérateur est deg(x?) = 2 qui est supérieur ou égal au degré du dénominateur deg((z—2)(x—3)) = 2, donc
on commence par faire la division euclidienne de z? par (z —2)(z —3) = 2 — 5z +6. On trouve 22 = (22 —52+6)Q+ R

z? (22 =5z +6)Q + R R 5z + 6
avec @ =1e¢ * M e+ 6 22— 5z 46 Ay L B
5z —6 5z —6 A B
On laisse de c6té Q =1, on décompose I5 6 = @= ;E)(x =3) = P —|— —3 avec A, B € R a trouver.
Dénominateur commun : 125_15;616 = A(?z 3%;5(2 2 = A(mzf)gf_éz 2 donc bz — 6 = A(x — 3) + B(z — 2).

En faisant x =2, on a 4 = A(—1) + B(0) donc A = —4.
En faisant x =3,ona 9 = A(O) + B(1) donc B = 9.

Ainsi #_ﬁ‘_ﬁ == 2 + —23 donc la décomposition en éléments simples dans R de ¢z(x) est
—4
@(z) =1+ 5 + ——3 Attention d ne pas oublier de rajouter Q = 1.
T — _

Primitives : /qg(ac)dx = /(1 —4-1-+49 ) de =z —4lnjr — 2|+ 9njz — 3|+ C (C € R).
Intervalles de définition : |]—o0, 2[ plus ]2, 3[ plus |3, +o0l.

2t —1
q3(t) = -1y
Le degré du numérateur est deg(2t—1) = 1 qui n’est pas supérieur ou égal au degré du dénominateur deg(t (t—1)2) = 3,
donc pas de division.

2t — 1 A B
Le dénominateur est déja factorisé, donc la décomposition sera m = n + ﬁ + i _21) 5 avec A, By, Bz € R
a trouver.

Dénominateur commun : t(%f:f)z = A1’ ;r(Blt()t DBt done 2t — 1 = A(t — 1) + Byt(t — 1) + Bot.

En faisant t =0, on a —1 = A(1) + B1(0) + Bz(0) donc A = —1.
En faisant t =1, on a 1 = A(0) + B;1(0) + B2(1) donc By = 1.
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Pour trouver Bj :

— Premiére méthode : On donne une autre valeur a ¢.
Par exemple, en faisant t = —1, on a =3 = A(4) + B1(2) + B2(—1) = -4+ 2B; — 1 donc By = 1.

— Deuxieéme méthode : On dérive 'identité et 'on y remplace ¢t par la racine multiple correspondante.
Ici (2t — 1) = (A(t — 1)2 + Byt(t — 1) + Bot)' donne 2 = 2A(t — 1) + By(2t — 1) 4 By, et en faisant t = 1, on a
2=2A(0)+ By(1) + By = B; + 1 donc By = 1.

— Troisieme méthode : On considere les coefficients de la plus grande puissance de la variable.
Ici c’est t2, et Pon a 0t? = At? + Bit? donc 0= A+ By et By = —A = 1.

2t—1
T(t—1)2
@ 1+ L,

T)=—+— + ———.
@ t—1 " (t—1)2

Primitives : /qg(t) dt = /(f% + 45+ (t_ll)z) dt = —In[t| + In|t — 1| + /(t — D)7t —-1)dt

-1
%+C:—1n|t|+1n|t—1|—$+c(CeR).

Intervalles de définition : |—oo, 0] plus ]0, 1] plus |1, +ocol.

T+ 1

r2 —1

Le degré du numérateur est deg(r” +1) = 7 qui est supérieur ou égal au degré du dénominateur deg(r? — 1) = 2, donc

Ainsi = _Tl + i + ﬁ donc la décomposition en éléments simples dans R de g3(z) est

= —Inft| +Int — 1| +

qa(r) =
on commence par faire la division euclidienne de 7741 par r2 —1. On trouve r"+1 = (r2—1)Q+ R avec Q = r° +r3+r

et R=r+1. Donc :il — (P-DOtR

r2—1
T+ 1 . p . r+
oL Pour cela, on factorise le dénominateur : r? — 1 = (r — 1)(r + 1). Alors L = m

=704 +r+ TH . On laisse de c6té Q = r° 413 +7r, on décompose

=7 et cest fini.

Ainsi, la décomposition en éléments simples dans R de g4(x) est q4(x) = o4 4+ 1

Attention d ne pas oublier de rajouter Q = r° + 13 +r.
6 4 2

Primitives:/q4(r)dr:/(r5+7"3+7’+r11) dr:%+%+%+ln|r—1|+C(C€R).

Intervalles de définition : |—oo, 1] plus |1, +oo]. (En fait, g4(—1) n’est pas défini en principe, mais c’est évitable car
R R e e o e e Y (N e N Sl S o I | .
= = t Uon fait gq(—1) = —=7/2.

Q4(T) (T*l)(?"+1) r—1 € on fai q4( ) / )

(@) 52 — 2z +3

)=
o (@2 + 1)(z — 1)
Le degré du numérateur est deg(5x2 — 2z + 3) = 2 qui n’est pas supérieur ou égal au degré du dénominateur
deg((x® 4+ 1)(z — 1)) = 3, donc pas de division.
On factorise le dénominateur. Le discriminant de 22 + 1 est < 0, donc 22 4 1 est irréductible sur R. Le dénominateur

522 — 2z +3 A Mx+ N
est donc déja factorisé sur R. La décomposition sera v T = + Tt avec A, M, N € R a trouver.
(z—1)(z2+1) xz—-1 22+1

Dénominateur commun : (ji;éz;ﬁ) = A(w2+(1z)j§§V(f;2t_1¥))(w71)’ donc 522 — 2z +3 = A(2? +1) + (Mz + N)(z — 1).
En faisant z =1, on a 6 = A(2) + (M + N)(0) donc A = 3.
En faisant =0, on a 3 = A(1) + N(—1) =3 — N donc N = 0.
Pour trouver M :

— Premieére méthode : On donne une autre valeur a x.
Par exemple, en faisant = —1, on a 10 = A(2) + (—-M + N)(-2) =6 +2M — 0 donc M = 2.
— Deuxieme méthode : On considere les coefficients de la plus grande puissance de la variable.
Ici c’est 22, et V'ona 522 = Az + Ma? donc 5=A+ Met M =5— A =2.

Ainsi éii% = mS—l + iﬁ”fl) donc la décomposition en éléments simples dans R de g5(x) est
(@) 3 n 2z
() = —— .
@ r—1 z2+1

Primitives : /qs(x)dx = /(3111 + 2+1) dz = 3Injz — 1|+ In|z? + 1| + C = 3In|z — 1| + In(2® + 1) + C (C € R),

carz?+1>1>0VzeR.
Intervalles de définition : |—oo, 1] plus |1, +o0].
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_ 2z +1
©(2) = T2 o1

Le degré du numérateur est deg(2z + 1) = 1 qui n’est pas supérieur ou égal au degré du dénominateur
deg((z — 2)? (2 — 1)) = 3, donc pas de division.
Le dénominateur (z —2)? (z — 1) est déja factorisé sur R.

2z -+ 1 . Al A2 B
G_22(i-1) 2-2 (zo22 21

Dénominateur commun : (z—22)22+(i—1) — A(z-2)(z (Zl)JQr)Az((ZZ 11))+B(z 2)2

donc 2z +1=A;(z —2)(z — 1) + Az2(z — 1) + B(z — 2)2.

En faisant z = 2, on a 5 = A;(0) + Az(1) + B(0) donc A; = 5.
En faisant z =1, on a 3 = A;(0) + A2(0) + B(1) donc B = 3.
Pour trouver A; :

La décomposition sera avec A1, Ao, B € R a trouver.

— Premiére méthode : On donne une autre valeur a z.
Par exemple, en faisant z =0, ona 1 = A;(2) + A2(—1) + B(4) =24; — 5+ 12 donc 4; = —

— Deuxieme méthode : On dérive 'identité et 'on y remplace z par la racine multiple correspondante.
Icei (22 +1) = (A1(z —2)(z — 1) + Aa(z — 1) + B(z — 2)?) donne 2 = A;(2z — 3) + Aa(1) + B2(2(z — 2)), et en
faisant z =2, on a 2 = A;(1) + A2(1) + B(0) = A; + 5 donc Ay = —

— Troisieme méthode : On considere les coefficients de la plus grande puissance de la variable. Ici c’est 22, et ’'on
a022=A4,224+B22donc0=A;, +B=A;+3et A, = —

2241 -3 5 3
Ainsi o 2§2+(z ) = o + =22 + p— donc la décomposition en éléments simples dans R de gg(x) est
-3 5 3
g6(2) = + +

z2—2 (2—-2)2 =z-1
Primitives : /qg(z) dz = /(_3,;2 +5(z—2)"%(z—2)

Zil) dx

—2)7! 5
= —3In|z — 2| +5% +3lnjz—1+C=-3In|z —2|— ~—3 +3lnjz— 1]+ C (C € R).
Intervalles de définition : |—oo, 1] plus |1, 2] plus ]2, +-o0].
1
ar(s) = $2+2s+3

Le degré du numérateur est deg(1) = 0 qui n’est pas supérieur ou égal au degré du dénominateur deg(s?+2s+3) = 2,
donc pas de division.

On factorise le dénominateur s242s+3. Le discriminant est < 0 donc s2+42s+3 est irréductible sur R. La décomposition

1 Ms+ N
sera = il avec M, N € R a trouver. Iciil n’y a rien a faire : M =0et N = 1.
242s4+3 242543
1

5242543
Primitives : On a s + 2s + 3 = as? + bs+ cavec a = 1, b = 2, ¢ = 3. Donc le discriminant est A = —8. Avec le

tv/ —A - t 2 1
changement de variable s = \[ =tv/2—1on aura ds = v2dt et t = i7 donc

V2
. V2 7\/5 s+ 1
/q7(s)d5—/82+28+3 \f/tz—ﬁ—l TarctantJrC—?arctan(W +C (C eR).

Intervalles de définition : |—o0, 400[ =
2?2 +1
x(r—1)(x2 - 22 +4)
Le degré du numérateur est deg(z? 4+ 1) = 2 qui n’est pas supérieur ou égal au degré du dénominateur
deg(z (z — 1)(2? — 2z + 4)) = 4, donc pas de division.
On factorise le dénominateur z (x — 1)(2? — 22 + 4). Le discriminant de 22 — 22 + 4 est < 0 donc 2% — 2z + 4 est

Ainsi, la décomposition en éléments simples dans R de g7(s) est g7(s) =

gs(w) =

irréductible sur R. Le dénominateur x (z — 1)(z? — 2z + 4) est déja factorisé sur R.

241 A B M N
La décomposition sera PP 1;6(37:_ 27+ 1) = - + po— + p _3:2; I avec A, B, M, N € R a trouver.
2 2
Dénominateur commun : Y o 1)(2:;1 2o¥d) = = Al 2x+?(§31§?‘2 2gjfi;r(Mm+N)T(r 1)

donc 22 + 1= A(x — 1)(2? — 22+ 4) + Bx(2? — 2z +4) + (Mz + N)z(z — 1).
En faisant x =0, on a 1 = A(—4) + B(0) + N(0) donc A = —1/4.
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En faisant x = 1, on a 2 = A(0) 4+ B(3) + (M + N)(0) donc B = 2/3.
Pour trouver M : On considere les coefficients de la plus grande puissance de la variable. Ici c’est 23, et l'on a
023 = Az® + Ba® + Ma® donc 0=A+B+M =1+ 2+ Met M =—5/12.

Pour trouver N : On donne une autre valeur a z. Par exemple, en faisant x = —1, on a
2=A(-14)+ B(7) + (—-M + N)(2) = —=1(—14) + 2(7) + (3 + N)(2) = —1 + 2N donc N = 7/6.
241 —-1/4 2/3 —5/12): 7/6
Ainsi Py P 1)x(x—2|—7 2+ 4) = ;r/ + o i 1 + ( x/Q j;;;r( 4/ ) donc la décomposition en éléments simples dans R
de gs(x) est
C—1/4 0 2/3  —Za+i
as(2) = z +as—1 22 —2x 4+ 4
5 r— i
Primitives : /Qg(x) dz = /(*i ly2 1.2 Zf%;l) de =— ln|x| + 3 ln|a: 1] — - /m dz.
—u
Dans / ﬁ dx on cherche d’abord un logarithme puis un arc tangente.
— 2z
x— 14 2 — 28
Pour le logarithme : On veut avoir au numérateur (22 — 2z +4)" = 2 —2, donc /m de =3 /m dz
20 -24+2- 2 2r — 2 - (z% — 2z +4) 1
1 1 5 1 9
=[S dz=1 de=31 [ 2T Y g9 [ ¢
2/ 22 —2x+4 v 2/<z2—2x+4+x2—2m+4) v 2/ 22 —2x+4 v 5/x2—2x+4 v
1
_1 2 9
Pour 'arc tangente : On a 22> =2z +4 = az? +br +caveca =1, b= —2, ¢ = 4, le discriminant est A = —12. Avec le
tv—-A—-b t/12+2 —1
changement de variable x = 5 = 5 + =+/34+1 on aura dx = V3dtett= %, donc
a

L 2 1 V3 V3 z—1
/mdm:ﬁ/mdt:7amtant+0:?arctan e +C (C eR).

Finalement

11 2 1 5 z-—4
dx = [ 5 d
/qg(x) o /( zt3a-1 12x272x+4> o
1 2 5 /1 % — 2 9 1
S |z — 1 e S, PP B |
4n|x|+ nlr =1l =13 (2/x2—2x+4 v 5/x2—2x+4 z)

5 (1 9 1

5 3 1
= el 4 2 Il — 1] - 2 In(e? — 20+ 4) + */7@:

4 [ 22 —-2x+4

1 -1
:711n|x|qL ln|m71|—iln(aj -2z Jr4)+f)l\ggarctan(m\/g )+C
1 2 5 9 V3 r—1
= —Zln|x|+gln|x—1|—ﬁln(x —2x—|—4)+Tarctan (W) +C (C eR).

Intervalles de définition : |—oo, 0] plus ]0, 1] plus |1, +ocof.
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— Sans indication de méthode

Exercice 6.
Calculer les primitives (on précisera leurs intervalles de définition) et intégrales suivantes, en réfléchis-

sant préalablement aux outils les plus adaptés pour chaque calcul.
°1+Int

6.1 / It g
1 t

La fonction f(t) = 12t est continue sur ]0, +-o00[ qui contient [1,e], donc on peut Iy intégrer.

1+1Int 1 1+ 1Int)?
+n dt:/(1+lnt)¥dt:/(1+lnt)1(1+lnt)’dt:%

+C (C € R), définies sur ]0, +oo].

Primitives : /
¢1+Int 3
Donc /1 fdt =11 +1nt)2]613 =1((1+e?-(1+In1)?*) = 7

1
6.2 / V1—22dx
0

La fonction f(xz) = v/1 — z2 est continue sur [—1, 1] qui contient [z1, z3] = [0, 1], donc on peut Iy intégrer.
Primitives :

Puisque v/1 — sin?t = v/cos2t = |cost|, on pense au changement de variable z = ¢(t) = sint. Alors dx = costdt; si
x=2x1 =0=¢(t1) =sint; on peut prendre t; = 0; si z = x93 = 1 = ¢(t2) = sinty on peut prendre ty = /2.

On a [t1,t2| = [0, 5] et ¢ € C*([0, 5]). Puis ¢(|t1,t2]) = ¢([0, 5]) = [#(0), #(5)] = [0,1] (car ¢ est croissante sur [0, 5])
et f est bien continue sur [0, 1] (en fait, ¢ € C°(R) et f € C°([—1,1]); f n’est pas dérivable en —1 et 1, mais cela n’a
aucune importance). Donc

r=1 r=x
/ \/17x2d:r:/ 2\/17x2dx
x=0 r=x1

z=¢(t2)

= V1—z2dx

z=¢(t1)
t=to
= V1 —sin?tcostdt (ne pas oublier de remplacer dz = costdt)
t=t1

t=m/2
:/ |cost| cost dt
t=0

t=m/2
= / cos® tdt (car cost > 0 pour t € [0, §])
t=0

= /tﬂ2 1+ cos2t dt (on linéarise cos®t)
t=0 2
t=m/2 1 1 ,
= /t:O (5 + Z(COS 2t)(2t) ) dt
t=m/2

1 1 .
—t+ —sin 2t
2 4 =0

1 1 1 1 1 1
(Toutes les primitives sont /\/ 1—22dz = Et + 1 sin2t +C = §t + 12 sintcost+ C = it + E(Sin V1 —sin?t+C
1 1
=3 arcsin x + 52V 1—22+4+C (C € R) avec l'intervalle de définition [—1,1].)

L arctan v
6.3 / — Y3 dv
o (v+1)

La fonction f(v) = 25ty egf, continue sur R \ {—1} qui contient [0, 1], donc on peut 'y intégrer.

- (v+1)2
Primitives : On pense a se débarrasser de l’arc tangente, pour cela on fait une intégration par parties. On dérive
—1
U(v) = arctan v, on primitive V' (v) = ﬁ = (v+1)"2(v+1)". Alors U'(v) = H—% et V(y) = % = fvil donc
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1
/aman”m dv = (arctan v)(—37) — /(ﬁlvz)(—ﬁ)dv

. arctanv 1 d
= — 1 + DD v

1 _ Mv+ N n A
W24+ 1)w+1) v24+1 v+l
irréductible sur R), donc 1 = (Mv+ N)(v+1) + A(v? +1). En faisant v = —1 et v = 0 et en regardant les coefficients

La décomposition en éléments simples de la fraction & primitiver est (car v2+1 est

1 —-1/2 1/2 1/2
de v? on trouve A =1/2, N =1/2, M = —1/2. Alors DT D) = (=1/ lv_:rl( /2) + _{_1. Donc
v v v v
1 v—1
1 _1 1
/(U2+1)(v+1)dv_§/,u+1 _5/,()2+1dv
20—-2
=ihnjv+1|- %/12)7“ dv (on cherche & avoir (v? + 1)’ = 2v au dénominateur)
v
2v 1
_1 1
=5hnjv+1] -3 1 /702+1dv

1 1 1
:§ln|v+1\—Zln(v2+1)+§arctanv+0 (C eR).

et finalement

/ arctan v arctanv n / 1 d
—dv=— v
(v+1)2 v+1 (v2+1)(v+1)
t 1 1 1
:f%Jriln\erHfiln(v2+1)+§arctanv+6' (C eR).
Intervalles de définition : |—oco, —1[ plus ]—1, 4+oc[ car U et V sont de classe C! sur ces 2 intervalles. Alors
1
arctanv arctan 1
/0 e = [ Ut_H +ilnfv+ 1] — iln(v2+1)+%arctanv}o
= (—arctanl 4 1 p|2) — 2In2+ Larctanl) — (—2<tan0 4 1p)q| — 21n 1+ £ arctan0)
- (- % Fimz-1m2+15) - (3410~ 10+ 10)
In
B 4
/4
6.4 / 40
o 1+siné cosf
On al+sinfcosd =0 < 2sinf cosf = —2 <= sin26 = —2 ce qui est impossible, donc la fonction f(0) =
m est continue sur R qui contient [0, 6] = [0, §], donc on peut l’y intégrer.
Primitives : On applique les régles de Bioche. Soit w(0) = f(8)dé m dé. Alors :
(-0) 1 A-0) = A0 £ w(0)
w(—0) = )= ———— w
1+ sin(—6) cos(—0) 1 —sin6 cos@
1 -1
—-0) = dr —0) = ———— df 0
w(r=0) 1 + sin(m — ) cos(m — 0) ( —9) 1 —sin6 cosf 7 w(®)
1 1
w(r+6) = d(m+6) = do = w(H)

1+ sin(m + ) cos(w + 0) 1+ sinf cosf

donc Bioche préconise de faire t = tanf. Alors § = ¢(t) = arctant et df = 1+t2 dt;si @ =6, =0=¢(t;) = arctant,

on peut prendre t; = tan0 = 0; si § = 0 = T = ¢(t2) = arctant, on peut prendre t; = tan § = 1.

On a |t1,t2] = [0,1] et ¢ € C'([0,1]). Puis ¢(|t1,t2]) = ¢([0,1]) = [¢(0), ¢(1)] = [0, 5] (car ¢ est croissante sur [0, 1]) et

f est bien continue sur [0, §]. Donc on peut appliquer la formule de changement de variable.

sin 6

tosg = tanf et cos? g =

On doit écrire ———L—— en fonction de tan . Pour cela on utilise
1+4sin 6 cos @

m, ce qui donne
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1 1 1
1+sinf cosh 1+%c0829 1+ (tanf)

— dot
1+tan2 60

w/4 1 0=02 1
/ L a9= / a0
o 1-+sinfcosé 9—g, 1-+sinfcosd

O=0(t2) 1
= / —df
9=¢(t,) 1+sinfcosf

0=¢(t2) 1
- / "
o=p(t) 1+ (tanb) ey

t=to
1 dt dt
= / 3 (ne pas oublier de remplacer df = 5)
ity L+ tois Tt 1+t
t=1
1
= / i
o 2 HE41
Le discriminant de t2+¢+1 est A = —3 < 0, donc il est irréductible sur R. La décomposition en éléments simples dans
1 0t+1
R est donc = + . Normalement cela devrait donner un logarithme plus un arc tangente. Mais comme

2+i+1 22+t+1
le coefficient de ¢ au numérateur est nul, il n’y a pas de logarithme. Pour l'arc tangente : On a t> 4+t +1 = at? + bt + ¢
u/—A—-b uy3-1

avec a = b = ¢ = 1, le discriminant est A = —3. Avec le changement de variable ¢t = 5 = 5 on aura
a

dt = ‘fdu et u = z\t}l, donc

/t2+t+1 \[/ +1du— arctanu+C—

/4 1 1
— 23 2t+1 _ 23 _ V3
Alors /0 T sm& p—7 /0 PR dt = =% [arctan ( 75 )} 03 (arctan V3 — arctan 3 )

_ 2\[(7 _ E) _ ’/T\/g
~ 3 \376/7 g -
Remarque : Un changement de variable affine z = ¢(t) = at + 3 avec a # 0 est valable partout, car ici ¢ € C!(R).

2v3 arctan (w) +C (C eR).

w

Cependant, on ne peut pas dire que les primitives de f(0) sont

/mdﬁ = 23 arctan (2:}1> +C = 28 arctan (%) + C (C € R) définies sur R.

En effet, la fonction F(0) = 2‘[ arctan (%) n’est pas continue en 6 = § + k7 pour k € Z. Le probleme vient du

fait que si @ = =7 alors il n’existe pas de ¢ tel que § = ¢(t) = arctant (car I'image de ¢ est |=7, Z[). Cela n’empéche
pas f d’avoir une primitive sur R tout entier, seulement elle est compliquée a écrire. Tout ce qu’on peut dire est que
les primitives de f(6) sont F(#)+ C (C € R) sur I'intervalle |-, Z[. (On peut prolonger facilement F a [—7, 7], puis

il faudrait la translater aux intervalles [ + km, § + kx| de fa(;on a ce qu’elle reste continue, mais cela dépasse le

cadre de ce module.)

6.5 /e _ 49

J1 0vInd +1
Il faut In@ + 1 > 0 pour la racine carrée, donc 6 > 1/e. Puis il faut 6 # 0 et v/Inf + 1 # 0 pour le quotient, ce qui
donne 0 > 1/e. La fonction f(0) =

I’y intégrer.

g\/ﬁ est bien continue sur |1, +oo[ qui contient [1,60s] = [1,e], donc on peut

de
0vIn6 + 1

In6+1)/2

:[%} [2\/lnt9+ ] 2(vVine+1—+vIn1+1) =2v2-2.
1

— Deuxiéme méthode : Afin d’essayer de se débarrasser de la racine carrée, on fait le changement de variable

Inf+ 1 =2, c’est-a-dire, @ = ¢(t) = exp(t? — 1), donc df = 2texp(t2 — 1)dt;si § = 0; = 1 = ¢(t1) = exp(t? — 1) on

peut prendre t; = 1; si 6 = 0y = e = ¢(t2) = exp(t? — 1) on peut prendre t5 = /2.

On a |ty,t2] = [1,V/2] et ¢ € C*([1,v/2]). Puis é(|t1,t2]) = ¢([1,v/2]) = [#(1), #(v/2)] = [1,¢] (car ¢ est croissante sur

[1,/2]) et f est bien continue sur [1,e]. Donc on peut appliquer la formule de changement de variable :

e e
— Premiére méthode : On remarque que (Inf + 1)’ = 7, et alors / = / (Inf+1)"Y2(Inh + 1) db
1 1
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O=e 0=0-
/ é dé = # do
9=1 0v/InO +1 =0, 0vIn0 + 1

O=0(t2) 1
= ——d#
/6'¢(t1) 0v/Inf +1

t=to
= / 2t exp(t —1)dt
t=t, exp(t? — l)s/ln exp(t? — 1)
=V2 gy

v
t=v2

:/ 2dt (car V12 = |t| = t car t > 0)
t

=1
= 24122

=2V2 -2

1
6.6 /de
2 —x+1

Il s’agit de primitiver une fraction rationnelle en =, on va donc la décomposer en éléments simples.

Le degré du numérateur est deg(x+1) = 1 qui n’est pas supérieur ou égal au degré du dénominateur deg(z? —z+1) = 2,

donc pas de division.

On factorise le dénominateur. Le discriminant de #2 —x + 1 est A = —3 < 0, donc 22 — x + 1 est irréductible sur R.
z+1 Mx+ N

La décomposition en éléments simples sera — = avec M = N = 1. Donc rien a faire.
v —z+1 a¢—2x+1

1
Dans / f;—l—l dx on cherche d’abord un logarithme puis un arc tangente.
2 —x

Pour le logarithme : On veut avoir au numérateur (z2 — z + 1)’ = 2z — 1, donc

z+1 2z + 2
T de=L1 /== 4
/foerl v 2/x27x+1 *
20 +2—-1+1

—_———dz
22—z +1

l/ 2z — 1 n 3 da
2 \22—2+1 22—x+1

2 /
1 (:L' —ZC+1) 3/ 1
W mrt g8 [ 2 g
2/ 2 —z+1 T3 22 —x+1 .

(I

1
_1 2 3
= 5111(% *$+1)+§/mdx
Pour l'arc tangente : On a 22 —x +1 = ax? +bx +caveca = 1, b = —1, ¢ = 1, le discriminant est A = —3.
tvV—A-—b tv3+1
Avec le changement de variable x = 5 = \f;— on aura dz = § dt et t = 23\”/%1 = ?(2$ — 1), donc
a
2v/3 3
/wz—x+1 f t2—|—1 28 arctant 4+ C = \?)[arctan ({(2w1))+C(C€R).
Finalement
z+1 3
| (a2 V3
=5 In(x —x+1) +V3arctan 3 2z-1)|+C (C eR).
Intervalles de définition : |—oo, +00[ = R.
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1/2
6.7 / arcsin x dx
0

La fonction f(z) = arcsinz est continue sur [—1,1] qui contient [0, 3], donc on peut I'y intégrer. On fait une intégration

par parties. On dérive u(z) = arcsinz, on primitive v'(x) = 1. Alors v/(x) = ﬁ et v(z) =z et

/arcsin:rdx = (arcsinz)(x) — /(\/1177)@) dz
= zarcsinz + 1 /(1 — 227V (1 — 2 dx

1 (1 _ .272)1/2
2 1/2

=gzarcsine +v1—22+C (C eR).

+C

= rarcsinz +

Intervalles de définition : [—1,1].
1/2 1/2
Alors / arcsinx dzr = [m arcsinx + /1 — mZ}O = (% arcsin% + \/%) — (O arcsin 0 + \ﬁ) = (%% + 73) — (0 + 1)
0
T V3

= 4+¥"
2t

6.8 / dz
) 1423

Il s’agit de primitiver une fraction rationnelle en z, on va donc la décomposer en éléments simples.
Le degré du numérateur est deg(1l) = 0 qui n’est pas supérieur ou égal au degré du dénominateur deg(1 + 23) = 3,
donc pas de division.

On factorise le dénominateur. Pour cela, on résout z3 + 1 = 0; c’est 23 = —1, dont une solution évidente est z = —1.
On divise 2% + 1 par 2 — (=1) = z + 1, on trouve 22 — z + 1. Le discriminant de 2% — z + 1 est A = —3 < 0, donc
22 — 2 + 1 est irréductible sur R. La factorisation du dénominateur sur R est donc 23 +1 = (2 + 1)(2% — 2z + 1).

. . (12 . 1 1 A Mz+ N .
La décomposition en éléments simples sera = = + avec A,M,N € R a

1423 (z4+41)(z2—241)  z41 22—z+1
trouver.

Dénominateur commun :

1 _ A(Z®—241)+(M2+N)(241) _
G40 = G D) sdonc 1= A(2? —z+ 1) + (Mz+ N)(2 + 1).

En faisant z = —1,ona 1= A(3)+ (—M + N)(0) donc A =1/3.
En faisant z =0, ona 1 = A(1) + N(1) = £ + N donc N = 2/3.
Pour trouver M :

— Premiere méthode : On donne une autre valeur a z.

Par exemple, en faisant z =1, on a 1 = A(1) + (M + N)(2) = 3 +2M + 3 donc M = —1/3.

— Deuxiéme méthode : Les coefficients de la plus grande puissance de la variable, ici 22, donnent 0 22 = Az + M 22
donc0=A+ M et M =—-1/3.

1/3 —-1/3 2/3
La décomposition en éléments simples dans R est donc = / + (=1/3)2+ 2/ )

1+23  2+1 22—z+1
Primitives :
[rse=[ (- iat) e
:%1n|z+1|fé/%dz (pour le log, on veut avoir (2% — z 4+ 1)’ = 2z — 1 au numérateur)
:%1n|z+1|—é/%dz
:%ln|z+1|fé/22z;i%dz

2z—1 -3
4 171/ d
slafz+1 -3 ey g e

2 _ 1Y d
%ln|z+1|f%/wdz+%/ z

22 —z+1 22 —z+1
dz
_ 1 1 2 1
_§IH|Z+1|—€1H(Z —Z+1)+§/m
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2241 =a2+bz+caveca =1,b= —1, c =1, le discriminant est A = —3.

tV=A—-b t\/§+ 1

Pour l'arc tangente : On a z

Avec le changement de variable z = = on aura dz = § dt et t = % = ?(22 — 1), donc
2a
/* dz / dt = 28 arctant + C = Q‘f arctan (‘/§(2z - 1)) + C (C € R). Finalement
22—z2+1 \f 12 4+1 3

1 1 1 2 1 dz
/71+23dz:§1n\z+1|—€1n(z —z+1)+3 o p——

=il|z+1| - ln(z —z+1)+3 ‘{arctan (\ég(Qz—l))—i—C

= %ln\z—l— 1] — éln(z2 —z+1)+ g arctan (?(% - 1)) +C (C eR).

Intervalles de définition : |—oo, —1[ plus |—1, +o0].

Exercice 7.
Calculer les intégrales suivantes.

J1 = /5 sin® ¢ cos* t dt

La fon(c)tion f(t) = sin®tcos* t est continue sur R, donc elle admet des primitives sur R.

Primitives : On applique les régles de Bioche. Soit w(t) = f(t) dt = sin® ¢t cos* t dt. Alors :
w(—t) = sin®(—t) cos* (—t) d(—t) = sin® t cos* t dt = w(t)

d(m

d(m

donc Bioche préconise de faire u = cost. Alors t = ¢(u) = arccosu et du = —sintdt (c’est mieux que de calculer dt =

(arccosu)’du); sit =t = 0 = ¢(uy) = arccosuy on peut prendre uy = cos0 = 1;sit =ty = § = ¢p(uz) = arccosuy

w(m —t) = sin®(7 — t) cos*(m — t ) = —sin®tcos? tdt # w(t)

) —t
w(m +t) = sin®(7 + t) cos* (7 + t) +1t) = —sin®tcos tdt # w(t)

on peut prendre ug = cos 5 = 0.

On a |uy,uz| = [0,1] mais ¢ ¢ C!([0,1]) (en fait, arccos € C°([—1,1]) et arccos € C®(]—1,1[), mais elle n’est pas
dérivable en £1).
On va donc primitiver formellement et vérifier ce qu’on trouvera.
On doit prendre un sint¢ pour avoir sintdt = — du. Puis on écrit sin? ¢ = 1 — cos? ¢ pour n’avoir que des cost :
/ sin®tcost tdt = / sin?t cos® tsint dt

= /(1 — cos®t) cos? tsint dt

= /(1 — u?)ut (—du)

= /(7u4 +u%) du

7

u o’
T - +C

1 1
7cos7t—gcos5t+0 (C eR).

On a que F(t) = 7 cos’ t — 5 cos® t est dérivable sur R, de dérivée

F'(t) = cos®t (—sint) — cos*t (—sint) = sint cos* ¢ (1 — cos?t) = sint cos*t sin®t = f(t).
Donc toutes les primitives de f(t) sont bien F'(t) + C (C € R).

z x
_ .3 4 1Ty 1. 5% 75_7 57y (1 ...7Tn_ 1.5
Alors J; 7/0 sin® tcos* tdt = [7008 t— cos t]o = (7cos 5 cos 2) (7COS 0 — ¢ cos O)

=(GOT-50°) - GO =50 = 5.
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iy
Jo = / sinucos? udu
0

2

La fonction f(u) = sinwcos®u est continue sur R, donc elle admet des primitives sur R. Ainsi, on peut 'intégrer sur

[0, 7].
Primitives : On applique les régles de Bioche. Soit w(u) = f(u) du = sin u cos? u du. Alors :

w(—u) = sin(—u) cos?(—u) d(—u) = sinu cos® udu = w(u)

w(m — u) = sin(r — u) cos? (7 — u) d(7 — u) = —sinucos® u du # w(u)

w(m 4 u) = sin(rm 4 u) cos® (7 + u) d(m + u) = — sinu cos? u du # w(u)
donc Bioche préconise de faire t = cos u. Alors u = ¢(t) = arccost et dt = —sinudu;siu=u; =0 = ¢(t;) = arccosty
on peut prendre t; = cos0 = 1; si u = ug = m = @(t2) = arccoste on peut prendre to = cosm = —1.
On a |t1,ta] = [~1,1] mais ¢ ¢ C([-1,1]) (en fait, arccos € C°([—1,1]) et arccos € C*°(]—1,1[), mais elle n’est pas

dérivable en +1).
On va donc primitiver formellement et vérifier ce qu’on trouvera.
On prend sinu pour avoir sinu du = — dt.

/sinucoszuduz —/0052 u(—sinwudu)

f/tht

_
——g-i-C

:—%cos3u+0 (C eR).

On a que F(u) = —3 cos® u est dérivable sur R, de dérivée F'(u) = — cos? u (—sinu) = f(u). Donc toutes les primitives
de f(u) sont bien F(u) + C (C € R).
- i 2
Alors Jp = /0 sinucos® udu = —3 [cos® u] ; = =% (cos® m — cos® 0) = =1 ((=1)* = (1)%) = 3
Remarque : En fait, on peut primitiver directement :
3
/sinucos2 uwdu = — /(cos u)?(cosu) du = — (cozu) +C (C eR).

/4
J3 = / sin? w cos® w dw
0

La fonction f(w) = sin?w cos® w est continue sur R, donc elle admet des primitives sur R. Ainsi, on peut I'intégrer

sur [wy, we] = [0, §].

2

Primitives : On applique les régles de Bioche. Soit w(w) = f(w) dw = sin? w cos® w dw. Alors :

2

w(—w) = sin?(—w) cos®*(—w) d(—w) = —sin® w cos® wdw # w(w)

2

w(m —w) = sin(m — w) cos?(m — w) d(r — w) = sin® w cos® w dw = w(w)

2w cos® wdw # w(w)

w(m +w) = sin(m 4+ w) cos? (7 + w) d(7 + w) = —sin
donc Bioche préconise de faire ¢t = sinw. Alors w = ¢(t) = arcsint et dt = coswdw ; si w = w; =0 = ¢(t;) = arcsinty
on peut prendre t; =sin0 = 0; si w = wy = § = @(t2) = arcsinty on peut prendre ty = sin 7 = 72
On a |t1,ts] = [0, ?] et ¢ € CL([0, g]) (en fait, arcsin € C%([—1,1]) et arcsin € C*°(]—1,1[), mais elle n’est pas
dérivable en +1).

Puis ¢([t1, t2]) = ([0, %2]) = [6(0), (*2)] = [0, 7] (car ¢ est croissante sur [0, %2]) et f est bien continue sur [0, T].
Donc on peut appliquer la formule de changement de variable.
On doit prendre un cosw pour avoir cosw dw = dt. Puis on écrit cos? w = 1 — sin? w pour n’avoir que des sinw :
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/4 wo=m/4
/ sin® w cos® wdw = sin? w cos? w cos w dw
0

w=w1
w=p(t2)
= sin? w (1 — sin? w)(cos w dw)
w=¢(t1)
t=ts
- / (1)t
t=t1
t=v2/2
= (t? —thydt
t=0

V2
120

En primitivant formellement, on aura /Sin2 wcos® wdw = /(t2 —thdt = ﬁ - % +C = isin®w— Lsin®w+C

Donc J3 =

(C € R). On a que F(w) = #sin®w — £ sin® w est dérivable sur R, de dérivée F'(w) = sin® w cosw — sin® w cosw =
2

sin? w (cosw) (1 — sin? w) = f(w). Donc toutes les primitives de f(w) sont F(w) + C (C € R).
Jy = / sin? u cos? udu
0

La fonction f(u) = sin?u cos? u est continue sur R, donc elle admet des primitives sur R. Ainsi, on peut I'intégrer sur
[0, 7].
Primitives : On applique les régles de Bioche. Soit w(u) = f(u) du = sin® u cos? udu. Alors :

w(—u) = sin*(—u) cos®(—u) d(—u) = —sin® u cos® udu # w(u)
w(m —u) = sin?(7 — u) cos?(m — w) d(m — u) = —sin® u cos® udu # w(u)
w(m 4+ u) = sin(m + u) cos®(7 + u) d(m + u) = sin® u cos® u du = w(u)
donc Bioche préconise de faire t = tanu. Alors u = ¢(t) = arctant et du = 1+t2 dt; siu=wu; =0=¢(t1) = arctan ty

on peut prendre t; = tan0 = 0; si u = ug = ™ = ¢(t2) = arctant, alors t; n’existe pas, car arctan : R — |—=F, 7.
On ne peut donc pas appliquer la formule de changement de variable (en tout cas, pas telle quelle).
Si l'on essaye de primitiver formellement, on aura (en écrivant sin? u et cos? u en fonction de tan u)

tan? u 1 2 1 1 2

.9 2

sin®u cos” udu = X du = X X dt= |[——=dt
/ /1+tan2u 1+ tan?u /1+t2 14827 1412 /(1+t2)3

qui est la primitive d’une fraction rationnelle en ¢, donc faisable en principe, mais qui est trop compliquée.

o 1A i 414 . . 2 _ 0t40 0t+1
La décomposition en éléments simples est TP = 1422 + 92

an v on aurs 1 20— ) — - o2 dn = 1 [ gin299dn = 1 [ l=cosdv 3, —
tan v on aura /((th) e )z> dt = /((‘()S v—cos* v) dv = /(sm v cosv)dv = /sm 2vdv = 4/ o=t dv =

1

+ % puis avec le changement de variable ¢t =

v — =5 sindv + C puis il faudrait revenir a ¢ puis & u puis vérifier qu’on a bien une primitive de f(u) .

8 32
On va donc suivre le conseil de linéariser la fonction f(u) :
1-— 2 1 2 1 4
f(u) = sin? wcos? u = cos Ly + C;S v_ i(l — cos? 2u) qu’on linéarise encore, puisque cos® 2u = w
1+ cos4
donc f(u) = (1 —cos®2u) = % (1 — %) = 1(3 — 3 cosdu) = § — 1 cos4u (tout ce quon a fait c’est appliquer

des identités trigonométrique pour écrire f autrement). Alors

/f(u) du = %/(1 — cosdu)du = %/(1 — f(cosdu)(4u)") du = §(u — fsindu) + C = gu — g5 sindu+ C (C € R).
Intervalles de définition : |—oco, +o00[ = R.

Alors Jy = /0 sin®u cos? udu = [%u — % sirlélu];r = (éﬂ'*é sin47r)f(§ Ofé sinO) = (877 L 0) ( 0,% 0) = g
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