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Exercice 1 (3 X 10 = 30 Points) On rappelle la définition des matrices élé-
mentaires de types I, IT et III.

Type I. Soient 1 < p,q < n avec p # g et a € R. On définit T}, 4(a) = (t;;) €

M, (R) par
1 sii=j,
tij =4 a si(i,j)=(pq),
0 sinon.

Type II. Soit 1 < p < n et soit b € R*. On définit D,(b) = (d; ;) € M, (R) par

1 sii=j#p,
di; = a sii=j7=p,
0 sinon.

Type III. Soient 1 < p,q < n. On définit £, ;, = (e;,;) € M,(R) par

1 sig#i=j#],
L)1 s =),
! L si(i,7) = (¢,p),

0 sinon.

On note G le sous-groupe de GL,(R) engendré par toutes les matrices élé-
mentaires et H le sous-groupe de G engendré par les matrices élémentaires de
type I et de type III : G = (M | M matrice élémentaire de type I, IT ou III) et
H = (M | M matrice élémentaire de type I ou III).

(i) Montrer que G = GL,,(R). [On pourra appliquer 1’algorithme de Gauf).
(ii) Montrer que pour tout élément A € H, on a det(A4) € {£1}.

(iii) Montrer que 'on a une bijection entre G/H et RY.

Solution. (i) On a clairement l'inclusion G C GL,(R). Montrons l'inclusion
réciprogie. Soit M € GL,(R). Par I'algorithme de Gauss, il existe des atrices
Ty,---,T, de type I et II telles que MT;---T, = I,. On obtient donc M =
7' Tt ea.



(ii) Si A est de type I, alors det(A) = 1 alors que si A est de type III, on a
det(A) = 1. Ainsi toute matrice de H est produit de matrices de determinant
1 ou —1 d’ou le résultat.

(ili) Considérons l'application f : G — R définie par f(M) = |det(M)].
C’est un morphisme de groupes. En effet, on a

f(MN) = [det(MN)| = [det(M) det(N)| = | det(M)]| det(N)| = f(M)f(N).

Par ailleurs, comme G = GL,,(R), cette application est surjective : pour un réel
A € R%, prendre M = diag(A,1---,1) la matrice diagonale ayant un A et n — 1
fois 1 sur la diagonale. On a f(M) = A. Pour conclure, il suffit de montrer que
H = ker(f).

On commence par 'inclusion H C ker(f). On a vu que pour tout M/inH,
on a det(M) = £1 donc |det(M| = 1 et M € ker(f). Réciproquement, soit
M € ker(f). Alors |det(M) = f(M) = 1 et det(M) = £1. On veut montrer
que M € H. Comme H contient une matrice de déterminant —1 (la matrice
E; > par exemple, on peut, quitte & remplacer M par M FE, 5, supposer que
det(M) = 1. En appliquant l’algorithme de Gauss sans utiliser de matrice de
type II, (donc seulement des matrices de type I et III), on voit qu’il existe des
matrices 11, --- , T} de type I et III telles que

Ty ---T. M = diag(A\, -+, \n))

ou diag(Ay, -+, A\n)) est la matrice diagonale ayant A1, --- , A, sur la diagonale.
On peut donc supposer que M est diagonale de la forme

M 0 - 0
M = ding(h, A | O
SRR
0 0 M\
On a la formule suivante :
1 -\ 1 0 1 1 1 0
o 1|Y 1&10 0 1] 0 )\1—110

Donc cette derniére matrice et son inverse sont dans H. Ainsi en multi-
pliant par cet inverse, on peut remplacer M = diag(A1, A2, -+, \,) par M =
diag(1, A1 A2, Az« -+ , A, ). Par récurrence, on voit qu’on peut remplacer M par
diag(1, -+ ,1, A Ao+ \,) = diag(l,--- ,1,det(M)) = I,, donc on a bien M dans
H. n

Exercice 2 (5 X 10 4+ 20 = 70 Points) Soit G = A5 C &5 le groupe alterné.

(i) Décrire tous les éléments d’ordre 2 de G.



(ii) Montrer que deux éléments d’ordre 2 de G sont conjugués dans G.

(iii) Soit  un 5-cycle. Montrer que x € G et décrire les éléments de (x)

)
)
(iv) Montrer que tout 5-cycle est conjugué a un élément de (z).
(v) Montrer que les 3-cycles sont tous conjugués dans G.

)

(vi) Soit H <« G avec H # {1}. Montrer que H = G.

Solution. (i) Par la décomposition en produit de cycles a support disjoints,
les éléments d’ordre 2 de &,, sont les produits de transpositions a support
disjoint. Comme on cherche les éléments d’ordre 2 de 25 on ne peut avoir que
les produits de deux transpositions a support disjoint. Donc de la forme 7, 37, 4
avec |{a,b,c,d}|=4.Ilyena (}) x 3=5 x 3 =15 (choix des 4 éléments a, b,
cetd: (}) choix puis choix des trois découpages {a,b} [[{c,d}, {a,c} IT{b,d}
ou {a,d} [[{b,c} de cet ensemble de 4 éléments : 3 choix). Voici la liste de ces
éléments :

(21435), (21543), (21354), (34125), (35142), (32154), (43215), (45312),
(42513), (53241), (54321), (52431), (13254), (14523), (15432).

(ii) Deux éléments d’ordre 2 de G sont de la forme 7, p7c,q €t Ty yTuv. On
cherche donc un élément o € G tel que o({a,b}) = {z,y} et o({c,d}) = {u,v}.
On commence par prendre I'unique o € G5 tel que o(a) =z, o(b) =y, o(c) = u
et o(d) =v. Si 0 € G =As, on a fini, sinon, on remplace o par ¢’ = 07,45. On a
alors 0’ € As =G et 0'(a) =y, 0'(b) =z, 0'(c) =u et o'(d) = v.

Un exemple, on prend 71,2734 €t T2 371 5. On prend o tel que o(1) = 2,
o(2) =3, 0(3) =1 et 0(4) = 5. On a alors nécessairement o(5) = 4. Ainsi
o = (23154). De plus e(0) = (=1)®> = —1 (il y a 3 inversions : (1,2), (1,3) et
(4,5)). On prend alors ¢’ = o712 = (23154)(21345) = (32154). On a o’'(1) = 3,
0'(2) =2,0'(3) =1,0'(4) =5et 0'(5) = 4. On a aussi e(0) = (-1)* =1
(il y a 4 inversions : (1,2), (1,3), (2,3) et (4,5)) donc ¢’ € As. Enfin, on a
0'm12734(0") 7" = 0'T12(0") o' T34(0") T = To'(1),0'(2)To!(3),0/(4) = T3,2T1,5 =
T2,37T1,5-

(iii) Soit z un p-cycle. On sait que e(z) = (—1)P~! (Cours Théoréme 3.9.3).
Ainsi pour un 5-cycle x, on a e(z) = (—1)* =1 et x € G. Par ailleurs, un 5-cycle
est d’ordre 5 (Cours Lemme 3.8.4) donc

(x) = {1, 2,2* 2% «"}.

(iv) Soit y un 5-cycle. On sat (Cours Proposition 3.8.7.(ii)) que les 5-cycles
sont conjugués dans &s. Il existe donc o € S5 tel que oyo~! = z. Le probléme
est que o n’est pas nécessairement dans G = 5. On va le modifier un peu.

Soyons plus précis. On écrit z = [ay, as, as, a4, az] comme 5-cycle. On peut
remarquer que {a1, az, as, aq, as} = [1,5]. De méme, on écrit y = [by, ba, b3, by, bs)
comme 5-cycle. On a aussi {b1, ba, b3, bg, b5} = [1,5]. On peut prendre o comme
l'unique permutation telle que o(b;) = a; pour tout i € [1,5]. On a bien

Uyail = U[bla b23 bSa b47 b5]0'71 = [U(bl)a U(bQ)a 0(63)7 0(64)3 U(b5)]
= [a17a27a37a43a5] =T '

Si o € G =As, on a terminé. Sinon, on remplace o par ¢’ = o[bs, b, bs, ba].
Comme [bs, b3, b, by] est un 4-cycle, on a e([ba, b3, b5, bs]) = —1 donc o’ € G. On



calcule maintenant

o'y(o’)~t = o[ba, b3, bs, by][b1, ba, b3, by, bs][ba, b3, bs, by] Lot
U[bl,b3,b5,b2,b4]0’
= [a1, a3, a5, a2,a4] = 2* € (z).

(v) Soient = [a1,ag, as] et y = [b1, ba, bs] deux 3-cycles. 1l existe a4, as, by, bs
tels que
{a17 az, as, aq4, a5} = [17 5] = {b17 bQ; b37 b47 b5}
1

Soit o la permutation telle que o(a;) = b; pour tout ¢/in[1,5]. On a cxo™ =

olai,az,aslo ' = [o(a1),0(a2),0(az)] = [b1,b2,b3] = y. Si o € G = As, on
a terminé. Sinon, on pose ¢/ = 074, 4, On a alors 0’ € G et o'z(c’)"! =
o'lar,a2,a3](0") ! = [0"(a1), 0" (a2), 0" (as)] = [b1, bz, bs] = .

(vi) Remarquons tout d’abord que |G| = |25| = 5!/2 = 120/2 = 60.Notons
aussi que le nombre de 3-cycle de G est ’2(3) = 20, le nombre de 5-cycles est
4! = 24 alors que le nombre d’éléments d’ordre 2 est 15 par (i). Ceci nous donne
20 + 24 4 15 = 59 éléments. Avec le neutre, on a ainsi décrit tous les éléments de
G.

Soit H <G tel que H # {1}. Si H contient un 3-cycle alots H contient tous
les 3-cycles par (v) et comme G est engendré par les 3-cycles, on a H = G.

Si H contient un 5-cycle z, alors il contient (x) et tout 5-cycle est conjugué a
un élément de (x) par (iv) donc H contient tous les 5-cycles. Mais [12345][12435] =
(35142) = 7y 372 5 donc H contient un élément d’ordre 2 et par (ii), le sous-groupe
H doit contenir tous les éléments d’ordre 2. Le groupe H contient donc les 24
éléments d’ordre 5 et les 15éléments d’ordre 2 donc au moins 24 + 15 = 39
éléements. Comme |H| divise |G| = 60, on doit avoir |H| = 60 et H = G.

Si H contient un élément d’ordre 2, alors il les contient tous par (ii). On a donc
T1,27T4,5 € Het T2,3T4,5 € H. On a alors [123] = (23145) = T1,274,572,374,5 € H.
Donc H contient un 3-cycle et H = G. ™



