MA202N — Contenu du cours

1 Formules de Taylor et développements limités 2
1 Préliminaires . . . . . . . . . . 4
1.1 But . . . . 4

1.2 Notations o(x) . . . . . . . . . .. 4

2 Développements limités et formules de Taylor . . . . . . . . .. .. ... ... 5
2.1 Généralités . . . . . . . .. 5

2.2 Formule de Taylor avec reste intégral . . . . . .. . .. .. ... ... 6

2.3 Formule de Taylor Lagrange . . . . . . . . . . ... ... ... .... 7

2.4 Formule de Taylor Young . . . . . . . . . ... ... ... ... 7

2.5 Exempleset DLusuels . . . . . . . ... ... ... ... .. ..... 8

3 Opérations sur les développements limités . . . . . . . . .. ... ... .... 9
3.1 Manipulation des petitso . . . . . . . ... oL 9

3.2 Corollaires : opérations surlesDL . . . . . .. ... .. .. ... ... 10

3.3 [llustration : le DL de tangente . . . . . . . . ... .. .. .. .... 12

4 Utilisation des développements limités . . . . . . . . . .. .. .. ... .... 16
4.1 Calcul de certaines limites . . . . . . . . . . ... ... ... ... .. 16

4.2 Etude locale d’'une courbe . . . . . . .. ... 17

43 Recherche d'asymptote . . . . . . .. .. ... ... ... .. .. .. 18

2 Intégration : calculs d’intégrales 20
1 Utilisation directe de primitives . . . . . . . . . . . ... ... .. .. ..., 21
2 Intégration par parties . . . . . . . ... 21
3 Changement de variables . . . . . . . . . ... ... ... 22
4 Intégrale d'une fonction rationnelle . . . . . .. ... ... ... ... ... 23
41 Btapel ... 24

4.2 Décomposition en éléments simplesdans R . . . . . . . .. ... ... 25

4.3 Intégration des éléments de 1& et 2e especes . . . . . . . . .. .. .. 29

4.4 Rappel des étapes pour le calcul de la primitive d'une fraction . . . . . 31

4.5 Application aux fonctions rationnelles en sinetcos . . . . . . . .. .. 31

uvsQ



MA202N — Notes de cours 2 /55

3 Algebre linéaire et matrices 33
1 Espaces vectoriels . . . . . . ... 34
1.1 Définition . . . . . . . . . 34

1.2 Sous-espaces vectoriels . . . . . ..o 34

1.3 Familles génératrices, familles libres . . . . . . . ... ... ... ... 35

1.4 Bases et dimensiond'unev . . . . . ... ... L. 36

2 Matrices . . . . . . . 37
2.1 Définitions et notations . . . . . . .. .. .. ... 37

2.2 Matrices et vecteurs . . . . . . . ... 37

2.3 Opérations matricielles . . . . . . . . . . .. ... 38

24 Cas particulier des matrices carrées . . . . . . . . . .. ... .. 42

2.5 Matrices et changementde base . . . . . . . . . ... ... ... ... 45

2.6 Image, noyau et rang d'une matrice . . . . .. ... ... L. 46

3 Applications linéaires . . . . . . . . ... 49
3.1 Généralités . . . . . . . .. 49

3.2 Interprétation matricielle des applications linéaires de R? dans R™ . . . 50

3.3 Changement de base et applications linéaires . . . . . . . . ... ... 53

3.4 Image, noyau et rang d'une application linéaire . . . . . . . . . .. .. o4

uvsQ



Formules de Taylor et développements
limités

Plan du chapitre

1 Préliminaires . . . . . . . . . . 4
1.1 But. . . . 4

1.2 Notations o(z) . . . . . . . . . . .. ... 4

2 Développements limités et formules de Taylor . . . . . . ... ... ... 5
21 Généralités . . . . . . . . 5
2.1.1 Unicité, parité . . . . . . . . . . ... ... 6

2.2 Formule de Taylor avec reste intégral . . . . . . . . .. ... ... 6

2.3 Formule de Taylor Lagrange . . . . . . .. .. ... ... .... 7

2.4 Formule de Taylor Young . . . . . . .. ... ... . ....... 7

2.5 Exempleset DL usuels . . . . . .. .. .. .. ... ... 8

3 Opérations sur les développements limités . . . . . . .. .. .. .. ... 9
3.1 Manipulation des petitso . . . . . . .. ... oL 9

3.2 Corollaires : opérationssurlesDL . . . . . ... ... ... ... 10
3.2.1 Somme . .. ... 10

3.2.2 Produit . . . . .. ... ... .. 10

3.2.3 Composition. . . . . .. .. ... 11

3.2.4 Inverse . . . . . . .. 12

3.25 Intégration . . . . ... 12

3.3 [llustration : le DL de tangente . . . . . . . .. ... ... .... 12
3.3.1 Quotient de DL : inverse puis produit . . . . . ... .. 13

332 Avec des formules de trigo pour I'angle double . . . . . 13

3.33 Avec la formule liant tan® et cos® . . . . .. .. .. .. 14

3.34 Avec la formule pour la dérivée impliquant cos . . . . . 15

3.35 Avec la formule de la dérivée impliquant tan? . . . . . . 15

3.3.6 Avec la dérivéede Indecos . . . .. .. ... 15

3.3.7 Avec la réciproque arctan(x) . . . . . .. ... ... 16

4 Utilisation des développements limités . . . . . . . . .. ... ... ... 16

uvsQ



MA202N — Notes de cours 4 / 55

4.1 Calcul de certaines limites. . . . . . . . . . . ... ... .. ... 16
4.2 Etude locale d'une courbe . . . . . . . . . ... 17
4.3 Recherche d'asymptote . . . . . . . . ... ... ... .. .... 18

uvsQ



MA202N — Notes de cours 5/ 55

1 — Préliminaires

1.1 But

L’intérét des formules de Taylor (parfois abrégées FT) et des développements limités
(DL) est multiple. Le principe consiste a approcher des fonctions “compliquées” par des
polynomes, en écrivant

f(x) = P(z) + erreur.
Cela permet par exemple de :
— simplifier certains calculs
— trouver des limites, lever des formes indéterminées

— connaitre le comportement local de certaines fonctions

— etc.

1.2 Notations o(zx)

Définition. Soient a un réel, f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I
contenant a. On consideérera aussi le cas ou l’on se trouve en +00 ou —oo, et dans ce cas
on demande que I ail pour borne +0o0. On dit que la fonction f est négligeable devant la
fonction g en xy (avec xy valant a ou +00 ou —o0) s’il existe :
— un voisinage V de xo (si o = a on aura V du type V =]a —n;a + n| avec n > 0, si
xo = —00 on aura V =] —oo; M| avec M € R et si xy = +00 on aura V =|M;+o0]
avec M € R)
— une fonction € définie sur V et telle que :
— lim,_,,,e(x) =0
— f(z) =e()g(x),Vr € V
On note alors f(x) = o(g(x)), qui se lit "f(x) est un petit o de g(x)” (au voisinage de
.I'[)).

Remarque. Avec les mémes notations, on suppose que la fonction g ne s’annule pas pour
x # xo. Alors f est négligeable devant g au voisinage de xq si et seulement si le quotient

f/g tend vers O :
lim M =0
T—T0 g(x)
Exemple. — In(z) = o(2) au voisinage de 0
— 2% = 0(e®) au voisinage de +00

— V= 0(1) au voisinage de 0.
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2 — Développements limités et formules de Taylor

2.1 Généralités

Définition. Soient I un intervalle ouvert, a un point de I et n un entier. On dit que f
admet un développement limité d’ordre n en a lorsqu’il existe un polynome P, de degré
au plus n tel que le reste f(x) — P,(z) soit négligeable devant (v — a)™.

Ry(2) = f(z) = Pale) = of(x — a)") .
Le polynome P,, s’écrit par exemple :
Po(z) = by + bi(z — a) + by(x —a)* + ... + by(z —a)"
ou les b; sont des coefficients réels. On écrira ainst :
f(x)=bg+bi(z—a)+by(r—a)*+...+by(r —a)" +o((x —a)")

Remarque. On peut noter que l’équation de la tangente en a, bien connue depuis le lycée,
est justement le développement limité a l’ordre 1. Dans ce cas on a méme une expression
plus précise des coefficients by et by :

fx) = f(a) + f'(a)(z —a) + o(x —a)

On verra que les formules de Taylor et les développements limités permettent de généraliser
cette formule aux ordres supérieurs.

Nous nous ramenerons toujours a des développements limités au voisinage de 0, grace
a l'observation suivante.

Proposition. Soit I un intervalle ouvert de R, a un point de I et n un entier. Soit
f une fonction définie sur I. Soit g la fonction qui a h associe g(h) = f(a + h). La
fonction f admet un développement limité d’ordre n en a, si et seulement si g admet un
développement limité d’ordre n en 0.

f(@) = Fu(z) +o((z —a)") <= g(h) = fla+h) = Po(a+h)+o(h") .
Remarque. Sil’'on souhaite faire un développement limité au voisinage de l'infini (appelé

parfois développement asymptotique), on cherchera a écrire f sous la forme

T

b b by, 1
f(:v):bo—l——1+—22—|—...+—+0(—>
x x " n

On se ramenera la aussi en zéro en posant h = %
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2.1.1 Unicité, parité

Un développement limité, s’il existe, est unique au sens suivant.

Proposition. Soient I un intervalle ouvert contenant 0, et n un entier. Soit f une fonc-
tion définie sur I. Supposons qu’il existe deux polynomes P, et Q,, de degré au plus n tels
que au voisinage de 0 :

f(z) = Py(x) +o(z") et f(x)=Qun(x)+o(z").
Alors P, = Q,,.

Proposition. Grace auzr formules de Taylor qui suivent, on démontre que si f est de
classe C" (n fois dérivable, et dérivée n-éme continue) au voisinage de xq, alors f admet
un développement limité (DL) a l'ordre n.

Grace a 'unicité du DL, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition. Soit f une fonction admettant un DL en zéro. On a les résultats suivants :
— Si f est paire, alors son développement limité ne comporte que les termes de degré
pair :
f(x) = bg + box® + byt ..+ byx®™ + 0 (xQ")
— Si f est impaire, alors son développement limité ne comporte que les termes de degré
mpair :
f(z) = biw + bsa® + bsa® ... + bop 1 2® ™ 40 (xQ”H)
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. Elle repose sur les définitions de la
parité (f(—x) = f(x)) et de Uimparité (f(—x) = —f(x)), combinées avec l'unicité du
développement limité.

2.2 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoréme. Soit n un entier et f une fonction de classe C**' sur un intervalle I et a,x
deuz réels de I, alors :

f@ = @+ e+ L o gy

w [ g ar,

Démonstration. Par récurrence.

Pour n =0, la formule est le théoréme fondamental de I’Analyse :

fla) = fla)+ [ Foae

Supposons la formule vraie au rangn—1, avec n > 1. Pour la prouver au rang n, posons :

hj[%i%%W%Mh
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et intégrons par parties en posant

(x — )"
(n—1)!"°

v(t) = f), V() =)

L= [FE ] - [ e a

n! n!

u'(t) =

ce qui donne

I, = _Mf(n)(a) + /I Mf(w—l)(t) dt

n! n

ce qui permet d’obtenir la formule au rang n et qui conclut la preuve.

2.3 Formule de Taylor Lagrange

Théoreme. Soit n un entier et f une fonction de classe C™ sur un intervalle I, a et x
deuz réels de I. Alors il existe un réel c situé entre a et x (autrement dit ¢ € [a,x] ou
bien ¢ € [x,a| selon la position relative de a et de x) tel que :

"(a "(q (n—1) a
f@) = f@+ B e -0+ B @ ap e L
% FO(e).

NB : ¢ dépend de a et de x... St a ou x changent, ¢ change aussi.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. On pourra utiliser la deuzieme for-
mule de la moyenne :

Si [ et g sont continues sur [a,b], et g est de signe constant, alors il existe ¢ dans [a, b]
tel que

[%wmww—ﬂaflmﬁ.

Corollaire (Inégalité de Taylor Lagrange). Soit n un entier et f une fonction de classe
C" sur [a,b]. Soit M un majorant de |f™| sur [a,b]. Alors on a linégalité suivante :

 fle) () 7D a)
1! 2! (n—1)

|£(b) = f(a) (b—a)* = — (b—a)""|
(b—a)

n!

(b—a)

<M

2.4 Formule de Taylor Young

Cette formule va nous permettre de démontrer la plupart des développements limités
usuels.
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Théoréme. Soit f de classe C™ sur un intervalle I. Alors f admet un développement
limité au voisinage de tout point a de I :

2f”(a)
2

o (a)

n!

f(x)=f(a)+ (x —a)f'(a) + (z — a) +...+(x—a) +o((x —a)")

Démonstration. Pour la preuve, on va utiliser la formule de Taylor Lagrange (FTL). Il
nous faut démontrer que A(x) = o((x — a)™), ot A(x) est défini par :

A@) = (@)~ f(@) ~ (&~ a)f(0) ~ (e -1 - @)

ARG

n!

Pour montrer que A(x) est un petit o de (x — a)™, on va montrer que leur quotient tend
vers 0. Pour cela, on commence par appliquer la FTL sur l'intervalle |a,x] : il existe ¢,
(noté ainsi car ¢ dépend de x puisqu’il se trouve dans lintervalle [a,x], autrement dit ¢
change quand x change) avec ¢, € [a, x| tel que

n!

Qf//(a)
2

f(@) = fla) + (z = a)f(a) + (z — a) +...+(r—a)
On remplace cette formule pour f(x) dans la formule pour A(x), on simplifie plein de
termes et il nous reste finalement

(z —a)"

(¢ () (g
Ale) = (o — a0 S (F™(ea) — F(a))

n! n! n!

Ensuite il nous suffit de remarquer que quand x tend vers a, ¢, tend vers a aussi, donc par
continuité de la fonction f™ (car f est de classe C") on a que f™(c,) tend vers f™(a),
autrement dit :

A(x)

(x—a)

= ()~ 1) 0

ce qui montre justement que

et qui conclut donc la preuve.

2.5 Exemples et DL usuels

Exemple. A titre d’exemple, on considere la fonction

1
1+2x

f(z) = sin(x) +

et on écrit les trois formules de Taylor pour cette fonction, a l'ordre 3, au voisinage de 0.
Cet exemple est laissé en exercice au lecteur, avec les indications d’étapes suivantes :

1. Commencer par écrire les trois formules de maniéere générale pour une fonction f
de classe C3, au point 0, depuis le point x : f(x) = f(0)+zf(0)+... (a compléter).
2. Calculer les dérivées successivces de f jusqu’a l'ordre 3. On pourra écrire f = u+wv
avec u(x) = sin(z) et v(z) = H%

8. En déduire les valeurs en 0 : £(0); f'(0), 7(0), £3)(0).
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4. Remplacer tout le nécessaire dans les formules de la premieére question.

Exemple. Les exemples suivants sont a connaitre par coeur!
Soit n un entier, a un réel.

T 1‘2 " "
exp(z) =14 7+ 5y + -+ 5 +ola”).
gj3 1‘5 ( 1)71 2n+1 .
Sm@):fﬂ—y%—g—P' + Gn T 1) + o(x*")
2?2 2t (—=1)mz2n .
cos(z) =1 — o + + 2n) + o(z”")
1 1 B 1
(1+1:)a:1+aa:+a( o1 )$2+ ala ) '(Oé n -+ )ZL‘ +of
- n
1
=1- 2_ ... 1) ny
1+ T +(=1)"" + o(z")

=1l+z+2+ - +2"+o(z").

11—z
Les démonstrations seront traitées en exercice.

3 — Opérations sur les développements limités

3.1 Manipulation des petits o

Proposition (Propriétées des o en zéro). Soient n et m deux entiers positifs ou nuls.

1. Sin <m, alors x™ = o(z") au voisinage de 0.

2. Somme de petits o : o(x™) + o(a™) = o(xP), ou p = min(n,m), autrement dit si

n <m, alors o(x™) + o(z™) = o(z").
3. Produit de petits o : o(z™) x o(x™) = o(x"T™).
4. Produit par une constante réelle k € R : k x o(z") = o(z")

5. Produit par des puissances de x : " x o(z™) = o(a™™)

Démonstration. Pour la preuve on revient a chaque fois a la définition, et le plus souvent

possible on utilise la remarque avec la limite du quotient.

. m _ Ve .
1. Sin <m alors T = ™" avec m —n > donc ¢a tend vers 0 en zéro, ce qui donne

bien ™ = o(z™).
2. Soient [ et g deux fonctions quelconques telles que f = o(a™) et g = o(z™

n < m. Alors on sait que xfn — 0 et %= — 0. Pour montrer le résultat, on calcule

la limite de (f + g)(z) divisé par «

(F+9)@) _ f@) , g@) _ fl2)  gla)zm

Et la on peut conclure : (x) — 0,22 et = <1 donc f+g)( — 0 ce qui donne

) xm

le résultat.
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3. De la méme maniére, on se donne f et g avec f = o(z™) et g = o(x™). Alors

(fg)(z)  f(z)g(x)

xn—i—m xn  m

tend bien vers 0 en 0.
4. Les deux derniers items sont assez similaires au précédent et sont laissés en exercice
au lecteur.
Exemples. On illustre chaque propriété :

1. z = o(1); pour tout k > 0 2% = o(1); 2* = o(z); pour tout k > 1 z*¥ = o(x) ;

2. o(1) + o(x?®) = o(1) ; o(z) + o(x®) = o(x) ; o(x?) + o(x?) = o(2?) ; etc

3. o(z?)o(x) = o(x?) ; o(x?)o(x?) = o(z*) ; o(z)o(z™) = o(z" 1) ; etc

4. 3o0(z) = o(x) ; —20(2?) = o(x?) ; elc

5. wo(z) = o(x?) ; x%0(x3) = o(x®) ; xo(x™) = o(x™™1) ; z"0(x) = o(z") ; elc

3.2 Corollaires : opérations sur les DL

Les propriétés de manip des o permettent tres facilement de démontrer les résultats
suivants. Dans toute la suite, on se donne f et g deux fonctions admettant des DL a
I'ordre n et m respectivement.

3.2.1 Somme

Proposition. Alors f + g admet un DL a 'ordre min(n, m) obtenu en ajoutant les DL
de f et de g.

Exemple. 1. f(z)=1+2z—123+0(2?), g(x) = 2—3x+ 22+ 0(z?), alors (f+g)(z) =
3—z+ 2%+ o(x?)

2. f(x) = 1+x+a?+23+22 4 0(2P), g(x) = —1—x—2*+0(2?), alors (f+g)(z) = o(x?)

3.2.2 Produit

Proposition. Alors fg admet un DL a l'ordre au moins min(n,m).

Remarque. L’ordre peut parfois étre supérieur a ce minimum, lorsque les premiers
termes des DL sont nuls (voir les exemples). Pour trouver quel est l'ordre, il est re-
commandé de faire le produit au brouillon et de repérer quel sera le petit o qui va rester.

Exemple. 1. f(z) =142z — 2+ 0(2%), g(x) =2 — 3z + 2> + o(z?), alors (fg)(z) =
2+ x — 5% + o(x?)

2. flx) =x+22% — 23+ o(2?), g(x) =2 — 3z + 2 + o(2?), alors (fg)(zx) = 2z + 2% —
723 + o(2?)
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3.2.3 Composition

Proposition. Si f admet un DL a l'ordre n en xq, si le terme constant de ce DL vaut ag
et si g admet un DL a l'ordre n en ag, alors g o f admet un DL a l'ordre n en xy obtenu
en développant la composée des DL de f et g.

Exemple.

1. DL de exp(sin(z)) a l'ordre 4 en 0 : g(x) = exp(z), f(z) = sin(x). Alors sin(x) =
xr—x3/6 + o(z), de terme constant 0. ensuite :

exp(X) =1+ X+ X?/24+ X?/6 + X*/24 + o(X*)

on remplace X par
X =2—-2°/6+o0(z")

pour obtenir

exp(sin(z)) = 1+ (z—2%/6+o(z*)) + (z — 23/6 + o(2*))?
+(z — 2%/6 + o(2*))?/6 + (x — 2°/6 + o(x*))*/24 + o(z*)

on développe en ne gardant que les termes d’ordre inférieur ou €gal a 4 et on obtient
exp(sin(z)) = 1+ 2 + 22/2 — 2* /8 4 o(z?)

2. DL de exp(cos(z)) a l'ordre 4 en 0 : cos(x) = 1—2%/2+x*/24+0(x*) terme constant
1, et autour de 1 on a exp(l + h) = exp(1l).exp(h) donc on se ramene au DL en
zéro avec le nombre exp(1) en facteur devant :

exp(cos(z)) = exp(l — 2%/2 + 2*/24 + o(x*)) = exp(1). exp(—2?/2 + 2* /24 + o(2?))

on fait le DL comme précédemment, en utilisant le DL de exp(X) et en posant
X = —22/2 4+ 2%/24 + o(x?) :

exp(cos(r)) = exp(1).exp(—x2/2 + 2*/24 + o(z*))
— exp(1)(1+ (—a%/2 + 24/24 + o(a))
+(—a?/2+ 2" /24 + 0(2"))?/2)

On peut remarquer ici que comme le premier terme qui reste du cosinus dans X
est en 22, quand on met ca a la puissance 3 ca fera x° et ca dépasse l'ordre 4, on
peut donc s’arréter a la puissance 2 dans le DL d’exponentielle. On continue donc
le calcul :

exp(cos(r)) = exp(1)(1 + —2*/2 + 2*/24 + o(x*) + 2/8)
on trouve finalement

exp(cos(z)) = exp(1)(1 — 22/2 + 2'/6 + o(z")) = e — 2%¢/2 + 2 /6 + o(a")
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3.2.4 Inverse

C’est un cas particulier de composition, en utilisant la fonction inverse a la place de
la fonction g(x).

Proposition. On suppose que f(xo) # 0. Alors % admet un DL en xqg a ['ordre n. La

partie régulicre du DL (le polynéme) peut s’obtenir par composition grice au DL de la
1

Jonction .

Exemple. DL a lordre 4 en 0 de —

cos(x)

cos(z) =1 —2%/2 + 2" /24 + o(a")
Dans la suite on posera u = —x?/2 + x*/24 + o(z*) et on utilise le DL de HL“ :

1

=1—u+u®—u®+u*+o(u?)
1+u

Comme précédemment, on voit que u® ne contient que des termes de degré strictement

plus grand que 4, donc on peut s’arréter a u® dans le DL. Finalement on obtient

1
cos(x)

= 1—(—2%/2+ 2%/24 + o(z?)) + (—2?/2 + 2* /24 + o(z*))?

= 1+22/2—2%/24 + 2* /4 + o(2?)
= 1+ 2%/2+52"/24 + o(x?)

3.2.5 Intégration

Proposition. Si f est continue et admet un DL au voisinage de xy a l'ordre n et si F
est une primitive de f, alors F' admet un DL en xy a l'ordre n + 1, obtenu en intégrant

celut de f.

Remarque. Ce résultat nécessite une propriété supplémentaire des petits o, a savoir que
['intégration d’un petit o donne un petit o de degré un de plus. On admettra ce résultat
1C1.

Exemple. Cet exemple fait partie des DL a savoir par coeur :

2 1.3 l.nJrl

In(1 =r— — 4+ —+ ... 1"
n(l+z)==x 2—1—3—|— + (—1)

obtenu en intégrant entre 0 et x le DL de sa dérivée :

1
—  =1—t+ -+ (- "
T3 + + . (D)™ +o(t")

3.3 lllustration : le DL de tangente

A titre d’exemples et d’entrainement, on vous propose de calculer le DL de la fonction
tangente de plusieurs manieres différentes.

uvsQ



MA202N — Notes de cours 14 / 55

Le résultat obtenu est le suivant :

x> 2xb

_ - = 5
tan(z) = = + 3 + B + o(x”)

Comme la fonction tangente est impaire, on sait que le terme de degré 6 est nul, son
DL a l'ordre 6 est donc identique :

Les paragraphes suivants donnent juste des indications sans fournir tous les détails.

3.3.1 Quotient de DL : inverse puis produit

sin(x)

tan(z) = cos(a)

On écrit les DL de sin et cos a 'ordre 5 :
3 5 2 4
sin(z) = x — % + 1x70 +o(x%), cos(z)=1-— % + % + o)
Ensuite on calcule le DL de —1 ] a lordre 5, comme cela a été fait dans un exemple

cos(x
précédent :
1

cos(x)

=1+2%/2+52*/24 + o(z”)

et on multiplie les deux DL en ne gardant que les termes d’ordre inférieurs ou égal a 5 :
AN 5 z?  Hxt 3 20
- = - 14+ = et 5 — hal = 5
(x 6+120+0(x))( t5+ 5 +0(:E)> $+3+15 + o(x”)

3.3.2 Avec des formules de trigo pour I'angle double

1 — cos(2x)
tan(z) = ————=
(z) sin(2x)
La aussi il s’agit d’'un quotient. Par contre il y a une petite difficulté supplémentaire : si
on part avec des DL a l’ordre 5 au début :
2% 4% 4a°
1 —cos(2z) = 22° — =~ + 0o(2°) et sin(27) =22 — — + — + o(z”) .
3 3 15
En faisant le quotient on voit qu’on peut simplifier par  en haut et en bas. Par contre,
attention, quand on fait cela ¢a simplifie aussi un z dans le petit o qui devient donc o(z?)
au lieu de o(x”) :
1 —cos(2x) 2z — % + o(z*)

sin(2z) 242 4 A2y o)

Pour que ¢a marche bien, il faut donc démarrer avec des DL a 'ordre 6 :

1 —cos(2z) =22° — =~ + —— +0(z%) et sin(2r) =22 — — + — +o(2") .
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Et la apres simplification par = on est bien a 'ordre 5 :

1 —cos(2r) - I—; + % + o(z)

sin(2r) 12 4 2 4 o(g)

Comme précédemment, on calcule donc a part l'inverse :

1 L (2 2ty (2P 2+ %)
= —_—— — o(z

3 15
212 " 14x*
3 45

= 1+

puis on fait le produit :

x3 2P 5 2¢2 14zt 3 2x°
oz = 1 o 5 — - = 5 ]
(a: 3+45+o(x)><+3+45 —|—0(:c)> x—|—3+15+0(a:)

3.3.3 Avec la formule liant tan? et cos?

1

tan®(z) = =1 + ——
(z) cos?(x)

Pour ce cas la on se trouve face au méme écueil qu’au précédent, a savoir qu’on perd 1

pour 'ordre, dans le cours des calculs. Il nous faut donc partir a 'ordre 6 au départ. On

indique ici simplement les étapes du calcul :

Cos(x)zl_%2+g—i—%z+o(m6),
cos’(r) =1 —a” + %4 - Z—f + o(z°)
COSi(:B) =142’ + 2?:64 + 147[;6 +o(2°)
_1+W1(ZE)=$2+2?$4+%§6+0(16),
R R
— x\/l + <2?$2 + 11?1 +0($4))
= +§3+21—x55+0(x5)

Attention ici : la transformation v/ 22 en x n’est pas automatique : on trouve normalement
|z|, mais il se trouve qu’ici ga marche aussi pour z < 0, car la fonction tan est impaire,
ce qui permet d’avoir cette formule.
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3.3.4 Avec la formule pour la dérivée impliquant cos

1
tan'(z) = ———
) cos?(x)
On va écrire le DL de 1/ cos? puis intégrer, donc on peut démarrer & I'ordre 4 (I'intégration
nous fera gagner un ordre), méme si ici techniquement ¢a ne change rien pour le cosinus :

4

2 4 2
cos?(z) = (1 — %—I— ;—4+0(:p4)> =1 —x2+%—|—0(x4) :

s 7 IEEEN 4
Comme précédemment on considere que c’est ﬁ, avec u = 12 — =+ o(x?)
4

2
_ 2_x_4 4 2_I_4 4 4y _ 2 2 4
=1+ 3 +o(x?) |+ | 3 +o(z") ) +o(z*)=1+2"+ 3 +o(z”) .

1
cos?(x)

On integre le DL, en utilisant le fait que le terme constant est nul car tan(0) =0 :

3.3.5 Avec la formule de la dérivée impliquant tan?

tan’(x) = 1 + tan®(z)

On peut voir ¢ca comme une équation dont 'inconnue est le développement limité cherché
(ou plutot ses coefficients). Comme la fonction tangente est impaire, on peut montrer que
les coefficients de degré pair sont nuls, donc le DL cherché est de la forme ax + ba® +
cz® + o(z?), ol a, b et ¢ sont des réels inconnus. On calcule d’abord le terme de droite :

1+tan®(z) =1+ (az + bz’ + ca® + o(z”) )2 =1+az®+2abz* + o(z?) .
Le terme de gauche quant a lui vaut
tan’(z) = (ax +ba® + ca® + o(2°)) = a + 3ba® + 5ea* + o(z?)

On identifie :

a = 1
3b = a
b¢ = 2ab.

Et on trouve a =1, b=1/3 et ¢ =2/15.

3.3.6 Avec la dérivée de In de cos

tan(z) = —(ln(cos))/(x)
Comme a la fin on dérivera la fonction In(cos), on a besoin de démarrer a l'ordre 6. On
va faire une composée de DL, en écrivant le DL de cos, celui de In(1 +u) et en définissant

2 4 ZE6 U2 US

cos(z) =1— =+ — — —— +0(z9) ln(1+u):u—§+§+0(u3)

uvsQ
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Ici U'ordre 3 suffit pour le DL du In car on va poser

2?7t Tl

u=——+——-—+o(z9

2 24 720

de sorte que o(u®) = o(z°). Les calculs donnent :

2 4 6
In(cos(z)) = In (1 + <—% + §—4 - %0 + o(z9)

N—

$2+$4 28 1 x2+m4 2+1 x? 3+(6)
= [——F—=-—=] ==+ = | —= o(x
2 24 720 2 2 24 3 2
2 gt 6 .
21 o)
L’opposé de la dérivée donne bien :
x> 220
t = — = b
an(z) m+3+15+ (z)

3.3.7 Avec la réciproque arctan(x)

On connait la formule
tan(arctan(z)) = z

Nous connaissons le développement de arctan d’ordre 5 (car sa dérivée est ﬁ) :
3 5
x x
arctan(z) =z — — 4+ — + o(2°) .
3 5
Soit tan(z) = ax + ba® + ca2® + o(2°) le développement cherché. Alors :

.]33 .’13'5 3

3
tan(arctan(z)) = a (:B iy + g) +b (x - %) + c(x)S + o(z”)
= ax+(—a/3+b)2* + (a/5—b+c)z’ +o(z”) .
Par unicité du développement limité, on doit avoir :

a =1
—a/3+b = 0
a/5—b+c = 0

On obtient encore : a =1, b=1/3 et ¢ = 2/15.

4 — Utilisation des développements limités

4.1 Calcul de certaines limites

Pour calculer la limite, on n’a besoin a priori que du DL & lordre 0, en o(1). Face a
une forme indéterminée, en général 'ordre 0 ne suffit pas, car il y a des simplifications

uvsQ
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qui se font, donc il est souvent nécessaire d’aller plus loin (ordre 3 ou parfois plus). Le
choix du “bon” ordre pour trouver la limite (pas trop grand pour éviter les lourds calculs
et assez grand pour que la limite soit déterminée) n’est pas évident et s’acquiert par la
pratique, apres essais et erreurs.

Exemple. On propose de calculer a l’aide des DL la limite
sin(x) — tan(x)

lim

z—0 1;3

On peut déja remarquer que c’est bien une forme indéterminée en zéro, puisque si on
remplace x par 0 on trouve 0/0. Comme il y a une division par x>, ¢a semble une bonne
wdée d’écrire les DL a ['ordre 3 pour commencer.

sin(z) =z — /6 + o(z?), tan(z) =z + 2°/3 + o(z?)
On remplace tout ¢a dans la fraction :

sin(z) — tan(z) _ = — 23/6 — (x + 23/3) + o(z?)

Les x s’en vont, pour les x® il reste —1/6 —1/3 = —1/2, on trouve donc

sin(z) —tan(z)  —2*/24o(2)  —x%/2 N o(x?)

3 3 3 3

Pour simplifier les petits o on utilise leurs propriétés pour voir que o(x®)/z® = o(1), ce
qui domne :
sin(z) — tan(x) 1

La limite vaut donc —1/2.

4.2 Etude locale d’une courbe

On étudie la courbe de la fonction f, autrement dit la courbe d’équation y = f(z).
On se place au voisinage de x(, on suppose que f admet un DL a l'ordre 2 :

f(x) = ao + a1(z — x0) + ao(x — 20)* + o((x — 23))

On peut déja remarquer que ag = f(zo) et que I’équation de la tangente est donnée par
le DL al'ordre 1 : y = ag + a1 (z — o) (et on a bien sur a; = f'(z9)).

On va voir que les termes suivants du DL permettent de nous renseigner sur la position
locale de la courbe par rapport a sa tangente. Pour cela on soustrait le DL de f et
I’équation de la tangente et on étudie le signe : ’il est positif, la courbe est au-dessus, s’il
est négatif elle est au-dessous. On va distinguer deux cas

Cas 1:ay#0. Alors on peut écrire
f(z) = (ap + ai(z — m0)) = az(x — 10)* + o((x — 23)) = (x — x0)*(ag + o(1))

autour de zg, f(z) — (ap + ai(z — xp)) est donc du signe de as : si ag > 0 la courbe est
au-dessus de sa tangente ; sinon elle est au-dessous.
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Cas 2 : a = 0. Alors on n’a pas assez d’'info pour conclure, car la soustraction
entre f et Péquation de la tangent donne simplement o((z — x¢)?) qui peut étre positif ou

négatif. Il nous faut donc pousser le DL plus loin. On suppose donc qu’on peut écrire le
DL a l'ordre 3, avec ag # 0 :

f(x) = ag+ ai(z — x0) + az(x — 20)* + o((x — 27))
Dans ce cas si on soustrait la tangente, on trouve
(@) = (a0 + ay(z — 20)) = as(z — 20)* + o((z — 25)) = (x — x0)* (a5 + o(1))

Cette fois, le signe est celui de ag(z — x¢), il change donc en z; : la courbe “traverse” la
tangente en x(. Si ag > 0 la courbe est au-dessus a droite de x( et au-dessous a gauche,
et si ag < 0 c’est I'inverse.

Si jamais a3 = 0 aussi, alors on pousse le DL jusqu’a trouver un coefficient non nul.
Si le coeff est d’ordre pair, on aura le méme genre de raisonnement qu’au cas 1; s’il est
d’ordre impair, ¢a sera comme le cas 2.
Exemple. On admet que l'on a trouvé les DL des quatre fonctions suivantes :

1. f(x) =1-2x+ 32 + o(z?)

2. g(x) =2 —x — 2%+ o(z?)

3. h(z) =34z — 2+ o(x?)

4. j(x) =44 22 + 2° + o(zP)
On cherche d’abord I’équation des tangentes en zéro pour chaque fonction, il s’agit du DL
a l’ordre 1 :

1. pour f :yr=1-2x
2. pourg :y,=2—x
3. pour h :y, =3+
4. pour j :y; =4+ 2x

Ensuite on soustrait ¢a aux fonctions et on étudie le signe pour avoir la position par
rapport a la tangente en zéro :

1. f(z) —y, = 32% + o(z?), toujours positif, la courbe est au-dessus

2. g(x)—y, = —x*+o(2?), négatif a droite de zéro : la courbe est au-dessous ; & gauche
de zéro c’est l'inverse, positif, donc la courbe est au-dessus

3. h(x) —yp = —x* + o(z), towjours négatif, la courbe est au-dessous de sa tangente

4. j(x) —y; = 2° + o(2®), change de signe, la courbe est au-dessus de la tangente a
droite de zéro et au-dessous a gauche.

4.3 Recherche d’asymptote

Si au voisinage de I'infini on a

a 1
f(z) = apr +a; + =4 o(—)
x x

alors f admet une asymptote d’équation y = apx + a;. Si ay # 0, la position de la courbe
par rapport a I’asymptote est donnée par le signe de as.
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Exemple.
f(z) =Va?2—-3zx+3

Pour faire un développement asymptotique, on met en facteur le terme dominant, ici x? :

f(q:):\/ﬁ(l—%—l—%):azwl—g—i—%

car Vx? = |x| = x au voisinage de +0o0.
Quand x tend vers linfini, les quotients en x et x* tendent vers 0, on pourra donc se
ramener a un DL si on pose h = % On remplace donc % par h et on calcule le DL :

\/1—§+%:\/1—3h+3h2
X X

A la fin on voudra un développement de f qui se termine avec 0(%), et comme on aura
une multiplication par le x qui est sorti de la racine, il nous faut un DL a l'ordre 2 en h.
On calcule :

V1—=3h+3h? = (1 —3h+3h)Y2 = (1+u)"?, avec u = —3h + 3h*
On rappelle le DL de (1 +u)'/? :
(L+u)? =1+ (1/2)u + (1/2)(=1/2)u*? + o(u?)

On remplace :
V1 —3h+3h2 =1+ (1/2)(=3h + 3h*) — (1/8)(=3h + 3h*)* + o(h?)
V1—3h+3h2=1-(3/2)h+ (3/2)h* — (9/8)h* + o(h*) = 1 — (3/2)h + (3/8)h* + o(h?)

On revient a f :

L’équation de 'asymptote est donc y = x — 3/2, et si on soustrait f et cette équation on
obtient % + 0(%) qui est toujours positif, donc f est au-dessus de son asymptote.

Autres types d’asymptotes. On pourra aussi rencontrer des cas ou l'asymptote n’est
pas une droite mais une parabole, auquel cas le développement limité de f en I'infini sera
du type :

f(z) = apx® + ez + ax + % + o(é)
Dans ce cas, la parabole asymptote a pour équation y = agz? + a1z + as, et la position
relative avec la courbe est donné par le signe de as.
Exemple. Par exemple, la fonction
flx) = (1 +2)V1+ 22

admet en +00 comme asymptote la parabole d’équation y = x> +x +
en effectuant le développement limité de f au voisinage de 400 :

f(l‘>:$2+$+1+i+0(1)

1

5, on peut la calculer

2 2z T

Vous étes encouragé-es a faire le calcul par vous-méme.
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1 — Utilisation directe de primitives

La toute premiere étape face a une intégrale est de regarder si I'on reconnait une
primitive, et dans ce cas de I'intégrer directement, avec la formule :

[ wyar =) Fia
si I est une primitive de la fonction f.
Exemple. X

I = / (22 + 22)e” 3 da

0
Si on pose u(z) = exp(z® + 32%) alors on obtient
W (z) = (322 + 62)e” 3 = 3(a? + 2z)e” +H

Ainsi, on reconnait donc u'(x) dans I et on peut intégrer directement :

' 11N Poet—1
I —/0 gu’(x) dx = [gu(x)] = {gemgﬁxﬂo = 3

0

2 — Intégration par parties

On rappelle que si f est une fonction de classe C!, cela signifie que f est dérivable et
que sa dérivée f’ est continue.

Proposition. Soient u et v deuz fonctions de classe C* sur [a,b], alors

/ o (t)o(t) dt = [u(t)v(t)]” —/ w(t)v'(t) dt

Démonstration. Il suffit d’intégrer la formule de dérivation d’un produit :

b b
[uv]’;:/ (uv)’:/ u'v 4w’

Remarque. Quand on est face a une intégration par parties et qu’on se demande quelle
fonction dériver, une astuce permet de mémoriser la marche a suivre, il s’agit de [’astuce

ALPES :

— ;arctan
— L :in
— P : polynome

— F : exponentielle

— S : sinus/cosinus
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La stratégie consiste alors a observer la fonction que l'on a sous les yeux et a poser pour v
(la fonction qu’on va dériver) la premiere fonction présente en suivant 'ordre de la liste.
Autrement dit, s’il y a arctan, on pose v = arctan et u' = le reste, s’il n’y en a pas on
regarde s’il y a un In et dans ce cas on pose v = In et v’ = le reste, s’il n’y en a pas on
regarde sl y a un polynome, on pose v = le polynome, etc.

Exemple. 1. Intégrale d’un polynome et d’une exponentielle
La méthode consiste a dériver le polynome (pour faire baisser son degré, donc au
bout d’un certain nombre d’intégrations, arriver a une constante) et a intégrer [’ex-
pontentielle, qui reste une exponentielle. On considére par exemple f01(2x +3)e” dx.
On pose
w(z) =2x+43, u(x)=2; Viz) =€, wv(x)=¢€"

On obtient donc
1 1
/ (27 + 3)e” dx = [(2x + 3)e™]; — / 2¢” dr = [(2x + 3)e” — 2"y = 3e — 1
0 0

2. Intégrale d’un polynome et d’un log
Cette fois on va dériver le log (pour le faire disparaitre) et intégrer le polynome. Par
exemple, on va intégrer [ (z*+ 1)In(z)dx. On pose donc

1 4
u(z) =In(z), u'(x)= e V) =2"+1, ov(r)= % +x
On obtient donc :
Ji@ + Din(a)de = (@) +o0)lf = [{(5F + )} de
= (§+e)— [[F+1de
64 x e
= <Z4+6)_[16+x]1 )
= (o -(Gre- -1 =%+ 4

3 — Changement de variables

Proposition. Soit f de classe C° sur [a,b] et o de classe C' sur [a, f] et telle que
o([a, B]) C [a,b]. Alors :

»(B) B
/ f(@) de = / Flot) (8) dt
o(a) a

Démonstration. Soit F' une primitve de f sur [a,b]. Comme [a,b] contient ¢([c, B]),
F o est de classe C* sur [, 8] et on a la formule de dérivation

(Fop) =(Fop)xy¢ = (fop)xy¢

Ainsi, on peut calculer

IPre) @ de = [P(Foypy(t)dt

= [Fogl;
= F(p(B)) - Fp(a))
= [FI%0)

J29 f(x) da
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Exemple. Calculons J = fol V1 —a2dx. On propose de faire le changement de variable
swivant :

xr = @(t) = sin(t)
On déroule toutes les vérifications et les calculs préliminaires nécessaires avant de pouvoir
appliquer la formule de changement de variable :

f(z) =1 —a? est continue sur [0, 1]
pourx =1,t= 75, pourx =0,1 =0, on choisit donca=0,8= 73

¢ = sin est bien C' sur [0, ] et sin([0, 5]) = [0, 1]

on calcule @' (t) = cos(t)
On écrit parfois la derniere étape sous la forme

x =sin(t), donc dx = cos(t)dt
On peut donc appliquer la formule de changement de variable :

J = 07r/2 1 — sin®(¢)(sint)’ dt
f07r/2 costcostdt

OW/ % cos? t dt

= fow/2 (1 + cos(2t)) dt
%[t—l- sm§2t)]6r/2

™

4

ot on a utilisé plusieurs formules de trigo :

sin? +cos® =1, cos(2t) = 2cos’t — 1

4 — Intégrale d’une fonction rationnelle

Définition. On dit que [ est une fonction rationnelle lorsque f est le quotient de deux
polynomes a coefficients réels (ou complexes).

On rappelle que la toute premiere méthode d’intégration consiste a essayer de recon-
naitre directement une formule de primitive, ou bien a deviner un changement de variable
(si ca marche c’est tjs beaucoup plus simple que la méthode générale pour les fractions...).

Exemple.
1
2r 41
/ 2:c—+d3: =[n|z*+2+2|j=In4—-In2=1In2
0 TEH+ax+2
car on a reconnu la fraction % (avec u = x* + = + 2) qui s’intégre donc en In |ul.

Dans cette partie, on présente un algorithme qui permet de trouver la primitive d’une
fraction rationnelle

P(x)
f(z) = :
Q(z)
ou P et () sont des polynomes. Dans toute cette partie, on va prendre comme exemple la
fraction rationnelle :

20— 20t — 23 + 422 — 6 + 24 P
(22 +2)(z —2)? Q

fx) =
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— Si deg(P) < deg(Q), on passe a ’étape 2.
— Si deg(P) > deg(Q), on fait la division Euclidienne de P par Q.
Si deg(P) > deg(Q), on peut se ramener au cas deg(P) < deg(Q) grace au résultat

admis suivant.

Théoréme (Division Euclidienne des polynomes). Pour tous polynomes P et () avec
Q # 0, il existe un unique couple de polynomes M et R tels que

P=MQ+R, deg(R) < deg(Q).

Dans ce cas, on peut alors écrire

g =M+ g, avec d(R) < d(Q)
et on est donc ramené au cas précédent.

Evidemment, il faut quand méme étre capable de calculer M et R. On va faire cela par
division euclidienne de polynome. Ca marche comme pour la division entiere classique,
sauf que les monomes z* jouent le role des puissances 10* des nombres en base 10. On va
voir ¢a sur un exemple.

Exemple. On considere la fraction

1) a0 =2t — 23 4+ 422 —6x+24 P
xTr) = = —
(24 2)(x — 2)? Q

Pour pouvoir effectuer la division, on a besoin de développer le dénominateur :

P_:v5—2554—2x3+4952—6x+24

Q xt — 4x3 4 622 — 8x + 8
Ensuite on pose la division (voir la vidéo pour le commentaire oral) :
4 ¢ 3
\4_.' x® .2 x' 2 s lx®_ 6 +24 ?(q—-l# 7(31-6x1-?x+3
S [N

"‘(" A SN AL I (VO

= ALl ) x + 2

\’V\/

4 3
O +2xt _§yx + [2x* 2l 4 2 M (quotient)

~(2x 42, x>~ b x + 16)

2y +§

R (reste)
Et on trouve finalement

2x 4+ 8
(22 +2)(x —2)?

fl@)=z+2+
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4.2 Décomposition en éléments simples dans R

La méthode générale d’'intégration des fractions consiste a réécrire f sous une forme
qu’on sait intégrer, on appelle cela la décomposition en éléments simples.
Définition. On appelle élément simple :

— de premiére espece toute fonction rationnelle de la forme

po A
(x — 1)

ot a e N AeR z €R,
— de seconde espéce toute fonction rationnelle de la forme
. Bx+C

(22 4+ bx + ¢)P

ou B €N*B,C,b,cc RV —4c<0
Pour une fraction f = £ on a deux cas, selon que le degré de P est plus petit que

Q
celui de @) ou pas.

4.2.1 Premier cas : d(P) < d(Q)

Proposition. — @ se factorise dans R sous la forme
Qr) = K(x —2)™ ... (x — 2,)(2® + byw + 1) . (2 + byw + ¢,)™

avec : Vi # jox; # xj, Yk # 1, (b, ) # (b, cr) et bf —4de; < 0 (autrement dit les
morceaux d’ordre 2 ne se factorisent pas dans R)

— il existe des constantes A;j, By, Cyy telles que

P(x A Aley A Ay,
@) _ SR
Q(x) (z — 1) (z —ay)n ( — ) (x —ap)or
Bz +Cy Bl,81$ + 0151 Bqll‘ + Oql
($2+b1$+0l13)1 +C’ (22 +bix+ca)h T (2 by + ¢y
Bq v ab
++ qPq q

(2% + gz + ¢q) "

A retenir : pour chaque racine on somme tous les éléments de premiere espece jusqu’a
la multiplicité «; et pour chaque élément de deuxieme espece on les somme tous jusqu’a
la multiplicité g;.

La difficulté va étre ensuite de calculer les coefficients inconnus A;;, By, Ci. L'idée
va étre de multiplier par le morceau concerné de multiplicité maximale (x — z;)% ou
(2% + bpx + c)“, éventuellement de dériver un certain nombre de fois, et de calculer
I’expression en un x judicieusement choisi de maniere a faire disparaitre un maximum de
termes. Pour les élements de premiere espece, 1'idée est de calculer les coefficients associés
a chaque élément et de commencer par le coefficient associé a la plus grande puissance,
et d’y aller en décroissant. Avec les notations de la proposition, ¢a donnerait donc de
calculer :
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— Ay, : multiplier par (x — z1)* puis évaluer 1’égalité obtenue en x;

— Aja, -1 multiplier par (x — x1)*, dériver une fois, puis évaluer 1’égalité obtenue en
x1 (attention, on ne dérive que le morceau correspondant & P/Q), car tous les autres
vont disparaitre, cf exemples)

— Ajo : multiplier par (z — x1)*, dériver ay — 2 fois, puis évaluer 1’égalité obtenue en
T

— Ay; : : multiplier par (z — x1)*, dériver ay — 2 fois, puis évaluer ’égalité obtenue
en ry.

— idem pour les autres : As,,, puis Asa,—1, ... puis Agy puis Ag; en dernier.

Pour les élements de deuxieme espece, soit on procede pareil dans C, soit on calcule des
valeurs particulieres et des limites, pour obtenir des équations qui permettent de déteminer
les By, Ci;. On va voir ¢a dans des exemples.

Exemple. On considere la fraction

x+4
(24 2)(x — 2)?

g(z) =

La proposition nous dit qu’elle admet une décomposition sous la forme

I = g (x—2)2 2242

Pour trouver Ay, Ay, B et C' on procéde comme suit. On peut soit commencer par les A;
soit par les B et C, c’est égal. Disons qu’ici on commence avec les A; : on commence par
le morceau de degré le plus élevé (c’est toujours le plus efficace), c’est-a-dire As. Pour
trouver As, on multiplie toute 'égalité par son dénominateur, qui est (z — 2)? :

s Az =2 Ay(x—2)? (Bx+C)(x—2)*
=2 (x —2)? x? + 2

g(x)(z - 2)

On remplace g par son expression :

(x+4)(z —2)? (Bz + C)(x — 2)?

(24 2)(x — 2)? 2+ 2
et on simplifie tout ¢a :
r+4 (Bx 4+ C)(z — 2)?
———— =A(x—-2)+ A
T D A A

et la on peut remarquer que si on choisit x de maniére a annuler le morceau par lequel
on vient de multiplier, a savoir x = 2 pour annuler (x — 2)?, tout disparait presque sauf
le bout associé a g et Ay :

2+4

6
=9 ———— =0+ A45+0 Ay ==-=1
X = (22+2> + Ag + ~ 2 6
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Pour Ay on fait la méme chose (sauf que cette fois on sait que Ay = 1), on multiplie par
(x — 2)2, et cette fois on va dériver une fois avant d’évaluer l’égalité en v =2 :

s Ai@—2?  (z-2° (Br+C)x-—2)’

-2
gl@)(z=2) x—2 (x —2)? x? + 2
On simplifie d’abord :
r+4 (Bx +C) 5
———=Ar—-2)+ 14+ —=(x—2
) B R p

On dérive, en prenant soin de gérer la fraction en Bx + C' comme un produit uv ou
v = (x —2)? afin de ne pas perdre de vue que ¢a va s’annuler en x = 2 (en gros, le seul
morceau qui va rester sera g, donc on me dérive que g et on ne dérive surtout pas les
autres fractions) :

2 !/
s st s (B w-op e B D ey
On remplace a nouveau x par 2 :
2
A ce stade, on a donc déja trouvé Ay et Ay :
x+4 -1 1 Bx+C
g(x) = +

1@ —2¢ 20-2) " @w-22 Z12
Pour calculer B et C' on va tester les différentes astuces possibles : choisir de bonnes
valeurs et calculer des limites en ['infini.

— Choisir une “bonne valeur” : la on peut voir que si on prend xr = 0 on n'aura plus
que C' comme inconnue :
+

90 = 0-2F “20-2 -2 T 0r2

ce qui nous donne ict C =0

0+4 —1 1 0+C

— Limite en +00 : si on regarde le morceau zﬁig, on voit qu’il est équivalent a B/x,

donc sa limite en +oo sera 0, ce qui n'est pas trés utile comme information pour
trouver B. Par contre, on remarque que si on multiplie ce morceau par x, alors la
limite devient B. L’ idée est donc de multiplier g par x :

() (r +4)x = & Bz?
x)r = =
g @2+ —-22 2@-2)  (@-2?¢ 22+2

et de faire tendre x vers linfini dans cette égalité :

-1
0= 5 +0+ B

ce qui nous donne B =1/2.

Finalement, on a décomposé g :
r+4 —1 1 T

90 = e =3 e T 1@ D

On peut donc calculer une primitive G de g, par exemple sur l'intervalle |2, +oo[ :

v+4 1 11
- = hje—2— —— +>ln|z?+2
Gle) /(a:2+2)(x—2)2 p e —2= o gl + 2
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4.2.2 Deuxiéme cas : d(P) > d(Q)

On peut se ramener au cas précédent grace au résultat admis :

Théoréme. Pour tous polynomes P et Q) tels que d(P) > d(Q), alors il existe un unique
couple de polynomes M et R tels que

P=MQ+R, d(R) < d(Q)
Dans ce cas, on peut alors écrire
P

R
G- M+ 0 avec d(R) < d(Q)

et on est donc ramené au cas précédent. Evidemment, il faut quand méme étre capable de
calculer M et R. On va faire cela par division euclidienne de polynome. (a marche comme
pour la division entiere classique, sauf que les monomes z* jouent le role des puissances
10* des nombres en base 10. On va voir ca sur un exemple.

Exemple. On considere la fraction

x5—2x4—2x3+4x2—6x+24_}7
(24 2)(x — 2)? T Q

Pour pouvoir effectuer la division, on a besoin de développer le dénominateur :

fz) =

P 2®—22* — 2% + 422 — 6+ 24

Q  xt—423+622—8r+8

Ensuite on pose la division (voir la vidéo pour le commentaire oral) :

_,,__,\______/P L Q
/______/

. .
4,(9 S22 L ux 6 424 x“-uxxex‘:@g
-(7( - bt + 6 x3 8 4.3)() x 42 B
\——W

¥ 3
O + 2x* _8x® L [2x* + 24 M (quotient)

- (27‘“- §x3 & lTx*- |6 x +lé)

2y +§
-——
R (reste)
Et on trouve finalement
2 + 8 x+4
fl@)=z+2+ e o T ey o 2T 9(x)

En utilisant ce que l'on a trouvé précédemment pour g(x), on calcule une primitive F' de
f sur]2,4o00] :
x? 2

1
F(:I;):?+2x—ln|x—2l—m—|—§ln\x2+2|
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4.3 Intégration des éléments de 1lé et 2¢ especes

4.3.1 Premiére espéce

Les éléments de premiere especes sont donc du type

A4
(x —a)"

On reconnait des fractions du type
/

un
avec u = r — a, et on a donc pour l'intégration

—n—+1
/ / /Au,u_n:Au A 1A 1
a:—a

—n+1 (1-n)urt (1-n)(x—a)n?
4.3.2 Deuxiéme espéce

Cas général. Pour le cas général, on se retrouve a calculer ce genre de primitives :

Bt+C
/—+ dt
(t2 + bt + c)»
avec n € N* et b> — 4c¢ < 0 (autrement dit le dénominateur ne se factorise pas dans R).

La méthode dans ce cas consiste a couper la fraction en deux morceaux, I'un qui sera de
la forme u'/u™ et I'autre qui sera de la forme d/u"

Bt+C B 2t+b C — Bb/2

(12 + bt + )" 5(752+l)t+c)"Jr (t2 + bt + )"

Intégration du premier morceau. Il est de la forme constante xu'/u™ car on a bien
pris soin de faire apparaite 2t + b qui est justement la dérivée de t? + bt + ¢, on peut donc
intégrer en v /(—n +1) :

/ 2t+b / / u "t (P bt 4 o)
(24 bt +c)" T i+l —n+1

ce qui se réécrit encore

/ 2t +b dt_(t2+bt+c)*”+1_ 1 1
(L2 bt +c)n —n+1 (1 —n) (2 + bt +c)n?

Intégration du deuxiéme morceau. Il est de la forme constante fois 1/u™ ou u est
un polynome de degre 2 irréductible dans R, il nous faut donc savoir intégrer

[
(t2 4+ bt + c)”

Il y a plusieurs étapes :
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1. On commence par un changement de variable pour se ramener a l'intégrale suivante :

Pour cela, on met le trinome sous forme canonique :

b b? b 4c — b?
P4btte=(0t+=)——=+c=(t+ =)
thtte=(t+5) - +c (+2)+ 1
avec 4c — b? > 0, on peut donc factoriser :
de —b* 4 b
t2 + bt +c= t+ =) +1
Thtte=——( =Rttty +D

a une constante pres on est donc ramené au calcul de primitive suivant

1

/ (et + 52+ 1)

pour lequel on fait le changement de variable u = ,/ﬁ(t + %), ce qui donne
finalement la primitive suivante a calculer

|

Evidemment, ici il ne s’agit en aucun cas de retenir la formule par coeur, mais juste
de retenir le cheminement, la méthode !

2. Emnsuite il y a deux cas :
— Sin =1, c’est terminé, car on sait qu’'une primitive de u%ﬂ est arctan x
— Sin > 1, on fait le changement de variable :

dv

u=tanv, du=—
cos? v

on est donc amené a calculer la primitive

1 1 -
/tan271+10082vdv:/(cosv)2 v

que l'on pourra calculer soit par linéarisation, soit par récurrence (a voir en

TD).

Exemple. On considére la fraction

o +4 1
22 L4+ 8 1214+ 8
ST AT

t+1

)= s

2t +4
214t+8 A2+ 1211

1

2

1

224+ 4t 438 ?+2P+4
1 1
2
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Le premier morceau s’intégre facilement car on reconnait u'/u qui s’intégre en In |u| :
1 2t+4 1
= _In|t*+4t+8
/ 224+ 4t+8 2 | |

Pour le deuziéme on fait le changement de variable w =t/2+ 1, du = dt/2, quand t vaut
x alors u vaut x/2 + 1, ce qui donne

/901 1 o 1/"’0/“1 2du 1 . ($+1)
- —_ — = —arctan(—
4(t/24+1)2+1 4 w?+1 2 2

Finalement, on trouve pour la primitive de f la fonction F' :

1 1
F(x):éln]t2+4t+8|—§arctan (g—i-l)

4.4 Rappel des étapes pour le calcul de la primitive d’une
fraction

Voic 'ordre dans lequel travailler pour intégrer une fraction de type 5 :

1. Si d°P > d°Q) alors on commence par faire la division euclidienne de P par @, cf
section 4.2.2. Sinon on passe directement a I’étape 2. Apres division, on obtient ainsi
P:M—i—g avec d°R < d°Q)

2. Une fois que l'on a g ou g avec les bons degrés, on factorise () au maximum dans
R.

3. Grace a la factorisation de (), on en déduit la décomposition de
proposition de la section 4.2.1.

P

= ou avec la
Q

Ol

4. On integre chaque élément simple :

(a) On commence par vérifier §’il n’y a pas des primitives évidentes. On pensera
par exemple a tout ce qui ressemble a f7 (qui s’'integre en In(|f])), ou a ﬁ
(qui s’integre en arctan(z)).
(b) On intégre un par un chaque élément simple, en suivant la méthode de la
section 4.3.
. On remet tous les éléments ensemble pour calculer la primitive de < (on oublie pas
5.0 t tous les élément bl leuler la primitive de § bli

le morceau en M si jamais on a effectué une division euclidienne).

4.5 Application aux fonctions rationnelles en sin et cos

Ces fonctions s’integrent en faisant un changement de variable pour se ramener a une
primitive de fraction. On suppose que la fonction f s’écrit :

P(cosx,sinx)

flz) = dx

Q)(cos x,sin x)

ou P et () sont des polynomes. Alors on a les regles suivantes pour décider du “bon”
changement de variable :
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— si “f(x)dz” est invariant par le changement x — —z, autrement dit si f(—z) =
f(z), alors on posera t = cosx;

— si “f(x)dx” est invariant par le changement z — 7w — z, autrement dit si f(r —z) =
— f(x), alors on posera t = sinz;
si

i “f(x)dx” est invariant par le changement x +— 7+ z, autrement dit si f(7+z) =
f(z), alors on posera t = tanx;

— sinon, on posera t = tan 3.

Le tout dernier changement marche a tout les coups. En effet, si on pose ¢ = tan 7,
alors on a :

1 —¢2 2t 2t 2

:—1+t2’ sin(x):—1+t2, tan(x):—l_t2, dx:—1+t2dt

cos(z)

Apres le changement de variable, on est ramené a calculer la primitive d’une fraction
en t, cf paragraphes précédents. Ne pas oublier a la toute fin de revenir a x...
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1 - Espaces vectoriels

1.1 Définition

Un espace vectoreil est un ensemble sur lequel est défini
— une addition interne

— une multiplication externe

Définition. On dit que E est un espace vectoriel sur R (ev), ou un R-espace vectoriel

(R-ev), si E' est muni d’une addition interne (+) et d’une multiplication externe (x) telles
que :

— Addition :
ExFE — FE
U,V = u4v
1. Associatwité : Yu,v,w € E, (u+v) +w =u+ (v + w)
2. Elément neutre : de € EXNue F,u+e=e4+u=u
3. Opposé :Yu e E, ' €e Eu+du =u +u=ce
4. Commutativité : Yu,v € E;u+v=v+u
— Multiplication :
RxFE — FE
Au = A
1. Associativité : Y\, p € R,Vu € E, AN(pu) = (Ap)u
2. Blément neutre : Yu € E,1.u=u
3. Distributivité 1 : YA\, p € R,Vu € E(A+ p)u = A+ pu
4. Distributivité 2 : VA € R,Vu,v € EX(u +v) = Au+ v

Exemple. Pour tout n € N, R" est un R-ev. L’addition est simplement celle des vec-
teurs, terme a terme : (x1,...,2,) + (Y1, Yn) = (L1 + Y1, - -, Tn + Yn), le vecteur nul
est (0,...,0), lopposé s’obtient en changeant tous les signes terme par terme. La mul-
tiplication est simplement celle d’un scalaire fois un vecteur. Les propriétés sont toutes
faciles a démontrer, on se réferera a la vidéo si besoin.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition. Soit E un ev et F' un sous-ensemble non vide de E. On dit que F est un
sous-espace vectoriel de E (sev) s’il est un ev pour laddition et pour la multiplication
externe de E.

Théoréme. Soit E un ev er F' un sous-ensemble non vide de E. Alors F' est un sev ssi
il est stable par addition et multiplication externe :

Yu,v € FFYAER, u+XveF
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Proposition. L’intersection de deux sev est un sewv.
(attention, pour l'union c’est en général faux)
Exemple. — {(z,y) € R? 2z + 3y = 0} est un sev de R?
— {(z,y) € R? 2y = 0} n'est pas un sev de R?
— {(z,y) e R*, x +y = 1} nest pas un sev de R?
— {(z,y) € R* x = 0} est un sev de R?

1.3 Familles génératrices, familles libres

Définition. Soit (%)ie{l,...,n} une famille de vecteurs d’un R-ev E. On appelle combinai-
son linéaire des (xz-)ie{17._,,n} tout vecteur qui s’écrit comme une somme du type

n
E i
i=1

ou les \; sont des réels non tous nuls.

Remarque. L’ensemble F' des combinaisons linéaires des ($i)¢e{1,...,n} est un sev de F.
C’est le plus petit sev contenant tous les x;. On le note

Vect(l’i)ie{l,...,n}
et on lappelle sous-espace vectoriel engendré par les (x;)icq1,. n}-

Définition. Soit E un R-ev er V une famille de vecteurs de E. On dit que V est une
famille génératrice de E si le sev engendré par )V est égal a E :

Vect(V) = E

Exemple. — (1,0) engendre la droite vectorielle {(z,y) € R y = 0}
— {(1,0),(0,1)} est une famille génératrice de R?
Définition. Soit E un R-ev et V une famille de vecteurs de E. On dit que V est une fa-

mille libre st pour tout entier n > 1 et pour tous vy, ..., v, vecteurs deV on a l'implication
sutvante :

Z)\ﬂ}z:o < \=0,vi=1,..,n
i=1

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.

Remarque. Une famille est libre si aucun vecteur de 'V n’est combinaison linéaire d’autres
vecteurs de V.
Exemple. — {(1,0),(0,1)} est une famille libre de R*

— {(1,2,0),(1,0,3)} est une famille libre de R3

— {(1,0,1),(1,1,0), (—1,—3,2)} est une famille liée.
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1.4 Bases et dimension d’'un ev

Définition. Une famille libre et génératrice d’un ev E est appelée une base de E.

Proposition. Soit E un R-ev admettant une base (&;)i=1.n. Alors tout vecteur x € E
s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des e; :

n
xr = E €T;€;
i=1

Les (x;)i=1.n s appellent les coordonnées de x dans la base (€;)i=1.n-

Démonstration. La démonstration repose sur le fait qu’une base est a la fois une famille
génératrice (ce qui donnera l’existence des coordonnées) et une famille libre (qui nous
permettra de prouver l'unicité). La preuve est laissée en exercice, elle est compléte dans
la vidéo.

Exemple. (1,0,...,0),(0,1,...,0),...(0,0, ..., 1) est une base de R", appelée base canonique
de R™. Par exemple :
— dans R? : il y a deux vecteurs dans la base canonique e; = (1,0),eq = (0,1)
— dans R? : trois vecteurs pour la base canonique e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 =
(0,0,1)
— dans R* : quatre vecteurs pour la base canonique e; = (1,0,0,0),es = (0,1,0,0),e3 =
(0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1)

— etc.

Théoréme. Soit E un R-ev de dimension finie. Alors toutes les bases de E' ont le méme
cardinal (nombre de vecteurs), appelé dimension de E.

(si E = {0} alors dimFE =0)
Exemple. dimR"” =n

Proposition. Soit E un R-ev de dimension n avec n > 0, alors :
— Toute famille libre de n vecteurs est une base de FE
— Toute famille génératrice de n vecteurs est une base de E

Exemple. Il est tres utile de savoir trouver rapidement une base a partir des équations
d’un sous-espace vectoriel, on en donne quelques exemples :

— Py ={(z,y,2) €R% 2 + 2y — 2 = 0}
T F2:{(x7?/72)€R37$+2?J_Z:0,$+y—22:0}

Ces exemples sont laissés en exercice, la solution complete est dans la vidéo.
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2 — Matrices

2.1 Définitions et notations

Définition. FEtant donnés deux entiers m et n strictement positifs, une matrice a m
lignes et n colonnes est un tableau rectangulaire de réels A = (a; ;)1<i<m1<j<n-
L’indice de ligne © va de 1 a m, lindice de colonne 7 va de 1 a n et on représente la
matrice A ainsi :

aii a5 Q1n
A=(aij) =] apn i j i
a/m,l e am7] . .. am7n

Les entiers m et n sont les dimensions de la matrice, a;; est son coefficient d’ordre
(4,4)-

Exemple. La matrice

-2 2
A= 7 0
1 1
est une matrice a n = 3 lignes et m = 2 colonnes, ses coefficients valent : a1 = —2,

ay12 = 2, a21 = 7, etc.

Définition. L’ensemble des matrices a m lignes et n colonnes et a coefficients réels est
noté My, n(R). Lorsque n = m, on le note M, (R) ; un élément de M,,(R) est appelé une
matrice carrée de taille n.

2.2 Matrices et vecteurs

On identifie le plus souvent M;(R) (matrices carrées de taille 1) a R et suivant les cas
M1 (R) ou M1, n(R) a R™.

Soit S = (uy, ..., u,) une famille de p vecteurs de R", avec pour tout j entre 1 et p,
ayj ainx ... Qip

uj = ... |, alors la matrice A définie par A = (obtenue en mettant
Apj ap1 ... Qpp

les vecteurs u; en colonnes) représente S dans la base canonique de R".

Exemples. 1. Par exemple, la matrice identité (nulle partout, avec des 1 sur la dia-
gonale) représente la base canonique de RR™
1 -1 3 6 1 -1
2. B = 2 0 4 3 représente les vecteurs u; = 2 |, uy = 0 1,
3 2 5 -1 3 2
3 6
ug=| 4 |, ugs = 3
5 -1
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2.3 Opérations matricielles

L’ensemble M,, ,,(R) est naturellement muni d’une addition interne (on peut ajouter
deux matrices de mémes dimensions terme & terme) et d’une multiplication externe (on
peut multiplier une matrice par un réel terme a terme). C’est un espace vectoriel pour
ces deux lois.

2.3.1 Egalité

Remarque. Deux matrices A et B sont égales si et seulement si elles sont de méme
taille et tous leurs coefficients sont identiques. Autrement dit, si A = (a;j)1<i<nileqi<p €t
B = (bij)1<i<m,leqj<q aloTs

I.n=metp=yq

2. pour tout couple i,j on a a;; = by;.

2.3.2 Addition

Si A = (a;;) et B = (b;;) sont deux matrices de M,, ,(R) (de méme taille donc), leur
somme A + B est la matrice (a;; + b; ;), autrement dit on ajoute les coeflicients terme a
terme. Par exemple :

3 8 +40 |7 8
4 6 1 -9 |5 -3

L’addition hérite des propriétés de I'espace vectoriel :
— associativité : (A+ B)+C =A+ (B+ (),
— commutativité : A+ B = B + A.

On ne peut pas ajouter des matrices de tailles différentes...

2.3.3 Multiplication externe (par un scalaire)

Si A = (a;;) est une matrice de M, ,(R), et X est un réel, le produit A\A est la
matrice (Aa;;), autrement dit on multiplie chaque coefficient de la matrice par le réel .

Par exemple :
4 0 8 O
2 X =
[1 -9:1 [2 -13]

Grace a cela on peut facilement définir I'opposé d’une matrice :
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2 -4 _|-2 4
7 10| | -7-10

Pour I'opposé, on note (—1).A = —A.
On définit également la soustraction de deux matrices, comme étant la somme de A avec
—B:

3 8 4 o |-1 8
4 6 1 -9 | 3 15

Les propriétés d’espace vectoriel sont les suivantes :
— associativité (Au)A = A(pA),
— distributivité 1 : (A + pu)A = ANA + A,
— distributivité 2 : \(A+ B) = AA + A\B.

2.3.4 Produit matriciel

C’est I'opération la plus importante (et la plus délicate a maitriser au début).

Définition. Soient m,n,p trois entiers strictement positifs. Soit A = (a; ;) une matrice
de M, »(R) et soit B = (b;) une matrice de M,,,(R). On appelle produit matriciel
de A par B la matrice C € M,,,(R) dont le terme général c; est défini, pour tout
1=1,...,m et pour tout k € 1,...,p par :

autrement dit le coefficient de la 1-eme ligne et j-éme colonne de la matrice produit C
se calcule en sommant les produits terme a terme de la i-éme ligne de la matrice A avec
ceux de la j-éme colonne de la matrice B.

Remarque. Attention! La multiplication n’est possible que si les tailles des matrices A
et B sont compatibles : le nombre de colonnes de A doit étre égal au nombre de lignes de
B. Si A est de taille (m,n) (m lignes, n colonnes) et B est de taille (n,p) (n lignes, p
colonnes) alors le résultat C' est de taille (m,p) :

(m,n) x (n,p) — (m,p)

autrement dit C' a autant de lignes que A et autant de colonnes que B.
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Pour effectuer ce produit, nous conseillons d’adopter la disposition suivante, en placant
B au-dessus et a droite de A, comme sur les deux schémas suivants :

9% ,..M‘Elf‘

by |b, 2,

bZ.Z b2.3 /

e f
g h

a,, |a3ll e ——- o

=T a b ae +bg af + bh
R c d ce +dg cf +dh
Exemple. Prenons les deux matrices suivantes :
1 1
0o 1 -1 =2
A= ?_:1)) et B—(_3 9 0 1).

La matrice A a 3 lignes et 2 colonnes, la matrice B a 2 lignes et 4 colonnes. Le produit
AB a donc un sens : c¢’est une matrice a 3 lignes et 4 colonnes et [’on a

11 -3 -1 -1 —1
2 3 <_g _; _é _f): -9 —4 -2 -1
1 -1 3 3 -1 -3

Remarque. Le produit matriciel a toutes les propriétés que l'on attend d’un produit, sauf
qu’il n’est pas commutatif, autrement dit AB # BA (en général).

Proposition. Le produit matriciel posséde les propriétés suivantes.

1. Associativité : Si les produits AB et BC' sont définis, alors les produits A(BC) et
(AB)C le sont aussi et ils sont égau.

A(BC) = (AB)C' .

2. Linéarité a droite : St B et C' sont deux matrices de mémes dimensions, si A et |
sont deux réels et si A a autant de colonnes que B et C' ont de lignes, alors

A(AB + uC) = MAB + pAC .
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3. Linéarité a gauche : Si A et B sont deux matrices de mémes dimensions, si X et
sont deuz réels et st C' a autant de lignes que A et B ont de colonnes, alors

(M + uB)C = NAC + uBC' .

Définition. On appelle matrice unité ou identité, notée I, si elle est de taille n, toute

matrice carrée qui possede des 1 sur la diagonale et des 0 partout ailleurs. Par exemple :
10

13: 0
0

_— o O

1
0

Alors I,, est 1’élément neutre de la multiplication dans M, (R), et méme plus précisément
on a :

Proposition. Pour toute matrice A dans M,,(R), on a Al, = [,A = A.

2.3.5 Transposition, matrices transposées

Définition. Etant donnée une matrice A = (a;;) de My, ,(R), sa transposée, notée AT
ou encore A' ou bien 'A est la matrice de M., ,,(R) dont le coefficient d’ordre (j,i) est

ai,j'

Pour écrire la transposée d’une matrice, il suffit de transformer ses lignes en colonnes.

Par exemple :
[e 4 24]T N
= | 4

1
1 -9 8 B
24 8

On voit sur cet exemple que la lere ligne de A est la lére colonne de 'A, la 2¢me ligne
de A est la 2¢me colonne de ‘A, etc.

Observons que la transposée de la transposée est la matrice initiale.
(A=A .

On a également d’autres propriétés faciles : (A + B)' = A" + B', (AA)" = A"
La transposée d’un produit est le produit des transposées, mais il faut inverser ’ordre des
facteurs.

Proposition. Soient m,n,p trois entiers strictement positifs. Soient A = (a; ;) une ma-
trice de My, ,(R) et B = (b)) une matrice de M,, ,(R). La transposée du produit de A
par B est le produit de la transposée de B par la transposée de A.

(AB)' = B' A" .
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Observons que le produit d’une matrice par sa transposée est toujours défini.

11

A=|2 3 ,At—(i g_})
11
2 5 0

Adt=| 5 13 1| | AtAz(g 1613)
0 —1 2

Le résultat est une matrice carrée (autant de lignes que de colonnes) et symétrique.

2.4 Cas particulier des matrices carrées

2.4.1 Matrices carrées particuliéres

Certaines matrices carrées sont notables.

— matrice identité [, (cf plus haut)

d ... 0 70 0
— matrices diagonales : D= | ... ... .. |,parexemple | 0 2 0
0 .. d, 00 —4
Ui ... Uim 7T 3 —1
— matrices triangulaires supérieures : U = ,parexemple [ 0 2 3
0 .. Upp 00 —4
li1 .. 0 7 0 O
— matrices triangulaires inférieures : L = cewee e |, parexemple 4 2 0
b1 o ln -1 1 —4

On a aussi la définition des matrices symétriques et anti-symétriques :

Définition. Soit n un entier strictement positif et A une matrice carrée a n lignes et n
colonnes.

On dit que A est symétrique si pour tous i,j = 1,...,n, ses coefficients d’ordre a; ; et a;;
sont égaux, ce qui est équivalent & dire que A est égale d sa transposée : At = A.
Similairement, on dit que A est anti-symétrique si At = —A.

Le produit d’une matrice par sa transposée est toujours une matrice symétrique. En
effet :

(AAY = (A AL = A A

2.4.2 Puissances

Définition. Soit n un entier strictement positif et A une matrice carrée a n lignes et n
colonnes. Soit p € N. On définit AP par récurrence :

AV= T, A=A, AP = Ax AP = AP x A Vp > 1
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2.4.3 Matrices inversibles

Définition. Soit A une matrice de M,,. On dit que A est inversible s’il existe une matrice
de M,,, notée A=, telle que
AAT'=A4"A=1,.

Théoreme. Soit A une matrice de M,,. Supposons qu’il existe une matrice B telle que
AB =1, oubien BA=1,. Alors A est inversible et B = A"".

Exemple. Par exemple :

1 0 —1 1 -1 1 1 -1 1 1 0 -1 1 00
1 -1 0 1 -2 1 = 1 -2 1 1 -1 O l=1010
1 -1 1 0 —1 1 0 —1 1 1 —1 1 001
Ainsi, la matrice
1 0 —1
1 -1 0
1 -1 1
est inversible et son inverse est
1 0 —1\" 1 -1 1
1 -1 0 = 1 -2 1
1 -1 1 0 -1 1

Proposition. Soient A et B deux matrices inversibles de M,,. Le produit AB est inver-
sible et son inverse est B~'A™1.

2.4.4 Application aux systémes

Soit A € M, (R) une matrice carrée. Soit b € R™ un vecteur quelconque. Chercher
un n-uplet © = (z1,...,z,) tel que Az = b, c’est résoudre un systeéme linéaire de n
équations & n inconnues. Si la matrice A est inversible, alors la solution s’écrit x = A~!b.
La méthode du pivot de Gauss permet de résoudre le systeme Az = b pour un second
membre quelconque, donc de calculer x = A~'b. Les coefficients de A™! se lisent sur le
systeme résolu.

Cas d’une matrice 2 x 2. Voici ce qu’on obtient pour une matrice A a deux lignes
et deux colonnes.

r +2y = a r +2y = a r = —2a+b
<~ <~

3r +4y = b -2y = b—3a y = %(3@—())

Les coefficients de A~! sont ceux de a et b dans I'expression de z et y. Dans le cas général

on obtient : 3 | 5 8
A= A== -
(55)  eamm ()

si ad — By # 0. L’expression de A~! est facile & mémoriser. Pour inverser une matrice a
deux lignes et deux colonnes, il faut :
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1. échanger les deux coefficients diagonaux
2. changer le signe des deux autres

3. diviser tous les coefficients par le déterminant ad — 5.

Cas général. Pour n > 3, il n’y a pas de formule générale aussi facile. La technique
la plus sure consiste a résoudre le systeme Az = b pour un second membre quelconque,
avec la méthode du pivot de Gauss, puis a écrire ensuite que la solution obtenue est le
produit de A=! par le second membre.

Exemple. Soit par exemple a inverser la matrice A suivante.

1 0 -1
A=[1 -1 o0
1 -1 1
Ecrivons le systeme
x a
Al y | =1 b ,
z c
s0it
x -z = a
x =y = b
r -y +z = ¢

Voici les différentes étapes de la résolution par la méthode du pivot de Gauss.

T —z = a T —z = a < I,
x —y = b — -y 4z = b—a < Ly— 1L,
r -y +z = c¢ —y 422 = c—a <+ L3— 1L,
T —z = a <+ I, T —z = a <+ Iy
= -y 4z = b—a <+ Ly = y —2 = a—0b < —Ly
z = ¢c—b <+ L3— 1Ly z = c—b + Ls
x = a—b+c L1+ L3 x a
= Y = a—2b+c < Ly+L3 <= y | =A"110b |,
z = —b+c <+ Ls z c
avec
1 -1 1
Alt=11 -2 1
0 -1 1

Elimination de Gauss-Jordan. L’élimination de Gauss-Jordan est une autre maniere
de présenter le calcul de I'inverse. La méthode est encore celle du pivot de Gauss. L’idée
est de mettre en ceuvre le pivot de Gauss pour transformer la matrice A en la matrice
identité, et de faire les mémes opérations en paralléle sur la matrice identité, de sorte que
I’on obtient au final la matrice inverse voulue.
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Exemple. On illustre la procédé en reprenant l'exemple précédent.
On commence par écrire cote a cote la matrice A et l'identité :

1 0 -1[10 0
AH=[1 -1 oflo 10
1 -1 1]/0 0 1

Ensuite on met en ceuvre la méthode de Gauss, en effectuant sur I les mémes opérations
que sur A. On commence par mettre des zéros dans la premiére colonne de A en lignes 2
et 3:

1 0 -1 1 00 — Ly
0 —1 1/—-1 1 0 — Ly — 14

On continue les étapes de la méthode de Gauss pour arriver a l'identité a la place de A :

1 0 -1 1 00 — Ly
0 —1 1]-1 10 — Lo
10 =11 00\ «1I
01 =11 -1 0 | «—L,
00 10 -1 1) « Ly

10 0]1 =1 1\ « Ly + Ls
0O 0 1/0 -1 1 «— Ls

Lorsque la matrice A est devenue l'identité, le bloc de droite contient exactement A=1 :

1 -1 1
At=11 -2 1
0 —1 1

2.5 Matrices et changement de base

Rappels. B est une base de R" ssi pour tout z € R", x se décompose de fagon unique
sur B.

Exemple. Soient e; = (1,0),es = (0,1),¢} = (2,3),¢}, = (4,5). Notons B = (e, e3)
et B' = (e}, €}), ce sont deuz bases de R* (B est appelée la base canonique de R?). Soit
x = (2,4), alors on peut décomposer x a la fois dans B et dans B' : x = 2e; + 4ey,

. ) 2
x = 3€| — eb, autrement dit ses coordonnées dans B sont Xg = ( 4 ) et dans B’ :

wo(4)

On a aussi € = 2e; + 3eq et €, = 4dey + bey, c’est la décomposition de B' dans B.
On peut alors définir la matrice de passe de B a B', matrice contenant en colonnes la

décomposition de B' dans B : Pgg = ( g ;l )
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On peut remarquer que cette matrice permet d’obtenir les coordonnées dans B si on

0 alors on a
7 )

z = b€} +Tel, = 6(2e1 4 3ez) + 7(4eg +5ez) = 40eq +53eq de sorte que ses coordonnées dans

B sont zg = ( ég

matriciel zg = Pgg 25 .

connait celles dans B'. Par exemple soit z qui a pour coordonnées zp = (

). Ici on peut remarquer que l'on vient d’effectuer en fait le produit

Cas général.

Définition. Soient B = (ey,...,e,) et B' = (€}, ...,e),) deuzx bases de R", telles que les
vecteurs de B' se décomposent ainsi dans B : e

L= > i1 Dijei. On note Pgg la matrice
représentant B' dans B : Pgg = (pij)i<ij<n, on Uappelle matrice de changement de base
(ou de passage) de B vers B'.

Iy
Proposition. 1. St x € R" a pour composantes Xg = dans B et Xp =
Tn
iy
dans B', alors Xp = P Xp
I/

n

2. Pgpr est inversible et on a ng, = Pgp

2.6 Image, noyau et rang d’une matrice

Définition. On appelle rang d’une famille V' de vecteurs de R", noté rang(V'), la dimen-
sion du sous-espace engendré par V.

Remarque. Le rang de V' est ainsi le nombre mazimal de vecteur linéairement indépendants
(libres) que l'on peut extraire de V.

Définition. Soit A € M,, ,(R). Les colonnes de A peuvent étre vues comme la représentation
d’une famille V' de p vecteurs de R™ dans la base canonique de R™. On appelle rang de la
matrice A, noté rang(A), le rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

= 2 car les deux

_— N W

2
Exemple. mng((l) g ) = 2, mng( } g ) = 1, rang Bl
1

premiers vecteurs colonnes sont libres mais le troisieme véri,
li€s a trois.

I oo~ w

1+ xo donc ils sont

=

€ I3

Définition. Soit A € M, ,(R). On appelle noyau de A, noté Ker(A), l'ensemble des
vecteurs colonnes X de M, 1(R) tels que AX = 0.

On appelle image de A, notée Im(A) l’ensemble des vecteurs colonnesY de M, 1(R) tels
qu’il existe X € M1 (R), Y = AX.

Proposition. 1. Ker(A) est un sous espace vectoriel de RP.
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2.

Im(A) est un sous espace vectoriel de R™, c’est l'espace engendré par les vecteurs
colonnes de A.

Démonstration. 1. A.0, =0, donc 0, € Ker(A).

Soient X et X' dans Ker(A), alors leur somme est dans Ker(A) aussi : A(X+X') =
AX +AX'=0.

Soient X € Ker(A) et A € R alors AX € Ker(A) aussi : AAX) =XAX =X.0=0
Donc Ker(A) est bien un sev de RP

A0, =0, donc 0, € Im(A).

Soient YY" € Im(A) alors 3X, X’ € RP tels que AX =Y et AX' =Y, donc
Y+Y € Im(A) carY +Y' = A(X + X') donc U = X + X' est bien un vecteur de
R? tel que AU =Y +Y'.

De méme, si Y € Im(A) et X € R alors \Y € Im(A) aussi : 3X € RP, Y = AX
donc (AY) = AAX = A(MX) de sorte qu’en posant U = XX on obtient bien ce qu’il
faut pour (\Y) = AU.

Donc Im(A) est bien un sev de R".

Appelons maintenant Y1, ...,Y, les p vecteurs colonnes de A, on va démontrer que
Im(A) = Vect(Y1, ..., Y,) en procédant par double inclusion. Si on appelle ey, ..., e,
les n wvecteurs de la base canonique de R™, on remarque que pour tout i, Ae; =
Y:, ainsi on obtient que chacun de Y; est dans Im(A), donc comme Im(A) est un
sev, il contient Vect(Y1, ..., Yy,), autrement dit Vect(Y1, ..., Y,) C Im(A). Pour 'autre
inclusion, soit Y € Im(A), soit X tel que Y = AX. Décomposons X dans la base
canonique : X = x1e1+...+x,e,. Alors en développant on obtient Y = A(xie1+ ...+
Tpen) = r1Aer + ...+ xpAe, = 11 Y1+ ..+ x,Y,, autrement dit Y € Vect(Yr, ..., Yn),
ce qui nous donne l'autre inclusion : Im(A) C Vect(Y1, ..., Yy,).

Exemple. Déterminons le noyau, ['image et le rang de la matrice A = < ; 1 _11
x
NovAu. Soit X = | y | € Ker(A), alors
z
_ r+y+z = 0 r+y+z = 0 Ly
AX=0 < { 2wty—z = 0 *:’{ —y—32 = 0 Ly—2L,
. o= 9s T 2z 2
& { B sly = -3 |=z| -3 |,VzeR
y = -3z
z 1
2

Autrement dit, Ker(A) = Vect | —3

1

IMAGE ET RANG. On a Im(A) = Vect(( L ) , < L ) : ( _11 )) Voyons si ces vec-

teurs

2 1
sont libres ou liées. Pour cela on écrit une relation de liaison entre eux :

o(2)+e(1)+e(4)=

2 1 —1
a+b+c=0 a=2c
2+b—c=0 T\ b=—3¢
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Ceci nous donne [’existence d’une relation de liaison non triviale, par exemple c = 1,a =

2,b=-3:2 ( é ) -3 ( 1 > + ( _11 ) = 0. Ensuite on peut voir que les vecteurs 1
1 1

11\ 4 ), ce qui nous donne a la fois

et ( _11 ) sont libres, donc Im(A) = Vect((

la base de Im(A) et le rang de A qui vaut 2.
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3 — Applications linéaires

Dans toute cette section, on considerera E un sev de R? et F' un sev de R"™ ou p,n € N.

3.1 Généralités

Définition. On appelle application linéaire de E dans F' tout application f : E — F telle
que
Vu,v € EXVNAER, (1) : f(utv) = f(u)+ f(v), (2): f(Au) = Af(u)

ou encore, de maniere équivalente :
Vu,v € EEYAER,  f(Au+wv)=Af(u)+ f(v)

Remarque. Vocabulaire.
— On note L(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F

— Si E=F, on note L(E) = L(E,F), les applications sont alors appelées des endo-
morphismes

— Si F' =R, les éléments de L(E,R) s’appellent les formes linéaires de E.

— Si f € L(E,F) est bijective, on dit que [ est un isomorphisme de E dans F. Si de
plus E = F, on dit que [ est un automorphisme de E.

Exemple. Voici quelques exemples d’applications linéaires.
o de R? dans R* : (x,y) — (z + y, 27 + 3y)
o de R? dans R3 : (z,y) — (y,z, 2 +y)
o de R3 dans R? : (z,y,2) — (y — 2,22 + y)

o deR? dansR? : (z,y) — (xcos@—ysinf, xsinO+ycosd) la rotation de centre (0,0)
et d’angle 6.

Faisons la preuve pour la premiére : f(x,y) = (v + y,2x + 3y). On se donne un vecteur
v qui a pour coordonnées dans R* (vy,ve) et w qui a pour coordonnées (wiy,ws), et deux
réels A, pu. Les coordonnées de \v + pw sont (Avy + pws, Avg + pws). On calcule :

1. f(Av+ pw) = f(Avy + pwy, Avg + paws) pour cela on remplace x par Avy + paw; et y
par \ve + pws :

fQOw+pw) = f(Avr + pawr, Avg + pawy)
(Avy + pawr + Avg + pws, 2(Avy + pwy) + 3(Ave + paws))
= (A1 + v2) + p(wy + wa), A(201 + 3va) + p(2wy + 3ws))
(A(v1 4+ v2), A(2v1 + 3v2)) + (u(wy + ws), p(2w; + 3ws))
= Avy 4 v2, 201 + 3vg) + p(wy + we, 2wy + 3wy)

2. Af()+pf(w) = Af(vi, v2)+pf (wi, we) = A(vi+vz, 2v1+3v2) +p(wi+ws, 2w +3ws)

On trouve bien la méme chose donc ’application est linéaire.
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Remarque. Méthode. Pour reconnaitre une application linéaire : les seules opérations
“autorisées” pour que l’application soit bien linéaire sont les combinaisons linéaires entre
les coefficients.

La présence de tout autre élément (présence d’un carré, ajout d’une constante, produit
entre deux coefficients, présence d’une fonction non linéaire comme sin, cos ou autre, va-
leur absolue, etc.) rend la fonction non linéaire.

Si on a reconnu une application linéaire, on met en pratique la méthode ci-dessus.

Si on a reconnu une application non linéaire, il suffit de trouver un contre-exemple,
autrement dit deux vecteurs bien choisis et deux réels bien choisis tels que la formule
fAu+v) =X f(u) + f(v) soit fausse.

Exemple. Ainsi, on peut montrer que les applications suivantes ne sont pas linéaires :
e de R? dans R? : (x,y) — (x+ 1,22 + 3y) :
Présence du +1 qui est un terme affine et pas linéaire
Contre-exemple avec v = (0,0),\ =2 et u =0 (du coup pas de w) :
2£(0,0) = 2(1,0) = (2,0) # f(2.(0,0)) = £(0,0) = (1,0).
o de R3 dans R? : (z,y,2) — (2y,22 +y) :
Présence du produit xy qui n’est pas linéaire
Contre-exemple avec v = (1,2,3), w = (4,5,6) et A=pu=1:
F(1,2,3) + f(4,5,6) = (2.8) + (20, 17) = (22,25)
alors que f((1,2,3)+ (4,5,6)) = f(5,7,9) = (35,25)
Proposition. Soit f € L(E, F), alors
— Pour toutn > 1,

n

Vor,...,on €E, Y, ..., MR, f (ZAM) => X f(vi) .
=1

— f(0r) =0F
— f(u) = —f(u)Vu e E

Démonstration. La preuve se fait par récurrence, elle est laissée en exercice au lecteur
(cf vidéo pour les détails).

3.2 Interprétation matricielle des applications linéaires de
R?” dans R"

3.2.1 Matrice d’une application : images des vecteurs d’une base

Les espaces vectoriels considérés sont tous de dimension finie > 1. Considérons une
application linéaire f : E — I entre deux espaces vectoriels F et F.

Si on choisit une base dans ’espace d’arrivée, alors les images des vecteurs de la base
de départ ont des coordonnées dans cette base. S’il y a n vecteurs de base au départ et
m a l'arrivée, 'application linéaire est déterminée par une matrice de taille m x n : m
coordonnées pour chacun des n vecteurs de la base de départ.
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Définition. Soit f : E — F une application linéaire, B = (by,...,b,) une base de E et
C=(c1,...,cn) une base de F.

La matrice de l'application f dans les bases (by,...,b,) et (¢1,...,¢n) est la matrice
A = (a;)1<i<m, 1<j<n OU ;; est la i-iéme coordonnée de f(b;) :

ijl,...,n, f(bj):a1,j01+---—|—az~’jcz-+---+am7jcm:Zai,jci.
i=1

On utilisera la notation

A= Mats,f

Méthode. Pour écrire la matrice quand on connait application linéaire, on la remplit
colonne par colonne :

1. On commence par calculer l'image par f du premier vecteur de la base de départ :
f(by) et on le décompose dans la base d’arrivée (= on écrit ses coordonnées dans la
base d’arrivée) : f(b1) = a11c1 + agica + ... + QpmiCm, autrement dit les coordonées
de f(b1) dans la base d’arrivée sont (ay1,a21,...,am1), on met ce vecteur dans la
premiere colonne de la matrice.

2. On procede ainsi pour les autres colonnes : dans la colonne 2 on met les coordonées
de f(bs), etc.

L’indice i (des vecteurs de la base d’arrivée) est donc lindice de ligne, et l'indice j (des
vecteurs de la base de départ) est l'indice de colonne. On peut résumer la construction de
la matrice avec le schéma suivant :

départ
flbr) -+ f(bj) --- f(bn)
&171 N a’].,j e a]-’n C1
Qi1 ottt Qi ottt Qip | G arrivée
am’l oo am’j [N amm‘ Cm

La matrice en elle-méme est finalement notée ainsi, avec les coefficients entre deux grandes
parentheéses :

0/171 .. al,j .. a17n
Q41 ;5 Qi n
am,l .. am,] .. am7n

Ecriture dans la base canonique. On rappelle que la base canonique de R" est la
base (ey,- - ,e,) définie par

61:(]—70707”' 70)7 €y = (071707"' 70)7 R} en—1:<07"' 707170>7 en:<07"' 70707]-)7

Le plus souvent, on se ramenera au cas ou 1’espace de départ est R" et ’espace d’arrivée
R™, les deux étant munis de leurs bases canoniques.
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Méthode. Dans ce cas, la matrice de f est donc formée des colonnes f(e1), f(ea), ...,
f(en) écrites en coordonnées dans la base d’arrivée (ey, ..., en).

Exemple. Considérons lapplication de R? dans R? :
f+ (zy)vr—(z+y,2x+3y,2—y).
La base canonique de R? est ((1,0),(0,1)). Limage de ces deuz vecteurs est
f((1,0)) =(1,2,1) et f((0,1)) =(1,3,-1).

La matrice de f est donc la suivante (attention a l'écriture des vecteurs de l’espace d’ar-
rivée en colonnes).

1 1
2 3
1 -1

Pour vérifier la cohérence de la notation matricielle, calculons le produit de cette matrice
par un vecteur de R? quelconque (x,v).

1 1 . T +y
2 3 ( ): 2z + 3y
1 -1 y r—y

On retrouve bien l'expression de f, ce qui valide le calcul de la matrice.

Ecriture dans une base quelconque.

Exemple. Munissons maintenant R? de la base (by = (1,1),by = (1,—1)) au départ, et
R3 de la base (v; = (1,0,0),v5 = (1,1,0),v3 = (1,1,1)) a l'arrivée. Dans ce cas c’est un
peu plus compliqué, car il faut redécomposer les images des vecteurs de base dans la base
d’arrivée. Les images des vecteurs de la base de départ sont

f(bl) = f((17 1)) = (27570) =-3 (17070) + 5 (17 1a0) + 0(17 17 ) = _3U1 + 5U2 + O’U3
Fbo) = F((1,=1)) = (0,-1,2) = 1(1,0,0) — 3(1,1,0) +2(1,1,1) = 1oy — 3vy + 2uvs.

Le vecteur f(by) a donc pour coordonnées (—3,5,0) dans la base (v, vq,v3), ¢’est donc la
1ére colonne. De méme pour la deuziéme on trouve (1,—3,2), d’ot la matrice :

-3 1
5 —3
0 2

3.2.2 Vice versa : trouver I'application grace a la matrice

La proposition suivante nous indique qu’une application linéaire est caractérisée par
la connaissance de sa matrice.

Proposition. Soient E et F' deuz espaces vectoriels, (by, ..., b,) une base de E et (c1, ..., ¢p)
une base de F. Soit A une matrice de taille m x n. Alors il existe une unique application
linéaire f : E— F dont la matrice est A.
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Démonstration. Tout vecteur v de E s’écrit de facon unique sous la forme

n
V= E ZEjbj,
j=1

ot les x; sont les coordonnées de v dans la base (by,...,b,). Puisque f doit étre linéaire,
['tTmage de v ne peut étre que

n m

)= _w; fb)) =D a5 D asgei

Méthode. Pour écrire l’application linéaire quand on connait la matrice, il suffit simple-
ment de multiplier la matrice a droite par le vecteur des inconnues (x,y, z...) (de la bonne
taille : (z,y) si l'ensemble de départ est R?, (z,y,z) si c’est R3, etc.). Le résultat obtenu
donne exactement 'application linéaire f.

11 -1
2 3 1

Elle définit, dans les bases canoniques de R? et de R3, une application f. L’espace de
départ est ici R® (car on a & colonnes), on multiplie donc la matrice a droite par le

vecteur (r,y,z) :
1 1 -1 y v - r+y—=z
2 3 1 z “\2043y+2

L’application linéaire est donc la suivante :

Exemple. Considérons la matrice

f R =R (z,9,2)— (x+y—220+3y+2).

3.2.3 Quelques opérations sur les applications et leurs matrices

Proposition. — Si f et g sont dans L(RP,R™) et \ et p sont des réels alors \f + ug
est une application linéaire et sa matrice est Mat(Af + pg) = AMat f +uMatg dans
les mémes bases.

— Si de plus h € L(R™,R™) alors ho f est une application linéaire de RP dans R™ et
on a Matg, (ho f) = Matg, h x Matg, f.

— Si f € L(E,F) est un isomorphisme et si ['on munit E d’une base B et F' d’une
base C alors on a MatS(f~1) = (Mat§f)~1 (attention ici : le premier signe “17
désigne lapplication réciproque, le deuxiéme désigne la matrice inverse).

3.3 Changement de base et applications linéaires

Théoréeme. Soit f € L(RP,R™), B et B' deux bases de RP, C et C' deux bases de R™.
Alors on a la formule de changement de base :

Mat%,/f = Pc/c X Mat%f X PBB’
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Exemple. On reprend lapplication précédente de R? dans R? :

Appelons B et C les bases canoniques de R? et R3 et reprenons comme dans [’exemple
précédent de nouvelles bases : B' la base () = (1,1),b5 = (1,—1)) au départ et C' =
(¢, =(1,0,0),c, = (1,1,0),c5 = (1,1,1)) a Uarrivée. Dans les bases canoniques, on a vu
précédemment que la matrice de f est donnée par

11
Matif =12 3
1 -1

Pour appliquer la formule, calculons les matrices de passage. Comme on connait les co-
ordonnées des vecteurs de B' et de C' dans les bases B et C, on a facilement les matrices
de passage Pgg et Peer, en écrivant en colonne les vecteurs de B’ et C' :

1 1 1 1 1
PBB’:<1 _1) Pcclz 01 1
0 0 1

Pour appliquer la formule, il nous faut maintenant calculer Peie qui est linverse de Peer.
Pour cela on applique la méthode de Gauss Jordan :

11 111 00 Ly — Ls 11 0(1 0 —1
01 1|0 10 | Ly—1Ls 01001 —1
00 1/0 01 Lj 00 1/0 0 1
Ly — Ly 1001 — 0
& Lo 01 0j0 1 —1
Ls 00 1]0 0 1
Donc on obtient pour Feie :
1 -1 0
FPee=10 1 -1
0 1
On peut maintenant appliquer la formule :
1 -1 0 1 1 11 -3 1
Matyf=(0 1 -1 | x| 2 3 x(1_1>: 5 -3
0o 0 1 1 -1 0 2

On retrouve bien ce qu’on avait trouvé précédemment.

3.4 Image, noyau et rang d’une application linéaire

Définition. Soit f € L(E,F) ot E et F sont des sev de RP et R".
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— On appelle noyau de f, noté Kerf le sous ensemble de E défini par
Kerf ={z € E, f(x) = 0r}
— On appelle image de f, noté Imf, le sous ensemble de F défini par
Imf = f(E) ={y € F,3r € E,y = f(z)}

Proposition. — Kerf est un sev de E
— Imf est un sev de F
— la dimension de Imf s’appelle rang de f, noté rg(f) ou rang(f).

Démonstration. La preuve est trés similaire a celle qui a été faite pour les matrice, elle
repose sur la linéarité de f, cf vidéo pour les détails.

Théoréme (Thm du rang, admis.). Soit f € L(E,F) ot E et F sont des sev de RP et

R™. Alors
dim E = dim Imf + dim Kerf = rg(f) + dim Kerf
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