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Exercice 1 (20 Points) Soit « € A nilpotent et y € A inversible. Montrer que
x + y est inversible.

Exercice 2 (20 + 2 X 10 = 40 Points) Soit A un anneau, on considére A[X]
I’anneau des polynomes & coefficients dans A. Soit

P=ay+a X+ - +a, X" € A[X].

Montrer que
1. P est inversible < aq est inversible et a; est nilpotent pour ¢ > 0.
2. P est nilpotent < a; est nilpotent pour tout ¢ > 0.
3. P est diviseur de zéro < il existe b € A, b # 0 avec bP = 0.

Exercice 3 (2 x 10 = 20 Points) Soit A un anneau.
1. Montrer que n(A) = {z € A | z nilpotent} est un idéal et que le quotient
A/n(A) n’a pas d’élément nilpotent.
2. Montrer I'équivalence :
(a) A a un unique idéal premier.
(b) un élément x € A est soit inversible soit nilpotent.
(c) A/n(A) est un corps.

Exercice 4 (2 X 10 = 20 Points) Soit A un anneau et soit
Y ={a C A| aest un idéal dont tous les éléments sont des diviseurs de zéro}.
1. Montrer que X a un élément maximal.

2. Montrer que les éléments maximaux de X sont des idéaux premiers et que
Pensemble {z € A | z diviseur de zéro} est une union d’idéaux premiers..



