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1 Wiederholung

In diesem Semester werden wir weiter mit linearen Abbildungen arbeiten. Wir neh-

men an, dass alles, was im Skript LA1 steht, bekannt ist. Wir werden aber mit einigen

Wiederholungen anfangen.

1.1 Äquivalenzrelationen

De�nition 1.1.1 1. Sei M eine Menge. Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R
von M ×M . Seien x, y zwei Elemente in M , für (x, y) ∈ R shreibt man x ∼R y.

2. R heiÿt re�exiv, wenn x ∼R x für alle x ∈M .

3. R heiÿt symmetrish, wenn x ∼R y ⇒ y ∼R x.

4. R heiÿt transitiv, wenn (x ∼R y und y ∼R z) ⇒ x ∼R z.

De�nition 1.1.2 Eine RelationR heiÿtÄquivalenzrelation, wenn R re�exiv, sym-

metrish und transitiv ist.

De�nition 1.1.3 Sei R eine Äquivalenzrelation auf M .

1. Die Äquivalenzklasse [x] ist

[x] = {y ∈ M | x ∼R y} ⊂M.

2. Die Quotientenmenge M/R ist die Gesamtheit der Äquivalenzklassen:

M/R = {[x] ∈ P(M) | x ∈M}.

Satz 1.1.4 Sei R eine Äquivalenzrelation auf M . Dann sind alle Elemente aus M in

genau einer Äquivalenzklasse. �

Für eine Äquivalenzrelation sind die folgenden Fragen wihtig:

Frage 1.1.5

1. Wann sind zwei Elemente x, y ∈M äquivalent?

2. Suhe ein Element in jede Äquivalenzklasse.
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1.2 Lineare Abbildungen, Matrizen, Basiswehsel

Für die De�nitionen von Abbildungen, Körpern, Vektorräumen und Basen verweisen

wir auf das Skript LA1 (De�nition 2.2.1, De�nition 3.1.1 und De�nition 5.1.1). Sei

K ein Körper und seien V und W zwei K-Vektorräume.

De�nition 1.2.1 Eine Abbildung f : V → W heiÿt linear, wenn für alle x, y ∈ K
und alle v, v′ ∈ V gilt

f(xv + yv′) = xf(v) + yf(v′).

Sei B = (v1, · · · , vn) eine Basis von V und B′ = (w1, · · · , wm) eine Basis von

W . Da B′
eine Basis ist, gibt es, für alle j ∈ [1, n], Skalare (ai,j)i∈[1,m] aus K

mit

f(vj) =
m∑

i=1

ai,jwi.

Für De�nition und Eigenshaften von Matrizen verweisen wir auf das Skript LA1.

De�nition 1.2.2 Die Matrix MatB,B′(f) von f mit den Basen B, B′
ist

MatB,B′(f) = (ai,j)i∈[1,m], j∈[1,n] =






a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

am,1 · · · am,n




 .

Sei f : V →W eine lineare Abbildung. Wenn wir die Basen B,B′
wehseln, wird sih

die Matrix MatB,B′(f) verändern. Der Basiswelhelsatz erklärt, wie sih die Matrix

verändert.

Satz 1.2.3 Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Seien B, C Basen von V und

seien B′, C′
Basen von W . Sei A = MatB,B′(f) und B = MatC,C′(f). Dann gilt

B = QAP

wobei P = MatC,B(IdV ) und Q = MatB′,C′(IdW ). �

Wir werden zwei Beispiele von Äquivalenzrelationen für Matrizen einführen.
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1.3 Äquivalenz von Matrizen

De�nition 1.3.1 1. Seien A,B ∈ Mm,n(K). A und B sind äquivalent, falls es

P ∈ GLn(K) und Q ∈ GLm(K) gibt mit

B = QAP.

In diesem Fall shreiben wir A ∼ B.

2. Sei R die Relation R = {(A,B) ∈Mm,n(K) | A ∼ B}.

Lemma 1.3.2 Die Relation R ist eine Äquivalenzrelation. �

Satz 1.3.3 Seien A,B ∈Mm,n(K).

A ∼ B ⇔ Rg(A) = Rg(B).

Wir können also die Frage: wann sind zwei Elemente A,B ∈ M äquivalent? antwor-

ten: Zwei Matrizen A,B sind äquivalent genau dann, wenn Rg(A) = Rg(B).

Um die zweite Frage: suhe ein Element aus jeder Äquivalenzklasse zu beantworten

brauhen wir die folgende De�nition.

De�nition 1.3.4 Sei A ∈Mm,n(K) mit Rg(A) = r Dann heiÿt

(
Ir 0
0 0

)

∈Mm,n(K)

die Normalform von A bzg. Äquivalenz von Matrizen.

Wir haben gesehen, dass die Äquivalenzklasse einer Matrix A mir Rg(A) = r die

folgende Menge ist:

[A]∼ = {B ∈Mn,m(K) | Rg(B) = Rg(A) = r}.

Wir haben in [A] ein sehr einfahes Element: dieNormalform von A.

(
Ir 0
0 0

)

∈ [A]∼.
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1.4 Basiswehsel für Endomorphismen, Ähnlihkeit

Satz 1.4.1 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Seien B und C Basen von V und

sei f : V → V linear. Sei A = MatB,B(f) und B = MatC,C(f). Dann gilt

B = P−1AP,

wobei P = MatC,B(IdV ). �

De�nition 1.4.2 1. Seien A,B ∈Mn(K). Dann sind A und B ähnlih, falls es ein

P ∈ GLn(K) gibt mit

B = P−1AP.

In diesem Fall shreiben wir A ≈ B.

2. Sei R′
die Relation R′ = {(A,B) ∈Mn(K) | A ≈ B}.

Lemma 1.4.3 Die Relation R′
ist eine Äquivalenzrelation. �

Die zwei wihtigen Fragen für die Ähnlihkeitrelation sind:

Frage 1.4.4

1. Wann sind zwei Matrizen A,B ∈Mn(K) ähnlih?

2. Suhe eine Normalform bzg. Ähnlihkeit von Matrizen.

Wir werden dieses Semester diese Fragen beantworten.

1.5 Erste Invarianten für die Ähnlihkeitsrelation

Lemma 1.5.1 Seien A,B ∈Mn(K). Es gilt

A ≈ B ⇒ A ∼ B.

Beweis. Seien A,B ∈ Mn(K) mit A ≈ B. Nah der De�nition gibt es ein P ∈
GLn(K) mit B = P−1AP . Sei Q = P−1 ∈ GLn(K), dann gilt B = QAP und

A ∼ B. �

Korollar 1.5.2 Seien A,B ∈Mn(K) mit A ≈ B. Dann gilt Rg(A) = Rg(B).

Beweis. Folgt aus Satz 1.3.3. �
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Beispiel 1.5.3 In Korollar 1.5.2 haben wir niht Rg(A) = Rg(B) ⇒ A ≈ B. Seien

A =

(
1 0
0 1

)

und B =

(
1 1
0 1

)

.

Für C ≈ A gilt: es gibt P ∈ GL2(K) mit

C = P−1AP = P−1I2P = P−1P = I2 = A.

Es gilt also

[A]≈ = {A}.
Die einzige Matrix die ähnlih zu A ist, ist die Matrix A. Also giltRg(A) = 2 = Rg(B)
(z.B. beide Determinanten sind ungleih 0) aber A 6≈ B.

Nähstes Semester haben wir den folgende Satz bewiesen.

Satz 1.5.4 Seien A,B ∈Mn(K) mit A ≈ B. Dann gilt χA = χB. �

Korollar 1.5.5 Seien A,B ∈ Mn(K) mit A ≈ B. Dann sind die Eigenwerte von A
und B gleih.

Beispiel 1.5.6 In Satz 1.5.4 haben wir niht χA = χA ⇒ A ≈ B. Seien

A =

(
1 0
0 1

)

und B =

(
1 1
0 1

)

.

Es gilt

χA = (X − 1)2 = χB.

Die Eigenwerte von A und B sind gleih (der einzige Eigenwert ist 1). Aber, wie in
Beispiel 1.5.3, gilt A 6≈ B.

Wir geben hier eine hinreihende Bedingung für die Ähnlihkeit von Matrizen.

Satz 1.5.7 Seien A ∈Mn(K)mit n paarweise vershiedenen Eigenwerten λ1, · · · , λn
und sei B ∈Mn(K) mit λ1, · · · , λn als Eigenwerten. Dann gilt A ≈ B. �

Beweis. Wir wissen (siehe Satz 1.7.5), dass die Matrix A und auh die Matrix B
diagonalisierbar mit den Eigenwerten λ1, · · · , λn sind. Es gibt also Matrizen P,Q ∈
GLn(K) mit

P−1AP = D =








λ1 0 · · · 0

0 λ2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 λn








= Q−1BQ.

Es gilt also A ≈ D ≈ B. �
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Beispiel 1.5.8 Im Satz 1.5.7 haben wir niht

(A ≈ B) ⇒ (A und B haben die gleihen n paarweise vershiedenen Eigenwerte).

Seien

A =

(
1 0
0 1

)

= B.

Dann gilt A ≈ B und A und B haben die gleihen Eigenwerte, aber A und B haben

nur einen Eigenwert und niht 2 paarweise vershiedene Eigenwerte.

Diese Beispiele und erste Invarianten zeigen, dass Diagonalisierbarkeit einen starken

Zusammenhang mit Ähnlihkeit hat. Wir werden aber mehr brauhen. Wir wieder-

holen jetzt die Eigenshaften von diagonalisierbaren Matrizen.

1.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

De�nition 1.6.1 1. Sei f : V → V ein Endomorphismus von V . Ein Vektor v ∈
V \ {0} heiÿt Eigenvektor mit Eigenwert λ ∈ K falls gilt

f(v) = λv.

2. Sei A ∈ Mn(K) eine Matrix. Ein Vektor v ∈ Kn \ {0} heiÿt Eigenvektor mit

Eigenwert λ ∈ K falls gilt

Av = λv.

De�nition 1.6.2 Sei λ ∈ K und f : V → V ein Endomorphismus. Der Eigenraum

E(f, λ) zu f und λ ist der Unterraum

E(f, λ) = Ker(λIdV − f) = {v ∈ V | f(v) = λv}.

Satz 1.6.3 Die Eigenwerte von f sind die Nullstelen von χf . �

Satz 1.6.4 Sei f ∈ End(V ).

1. Für λ 6= µ gilt E(f, λ) ∩ E(f, µ) = 0.

2. Systeme von Eigenvektoren mit paarweise vershiedenen Eigenwerten von f sind

linear unabhängig. �

Sei n = dimV

Korollar 1.6.5 Sei f ∈ End(V ). Dann hat f höhstens n Eigenwerte.

Korollar 1.6.6 Sei f ∈ End(V ). Dann gilt

∑

λ∈K

E(f, λ) =
⊕

λ∈K

E(f, λ).
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1.7 Diagonalisierbare Matrizen

De�nition 1.7.1 Eine Matrix A = (ai,j) ∈Mn(K) heiÿt diagonal wenn gilt: ai,j = 0
für alle i 6= j.

De�nition 1.7.2 Eine Matrix A ∈ Mn(K) ist diagonalisierbar falls sie ähnlih

zu einer Diagonalmatrix ist, i.e. falls es P ∈ GLn(K) gibt so dass PAP−1
eine

Diagonalmatrix ist.

Bemerkung 1.7.3 Eine Matrix A ist diagonalisierbar genau dann, wenn es in der

Ähnlihkeitsklasse von A eine DiagonalmatrixD gibt. Für diagonalisierbare Matrizen

gibt es ein sehr einfahes Element: die Diagonalmatrix D. Diese Diagonalmatrix D
wird die (jordanshe) Normalform von A sein.

Satz 1.7.4 Sei A ∈Mn(K). Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. A ist diagonalisierbar.

2. Es gibt eine Basis B von Kn
, welhe aus Eigenvektoren von A besteht.

3.

∑

λ∈K dimE(A, λ) = n.

4. ⊕λ∈KE(A, λ) = Kn
. �

Satz 1.7.5 Sei n = dimV und f ∈ End(V ). Hat f genau n vershiedene Eigenwerte,

dann ist f diagonalisierbar. �

1.8 Eigenwerte und das harakteristishe Polynom

Satz 1.8.1 Sei A ∈Mn(K) und sei f ∈ End(V ). Es gilt

{Eigenwerte von A} = {Nullstellen von χA}
{Eigenwerte von f} = {Nullstellen von χf}.

Satz 1.8.2 Sei n = dim V und sei f ∈ End(V ). Für jedes λ ∈ K gilt dann

dimE(f, λ) ≤ m(χf , λ),

wobei m(χf , λ) die Vielfahkeit von λ in χf ist. �

Korollar 1.8.3 Sei n = dim V und sei f ∈ End(V ). Der Endomorphismus f ist

diagonalisierbar genau dann, wenn χf vollständig in Linearfaktoren zerfällt und für

jedes λ ∈ K, gilt dimE(f, λ) = m(χf , λ).
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1.9 Trigonalisierbarkeit

De�nition 1.9.1 1. Eine Matrix A = (ai,j) ∈ Mn(K) ist eine obere Dreiekmatrix

wenn ai,j = 0 für i > j.

2. Sei n = dimV und f ∈ End(V ). Der Endomorphismus f heiÿt trigonalisierbar

falls es eine Basis B gibt mit MatB(f) eine obere Dreiekmatrix.

Bemerkung 1.9.2 Eine Matrix A is diagonalisierbar genau dann, wenn es in der

Ähnlihkeitsklasse von A eine obere Dreiekmatrix D gibt.

Satz 1.9.3 Sei f ∈ End(V ). Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. f ist trigonalisierbar.

2. χf zerfällt über K vollstandig in Linearfaktoren. �

Korollar 1.9.4 Falls K algebraish abgeshlossen ist, falls also jedes Polynom in

K[X ]\{0} über K in Linearfaktoren zerfällt, dann ist jedes f ∈ End(V ) mit dimV <
∞ trigonalisierbar.

Bemerkung 1.9.5 Für K algebraish abgeshlossen, gibt es immer in der Ähnlih-

keitsklasse [A]≈ von A eine obere Dreiekmatrix. Wir können also als einfahes Ele-

ment in der Ähnlihkeitsklasse eine obere Dreiekmatrix wählen. Wir werden sehen,

dass man eine noh einfahere Matrix wählen kann: die (jordanshe) Normalform

von A.

1.10 Minimal Polynom

Sei V mit dimV = n und sei f ∈ End(V ).

Satz 1.10.1 ann existiert genau ein normiertes Polynom µf ∈ K[X ], das Minimal-

polynom von f mit

1. µf (f) = 0

2. Ist P ∈ K[X ] mit P (f) = 0, so ist µf ein Teiler von P . �

Satz 1.10.2 Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. f ist diagonalisierbar.

2. µf zerfällt vollständig in Linearfaktoren und besitzt nur einfahe Nullstellen.�

Satz 1.10.3 (Satz von Cayley-Hamilton) Es gilt χf (f) = 0. �
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Korollar 1.10.4 Es gilt: µf ist ein Teiler von χf .

Korollar 1.10.5 µf und χf haben die gleihen Nullstellen (die Eigenwerte). Sei λ
eine solhe Nullstelle, es gilt

m(µf , λ) ≤ m(χf , λ).

Satz 1.10.6 Seien A,B ∈Mn(K) mit A ≈ B. Dann gilt µA = µB. �

Beweis. Sei P ∈ GLn(K) mit B = P−1AP . Es gilt also auh A = PBP−1
. Eine

einfahe Induktion gibt für alle i ∈ N:

Bi = P−1AiP.

Sei µA =
∑k

i=0 aiXi ∈ K[X ]. Es gilt µA(A) = 0. Wir zeigen, dass µA(B) = 0. Es gilt

µA(B) =

k∑

i=0

aiB
k =

k∑

i=0

aiP
−1AkP = P−1

(
k∑

i=0

aiA
k

)

P = P−1µA(A)P = 0.

Es gilt also: µA(B) = 0 und µB ist ein Teiler von µA.

Wir können A und B vertauhen und so gilt auh µB(A) = 0. Daraus folgt, dass µA

ein Teiler von µB ist. Es folgt, dass µA = λµB mit λ ∈ K, und weil µA und µB beide

normiert sind, folgt µA = µB. �

Beispiel 1.10.7 Im Satz 1.10.6 haben wir niht µA = µB ⇒ A ≈ B. Seien

A =





1 0 0
0 1 0
0 0 2




und B =





1 0 0
0 2 0
0 0 2



 .

Nah Korollar 1.10.5 hat µA (bzg. µB) die Eigenwerte von A (bzg. B) als Nullstellen.
Also haben µA und µB die Zahlen 1 und 2 als Nullstellen. Die beiden Matrizen A
und B sind Diagonalmatrizen, also diagonalisierbar. Nah Satz 1.10.2 folgt, dass µA

und µB einfahe Nullstellen haben. Es folgt

µA = (X − 1)(X − 2) = µB.

Wir zeigen, dass A 6≈ B. Hätten wir A ≈ B, dann folgt nah Satz 1.5.4 χA = χB.

Aber es gilt

χA = (X − 1)2(X − 2) 6= (X − 1)(X − 2)2 = χB.

Also A 6≈ B.
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Beispiel 1.10.8 Es gibt Matrizen A und B mit

Rg(A) = Rg(B), χA = χB und µA = µB

, aber mit A 6≈ B.

Seien

A =







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1







und B =







1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1






.

Es gilt

Rg(A) = 4 = Rg(B), χA = (X − 1)4 = χB und µA = (X − 1)2 = µB.

Aber es gilt A 6≈ B.

Übung 1.10.9 Seien A und B wie im Beispiel 1.10.8.

1. Zeigen Sie, dass Rg(A) = 4 = Rg(B), χA = (X−1)4 = χB und µA = (X−1)2 = µB.

2. Zeigen Sie, dass A 6≈ B.



2 Jordanshe Normalform

Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n und sei f ∈ End(V ) ein Endomorphis-

mus.

2.1 Invariante Unterräume

De�nition 2.1.1 Ein Unterraum U von V heiÿt invariant für f (oder f -invariant)
falls f(U) ⊂ U .

Lemma 2.1.2 Sei U ein Unterraum von V .

(�) Wenn U f -invariant ist, dann ist U auh P (f)-invariant für alle P ∈ K[X ].

(��) Sei λ ∈ K. Dann ist U genau dann f -invariant, wenn U (f−λIdV )-invariant ist.�

Beweis. (�) Sei P ∈ K[X ] und u ∈ U . Dann ist f(u) ∈ U und per Induktion gilt

fk(u) ∈ U für alle k ∈ N. Daraus folgt P (f)(u) ∈ U .

(��) Angenommen U sei f -invariant. Dann gilt f(u) ∈ U für alle u ∈ U . Es folgt

(f−λIdV )(u) = f(u)−λu ∈ U und U ist (f−λIdV )-invariant. Umgekehrt, sei u ∈ U ,
dann gilt (f − λIdV )(u) ∈ U also f(u) − λu ∈ U . daraus folgt f(u) ∈ U und U ist

f -invariant. �

Lemma 2.1.3 Seien U1, · · · , Ur f -invariante Unterräume so dass, V = U1⊕· · ·⊕Ur.

(�) Seien B1, · · · ,Br Basen von U1, · · · , Ur. Dann ist B = B1 ∪ · · · ∪ Br eine Basis von

V .

(��) Sei Ai = MatBi
(f |Ui

) für i ∈ [1, r], dann gilt

MatB(f) =








A1 0 · · · 0

0 A2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 Ar







.

Beweis. Übung. �
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Lemma 2.1.4 Umgekehrt, sei B = (v1, · · · , vn) eine Basis mit

MatB(f) =








A1 0 · · · 0

0 A2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 Ar








wobei Ai ∈Mni
(K). Dann sind die Unterräume

Ui = 〈vn1+···+ni−1+1, · · · , vn1+···+ni−1+ni
〉

f -invariant und es gilt V = U1 ⊕ · · · ⊕ Ur. �

Beweis. Übung. �

2.2 Verallgemeinerte Eigenräume

De�nition 2.2.1 Seien k ∈ N und λ ∈ K. Der k-te verallgemeinerte Eigen-

raum zum Eigenwert λ ist Ek(f, λ) = Ker(f − λIdV )
k
.

Bemerkung 2.2.2 Es gilt E1(f, λ) = E(f, λ) also ist der erste verallgemeinerte

Eigenraum zum Eigenwert λ der Eigenraum zum Eigenwert λ.

Lemma 2.2.3 Sei λ ∈ K.

(�) Für jedes k ∈ N ist Ek(f, λ) f -invariant.

(��) Es gilt Ek(f, λ) ⊂ El(f, λ) für k ≤ l.

(���) Es gibt ein k ∈ N mit Ek(f, λ) = Ek+1(f, λ).

(�v) Sei k mit Ek(f, λ) = Ek+1(f, λ), dann gilt Ek(f, λ) = El(f, λ) für alle l ≥ k. �

Beweis. (�) Sei v ∈ Ek(f, λ). Dann gilt (f − λIdV )
k(v) = 0. Wir zeigen, dass f(v) ∈

Ek(f, λ) also (f − λIdV )
k(f(v)) = 0. Es gilt

(f−λIdV )
k(f(v)) = ((f−λIdV )

k◦f)(v) = f ◦(f−λIdV )
k(v) = f((f−λIdV )

k(v)) = 0.

(��) Sei v ∈ Ek(f, λ) und l ≥ k. Dann gilt (f−λIdV )
k(v) = 0, Also gilt (f−λIdV )

l(v) =
(f − λIdV )

l−k((f − λIdV )
k(v)) = (f − λIdV )

l−k(0) = 0. Es gilt also v ∈ El(f, λ).

(���) Wir betrahten dk = dimEk(f, λ. Die Folge (dk)k∈N ist steigend und dk ≤ n.
Es gibt also ein k mit dk = dk+1 also dimEk(f, λ) = dimEk+1(f, λ). Daraus folgt
Ek(f, λ) = Ek+1(f, λ).
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(�v) Sei k mit Ek(f, λ) = Ek+1(f, λ) und sei l ≥ k. Es gilt Ek(f, λ) ⊂ El(f, λ).
Umgekehrt zeigen wir per Induktion über l ≥ k, dass El(f, λ) ⊂ Ek(f, λ). Für l = k
ist dies wahr.

AngenommenEl(f, λ) ⊂ Ek(f, λ). Wir zeigen El+1(f, λ) ⊂ Ek(f, λ). Sei v ∈ El+1(f, λ).
Es gilt (f − λIdV )

l+1(v) = 0, also (f − λIdV )
k+1((f − λIdV )

l−k(v)) = 0. Es folgt

(f − λIdV )
l−k(v) ∈ Ek+1(f, λ) = Ek(f, λ). Es gilt also 0 = (f − λIdV )

k((f −
λIdV )

l−k(v)) = (f − λIdV )
l(v) = 0 und v ∈ El(f, λ) ⊂ Ek(f, λ). �

Korollar 2.2.4 Sei λ ∈ K. Dann gibt es ein Mλ ∈ N mit Ek(f, λ) ( Ek+1(f, λ) für
k < Mλ und Ek(f, λ) = Ek+1(f, λ) für k ≥Mλ.

2.3 Haupträume

De�nition 2.3.1 Der Hauptraum zum Eigenwert λ ist H(f, λ) = EMλ
(f, λ).

Lemma 2.3.2 (�) Ist λ ein Eigenwert von f , so gilt H(f, λ) 6= 0.

(��) Sonst gilt H(f, λ) = 0. �

Beweis. (�) Sei v ein Eigenvektor zu λ. Es gilt v 6= 0 und (f − λIdV )(v) = 0. Es gilt
also 0 6= E(f, λ) ⊂ H(f, λ).

(��) Angenommen H(f, λ) 6= 0. Dann gibt es ein v ∈ H(f, λ) mit v 6= 0. Es gilt

(f − λ)Mλ(v) = 0 und daraus folgt (f − λ)l(v) = 0 für alle l ≥ Mλ. Sei k maximal

mit der Eigenshaft (f − λ)k(v) 6= 0 (z.B. hat k = 0 diese Eigenshaft, aber alle

k ≥ Mλ haben diese Eigenshaft niht mehr). Es gilt also (f − λ)k(v) 6= 0 und

(f − λ)k+1(v) = 0. Daraus folgt

0 = (f − λ)k+1(v) = (f − λIdV )((f − λ)k(v)).

Also ist (f − λ)k(v) ein Eigenvektor von f mit dem Eigenwert λ. Widerspruh. �

Wir werden die Haupträume dank dem Minimalpolynom studieren. Zuerst brauhen

wir ein Lemma.

De�nition 2.3.3 Seien P1, · · · , Pr ∈ K[X ]. Die Polynome P1, · · · , Pr sind teiler-

fremd, falls es kein Q ∈ K[X ] mit deg(Q) > 0 und Q|Pi für alle i ∈ [1, r] gibt.

Beispiel 2.3.4 (�) X und X − 1 sind teilerfremd.

(��) Für λ1, · · · , λr paarweise vershieden sind P1 = (X−λ1)m1 , · · · , Pr = (X−λr)mr

teilerfremd.
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(���) Für λ1, · · · , λr paarweise vershieden sei

Pi =
∏

j 6=i

(X − λj)
mj .

Dann sind P1, · · · , Pr teilerfremd.

(�v) Für P1 = · · · = Pr = 0 sind P1, · · · , Pr niht teilerfremd. Jedes Polynom P teilt

P1, · · · , Pr: Pi = 0 = 0 · P .

Lemma 2.3.5 Seien P1, · · · , Pr ∈ K[X ] teilerfremd. Dann gibt es PolynomeQ1, · · · , Qr ∈
K[X ] mit

Q1P1 + · · ·+QrPr = 1.

Beweis. Nah Induktion über N = deg(P1) + · · ·+ deg(Pr).

Für N = 0 gilt deg(P1) = deg(Pr) = 0. Es gibt also Skalare λ1 · · · , λr ∈ K mit

Pi = λi für alle i ∈ [1, r]. Es gibt ein i mit λi 6= 0. ( Wenn niht gilt λ1 = · · · = λr = 0,
also P1 = · · · = Pr = 0 und P1, · · · , Pr sind niht teilerfremd. ) Sei Qi =

1
λi

und

Qj = 0 für j 6= i, also gilt Q1P1 + · · ·+QrPr = 1.

Wir nehmen an, dass es für alle teilerfremden PolynomeR1, · · · , Rr mitN ≥ deg(R1)+
· · ·+deg(Rr) Polynome S1, · · · , Sr gibt mit S1R1+· · ·+SrRr = 1. Seien P1, · · · , Pr tei-

lerfremde Polynome mit deg(P1)+· · ·+deg(Pr) = N+1. Ohne Beshränkung können
wir annehmen, dass deg(P1) ≥ · · ·deg(Pr). Wir wissen, dass es für alle i ∈ [1, r − 1]
Polynome Ui, Ri mit Pi = TiPr + Ri und deg(Ri) < deg(Pr) ≤ deg(Pi) gibt. Es gilt
also deg(R1) + · · ·+ deg(Rr−1) + deg(Pr) < deg(P1) + · · ·+ deg(Pr−1) + deg(Pr).

Wir zeigen, dass R1, · · · , Rr−1, Rr = Pr teilerfremd sind. Sei P ∈ K[X ] mit P |Ri für

alle i ∈ [1, r]. Es gilt P |Ri und P |Rr = Pr. Also teilt P alle Polynome TiPr+Ri = Pi.

Da P1, · · · , Pr teilerfremd sind gilt deg(P ) = 0 und R1, · · · , Rr sind teilerfremd.

Nah Induktion gibt es Polynome S1, · · · , Sr mit S1R1 + · · ·+ SrRr = 1. Wir setzen

Ri = Pi − TiPr für i ∈ [1, r − 1] und Rr = Pr. Es gilt

1 = S1R1 + · · ·+ SrRr = S1(P1 − T1Pr) + · · ·+ Sr−1(Pr−1 − Tr−1Pr) + SrPr.

Wir setzen Qi = Si für i ∈ [1, r − 1] und Qr = Sr − (S1T1 + · · · + Sr−1Tr−1). Die
Gleihung Q1P1 + · · ·+QrPr = 1 folgt. �

Beispiel 2.3.6 Sei P1 = X und P2 = X − 1. Dann sind P1 und P2 teilerfremd und

für Q1 = 1, Q2 = −1 gilt Q1P1 +Q2P2 = 1.

Sei µf das Minimalpolynom von f . Wir nehmen an, dass µf in Linearfaktoren zer-

fällt:

µf = (X − λ1)
m1 · · · (X − λr)mr ,

wobei λ1, · · · , λr paarweise vershieden sind.
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Satz 2.3.7 Sei Hi = Ker(f − λi)
mi

für i ∈ [1, r]. Es gilt

V = H1 ⊕ · · · ⊕Hr.

Beweis. Wir zeigen V = H1+· · ·+Hr. Sei v ∈ V . Wir zeigen, dass es Vektoren vi ∈ Hi

für i ∈ [1, r] gibt mit v = v1 + · · ·+ vr. Sei Pi =
∏

j 6=i(X − λj)
mj

für i ∈ [1, r]. Dann
sind P1, · · · , Pr teilerfremd. Nah dem obigen Lemma gibt es Polynome Q1, · · · , Qr

mit P1Q1 + · · ·+ PrQr = 1. Es gilt also

v = IdV (v) = (P1(f)Q1(f) + · · ·+ Pr(f)Qr(f))(v).

Sei vi = Pi(f)Qi(f)(v). Es gilt v = v1 + · · ·+ vr. Wir zeigen vi ∈ Hi. Es gilt

(f − λi)
m
i (vi) = (f − λi)

m
i Pi(f)Qi(f)(v) = µf(f)Qi(f)(v) = 0(f)Qi(f)(v) = 0.

Daraus folgt vi ∈ Hi.

Wir zeigen jetzt, dass die Summe H1 + · · ·+Hr eine direkte Summe ist. Seien also

vi ∈ Hi mit v1 + · · ·+ vr = 0. Wir zeigen vi = 0 für alle i ∈ [1, r]. Es gilt

0 = Pi(f)(v1) + · · ·+ Pi(f)(vr) = Pi(f)(vi)

da (X − λj)
mj Pi für alle j 6= i teilt. Sei R = (X − λi)

mi
. Es gilt R(f)(vi). Die

Polynome Pi und R = (X − λi)
mi

sind teilerfremd. Es gibt also Polynome Q und S
mit QPi + SR = 1. Daraus folgt

vi = Q(f)Pi(f)(vi) + S(f)R(f)(vi) = 0.

Da der obige Beweis für alle i ∈ [1, r] gilt, gilt also vi = 0 für alle i ∈ [1, r]. �

Korollar 2.3.8 Für alle i ∈ [1, r] gilt H(f, λi) = Hi und Mλi
= mi.

Beweis. Für alle i ∈ [1, r] und k ≤ Mλi
≤ l gilt

Ker(f − λiIdV )
k ⊂ Ker(f − λiIdV )

Mλi ⊂ Ker(f − λiIdV )
l.

Es gilt also Hi ⊂ H(f, λi).

Umgekehrt, sei v ∈ H(f, λi). Wir zeigen, dass v ∈ Hi. Nah dem obigen Satz gilt

v = v1 + · · · + vr mit vj ∈ Hj für alle j ∈ [1, r]. Sei Pi =
∏

j 6=i(X − λj)
mj

und

R = (X − λi)
Mλi

. Es gilt Pi(f)(vj) = 0 für alle j ∈ [1, r] und R(f)(v) = 0. Die
Polynome Pi und R sind teilerfremd. Es gibt also Q, S ∈ K[X ] mit 1 = QPi + SR.
Daraus folgt

v = Q(f)Pi(f)(v1 + · · ·+ vr) + S(f)R(f)(v) = Q(f)Pi(f)(vi).

Da vi ∈ Hi und Hi f -invariant, gilt v = Q(f)Pi(f)(vi) ∈ Hi.



21

Wir zeigen mi =Mλi
. Es gilt

Ker(f −λiIdV )
mi+1 ⊂ Ker(f −λiIdV )

Mλi = Ker(f − λiIdV )
mi ⊂ Ker(f − λiIdV )

mi+1.

Alle Enthaltungen sind Gleihungen und es folgt Ker(f − λiIdV )
mi = Ker(f −

λiIdV )
mi+1

. Nah der De�nition von Mλi
gilt Mλi

≤ mi. Sei

P = (X − λi)
Mλi · · · (X − λr)

Mλr .

Wir zeigen, dass P (f) = 0. Sei also v ∈ V . Wir zeigen P (f)(v) = 0. Nah dem obigen

Satz gilt v = v1 + · · · + vr mit vi ∈ Hi. Es gilt also P (f)(vi) = 0 für alle i ∈ [1, r].
Daraus folgt P (f)(v) = 0. Aus der De�nition von µf folgt, dass µf ein Teiler von P
ist. Daraus folgt mi ≤Mλi

. Es folgt Mλi
= mi. �

Korollar 2.3.9 Sei U ein f -invarianter Unterraum. Dann gilt

U = (U ∩H1)⊕ · · · ⊕ (U ∩Hr).

Beweis. Da wir eine direkte Summe H1 ⊕ · · · ⊕Hr haben ist die Summe (U ∩H1) +
· · · + (U ∩ Hr) auh eine direkte Summe. Wir haben eine Enthaltung (U ∩ H1) ⊕
· · · (U ∩ Hr) ⊂ U . Umgekehrt, sei v ∈ U , und wie oben sei Pi =

∏

j 6=i(X − λj)
mj

für i ∈ [1, r]. Dann sind P1, · · · , Pr teilerfremd und es gibt Polynome Q1, · · · , Qr mit

P1Q1 + · · ·+ PrQr = 1. Es gilt also

v = v1 + · · ·+ vr

wobei vi = Pi(f)Qi(f)(v) ∈ Hi. Da U ein f -invarianter Unterraum ist und v ∈ U ist,

gilt vi = Pi(f)Qi(f)(v) ∈ U . Es folgt vi ∈ U ∩Hi und U = (U ∩H1)⊕· · ·⊕(U ∩Hr).�

Korollar 2.3.10 Sei i ∈ [1, r]. Dann gibt es ein v ∈ V mit

(f − λiIdV )
mi−1(v) 6= 0 und (f − λiIdV )

mi(v) 6= 0.

Beweis. Es giltmi =Mλi
. Also giltKer(f−λiIdV )

mi−1 = Emi−1(f, λi) ( Emi
(f, λi) =

Ker(f − λiIdV )
mi
. Sei v ∈ Ker(f − λiIdV )

mi \Ker(f − λiIdV )
mi−1

. Dann erfüllt v die
obige Eigenshaft. �

2.4 Jordan-Kette

De�nition 2.4.1 Ein System (v1, · · · , vt) von Vektoren heiÿt Jordan-Kette (für

f zum Eigenwert λ), falls für alle k ∈ [1, t− 1] gilt

� v1 6= 0,

� (f − λIdV )(v1) = 0
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� (f − λIdV )(vk+1) = vk.

Lemma 2.4.2 (�) Es gibt einen Vektor v ∈ V mit (f − λiIdV )
mi−1(v) 6= 0 und

(f − λiIdV )
mi(v) = 0.

(��) Sei vk = (f − λiIdV )
mi−k(v). Das System (v1, · · · , vmi

) ist eine Jordan-Kette für
f zum Eigenwert λi. �

Beweis. (�) Siehe Korollar 2.3.10

(��) Folgt aus den De�nitionen von v und der Jordan-Kette. �

Lemma 2.4.3 Sei (v1, · · · , vt) eine Jordan-Kette für f zum Eigenwert λ.

(�) Dann ist ((f −λiIdV )(v2), · · · , (f −λiIdV )(vt)) = (v1, · · · , vt−1) eine Jordan-Kette
für f zum Eigenwert λ.

(��) Dann ist 〈v1, · · · , vt〉 f -invariant und (v1, · · · , vt) linear unabhängig. �

Beweis. (�) Folgt aus der De�nition.

(��) Nah (�) folgt, dass f−λIdV die Jordan-Kette auf (0, v1, · · · , vt−1) shikt. Daraus
folgt, dass 〈v1, · · · , vt〉 (f − λIdV )-invariant, also f -invariant ist.

Nah Induktion über t. Seien x1, · · · , xt Skalare mit

∑

i xivi = 0. Es folgt 0 =
∑

i xi(f −λIdV )(vi) =
∑

i≤r−1 xi+1vi. Da (v1, · · · , vt−1) eine Jordan-Kette ist, ist das
System linear unabhängig. Es folgt x2 = · · · = xr = 0. Es gilt dann auh x1v1 = 0.
Da v1 6= 0 folgt x1 = 0. Das System (v1, · · · , vt) ist linear unabhängig. �

Korollar 2.4.4 Sei (v1, · · · , vt) eine Jordan-Kette für f zum Eigenwert λ. Sei U =
〈v1, · · · , vt〉 und sei B = (v1, · · · , vt).
(�) Das System B ist eine Basis von U .

(��) Es gilt

MatB(f |U) =








λ 1 · · · 0

0 λ
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 1
0 · · · 0 λ








:= J(λ, t).

Beweis. (�) Folgt aus dem obigen Lemma.

(��) Es gilt (f −λIdV )(vk+1) = vk für k ∈ [1, t− 1]. Daraus folgt f(vk+1) = λvk+1+ vk.
Es gilt auh (f − λIdV )(v1) = 0, also f(v1) = λv1. Das Lemma ist bewiesen. �

De�nition 2.4.5 Die Matrix J(λ, t) heiÿt Jordan-Blok der Gröÿe t zum Ei-

genwert λ.
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2.5 Endomorphismus mit einem Eigenwert

Sei f ∈ End(V ). In diesem Kapitel nehmen wir an, dass χf = (X − λ)n und µf =
(X − λ)m. Wie shreiben Ei = Ei(f, λ). Es gilt

0 ( E1 ( · · · ( Em = V.

Wir shreiben g = f − λIdV .

Lemma 2.5.1 Sei U ein Unterraum mit E1 ∩U = 0. Dann ist g|U : U → V injektiv.

Insbesondere gilt: Sei B eine Basis von U , dann ist g(B) eine Basis von g(U). �

Beweis. Es gilt Ker(g|U) = U ∩Kerg = U ∩ E1 = 0. �

Wir bauen jetzt eine Zerlegung von V = Em in eine direkte Summe.

Satz 2.5.2 Für alle i ∈ [1, m], gibt es Unterräume Ui ⊂ Ei so dass

Ei = Ei−1 ⊕
m−i⊕

j=0

gj(Ui+j).

Beweis. Nah absteigender Induktion über i ∈ [1, m].

Für i = m, wählen wir Um ein Komplement von Em−1 in Em. Es gilt Em = Em−1⊕Um.

Induktionsannahme: für k ∈ [i+ 1, m] gibt es Unterräume Uk ⊂ Ek mit:

Ei+1 = Ei ⊕
m−i−1⊕

j=0

gj(Ui+j+1).

Lemma 2.5.3 Es gilt Ei−1 +

m−i∑

j=1

gj(Ui+j) = Ei−1 ⊕
mi⊕

i=1

gj(Ui+j). �

Beweis. Sei v ∈ Ei−1 und ui,j ∈ Ui+j mit

v +
m−i∑

j=1

gj(ui,j) = 0.

Wir zeigen, dass v = gj(ui,j) = 0 für alle j ∈ [1, m− i]. Es gilt

m−i−1∑

j=0

gi+j(ui,j+1) =
m−i∑

j=1

gi+j−1(ui,j) = −gi−1(v) = 0.
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Daraus folgt

m−i−1∑

j=0

gj(ui,j+1) ∈ Ei.

Nah Induktionsannahme gilt gj(ui,j+1) = 0 für alle j ∈ [0, m − i − 1]. Es folgt

gj+1(ui,j+1) = 0 für alle j ∈ [0, m− i− 1] und gj(ui,j) = 0 für alle j ∈ [1, m− i]. Es
folgt auh v = 0. �

Sei Ui ein Komplement von Ei−1 ⊕
mi⊕

i=1

gj(Ui+j) in Ei. Es gilt

Ei = Ei−1 ⊕
m−i⊕

j=0

gj(Ui+j).

Korollar 2.5.4 Seien Ui für i ∈ [1, m] wie im Satz 2.5.2. Sei Bi eine Basis von Ui,

dann ist gj(Bi) eine Basis von g
j(Ui) für alle j ∈ [0, i− 1].

Beweis. Nah Lemma 2.5.1, genügt es zu zeigen, dass gj−1(Ui) ∩ E1 = 0 für alle

j ∈ [0, i − 1]. Sei v ∈ gj−1(Ui) ∩ E1 und sei u ∈ Ui mit gj−1(u) = v. Es gilt gj(u) =
g(v) = 0. Daraus folgt u ∈ Ui ∩ Ej ⊂ Ui ∩ Ei−1 = 0. Es folgt u = 0 und v = 0. �

Korollar 2.5.5 Für alle i ∈ [1, m] gilt

dimEi = dimEi−1 +

m∑

k=i

dimUk und dimUi = 2dimEi − dimEi+1 − dimE − i− 1,

wobei Em+1 = Em = V .

Beweis. Die erste Dimensionsformel folgt aus dem Satz 2.5.2 und dem Korollar 2.5.4.

Die zweite Dimensionsformel folgt aus der ersten nah absteigender Induktion über

i.

Für i = m gilt dimEm = dimEm−1 + dimUm. Daraus folgt die Dimensionformel.

Induktionsannahme: Für k ∈ [i+ 1, m] gilt dimUk = dimEk − dimEk+1 − dimEk−1.

Es gilt dimEi = dimEi−1 +
∑m

k=i dimUk. Daraus folgt

dimUi = dimEi − dimEi−1 −
∑m

k=i+1 dimUk

= dimEi − dimEi−1 − 2
∑m

k=i+1 dimEk +
∑m

k=i+1 dimEk+1 +
∑m

k=i+1 dimEk−1

= dimEi − dimEi−1 − 2
∑m

k=i+1 dimEk +
∑m+1

k=i+2 dimEk +
∑m−1

k=i dimEk

= dimEi − dimEi−1 − dimEi+1 − dimEm + dimEm+1 + dimEi

= 2dimEi − dimEi−1 − dimEi+1.
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Korollar 2.5.6 Es gilt

V =
m⊕

i=1

(
i−1⊕

j=0

gj(Ui)

)

.

Korollar 2.5.7 Seien Ui für i ∈ [1, m] wie im Satz 2.5.2 und seien Bi Basen von Ui.

Dann ist

B =
m⋃

i=1

(
i−1⋃

j=1

gj(Bi)

)

eine Basis von V .

De�nition 2.5.8 Sei m ∈ N. Für i ∈ [1, m], sei ni, di ∈ N und Ai ∈ Mni
(K). Wir

shreiben diag(d1A1, · · · , dmAm) für die blokdiagonale Matrix mit d1-Mal A1, · · · ,
dm-Mal Am auf der Diagonale.

Korollar 2.5.9 Es giltMatB(f) = diag(d1J(λ, 1), · · · , dmJ(λ,m)) wobei di = dimUi.

Beweis. Für v ∈ Ui, ist (g
i−1(v), · · · , g(v), v) eine Jordan-Kette für f zum Eigenwert

λ. Die Basis B ist also eine Vereinigung von Jordan-Ketten und die obere Diagonal-

form der Matrix folgt daraus. �

2.6 Jordanshe Normalform

Satz 2.6.1 (Jordanshe Normalform) Sei f ∈ End(V ), so dass χf (oder µf) in

Linearfaktoren zerfällt. Dann gibt es eine Basis B von V so, dass

MatB(f) = diag(J(ζ1, n1), · · · , J(ζs, ns))

, wobei die Matrizen J(λi, ni) sind, bis auf Vertaushen, eindeutig bestimmt sind.

Diese Matrix heiÿt Jordan-Normalform von f . Die ζ1, · · · , ζs sind niht notwendig

paarweise vershieden. �

Beweis. Ist B eine Basis mitMatB(f) wie oben, so sagen wir, dass MatB(f) in Jordan-
Normalform ist. Wir zeigen zuerst, dass es eine solhe Basis gibt.

Für die Einshränkung fi von f auf H(f, λi) gilt (fi − λiId)
mi = 0. Nah Korollar

2.5.9 gibt es eine Basis Bi von H(f, λi) so, dass MatBi
(fi) in Jordan-Normalform ist.

Sei B = B1 ∪ · · · ∪ Br. Nah dem Satz 2.3.7, ist B eine Basis von V und es gilt

MatB(f) = diag(MatB1(f1), · · · ,MatBr
(fr)).

Es folgt, dass MatB(f) in Jordan-Normalform ist.
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Wir zeigen jetzt, dass die Jordan-Blöke, bis auf Vertaushen, eindeutig bestimmt

sind. Sei B = B1 ∪ · · · ∪ Bs eine Basis mit Bi = (vi,1, · · · , vi,ni
) so, dass MatB(f) in

Jordan-Normalform ist.

Sei J(ζi, ni) ein Jordan-Blok von MatB(f). Dann ist vi,1 ein Eigenvektor für den

Eigenwert ζi. Es folgt, dass die Skalare ζ1, · · · , ζs die Eigenwerte von f sind und also

eindeutig bestimmt. Auÿerdem, gilt vi,j ∈ Ej(f, ζi) \ Ej−1(f, ζi) für j ∈ [1, ni]. Sei
ej(λ) = dimEj(f, λ). Es folgt

dj(λ) = ej(λ)− ej−1(λ) = Anzahl der Elemente von {i | ζi = λ und ni ≤ j}.

Sei jt(λ) die Anzahl von Jordan-Blöken der Gestalt J(λ, t) in alle Jordan-Blöken

J(ζ1, n1), · · · , J(ζs, ns). Es folgt

dj(λ) =
∑

t≥j

jt(λ).

Daraus folgt

jt(λ) = dt(λ)− dt−1(λ) = et(λ) + et−2(λ)− 2et−1(λ).

Es folgt, dass jt(λ) nur von f abhängt und dass die Jordan-Blöke, bis auf Vertau-

shen, eindeutig bestimmt sind. �

Sei et(f, λ) = dimEt(f, λ) und sei jt(f, λ) die Anzahl von Jordan-Blöke der Gröÿe

t zum Eingenwert λ.

Korollar 2.6.2 Sei f ∈ End(V ) und J eine jordanshe Normalform für f .

(�) J hat dimE(f, λ) = e1(f, λ) Jordan-Blöke zum Eigenwert λ.

(��) J hat jt(f, λ) = 2et(f, λ)− et+1(f, λ)− et−1(f, λ) Jordan-Blöke J(λ, t).

(���) Es gilt

ei(λ) =
∑

t≥1

min(i, t)jt(f, λ).

Beweis. (�) folgt aus (���) für i = 1.

Wir haben im Beweis des obigen Satzes gezeigt, dass

ei(λ)− ei−1(λ) = di(λ) =
∑

t≥i

jt(λ).

Es folgt

jt(f, λ) = dt(λ)− dt+1(λ) = et(f, λ)− et−1(f, λ)− (et+1(f, λ)− et(f, λ))

und (��) folgt.
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Es gilt auh

ei(f, λ) =

i∑

k=1

dk(λ) =

i∑

k=1

∑

t≥k

jt(λ) =
∑

t≥1

jt(λ)
∑

k≤i,t

1 =
∑

t≥1

min(i, t)jt(f, λ).

De�nition 2.6.3 Das Spektrum Σ(f) eines Endomorphismus f (bzw. Σ(A) einer
Matrix A) ist die Menge aller Eigenwerte von f (bzw. von A).

Korollar 2.6.4 Zwei Matrizen A,B ∈Mn(K), so dass χA und χB in Linearfaktoren

zerfallen, sind genau dann ähnlih, wenn dimEi(A, λ) = dimEi(B, λ) für alle λ ∈ K.

Beweis. Nah dem Satz sind A und B genau dann ähnlih, wenn A und B die selben

Jordan-Blöke haben. Nah dem obigen Korollar ist dies äquivalent zu jt(A, λ) =
jt(B, λ) für alle λ ∈ K und alle t ∈ N. Nah dem obigen Korollar gilt

jt(f, λ) = 2 dimEt(f, λ)− (dimEt−1(f, λ) + dimEt+1(f, λ)

und (nah Induktion) gilt auh

dimEi(f, λ) =
∑

t≥1

min(i, t)jt(f, λ).

Es folgt, dass A und B genau dann ähnlih sind, wenn dimEi(A, λ) = dimEi(B, λ)
für alle λ ∈ K. �

Beispiel 2.6.5 Seien

A =







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1







und B =







1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1






.

Diese Matrizen sind in Jordan-Normalform. Die Jordan-Blöke für A sind

J(1, 1); J(1, 1); J(1, 2).

Die Jordan-Blöke für B sind

J(1, 2); J(1, 2).

Es folgt, dass A 6≈ B (dies ist eine Lösung für die Übung nah dem Beispiel 1.10.8).

Wir können die Dimension aller erweiterten Eigenräume Bestimmen. Für λ 6= 1 gilt

dimEi(A, λ) = dimEi(B, λ) = 0 für alle i. Es gilt

dimE0(A, 1) = 0, dimE1(A, 1) = 3 und dimEi(A, λ) = 4 für alle i ≥ 2.

dimE0(B, 1) = 0, dimE1(B, 1) = 2 und dimEi(B, λ) = 4 für alle i ≥ 2.



3 Symmetrishe Gruppe

3.1 De�nition

Sei n ∈ N, mit n ≥ 1 und sei In = [1, n].

De�nition 3.1.1 Die symmetrishe Gruppe Sn ist die Gruppe (Bij(In), ◦), wo-
bei Bij(In) die Menge aller bijektiven Abbildungen In → In ist und die Verknüpfung

◦ die Komposition von Abbildungen ist. Ein Element von Sn heiÿt Permutation.

Notation 3.1.2 Ist σ : In → In ein Element in Sn, so shreiben wir

σ = (σ(1), · · · , σ(n)).

Beispiel 3.1.3 (�) Die Gruppe S1. Die Menge I1 hat nur ein Element: 1. Es gibt also
nur eine Abbildung I1 → I1: die Identität. Diese ist eine Bijektive Abbildung. Es gilt

S1 = {IdI1}.

(��) Die Gruppe S2. Die Menge I2 hat zwei Elemente: 1 und 2. Es gibt zwei Bijektionen
I2 → I2: die Identität und die Abbildung τ1,2 de�niert durh τ1,2(1) = 2 und τ1,2(2) =
1. Es gilt

S2 = {IdI2, τ1,2} = {(1, 2), (2, 1)}.

(���) Die Gruppe S3 hat 6 Elemente:

S3 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)}.

Lemma 3.1.4 Die Gruppe S3 is niht abelsh. �

Beweis. Es gilt (2, 1, 3) ◦ (2, 3, 1) = (1, 3, 2) und (2, 3, 1) ◦ (2, 1, 3) = (3, 2, 1). Es folgt
(2, 1, 3) ◦ (2, 3, 1) 6= (2, 3, 1) ◦ (2, 1, 3) und S3 ist niht abelsh. �

Lemma 3.1.5 Die Abbildung ιn+1 : Sn → Sn+1 de�niert durh

ιn+1(σ)(i) =

{
σ(i) für i ∈ [1, n]
n+ 1 für i = n+ 1,

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Das Bild ist die Untergruppe

ιn+1(Sn) = {σ ∈ Sn+1 | σ(n + 1) = n+ 1} = Sn+1(n+ 1).
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Beweis. Die Abbildung ist injektiv: Seien σ, τ ∈ Sn mit ιn+1(σ) = ιn+1(τ). Dann gilt

für alle i ∈ [1, n], dass σ(i) = ιn+1(σ)(i) = ιn+1(τ)(i) = τ(i). Es folgt σ = τ .

Seien σ, τ ∈ Sn. Es gilt

ιn+1(σ ◦ τ)(i) =
{
σ ◦ τ(i) für i ∈ [1, n]
n+ 1 für i = n + 1,

Es gilt auh

ιn+1(σ)◦ιn+1(τ)(i) =

{
ιn+1(σ)(τ(i)) für i ∈ [1, n]
ιn+1(σ)(n+ 1) für i = n+ 1,

=

{
σ(τ(i)) für i ∈ [1, n]
n + 1 für i = n+ 1,

Daraus folgt ιn+1(σ◦τ) = ιn+1(σ)◦ιn+1(τ) und ιn+1 ist ein Gruppenhomomorphismus.

Das Bild ist enthalten in Sn+1(n). Sei σ ∈ Sn+1(n + 1). Dann gilt σ(In) ⊂ In und

σ|In ∈ Sn. Es gilt ιn+1(σ|In) = σ. �

Korollar 3.1.6 Die Gruppe Sn mit n ≥ 3 ist niht abelsh.

Beweis. Nah Induktion über n. Für n = 3, gilt dies nah Lemma 3.1.4. Nah Induk-

tionsannahme ist Sn niht abelsh, es gibt also Elemente σ, τ ∈ Sn mit σ ◦ τ 6= τ ◦ σ.
Wir betrahten ιn+1(σ), ιn+1(τ) ∈ Sn+1. Da ιn+1 injektiv und ein Gruppenhomomor-

phismus ist, gilt ιn+1(σ)◦ ιn+1(τ) 6= ιn+1(τ)◦ ιn+1(σ). Es folgt Sn+1 ist niht abelsh.�

3.2 Transpositionen

De�nition 3.2.1 Seien i, j ∈ [1, n] mit i 6= j. Die Transposition τi,j ist die Per-
mutation de�niert durh

τi,j(k) =







j für k = i
i für k = j,
k sonst.

Bemerkung 3.2.2 Es gilt τ 2i,j = Idin oder τ−1
k,n = τk,n.

Lemma 3.2.3 Jedes σ ∈ Sn ist ein Produkt von r ≤ n− 1 Transpositionen. �

Beweis. Nah Induktion über n. Klar für n = 1 und n = 2. Sei σ ∈ Sn+1 und sei

i = σ(n+1). Sei τ = τi,n+1◦σ. Es gilt τ(n+1) = τi,n+1(i) = n+1. Es gilt τ ∈ Sn(n+1)
und nah Induktionsvorraussetzung ist τ ein Produkt von r ≤ n−1 Transpositionen.
Es gilt σ = τi,n+1 ◦ τ . Daraus folgt, dass σ ein Produkt von r+1 ≤ n Transpositionen

ist. �

Lemma 3.2.4 Sei G eine Gruppe und sei g ∈ G. Sei Intg : G → G de�niert durh

Intg(h) = ghg−1
für alle h ∈ G. Dann ist Intg ein Gruppenautomorphismus von G

und es gilt Int

−1
g = Intg−1

. �
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Beweis. Es gilt Intg(h)Intg(k) = ghg−1gkg−1 = ghkg−1 = Intg(hk). Daraus folgt,

dass Intg ein Gruppenhomomorphismus ist. Es gilt Intg(Intg−1(h) = g(g−1hg)g−1 = h
und Intg−1(Intg(h) = g−1(ghg−1)g = h. Daraus folgt, dass Int−1

g = Intg−1
und Intg

ein Gruppenautomorphismus ist. �

Korollar 3.2.5 Sei k ∈ [1, n+ 1] und sei ιk : Sn → Sn+1 de�niert durh

ιk(σ) = τk,n+1 ◦ ιn+1(σ) ◦ τ−1
k,n+1.

Dann ist ιk injektiv und ein Gruppenhomomorphismus. Das Bild von ιk ist die Un-

tergruppe

ιk(Sn) = {σ ∈ Sn+1 | σ(k) = k} = Sn+1(k).

Beweis. Es gilt ιk = Intτk,n+1
◦ ιn+1. Es folgt, dass ιk injektiv und ein Gruppenhomo-

morphismus ist. Das Bild von ιk ist

ιk(Sn) = Intτk,n+1
(ιn+1(Sn)) = Intτk,n+1

({σ ∈ Sn+1 | σ(n+ 1) = n + 1}).
Wir zeigen Intτk,n+1

({σ ∈ Sn+1 | σ(n + 1) = n + 1}) = {σ ∈ Sn+1 | σ(k) = k}.
Sei σ ∈ Sn+1 mit σ(n + 1) = n + 1. Es gilt Intτk,n+1

(σ)(k) = τk,n+1στk,n+1(k) =
τk,n+1σ(n + 1) = τk,n+1(n + 1) = k. Es folgt Intτk,n+1

(σ) ∈ Sn+1(k). Sei σ ∈ Sn+1

mit σ(k) = k. Es gilt σ = Intτk,n+1
Intτ−1

k,n+1
(σ). Sei τ = Intτ−1

k,n+1
(σ) = Intτk,n+1

(σ).

Es gilt τ(n + 1) = τk,n+1στk,n+1(n + 1) = τk,n+1σ(k) = τk,n+1(k) = n + 1. Es folgt
τ = Intτk,n+1

(σ) ∈ Sn+1(n + 1) und σ = Intτk,n+1
(τ). �

Lemma 3.2.6 Sei Si
n+1 = {σ ∈ Sn+1 | σ(n + 1) = i}. Dann ist die Abbildung

Si
n+1 → Sn+1(n+ 1) de�niert durh σ 7→ τi,n+1 ◦ σ eine Bijektion. �

Beweis. Wir zeigen, dass diese Abbildung wohl de�niert ist, i.e. dass für σ ∈ Si
n+1

gilt τi,n+1 ◦ σ ∈ Sn+1(n+ 1). Es gilt

τi,n+1σ(n+ 1) = τ,n+1(i) = n + 1.

Umgekehrt betrahten wir die Abbildung Sn+1(n + 1) → Si
n+1 de�niert durh σ 7→

τi,n+1 ◦ σ. Diese Abbildung ist wohl de�niert: für σ ∈ Sn+1(n + 1) gilt

τi,n+1 ◦ σ(n+ 1) = τi,n+1(n+ 1) = i.

Diese Abbildungen sind invers. Es folgt das Lemma. �

Korollar 3.2.7 Die Gruppe Sn hat n! Elemente.

Beweis. Nah Induktion über n. Für n = 1 ist die Behauptung wahr. Angenommen

Sn hat n! Elemente. Die Gruppe Sn+1 ist die disjunkte Vereinigung

Sn+1 =
n+1∐

i=1

Si
n+1.

Nah dem Lemma, folgt, dass Si
n+1 genau so viele Elemente wie Sn hat. Nah Induk-

tionsvorraussetzung hat Sn+1, für alle i ∈ [1, n+1], genau n! Elemente. Es folgt, dass

Sn+1 genau n · n! = (n + 1)! Elemente hat. �
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3.3 Support

De�nition 3.3.1 Der Support einer Permutation σ ∈ Sn ist die Teilmenge Supp(σ) ⊂
In de�niert durh

Supp(σ) = {i ∈ In | σ(i) 6= i}.

Lemma 3.3.2 Seien σ, τ ∈ Sn mit Supp(σ)∩Supp(τ) = ∅. Dann gilt σ ◦ τ = τ ◦σ.�

Beweis. Übung. �

3.4 Permutationsmatrix

De�nition 3.4.1 Sei σ ∈ Sn. Der zugehörige Permutationsendomoprhismus

fσ ∈ End(kn) und die zugehörige Permutationsmatrix Pσ sind de�niert durh

fσ(ei) = eσ(i) und Pσ = MatB(fσ),

wobei B = (e1, · · · , en) die kanonishe basis des kn ist.

Beispiel 3.4.2 Sei σ = (2, 3, 1) ∈ S3. Dann ist

Pσ =





0 0 1
1 0 0
0 1 0



 .

Lemma 3.4.3 Seien σ, τ ∈ Sn. Dann gilt fσ ◦ fτ = fσ◦τ und Pσ ◦ Pτ = Pσ◦τ . �

Beweis. Die Gleihung Pσ ◦ Pτ = Pσ◦τ folgt aus fσ ◦ fτ = fσ◦τ . Da B eine Basis ist,

genügt es zu zeigen, dass fσ ◦ fτ (ei) = fσ◦τ (ei). Es gilt

fσ ◦ fτ (ei) = fσ(eτ(i)) = eσ(τ(i)) = fσ◦τ (ei).

Korollar 3.4.4 Sei σ ∈ Sn.

(�) Die Matrix Pσ ist invertierbar.

(��) Die Abbildung Sn → GLn(K) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. (�) Es gilt Pσ◦Pσ−1 = PId = In = Pσ−1◦Pσ. Daraus folgt, dass Pσ invertierbar

ist mit Pσ−1
als Inversem.

(��) Folgt aus dem Lemma. �

Korollar 3.4.5 Die Abbildung ε : Sn → K \ {0} de�niert durh σ 7→ det(Pσ) ist ein
Gruppenhomomorphismus.
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Beweis. Wir wissen, dass det : GLn(K) → K \{0} ein Gruppenhomomorphismus ist.

Daraus folgt, dass die obige Komposition auh ein Gruppenhomomorphismus ist. �

Lemma 3.4.6 Sei τi.j eine Transposition. Dann gilt ε(τi,j) = −1. �

Beweis. Man sieht, dass Pτi,j = E
(n)
i,j wobei E

(n)
i,j die zugehörige Elementarmatrix ist.

Daraus folgt das Lemma. �

Korollar 3.4.7 Die Abbilgung ε : Sn → {1,−1} de�niert durh ε(σ) = det(Pσ) ist
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Es bleibt nur zu zeigen, dass det(Pσ) ∈ {−1,−1}. Nah Lemma 3.2.3, gilt,

dass σ ein Produkt τ1 · · · τk von Transpositionen ist. Es folgt det(Pσ) = (−1)k ∈
{−1,−1}. �

De�nition 3.4.8 Eine Permutation σ ∈ Sn heiÿt gerade falls ε(σ) = 1 und unge-

rade falls ε(σ) = −1.

3.5 Elementare Transpositionen

De�nition 3.5.1 Sei i ∈ [1, n − 1]. Die elementare Transposition si ist die

Transposition τi,i+1.

Lemma 3.5.2 Seien i, j ∈ [1, n] mit i < j. Es gilt

τi,j = si · · · sj−2sj−1sj−2 · · · si.
Insbesondere ist τi,j ein Produkt von 2(j − i)− 1 elementare Transpositionen. �

Beweis. Nah Induktion über j−i. Für j−i = 1 gilt j = i+1 und τi,j = si. Angenom-

men τi,j = si · · · sj−2sj−1sj−2 · · · si, wir zeigen τi−1,j = si−1 · · · sj−2sj−1sj−2 · · · si−1. Es

gilt

si−1τi,jsi−1 = τi−1,j .

Das Lemma folgt nah Induktionsannahme. �

Satz 3.5.3 Jedes σ ∈ Sn ist ein Produkt von R ≤ n(n−1)
2

elementare Transpositio-

nen. �

Beweis. Nah Induktion über n. Für n = 1 oder n = 2 ist die Behauptung wahr. Wir

nehmen an, dass das Lemma für Sn wahr ist. Sei σ ∈ Sn+1 und sei i = σ(n+1). Sei τ =
sn · · · siσ. Es gilt τ(n+1) = n+1. Es folgt, dass τ ∈ Sn und nah Induktionsannahme

gibt es R ≤ n(n−1)
2

elementare Tranpositionen si1 , · · · , siR mit τ = si1 · · · siR. Es folgt,
dass σ ein Produkt von weniger als

n(n− 1)

2
+ n− i+ 1 ≤ n(n− 1)

2
+ n =

n(n + 1)

2

elementaren Transpositionen ist. �
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Lemma 3.5.4 Es gilt

(�) s2i = Id, für alle i ∈ [1, n− 1].

(��) (sisi+1)
3 = Id, für alle i ∈ [1, n− 2].

(���) (sisj)
2 = Id, für alle i, j ∈ [1, n− 1] mit |i− j| > 1. �

Beweis. Übung. �

Satz 3.5.5 Sei σ ∈ Sn und sei

I(σ) = {(i, j) ∈ [1, n]× [1, n] | i < j und σ(i) > σ(j)}

und ℓ(σ) = |I(σ)|. Dann gilt ε(σ) = (−1)ℓ(σ). �

Beweis. Sei σ ∈ Sn mit σ(i) < σ(i + 1) für alle i ∈ [1, n − 1]. Dann gilt σ = Id
(Übung).

Sei σ 6= Id. Es gibt also ein i ∈ [1, n− 1] mit σ(i) > σ(i+ 1). Wir zeigen, dass

si(I(σ)) = I(σsi) ∪ {(i+ 1, i)} und ℓ(σ) = ℓ(σsi) + 1.

Sei (k, l) ∈ I(σ). Wir zeigen si(k, l) = (si(k), si(l)) ∈ I(σsi) ∪ {(i + 1, i)}. Es gilt
k < l und σ(k) > σ(l). Es gilt auh si(k, l) = (si(k), si(l)) und σsi(si(k)) = σ(k) >
σ(l) = σsi(si(l)).

Für (k, l) = (i, i + 1) gilt si(k, l) = si(i, i + 1) = (i + 1, i). Sei (k, l) 6= (i, i + 1).
Für {k, l} ∩ {i, i + 1} = ∅ gilt si(k, l) = (k, l), also si(k) < si(l). Daraus folgt

(si(k), si(l)) ∈ I(σsi).

Sei k = i und l 6= i+1. Da l > k = i, gilt l > i+1. Es gilt also si(k) = i+1 < l = si(l).
Daraus folgt (si(k), si(l)) ∈ I(σsi).

Sei l = i+1 und k 6= i. Da k < l = i+1, gilt k < i. Es gilt also si(k) = k < i = si(l).
Daraus folgt (si(k), si(l)) ∈ I(σsi).

Daraus folg si(I(σ)) ⊂ I(σsi) ∪ {(i+ 1, i)}. Umgekehrt gilt (i+ 1, i) = si(i, i+ 1) ∈
siI(σ). Sei (a, b) = si(k, l) ∈ I(σsi) wobei k = si(a) und b = si(b). Wir zeigen, dass

(k, l) ∈ I(σ). Es gilt σ(k) = σsi(a) > σsi(b) = σ(l).

Falls (a, b) = (i, i + 1), gilt σ(i + 1) = σsi(a) > σsi(b) = σ(i). Widerspruh. Für

{a, b} ∩ {i, i + 1} = ∅, gilt (k, l) = si(a, b) = (a, b), also k = a < l = b und

(k, l) ∈ I(σ).

Sei a = i und b 6= i+ 1. Da b > a = i, gilt b > i+ 1. Es gilt also k = si(a) = i+ 1 <
b = si(b) = l und (k, l) ∈ I(σ).

Sei b = i+1 und a 6= i. Da a < b = i+1, gilt k = si(a) = a < i = si(b) = l und (k, l) ∈
I(σ). Daraus folgt si(I(σ)) ⊃ I(σsi)∪ {(i+1, i)} und si(I(σ)) = I(σsi)∪ {(i+1, i)}.
Es folgt, dass ℓ(σ) = |I(σ)| = |si(I(σ))| = |I(σsi)|+ 1 = ℓ(σsi) + 1.
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Wir zeigen durh Induktion über ℓ(σ), dass ε(σ) = (−1)ℓ(σ). Für ℓ(σ) = 0, gilt
σ(i) < σ(i+ 1) für alle i und σ = Id. Es folgt ε(σ) = 1 = (−1)ℓ(σ).

Induktionsannahme: für ℓ(σ) = r ≥ 0 gilt ε(σ) = (−1)ℓ(σ). Sei σ mit ℓ(σ) = r+1 > 0.
Es gibt ein i ∈ [1, n] mit σ(i) > σ(i + 1). Es folgt, dass ℓ(σsi) = ℓ(σ) − 1 = r.
Nah Induktionsannahme gilt ε(σsi) = (−1)ℓ(σsi) = (−1)ℓ(σ)−1

. Es folgt ε(σ)(−1) =
(−1)ℓ(σ)−1

und ε(σ) = (−1)ℓ(σ). �

3.6 Determinante

Satz 3.6.1 Sei A ∈Mn(K) eine Matrix. Dann gilt

det(A) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)

n∏

i=1

ai,σ(i) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)

n∏

i=1

aσ(i),i.

Beweis. Die zweite Formel folgt aus der Ersten und det(AT ) = det(A).

Für die erste Formel zeigen wir, dass die Abbildung

A 7→ D(A) =
∑

σ∈Sn

ε
n∏

i=1

ai,σ(i)

linear in den Zeilen ist, dass D(A) = 0 für Rg(A) < n und, dass D(In) = 1.

Wir shreiben In = (δi,j). Es gilt

D(In) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)

n∏

i=1

δi,σ(i).

Es gilt δi,σ(i) 6= 0 genau dann, wenn i = σ(i). Daraus folgt, dass gilt
∏n

i=1 δi,σ(i) 6= 0
genau dann, wenn i = σ(i) für alle i ∈ [1, n] i.e.

∏n
i=1 δi,σ(i) 6= 0 genau dann, wenn

σ = Id. Daraus folgt
D(In) = 1.

Sei A ∈ Mn(K) und seien Z1, · · · , Zk, · · · , Zn die Zeilen von A. Sei B mit Zeilen

Z1, · · · , Zk + Z ′
k, · · · , Zn und C mit Zeilen Z1, · · · , Z ′

k, · · · , Zn. Wir shreiben Zi =
(ai,1, · · · , ai,n) und Z ′

k = (a′k,1, · · · , a′i,n). Es gilt also A = (ai,j), B = (bi,j) und ci,j)
wobei

bi,j =

{
ai,j für i 6= k
ak,j + a′k,j für i = k.

und ci,j =

{
ai,j für i 6= k
a′k,j für i = k.

Es gilt

n∏

i=1

bi,σ(i) =
n∏

i=1

ai,σ(i) + a′k,σ(k)

n∏

i=1, i 6=k

ai,σ(i) =
n∏

i=1

ai,σ(i) +
n∏

i=1

ci,σ(i).
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Daraus folgt D(B) = D(A) +D(C) und D ist linear in den Zeilen.

Sei A mit Rg(A) < n. Es gibt eine Zeile Zk mit Zk =
∑n

t=1, t6=k xtZt. Sei At die

Matrix mit Zeilen (Z1, · · · , Zk−1, Zt, Zk+1, · · · , Zn). Nah Linearität gilt

D(A) =
∑

t=1, t6=k

xtD(At).

Es genügt zu zeigen, dass D(At) = 0. Wir shreiben At = (bi,j). Es gilt

D(At) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)

n∏

i=1

bi,σ(i).

Da die t-te und die k-te Zeilen von At gleih sind, gilt bt,j = bk,j für alle j. Sei τ = τj,k,
es gilt

n∏

i=1

bi,στ(i) = bt,σ(k)bk,σ(t)

n∏

i 6=t,k

bi,σ(i) = bk,σ(k)bt,σ(t)

n∏

i 6=t,k

bi,σ(i) =

n∏

i=1

bi,σ(i).

Es folgt

D(At) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

bi,σ(i) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

bi,στ(i).

Wir setzen θ = στ i.e. σ = θτ−1 = θτ . Es gilt

D(At) =
∑

θ∈Sn

ε(θτ)

n∏

i=1

bi,θ(i) = −
∑

θ∈Sn

ε(θ)

n∏

i=1

bi,θ(i) = −D(At).

Es folgt D(At) = 0. �
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4.1 Bilineare Abbildungen und Tensorprodukt

Seien U , V und W drei K-Vektorräume.

De�nition 4.1.1 Eine Abbildung f : U × V → W heiÿt bilinear falls für alle

x, y ∈ K für alle u, u′ ∈ U und alle v, v′ ∈ V gilt:

� f(xu+ yu′, w) = xf(u, v) + yf(u′, v)

� f(u, xv + yv′) = xf(u, v) + yf(u, v′).

Lemma 4.1.2 Sei f : U ×V → W eine bilineare Abbildung und sei g : W → E eine

lineare Abbildung. Dann ist g ◦ f eine bilineare Abbildung. �

Beweis. Übung. �

Wir versuhen bilineare Abbildung durh lineare Abbildungen zu ersetzen.

De�nition 4.1.3 Ein K-Vektorraum E heiÿt Tensorprodukt von U und V falls

gilt:

1. Es gibt eine bilineare Abbildung πE : U × V → E und

2. für jede bilineare Abbildung f : U × V →W , es gibt genau eine lineare Abbil-

dung LE
f : E →W mit LE

f ◦ πE = f .

Bemerkung 4.1.4 Es ist noh niht klar, dass es ein Tensorprodukt gibt. Wir zeigen

zuerst, dass es höhstens ein Tensorprodukt gibt.

Satz 4.1.5 Seien E und F zwei Tensorprodukte für U und V . Dann sind E und F
isomorph. �

Beweis. Nah dem ersten Punkt der De�nition gibt es bilineare Abbildungen πE :
U × V → E und πF : U × V → F . Nah dem zweiten Punkt gibt es eindeutig

bestimmte lineare Abbildungen LE
πF

: E → F und LF
πE

: F → E mit πF = LE
πF

◦ πE
und πE = LF

πE
◦ πF . Wir zeigen, dass LF

πE
und LE

πF
isomorph sind.

Wir haben eine bilineare Abbildung f = LF
πE

◦ LE
πF

◦ πE : U × V → E und es gilt

f = LF
πE

◦ LE
πF

◦ πE = LF
πE

◦ πF = πE . Nah dem zweiten Punkt gibt es genau



37

eine Abbildung LE
f mit LE

f ◦ πE = f = πE . Aber wir haben IdE ◦ πE = πE also

LE
f = IdE . Wir haben auh f = LF

πE
◦ LE

πF
◦ πE also gilt LE

f = LF
πE

◦LE
πF

und es folgt

LF
πE

◦ LE
πF

= IdE.

Der selbe Beweis, mit E und F vertausht, zeigt LE
πF

◦LF
πE

= IdF . Es folgt, dass L
F
πE

und LE
πF

Inverse sind. �

Wir zeigen jetzt, dass es ein Tensorprodukt gibt. Wir betrahten

K(U×W ) = {ϕ : U × V → K | ϕ(u, v) 6= 0 nur für endlih viele (u, v) ∈ U × V }.

Für (u, v) ∈ U × V gibt es eine Abbildung ϕ(u,v) so, dass

ϕ(u,v)(a, b) =

{
1 für (a, b) = (u, v)
0 sonst.

Lemma 4.1.6 Das System (ϕ(u,v))(u,v)∈U×V ist eine Basis von K(U×V )
. In anderen

Worten ist das System (ϕ(u,v))(u,v)∈U×V linear unabhängig und für ϕ ∈ K(U×V )
gilt

ϕ =
∑

(u,v)∈U×V

ϕ(u, v)ϕ(u,v).

In dieser Summe tauhen nur endlih viele ϕ(u, v)ϕ(u,v) auf, die niht null sind. �

Beweis. Übung. �

Die Abbildungen

ϕ(λu+µu′,v) − λϕ(u,v) − µϕ(u′,v) und ϕ(u,λv+µv′) − λϕ(u,v) − µϕ(u,v′)

sind in K(U×V )
enthalten. Sei

L = 〈ϕ(λu+µu′,v) − λϕ(u,v) − µϕ(u′,v), ϕ(u,λv+µv′) − λϕ(u,v) − µϕ(u,v′)〉.

De�nition 4.1.7 Sei U ⊗K V = K(U×V )/L und p : U ×V → U ⊗K V die kanonishe

Projektion. Für (u, v) ∈ U ×V , shreiben wir u⊗v = p(ϕ(u,v)) für das Bild von ϕ(u,v)

in U ⊗K V .

Lemma 4.1.8 Es gilt

1. (λu+ µu′)⊗ v = λ(u⊗ v) + µ(u′ ⊗ v).

2. u⊗ (λv + µv′) = λ(u⊗ v) + µ(u⊗ v′). �

Beweis. Übung. �
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Lemma 4.1.9 Das System (u⊗ v)(u,v)∈U×V ist ein EZS von U ⊗K V . �

Beweis. Es ist das Bild der Basis (ϕ(u,v))(u,v)∈U×V . �

Satz 4.1.10 (U ⊗K V, π) ist ein Tensorprodukt von U und V . �

Beweis. Sei π : U × V → U ⊗K V die Abbildung, die durh π(u, v) = u⊗ v de�niert
wird. Nah dem Lemma, ist π bilinear.

Sei jetzt f : U × V → W eine bilineare Abbildung. wir zeigen, dass es eine lineare

Abbildung Lf : U ⊗K V → W gibt mit f = Lf ◦ π.
Wir de�nieren zuerst eine lineare Abbildung g : K(U×V ) → W . Da (ϕ(u,v))(u,v)∈U×V

eine Basis ist, genügt es g(ϕ(u,v)) zu de�nieren. Wir setzen g(ϕ(u,v)) = f(u, v). Wir

zeigen, dass g|L = 0. Da (ϕ(λu+µu′,v)−λϕ(u,v)−µϕ(u′,v), ϕ(u,λv+µv′)−λϕ(u,v)−µϕ(u,v′))
ein EZS von L ist, genügt es zu zeigen, dass

g(ϕ(λu+µu′,v) − λϕ(u,v) − µϕ(u′,v)) = g(ϕ(u,λv+µv′) − λϕ(u,v) − µϕ(u,v′)) = 0.

Da g linear und f bilinear ist, gilt

g(ϕ(λu+µu′,v) − λϕ(u,v) − µϕ(u′,v)) = g(ϕ(λu+µu′,v))− λg(ϕ(u,v))− µg(ϕ(u′,v)))
= f(λu+ µu′, v)− λf(u, v)− µf(u′, v)
= 0.

Analog zeigen wir, dass g(ϕ(u,λv+µv′) − λϕ(u,v) − µϕ(u,v′)) = 0.

Nah dem Homomorphiesatz (Satz 7.4.8 Skript LAI), gibt es eine lineare Abbildung

Lf : U ⊗K V → W , so dass das Diagramm

K(U×V )
g

//

p

��

W

K(U×V )/L = U ⊗K V

Lf

66
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n

kommutiert. Wir zeigen, dass Lf ◦ π = f . Es gilt

Lf ◦ π(u, v) = Lf(u⊗ v) = Lf (p(ϕ(u,v))) = g(ϕ(u,v)) = f(u, v).

Es folgt, dass U ⊗K V ein Tensorprodukt von U und V ist. �

4.2 Basen

Lemma 4.2.1 Sei (u1, · · · , ur) ein System in U und sei (v1, · · · , vr) ein linear unab-

hängiges System in V . Falls
r∑

i=1

ui ⊗ vi = 0,

so gilt u1 = · · · = ur = 0. �
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Beweis. Sei ϕ ∈ U∨
und sei fϕ : U × V → V de�niert durh fϕ(u, v) = ϕ(u)v. Dann

ist fϕ bilinear und es gibt ein lineares Lfϕ mit Lfϕ(u⊗ v) = ϕ(u)v. Es gilt

0 = Lfϕ

(
r∑

i=1

ui ⊗ vi

)

=

r∑

i=1

ϕ(ui)vi.

Da (v1, · · · , vr) linear unabhängig ist, gilt ϕ(ui) = 0 für alle i ∈ [1, r]. Da dies für alle
ϕ ∈ U∨

wahr ist, gilt ui = 0 für alle i ∈ [1, r]. �

Lemma 4.2.2 Seien (u1, · · · , un) und (v1, · · · , vm) EZS von U und V . Dann ist

(ui ⊗ vj)i∈[1,n],j∈[1,m] ein EZS von U ⊗K V . �

Beweis. Da (u⊗v)u∈U,v∈V ein EZS von U ⊗K V ist, genügt es zu zeigen, dass u⊗v ∈
〈ui ⊗ vj | i ∈ [1, n], j ∈ [1, m]〉 für alle u ∈ U und v ∈ V . Es gibt Skalare λ1, · · · , λn
und µ1, · · · , µm mit

u =

n∑

i=1

λiui und v =

m∑

j=1

µjvj .

Es gilt

u⊗ v = (
∑n

i=1 λiui)⊗ v
=
∑n

i=1 λi(ui ⊗ v)

=
∑n

i=1 λi

(

ui ⊗
∑m

j=1 µjvj

)

=
∑n

i=1 λi
∑m

j=1 µjui ⊗ vj
=
∑n

i=1

∑m
j=1 λiµjui ⊗ vj.

Daraus folgt, dass (ui ⊗ vj)i∈[1,n],j∈[1,m] ein EZS von U ⊗K V ist. �

Satz 4.2.3 Seien (u1, · · · , un) und (v1, · · · , vm) Basen von U und V . Dann ist (ui ⊗
vj)i∈[1,n],j∈[1,m] eine Basis von U ⊗K V . �

Beweis. Aus Lemma 4.2.2 folgt, dass (ui ⊗ vj)i∈[1,n],j∈[1,m] ein EZS ist. Seien λi,j
Skalare mit

n∑

i=1

m∑

j=1

λi,jui ⊗ vj = 0.

Es gilt

m∑

j=1

(
n∑

i=1

λi,jui

)

⊗ vj = 0.

Aus Lemma 4.2.1 folgt

n∑

i=1

λi,jui0

für alle j ∈ [1, m]. Es folgt λi,j = 0 für alle i ∈ [1, n] und j ∈ [1, m]. �

Bemerkung 4.2.4 Mit dem selben Beweis gilt der obige Satz für unendlih-dimensionale

Vektorräume.

Korollar 4.2.5 Seien U und V endlih-dimensionale Vektorräume. Dann gilt

dimK(U ⊗K V ) = dimK U dimK V.
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4.3 Erste Eigenshaften

Satz 4.3.1 Es gibt genau einen Isomorphismus Φ : U⊗KV → V ⊗KU mit Φ(u⊗v) =
v ⊗ u. �

Beweis. Seien (u1, · · · , un) und (v1, · · · , vm) Basen von U und V . Dann ist (ui ⊗
vj)i∈[1,n],j∈[1,m] eine Basis von U⊗K V und (vj⊗ui)i∈[1,n],j∈[1,m] eine Basis von V ⊗K U .
Wir setzen

Φ(ui ⊗ vj) = vj ⊗ ui und Φ
′(vj ⊗ ui) = ui ⊗ vj .

Dann sind Φ und Φ′
Isomorphismen mit Φ−1 = Φ′

. Man zeigt (Übung), dass Φ(u⊗v) =
v ⊗ u für alle u ∈ U und v ∈ V .

Φ ist eindeutig bestimmt weil u⊗ v ein EZS von U ⊗K V ist. �

Satz 4.3.2 Es gibt genau einen Isomorphismus Ψ : U⊗K (V ⊗KW ) → (U⊗K V )⊗K

W mit Ψ (u⊗ (v ⊗ w)) = (u⊗ v)⊗ w. �

Beweis. Seien (u1, · · · , un), (v1, · · · , vm) und (w1, · · · , wr) Basen von U , V und W .

Dann ist ((ui ⊗ vj)⊗wk)i∈[1,n],j∈[1,m],k∈[1,r] eine Basis von (U ⊗K V )⊗K W und (ui ⊗
(vj ⊗ wk))i∈[1,n],j∈[1,m],k∈[1,r] eine Basis von U ⊗K (V ⊗K W ).

Sei Ψ : (U⊗KV )⊗KW → U⊗K (V ⊗KW ) und Ψ ′ : U⊗K (V ⊗KW ) → (U⊗KV )⊗KW
die lineare Abbildungen de�niert durh Ψ ((ui ⊗ vj) ⊗ wk) = ui ⊗ (vj ⊗ wk) und sei

Ψ ′((ui⊗(vj⊗wk)) = (ui⊗vj)⊗wk. Dann sind Φ und Φ′
Isomorphismen mit Ψ−1 = Ψ ′

.

Man zeigt (Übung), dass Ψ ((u ⊗ v) ⊗ w) = u ⊗ (v ⊗ w) für alle u ∈ U , v ∈ V und

w ∈ W .

Ψ ist eindeutig bestimmt weil (u⊗ v)⊗ w ein EZS von (U ⊗K V )⊗K W ist. �

Bemerkung 4.3.3 Wir werden die Klammern in Multitensorprodukten niht mehr

shreiben. Wir shreiben z.b. U1 ⊗K · · · ⊗K Un.

De�nition 4.3.4 Sei n ∈ N. Wir shreiben V ⊗n
für V ⊗ · · · ⊗ V
︸ ︷︷ ︸

n Mal

.

Satz 4.3.5 Es gilt V ⊗K K ≃ V . �

Beweis. Sei f : V × K → V de�niert durh f(v, λ) = λv. Dann ist f bilinear und

es gibt Lf : V ⊗K K → V linear mit Lf (v ⊗ λ) = λv. Sei ϕ : V → V ⊗K V
die Abbildung de�niert durh ϕ(v) = v ⊗ 1. Diese Abbildung ist linear und es gilt

Lf ◦ ϕ(v) = Lf (v ⊗ 1) = v, also Lf ◦ ϕ = IdV . Es gilt auh ϕ ◦ Lf (v ⊗ λ) = ϕ(λv) =
λv ⊗ 1 = v ⊗ λ, also ϕ ◦ Lf = IdV⊗KK . �
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4.4 Bilineare Abbildungen

De�nition 4.4.1 Sei Bil(U×V,W ) der Untervektorraum vonWU×V
aller bilinearen

Abbildungen.

Satz 4.4.2 Es gibt einen Isomorphismus Bil(U × V,W ) ≃ HomK(U ⊗K V,W ). �

Beweis. Sel Φ : Bil(U × V,W ) → HomK(U ⊗K V,W ) de�niert durh Φ(f) = Lf . Die

Abbildung Φ ist linear (Übung). Sei Φ′ HomK(U ⊗K V,W ) → Bil(U ×V,W ) de�niert
durh Φ′(L) = L ◦ π, wobei π : U × V → U ⊗K V die kanonishe bilineare Abbildung

ist. Es gilt Φ ◦ Φ′(L) = Φ(L ◦ π) = L und Φ′ ◦ Φ(f) = Lf ◦ π = f . �

4.5 Tensorprodukt von Homomorphismen

Seien U, V,W und E vier K-Vektorräume und seien f : U →W und g : V → E zwei

Homomorphismen.

Lemma 4.5.1 Die Abbildung Φ : U×V →W⊗KE de�niert durh Φ(u, v) = f(u)⊗
g(v) ist bilinear. Es gibt also genau eine lineare Abbildung f⊗g : U⊗K V → W⊗KE
mit (f ⊗ g)(u⊗ v) = f(u)⊗ g(v). �

Beweis. Übung. �

De�nition 4.5.2 Die Abbildung f ⊗ g heiÿt die Tensorproduktabbildung.

Satz 4.5.3 Sei f ∈ HomK(U,W ) und g ∈ HomK(V,E).

(�) Wenn f und g injektiv sind, dann ist f ⊗ g injektiv.

(��) Wenn f und g surjektiv sind, dann ist f ⊗ g surjektiv.

(���) Wenn f und g bijektiv sind, dann ist f ⊗ g bijektiv. �

Beweis. (���) folgt aus (�) und (��).

(�) Seien B = (ui) und B′ = (vj) Basen von U und V . Dann sind f(B) = (f(ui)) und
g(B′) = (g(vj)) lineare unabhängige Systeme. Da B ⊗ B′ = (ui ⊗ vj) eine Basis von
U ⊗K V ist, genügt es zu zeigen, dass (f ⊗g)(B⊗B′) ein linear unabhängiges System

ist. Seien λi,j Skalare mit

∑

i,j

f(ui)⊗ g(vj) = 0.

Da (g(vj)) ein lineares unabhängige System ist gilt (nah Lemma 4.2.1)

∑

i

λi,jf(ui) = 0 für alle j.
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Da (f(ui)) ein linear unabhängiges System ist gilt λi,j für alle i und j. Es folgt, dass
(f ⊗ g)(B ⊗ B′) ein linear unabhängiges System ist.

(��) Seien B = (ui) und B′ = (vj) Basen von U und V . Da B ⊗ B′ = (ui ⊗ vj) eine
Basis von U ⊗K V ist, genügt es zu zeigen, dass (f ⊗ g)(B ⊗ B′) ein EZS ist. Da f
und g surjektiv sind, sind f(B) = (f(ui)) und g(B′) = (g(vj)) EZS. Nah Lemma

4.2.2 gilt, dass (f ⊗ g)(B ⊗ B′) ein EZS ist. �

Satz 4.5.4 Seien U, V,W,E vier K-Vektorräume. Es gibt eine injektive lineare Ab-

bildung HomK(U,W )⊗K HomK(V,E) → HomK(U ⊗K V,W ⊗K E). Für U, V,W,E
endlih-dimensional ist diese Abbildung ein Isomorphismus. �

Beweis. Sei Φ : HomK(U,W ) × HomK(V,E) → HomK(U ⊗K V,W ⊗K E) de�niert
durh Φ(f, g) = f ⊗ g. Dann ist Φ bilinear und es gibt eine lineare Abbildung

LΦ : HomK(U,W )⊗K HomK(V,E) → HomK(U ⊗K V,W ⊗K E)

mit LΦ(f ⊗g) = f ⊗g. Wir zeigen, dass LΦ injektiv ist. Seien (ui), (vj), (wk) und (el)
Basen von U, V,W,E und sei (fi,k) und (gj,l) die angehörige Basen von HomK(U,W )
und HomK(V,E) (mit fi,k(ua) = δa,iwk und gj,l(vb) = δb,jel). Dann ist (fi,k⊗gj,l) eine
Basis von HomK(U,W )⊗KHomK(V,E). Sei

∑

i,j,k,l λi,j,k,lfi,k⊗gj,l ∈ Ker(LΦ). Es gilt

0 =
∑

i,j,k,l

λi,j,k,lfi,k ⊗ gj,l(ua ⊗ vb) =
∑

i,j,k,l

λi,j,k,lδa,iwk ⊗ δb,jel.

Da (wk ⊗ el) eine Basis ist gilt λa,b,k,l = 0 für alle a, b, k, l. Daraus folgt, dass LΦ

injektiv ist.

Für endlih-dimensionale Vektorräume gilt

dim(HomK(U,W )⊗K HomK(V,E)) = dim(HomK(U,W )) dim(HomK(V,E))
= dimU dimV dimW dimE
= dim(HomK(U ⊗K V ) dim(W ⊗K E)
= dimHomK(U ⊗K V,W ⊗K E).

Es folgt, dass LΦ ein Isomorphismus ist. �

Korollar 4.5.5 Es gilt (U ⊗K V )∨ ≃ U∨ ⊗ V ∨
.

Beweis. Folgt aus dem obigen Satz für W = K = E. �

4.6 Körper Erweiterung

De�nition 4.6.1 Sei L ein Körper mit K ⊂ L. Dann heiÿt L eine Körpererweite-

rung von K. Der Körper L ist ein K-Vektorraum.



43

Satz 4.6.2 Sei V einK-Vektorraum, dann ist V⊗KL ein L-Vektorraum. Für dimK V =
n gilt dimL V ⊗K L = n. �

Beweis. Wir wissen, dass (V ⊗K L,+, ·) ein K-Vektorraum ist. Es folgt, dass (V ⊗K

L,+) eine kommutative Gruppe ist. Für z ∈ L de�nieren wir fz : V × L → V ⊗K L
durh fz(v, z

′) = v ⊗ zz′. Die Abbildung fz ist K-bilinear. Daraus folgt, dass es eine

K-lineare Abbidung z·L : V ⊗K L→ V ⊗K L mit z ·L (v ⊗ z′) = v ⊗ zz′.

Man zeigt, dass (V ⊗K L,+, ·L) ein L-Vektorraum ist (Übung). �

Satz 4.6.3 Sei (v1, · · · , vn) eine Basis von V als K-Vektorraum. Dann ist (v1 ⊗
1, · · · , vn ⊗ 1) eine Basis von V ⊗K L als L-Vektorraum.

Insbesondere gilt dimL V ⊗K L = dimK V . �

Beweis. Sei (l0, l1, · · · , lr) eine Basis von L als K-Vektorraum mit l0 = 1. Dann ist

(vi ⊗ lj) eine Basis von V ⊗K L als K-Vektorraum.

Wir zeigen, dass (v1 ⊗ 1, · · · , vn ⊗ 1) ein EZS und linear unabhängig ist (als System

von L-Vektorräume). Es gilt vi ⊗ lj = lj(vj ⊗ 1) also gilt

vi ⊗ lj ∈ 〈v1 ⊗ 1, · · · , vn ⊗ 1〉L.
Daraus folgt, dass (v1 ⊗ 1, · · · , vn ⊗ 1) ein EZS ist.

Seien λi ∈ L Skalare mit

∑

i λiv⊗1 = 0. Es gibt Skalare µi,j ∈ K mit

λi =
r∑

j=0

µi,jlj .

Daraus folgt

∑

i

∑

j

µi,jvi ⊗ lj = 0.

Da (vi ⊗ lj) eine Basis als K-Vektorraum ist gilt µi,j = 0 für alle i, j. Daraus folgt
λi = 0 für alle i und (v1 ⊗ 1, · · · , vn ⊗ 1) ist linear unabhängig. �

Beispiel 4.6.4 (�) Es gilt Rn ⊗R C = Cn
.

(��) Sei V ein R-Vektorraum und sei f ∈ End(V ). Dann ist f ⊗ Id : V ⊗RC → V ⊗RC

eine lineare Abbildung.

Sei B = (v1, · · · , vn) eine Basis von V . Dann ist B ⊗ 1 = (v1 ⊗ 1, · · · , vn ⊗ 1) eine
Basis von V ⊗R C als C-Vektorraum. Sei (ai,j) = A = MatB(f) die Matrix von f in

B.
Dann gilt

(f ⊗ Id)(vj ⊗ 1) = f(vj)⊗ 1 =
n∑

i=1

ai,jvi ⊗ 1.

Daraus folgt B = MatB⊗1(f ⊗ 1) = A. Insbesondere gilt

χf⊗Id = χf und Rg(f ⊗ 1) = Rg(f).
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4.7 Multilineare Abbildungen

Seien U1, · · · , Un und W Vektorräume.

De�nition 4.7.1 Eine Abbildung f : U1 × · · · × Un → W heiÿt n-linear oder

multilinear falls für alle u1 ∈ U1, · · · , un ∈ Un und für alle i ∈ [1, n] gilt: die
Abbildung

f(u1, · · · , ui−1, •, ui+1, · · · , un) : Ui →W

de�niert durh f(u1, · · · , ui−1, •, ui+1, · · · , un)(ui) = f(u1, · · · , ui−1, ui, ui+1, · · · , un)
ist linear.

De�nition 4.7.2 Ein Vektorraum E heiÿt Tensorprodukt von U1, · · · , Un falls

gilt:

1. Es gibt eine n-lineare Abbildung πE : U1 × · · · × Un → E und

2. für jede n-lineare Abbildung f : U1 × · · · ×Un → W , es gibt genau eine lineare

Abbildung LE
f : E →W mit LE

f ◦ πE = f .

Satz 4.7.3 Seien E und F zwei Tensorprodukte für U und V . Dann sind E und F
isomorph. �

Beweis. Nah dem ersten Punkt der De�nition, gibt es n-lineare Abbildungen πE :
U1 × · · · × Un → E und πF : U1 × · · · × Un → F . Nah dem zweiten Punkt gibt

es eindeutig bestimmte lineare Abbildungen LE
πF

: E → F und LF
πE

: F → E mit

πF = LE
πF

◦ πE und πE = LF
πE

◦ πF . Wir zeigen, dass LF
πE

und LE
πF

isomorph sind.

Wir haben eine n-lineare Abbildung f = LF
πE

◦ LE
πF

◦ πE : U × V → E und es gilt

f = LF
πE

◦ LE
πF

◦ πE = LF
πE

◦ πF = πE . Nah dem zweiten Punkt gibt es genau

eine Abbildung LE
f mit LE

f ◦ πE = f = πE . Aber wir haben IdE ◦ πE = πE also

LE
f = IdE. Wir haben auh f = LF

πE
◦LE

πF
◦ πE also gilt LE

f = LF
πE

◦LE
πF

und es folgt

LF
πE

◦ LE
πF

= IdE.

Der selbe Beweis, mit E und F vertausht, zeigt LE
πF

◦LF
πE

= IdF . Es folgt, dass L
F
πE

und LE
πF

Inverse sind. �

Satz 4.7.4 U1 ⊗K · · · ⊗K Un ist ein Tensoprodukt von U1, · · · , Un. �

Beweis. Per Induktion über n. Für n = 2 folgt die Behauptung aus dem Satz 4.1.10.

Angenommen U1⊗K · · ·⊗K Un−1 ist ein Tensoprodukt von U1, · · · , Un−1. Wir zeigen,

dass U1 ⊗K · · · ⊗K Un ein Tensoprodukt von U1, · · · , Un ist.

Die Abbildung π : U1 × · · · ×Un → U1 ⊗K · · · ⊗K Un de�niert durh π(u1, · · · , un) =
u1 ⊗ · · · ⊗ un ist n-linear (Übung). Sei f : U1 × · · · × Un → W eine n-lineare Ab-

bildung. Dann ist fun
: U1 × · · · × Un−1 → W de�niert durh fun

(u1, ·, un−1) =
f(u1, · · · , un−1, un) eine n − 1-lineare Abbildung. Nah Induktionsannahme gibt es

eine lineare Abbildung Lun
: U1 ⊗K · · · ⊗K Un−1 → W mit Lun

(u1 ⊗ · · · ⊗ un−1) =
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f(u1, ·, un). Sei g : (U1⊗K · · ·⊗K Un−1)×Un →W de�niert durh g(T, un) = Lun
(T ).

Diese Abbildung ist bilinear (Übung). Daraus folgt, dass es eine lineare Abbildung

Lf : U1 ⊗K · · · ⊗K Un → W gibt mit Lf (u1 ⊗ un−1 ⊗ un) = Lun
(u1 ⊗ · · · ⊗ un−1) =

f(u1, · · · , un). Da (u1 ⊗ un)) ein EZS ist, ist Lf eindeutig bestimmt. �

De�nition 4.7.5 Sei n-Hom(U1×· · ·×Un,W ) der Untervektorraum vonWU1×···×Un

aller n-linearen Abbildungen.

Satz 4.7.6 Es gilt n-Hom(U1 × · · · × Un,W ) ≃ HomK(U1 ⊗K · · · ⊗K Un,W ). �

Beweis. Sei Φ : n-Hom(U1 × · · · × Un,W ) → HomK(U1 ⊗K · · · ⊗K Un,W ) de�niert
durh Φ(f) = Lf . Die Abbildung Φ ist linear (Übung). Sei Φ′ HomK(U1 ⊗K · · · ⊗K

Un,W ) → n-Hom(U1 × · · · × Un,W ) de�niert durh Φ′(L) = L ◦ π wobei π : U1 ×
· · ·×Un → U1⊗K · · ·⊗KUn die kanonishe bilineare Abbildung ist. Es gilt Φ◦Φ′(L) =
Φ(L ◦ π) = L und Φ′ ◦ Φ(f) = Lf ◦ π = f . �

4.8 Symmetrishe und antisymmetrishe Tensoren

De�nition 4.8.1 Sei V ein K-Vektorraum. Wir setzen V ⊗0 = K.

Lemma 4.8.2 Sei σ ∈ Sn. Die Abbildung V
n → V ⊗n

de�niert durh (v1, · · · , vn) 7→
vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n) ist n-linear. Es gibt also eine lineare Abbildung σV ⊗n ∈ End(V ⊗n)
mit

σV ⊗n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n).

Beweis. Übung. �

Lemma 4.8.3 Es gilt τV ⊗nσV ⊗n = (τσ)V ⊗n
. �

Beweis. Da (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) ein EZS ist, genügt es zu zeigen, dass

τV ⊗nσV ⊗n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = (τσ)V ⊗n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn).

Es gilt

τV ⊗nσV ⊗n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = τV ⊗n(vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n))
= vτσ(1) ⊗ · · · ⊗ vτσ(n)
= (τσ)V ⊗n(v1 ⊗ · · · ⊗ vn).
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De�nition 4.8.4 Sei n ∈ N.

(�) Ein Vektor T ∈ V ⊗n
heiÿt symmetrisher Tensor, falls für alle σ ∈ Sn gilt

σV ⊗n(T ) = T . Man shreibt Symn(V ) für den Unterraum aller symmetrishen Tenso-

ren. Es gilt

Symn(V ) =
⋂

σ∈Sn

Ker(σV ⊗n − IdV ⊗n).

(��) Ein Vektor T ∈ V ⊗n
heiÿt antisymmetrisher Tensor falls für alle σ ∈ Sn gilt

σV ⊗n(T ) = ε(σ)T . Man shreibt Altn(V ) für der Untgerraum aller symmetrishen

Tensoren. Es gilt

Altn(V ) =
⋂

σ∈Sn

Ker(σV ⊗n − ε(σ)IdV ⊗n).

Beispiel 4.8.5 Sei V = R2
und sei B = (e1, e2) die kanonishe Basis. Dann sind

e1⊗e1, e2⊗e2 und e1⊗e2+e2⊗e1 symmetrishe Tensoren. Der Tensor e1⊗e2−e2⊗e1
ist antisymmetrish.

Bemerkung 4.8.6 Sei K mit char(K) = 2. Dann gilt Symn(V ) = Altn(V ).

Satz 4.8.7 Sei K mit char(K) = 0

(�) Sei pSym : V ⊗n → V ⊗n
die lineare Abbildung

pSym =
1

n!

∑

σ∈Sn

σV ⊗n.

Es gilt Im(pSym = Symn(V ) und für T ∈ Symn(T ) gilt pSym(T ) = T .

(��) Sei pAlt : V
⊗n → V ⊗n

die lineare Abbildung

pAlt =
1

n!

∑

σ∈Sn

ε(σ)σV ⊗n .

Es gilt Im(pAlt) = Altn(V ) und für T ∈ Altn(T ) gilt pAlt(T ) = T .

(���) Es gilt p2Sym = pSym, p
2
Alt = pAlt und pSym ◦ pAlt = 0 = pAlt ◦ pSym. �

Beweis. (�) Sei T ∈ V ⊗n
. Wir zeigen, dass pSym(T ) ∈ Symn(V ). Sei τ ∈ Sn es gilt

(mit θ = τσ)
τV ⊗n(pSym(T ) = 1

n!

∑

σ∈Sn
τV ⊗nσV ⊗n(T )

= 1
n!

∑

θ∈Sn
θV ⊗n(T )

= pSym(T ).

Daraus folgt, dass pSym(T ) ∈ Symn(V ). Sei T ∈ Symn(T ). Es gilt

pSym(T ) =
1

n!

∑

σ∈Sn

σV ⊗n(T ) = T
1

n!

∑

σ∈Sn

1 = T.
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(��) Sei T ∈ V ⊗n
. Wir zeigen, dass pAlt(T ) ∈ Altn(V ). Sei τ ∈ Sn. Es gilt (mit θ = τσ)

τV ⊗n(pAlt(T ) = 1
n!

∑

σ∈Sn
ε(σ)τV ⊗nσV ⊗n(T )

= 1
n!

∑

θ∈Sn
ε(τ)θV ⊗n(T )

= ε(τ)pAlt(T ).

Daraus folgt, dass pAlt(T ) ∈ Altn(V ). Sei T ∈ Altn(T ). Es gilt

pAlt(T ) =
1

n!

∑

σ∈Sn

ε(σ)σV ⊗n(T ) = T
1

n!

∑

σ∈Sn

ε(σ)2 = T.

(���) Sei T ∈ V ⊗n
. Dann ist pSym(T ) ∈ Symn(V ) und es folgt pSym(pSym(T )) = pSym(T ).

Analog gilt p2Alt = pAlt. Sei T ∈ V ⊗n
. Es gilt

pAlt(pSym(T )) = 1
n!

∑

σ∈Sn
ε(σ)σV ⊗n(pSym(T ))

= 1
n!

∑

σ∈Sn
ε(σ)pSym(T ).

= pSym(T )
1
n!

∑

σ∈Sn
ε(σ)

Wir zeigen, dass

∑

σ∈Sn

ε(σ) = 0.

Die Abbilbdung {σ ∈ Sn | σ gerade} → {σ ∈ Sn | σ ungerade} de�niert durh

σ 7→ σs1 ist bijektiv (Inverse σ 7→ σs1). Es folgt, dass

|{σ ∈ Sn | σ gerade}| = |{σ ∈ Sn | σ ungerade}| = n!

2
.

Es gilt also

∑

σ∈Sn

ε(σ) =
∑

σ∈Sn, σ gerade

1 +
∑

σ∈Sn, σ ungerade

−1 =
n!

2
− n!

2
= 0.

Daraus folgt, dass pAlt ◦ pSym = 0. Analog gilt pSym ◦ pAlt = 0. �

Korollar 4.8.8 Es gilt Symn(V ) + Altn(V ) = Symn(V )⊕ Altn(V ).

Beweis. Sei T ∈ Symn(V ) ∩ Altn(V ). Es gilt T = pSym(T ) und T = pAlt(T ). Daraus
folgt T = pSym(T ) = pSym(pAlt(T )) = 0. �
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5.1 Algebren

De�nition 5.1.1 Ein K-Vektorraum (A,+, ·) mit eine bilineare Abbildung × : A×
A→ A so, dass (A,+,×) ein Ring ist heiÿt K-Algebra. Für a, b ∈ A, wir shreiben
a× b = ab.

Die Algebra A heiÿt kommutativ falls ab = ba gilt für alle a, b ∈ A.

Beispiel 5.1.2 Sei A = R2
und (x, y)(x′, y′) = (xx′−yy′, xy′+yx′). Dann ist A eine

kommutative R-Algebra.

Lemma 5.1.3 (Mn(K),+, ·,×), wobei · die Skalarmultiplikation von Matrizen ist

und × die Matrixmultiplikation ist, ist eine K-algebra. �

Beweis. Übung. �

De�nition 5.1.4 (�) Seien A und B zwei K-Algebren. Eine Abbildung f : A → B
heiÿt Algebrahomomorphismus falls f eine lineare Abbildung ist, f(1A) = 1B und

f(aa′) = f(a)f(a′) für alle a, a′ ∈ A.

(��) Ein Bijektiver Algebrahomomorphismus heiÿt Algebraisomorphismus.

Beispiel 5.1.5 Sei R2
mit Produkt (x, y)(x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + yx′) und sei

f : R2 → C mit f(x, y) = x+ iy. Dann ist f ein Algebraisomoprhismus.

Beispiel 5.1.6 Sei K ein Körper und A = K[X ]. Dann ist A eine K-Algebra.

De�nition 5.1.7 Sei A eine K-Algebra. Ein Element a ∈ A heiÿt invertierbar,

falls es ein Element b ∈ A gibt mit ba = ab = 1A. Wir shreiben

A× = {a ∈ A | a invertierbar ist}.

Lemma 5.1.8 Sei a ∈ A invertierbar. Dann ist b ∈ A mit ab = ba = 1A eindeutig

bestimmt. �

Beweis. Seien b, b′ ∈ A mit ab = ba = 1A und ab′ = b′a = 1A. Dann gilt b = bab′ =
b′. �
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De�nition 5.1.9 Sei ainA invertierbar. Das Element b ∈ A mit ab = ba = 1A heÿt

Inverse von a und wird a−1
bezeihnet.

Beispiel 5.1.10 1. In A = C als R-Algebra, sind alle Elemente aus A \ {0} inver-

tierbar.

2. In A =Mn(K) sind die Invertiebare Elemente die invertiebare Matrizen.

3. In K[X ] sind die invertiebare Elemente die Polynome P 6= 0 mit deg(P ) = 0.

Lemma 5.1.11 Sei A eine K-Algebra. Dann ist (A×,×) eine Gruppe. �

Beweis. Übung. �

Korollar 5.1.12 Eine K-Algebra A ist ein Körper genau dann, wenn A kommutativ

ist und A× = A \ {0}.

Beweis. Sei A ein Körper, dann ist A kommutativ und A× = A \ {0}.
Sei A eine kommutative K-Algebra mit A× = A\{0}. Dann ist (A×,×) eine Gruppe.
Daraus folgt, dass A ein Körper ist. �

5.2 Verknüpfungstafel

De�nition 5.2.1 Sei A eine K-Algebra und sei B = (ei)i∈I eine Basis von A als

K-Vektorraum. Für alle i, j ∈ I gilt ei · ej ∈ A. Es gibt also Skalare cki,j ∈ K mit

ei · ej =
∑

k∈K

cki,jek.

Die Skalare cki,j heiÿen Strukturkoe�zienten.

Lemma 5.2.2 Sind alle Strukturkoe�zienten cki,j bekannt, dann sind alle Produkte

a · b für a, b ∈ A auh bekannt. �

Beweis. Seien a, b ∈ A. Dann gibt es Skalare ai, bi ∈ K mit

a =
∑

i∈I

aiei und b =
∑

i∈I

biei.

Für das Produkt a · b ∈ A gilt

a · b =
(
∑

i∈I

aiei

)

·
(
∑

j∈I

bjej

)

=
∑

i∈I

∑

j∈I

aibjei · ej =
∑

i∈I

∑

j∈I

∑

k∈I

aibic
k
i,jek.
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De�nition 5.2.3 Die Tabelle

ej
ei ei · ej

heiÿt Verknüpfungstafel.

Beispiel 5.2.4 Sei A = C. Dann ist A eine R-Algebra und (1, i) ist eine R-Basis von
A. Es gilt

1 · 1 = 1, 1 · i = i, i · 1 = i und i · i = −1.

Es gilt I = {1, 2}. Die Struturkoe�zienten cki,j sind

c11,1 = 1, c21,1 = 0, c11,2 = 0, c21,2 = 1, c12,1 = 0, c22,1 = 1, c12,2 = −1, c22,2 = 0.

Der Verknüpfungstafel ist

1 i
1 1 i
i i −1.

5.3 Unteralgebren, Ideale und Quotienten

De�nition 5.3.1 Sei A eine K-Algebra. Eine Teilmenge B ⊂ A heiÿt Unteralge-

bra falls 1A ∈ B, B ein Unterraum von A ist und für alle b, b′ ∈ B gilt bb′ ∈ B.

De�nition 5.3.2 Sei A eine K-Algebra. Eine Teilmenge I ⊂ A heiÿt Linksideal

(bzw. Rehtsideal, bzw. Ideal) falls I ein Unterraum von A ist und für alle a ∈ A
und alle b ∈ I gilt ab ∈ I (bzw. ba ∈ I, bzw. ba ∈ I und ab ∈ I).

Lemma 5.3.3 Sei f : A → B ein Algebrahomomorphismus. Dann ist f(A) = Imf
eine Unteralgebra von B. �

Beweis. Übung. �

Lemma 5.3.4 Sei A eine Algebra und sei I ein Ideal von A. Seien a, a′ ∈ A und

seien [a], [a′] die Äquivalenzklassen von a, a′ in A/I. Seien b ∈ [a] und b′ ∈ [a′]. Dann
gilt [aa′] = [bb′]. �

Beweis. Es gilt a− b = c ∈ I und a′ − b′ = c′ ∈ I. Daraus folgt

bb′ = (a− c)(a′ − c′) = aa′ − ac′ − ca′ + cc′.

Da ac′, ca′, cc′ ∈ I gilt [aa′] = [bb′]. �

Lemma 5.3.5 Sei A eine Algebra und sei I ein Ideal von A. Sei× : A/I×A/I → A/I
de�niert durh [a]× [a′] = [aa′]. Dann ist (A/I,+,×) eine K-Algebra. �
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Beweis. Übung. �

De�nition 5.3.6 Sei A eine Algebra und sei I ein Ideal von A. Die Algebra A/I
heiÿt Quotientalgebra.

Lemma 5.3.7 (�) Sei f : A → B ein K-Algebrahomomorphismus. Dann ist Ker(f)
ein Ideal von A.

(��) Sei I ein Ideal von A und sei p : A→ A/I die kanonishe Projektion. Dann ist p
ein Algebrahomomorphismus und es gilt I = Kerp. �

Beweis. Übung. �

Satz 5.3.8 Sei f : A → B ein K-Algebrahomomorphismus und sei I ein Ideal von

A.

1. Es gibt eine K-Algebrahomomorphismus f̄ : A/I → B mit

A
f

//

p

��

B

A/I
f̄

==
{

{
{

{
{

{
{

{

genau dann, wenn I ⊂ Ker(f).

2. f surjektiv ⇔ f̄ surjektiv.

3. f injektiv ⇔ I = Kerf . �

Beweis. Nah Satz 7.4.8 im Skript LAI gilt alles auÿer, dass f̄ ein Algebrahomomor-

phismus ist. Es gilt aber

f̄(1A/I) = f ◦ p(1A) = f(1A) = 1B und

f̄([a][b]) = f̄([ab]) = f̄ ◦ p(ab) = f(ab) = f̄([a])f̄([b]).

Daraus folgt, dass f̄ eine K-Algebrahomomorphismus ist. �

Beispiel 5.3.9 1. Sei (P ) = {Q ∈ K[X ] | P teilt Q}. Dann ist (P ) ein Ideal von

K[X ].

2. Sei λ ∈ K. Es giltK[X ]/(X−λ) ≃ K: wir haben ein surjektiverK-Algebrahomomorphismus

f : K[X ] → K de�niert durh f(P ) = P (λ) und es gilt Ker(f) = (X − λ). Daraus
folgt, dass f̄ : K[X ]/(X − λ) → K ein Isomorphismus ist.

3. Es gilt R[X ]/(X2 +1) ≃ C: wir haben ein surjektiver R-Algebrahomomorphismus

f : R[X ] → C de�niert durh f(P ) = P (i) und es gilt Ker(f) = (X2 + 1). Daraus
folgt, dass f̄ : K[X ]/(X − λ) → K ein Isomorphismus ist.
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4. Es giltK[X ]/(X2−1) ≃ R×R: wir haben ein surjektiver R-Algebrahomomorphismus

f : R[X ] → R×R de�niert durh f(P ) = (P (1), P (−1)) und es giltKer(f) = (X2−1).
Daraus folgt, dass f̄ : R[X ]/(X−1) → R× R ein Isomorphismus ist.

2. Es giltQ[X ]/(X2−2) ≃ Q(
√
2): wir haben ein surjektiverQ-Algebrahomomorphismus

f : Q[X ] → Q(
√
2) de�niert durh f(P ) = P (

√
2) und es gilt Ker(f) = (X2 − 2).

Daraus folgt, dass f̄ : Q[X ]/(X2 −
√
2) → Q(

√
2) ein Isomorphismus ist.

5.4 Produkte

Lemma 5.4.1 Seien A und B zwei K-Algebren. Dann ist A×B mit (a, b)(a′, b′) =
(aa′, bb′) eine K-Algebra. �

Beweis. Übung. �

De�nition 5.4.2 Seien A und B zwei K-Algebren. Die K-Algebra A× B mit Pro-

dukt (a, b)(a′, b′) = (aa′, bb′) heiÿt Produktalgebra von A und B.

5.5 Einshränkung und Erweiterung der Skalare

Lemma 5.5.1 Sei A eine K-Algebra und sei L ein Teilkörper von K. Dann ist A
eine L-Algebra. �

Beweis. Die Addition und Multiplikation sind für beide Algebrastrukture gleih. Die

Skalarmultiplikation als L-Algebra ist die Einshränkung des Skalarmultiplikations

als K-Algebra. Es folgt, dass A eine L-Algebra ist. �

De�nition 5.5.2 Sei A eine K-Algebra und sei L ein Teilkörper von K, dann shrei-

ben wir A(L) für die L-Algebra A.

Satz 5.5.3 Sei A eine K-algebra und sei L eine Körpererweiterung von K. Dann ist

A⊗K L eine L-Algebra. �

Beweis. Nah Satz 4.6.2 ist A ⊗K L ein L-Vektorraum. Wir de�nieren ein Produkt

über A⊗K L wie folgt. Die Abbildung

f : A× L× A× L→ A⊗K L

de�niert durh f(a, λ, b, µ) = ab⊗ λµ ist K-multilinear (4-linear). Daraus folgt, dass
es eine Lineare Abbildung

Lf : (A⊗K L)⊗K (A⊗K L) → A⊗K L
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mit Lf(a⊗λ⊗b⊗µ) = ab⊗λµ. Sei π : (A⊗KL)×(A⊗K L) → (A⊗KL)⊗K (A⊗KL)
die kanonishe bilineare Abbildung und sei

m = Lf ◦ π : (A⊗K L)× (A⊗K L) → (A⊗K L).

Diese Abbildung ist bilinear mit m(a⊗λ, b⊗µ) = ab⊗λµ. Mit dieser Multiplikation

ist A⊗K L eine L-algebra (Übung). �

Beispiel 5.5.4 (�) Der Körper C ist eine C-Algebra. Es ist auh eine R-Algebra.

(��) Wir Betrahten C als R-Algebra. Dann ist A = C ⊗R C eine C-algebra. Es gilt

dimC(A) = dimR(C) = 2. Sei (e1, e2) = (1, i) eine Basis von C als R-Vektorraum.

Dann ist (f1, f2) = (e1 ⊗ 1, e2 ⊗ 1) eine Basis von C⊗R C als C-Vektorraum und für

xf1 + yf2 und x
′f1 + y′f2 in C⊗R C gilt

(xf1 + yf2)(x
′f1 + y′f2) = (xx′ − yy′)f1 + (xy′ + yx′)f2.

5.6 Erzeuger

Lemma 5.6.1 Sei A eine K-Algebra und sei (Bi)i∈I eine Familie von Unteralgebren

von A. Dann ist

B =
⋂

i∈I

Bi

eine Unteralgebra von A. �

Beweis. Übung. �

Lemma 5.6.2 Sei A eine K-Algebra und sei E eine Teilmenge von A. Dann gibt es

eine minimale K-Unteralgebra von A welhe E enthält. �

Beweis. Sei (Bi)i∈I die Familie von alle Unteralgebren mit E ⊂ Bi. Dann ist

B =
⋂

i∈I

Bi

die minimale K-Unteralgebra von A welhe E enthält. �

De�nition 5.6.3 Sei A eineK-Algebra und sei E eine Teilmenge von A. Die minima-

leK-Unteralgebra von A welhe E enthält heiÿt die von E erzeugte Unteralgebra

von A.

De�nition 5.6.4 Eine Teilmenge E von A heiÿt erzeugend falls A die von E er-

zeugte Unteralgebra von A ist.

Beispiel 5.6.5 Sei A = K[X ] und E = {X}. Dann ist E erzeugend.
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Lemma 5.6.6 Sei E erzeugend in A.

1. Sei f : B → A ein Algebrahomomorphismus. Dann ist f genau dann surjektiv,

wenn E ⊂ Imf .

2. Seien f : A → B und g : A → B zwei Algebrahomomorphismen. Dann gilt f = g
genau dann, wenn f(e) = g(e) für alle e ∈ E. �

Beweis. 1. Falls es surjektiv ist gilt E ⊂ Imf . Umgekehrt ist das Bild Imf eine

Unteralgebra die E enthält. Es folgt, dass A ⊂ Imf .

2.Wenn f = g gilt f(e) = g(e) für alle e ∈ E. Umgekehrt, sei h = f − g. Dann
ist h linear. Sei I = Kerh. Wir zeigen, dass A′

eine Unteralgebra von A ist. Es gilt

h(1) = f(1)− g(1) = 1− 1 = 0. Es folgt 1 ∈ A′
. Seien a, a′ ∈ A′

. Es gilt f(a) = g(a)
und f(a′) = g(a′). Es folgt h(aa′) = f(aa′)− g(aa′) = f(a)f(a′)− g(a)g(a′) = 0. Die
Unteralgebra A′

enthält E. Es folgt A ⊂ A′
und h = 0, also f = g. �

Lemma 5.6.7 Sei A eine K-Algebra und sei (Ij)j∈J eine Familie von Ideale von A.
Dann ist

I =
⋂

j∈J

Ij

ein Ideal von A. �

Beweis. Übung. �

Lemma 5.6.8 Sei A eine K-Algebra und sei E eine Teilmenge von A. Dann gibt es

ein minimales Ideal von A welhes E enthält. �

Beweis. Sei (Ij)j∈J die Familie von alle Ideale mit E ⊂ Ij. Dann ist

I =
⋂

j∈J

Ij

das minimale Ideal von A welhes E enthält. �

De�nition 5.6.9 Sei A eine K-Algebra und sei E eine Teilmenge von A. Das mini-

male Ideal von A welhes E enthält heiÿt das von E erzeugte Ideal von A und

wird (E) bezeihnet.

Lemma 5.6.10 Sei A eine kommutative K-Algebra und seien a1, · · · , an ∈ A. Es
gilt

(a1, · · · , an) = {b1a1 + · · · bnan ∈ A | b1, · · · , bn ∈ A}.

Beweis. Übung. �



55

Lemma 5.6.11 Sei A eine K-Algebra und sei (aj)j∈J eine Familie von Elemente aus

A. Es gilt
(aj | j ∈ J) = 〈bjajcj ∈ A | bj , cj ∈ A für j ∈ J〉.

Beweis. Sei I = 〈bjajcj ∈ A | bj , cj ∈ A für j ∈ J〉. Wir zeigen, dass I = (aj | j ∈ J).

Sei a ∈ I. Dann ist a eine lineare Kombination von bjajcj mit bj , cj ∈ A. Da aj ∈
(aj | j ∈ J) gilt bjajcj ∈ (aj | j ∈ J) und es folgt a ∈ (aj | j ∈ J).

Umgekehrt gilt aj ∈ I für alle j ∈ J . Wir zeigen , dass I ein Ideal ist. Per De�nition

ist I ein Unterraum. Sei a ∈ I und b, c ∈ A. Dann ist a eine lineare Kombination von

Vektoren von der Form bjajcj wobei bj , cj ∈ A. Es gilt, dass ba (bzw. ac) eine lineare
Kombination von Vektoren der Form (bbj)ajcj (bzw. bjaj(cjc)) ist und also in I. Es
folgt dann, dass (aj | j ∈ J) ⊂ I. �

5.7 Polynome

Sei A eine K-Algebra und sei

A(N) = {f : N → A | f(n) 6= 0 nur für endlih viele n ∈ N}.

Dann ist A(N)
ein K-Vektorraum.

De�nition 5.7.1 Sei en : N → K de�niert durh en(i) = δi,n. Dann gilt en ∈ A(N)
.

Lemma 5.7.2 Sei f ∈ A(N)
. Dann gilt

f =
∑

n∈N

f(n)en.

Beweis. Übung. �

De�nition 5.7.3 Wir de�nieren auf A(N)
eine multiplikation. Für f, g ∈ A(N)

, sei

f · g de�niert durh

f · g : i 7→
i∑

k=0

f(k)g(i− k).

Lemma 5.7.4 (A(N),+, ·) ist ein kommutativer Ring mit 1A(N) = e0. �

Beweis. Übung. �

Notation 5.7.5 Als e0 ein Eins für die Multipliation ist shreiben wir e0 = 1. Wir

shreiben auh X für e1.
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Lemma 5.7.6 Es gilt Xn = en. �

Beweis. Übung. �

Notation 5.7.7 Für f ∈ A(N)
gilt

f =
∑

n

f(n)en =
∑

n

f(n)Xn.

Wir shreiben

f =
∑

n

anX
n,

wobei an ∈ A ist niht null nur für endlih viele n ∈ N.

2. Wir shreiben A[X ] für A(N)
und nennen A[X ] Polynomring in X mit Koe�-

zienten in A. Elemente in A[X ] heiÿen Polynome.

Lemma 5.7.8 Es gilt Xn ·Xm = Xn+m
. �

Beweis. Übung. �

De�nition 5.7.9 Sei f =
∑

n anX
n ∈ A[X ].

1. Der Grad von f ist de�niert als

deg(f) =

{
−∞ fall f = 0,
max{n | an 6= 0} sonst.

2. Das Polynom f heiÿt normiert falls deg(f) = n ≥ 0 und an = 1.

Lemma 5.7.10 Es gilt

1. deg(f · g) = deg(f) + deg(g).

2. deg(f + g) ≤ max(deg(f), deg(g)). �

Beweis. Übung. �

De�nition 5.7.11 1. Sei b ∈ A. Man de�niert evb : A[X ] → A die Einsetzung von

f =
∑

n anX
n
in b als

evb(f) =
∑

n

anb
n ∈ A.

Man shreibt oft f(b) für evb(f).

2. b ∈ A heiÿt Nullstelle von f wenn f(b) = 0.

Beispiel 5.7.12 Sei A = K[X ]. Dann ist A[Y ] = K[X ][Y ] = K[X, Y ] de Menge

alle Polynome in die zwei Variablen X und Y . z.b. ist f = X2Y 2 + XY + X +
1 ∈ K[X, Y ]. Per Induksion nah n kann man Polynome in n Variablen de�nieren:

K[X1, · · · , Xn] = K[X1][X2][· · · ][Xn].

Bemerkung 5.7.13 Analog kann man A[X ] für A ein Ring de�nieren. Dann ist

A[X ] ein Ring.
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5.8 Graduierte Algebren

De�nition 5.8.1 Sei A eine K-algebra und seien U und V zwei Teilmenge von A.
Dann shreiben wir

UV = {uv ∈ A | u ∈ U, v ∈ V }.

De�nition 5.8.2 Sei A eine K-Algebra. Eine Graduierung von A ist eine Familie

(An)n≥0 von Unterräume von A so, dass

A =
⊕

n≥0

An und AiAj ⊂ Ai+j

für alle i, j ∈ N.

Eine K-Algebra mit einer Graduierung heiÿt graduierte K-Algebra.

Beispiel 5.8.3 1. Sei A eine K-Algebra und sei A0 = A und An = 0 für alle n > 0.
Dann ist A eine graduierte K-Algebra. Diese Graduierung heiÿt die triviale Gra-

duierung.

2. Sei A = K[X ] und An = {P ∈ A | deg(P ) = n} ∪ {0}. Dann ist (An)n∈N eine

Graduierung von A.

De�nition 5.8.4 Seien A und B zwei graduierte Algebren. Ein Algebrahomomor-

phismus f : A→ B heiÿt graduiert falls f(An) ⊂ Bn für alle n ≥ 0.

De�nition 5.8.5 Sei A eine Graduierte K-Algebra.

(�) Eine Unteralgebra B von A heiÿt graduierte Unteralgebra falls

B =
⊕

n≥0

(B ∩ An).

(��) Ein Linksideal (bzw. Rehtsideal, bzw. Ideal) I von A heiÿt graduiertes Links-

ideal (bzw. graduiertes Rehtsideal, bzw. graduiertes Ideal) falls

I =
⊕

n≥0

(I ∩An).

Lemma 5.8.6 Sei A eine graduierte K-Algebra und I ein graduietes Ideal. Dann ist

A/I eine graduierte Algebra und p : A→ A/I ein graduierter Algebrahomomorphis-

mus. �



58 5 Algebren

Beweis. Sei (An)n≥0 die Graduierung und sei p : A→ A/I die kanonishe Projektion.
Wir zeigen, dass (p(An))n≥0 eine Graduierung von A/I ist. Sei an ∈ An für alle n so,

dass an 6= 0 nur für endlih viele n und

∑

n

p(an) = 0.

Es gilt

∑

n an ∈ I. Da I = ⊕n(I ∩ An) gilt an ∈ I ∩ An und p(an) = 0 für alle n.
Daraus folgt

∑

n p(An) = ⊕np(An). Da p surjektiv ist gilt

A/I =
⊕

n≥0

p(An).

Seien ai ∈ Ai und aj ∈ Aj dann gilt p(ai)p(aj) = p(aiaj) ∈ p(AiAj) ⊂ p(Ai+j). �

Lemma 5.8.7 Sei f : A → B ein graduierter Algebrahomomorphismus. Dann ist

I = Kerf ein graduiertes Ideal. �

Beweis. Übung. �

De�nition 5.8.8 1. Sei A eine graduierte K-Algebra. Ein Element a ∈ An heiÿt

homogen von Grad n.

2. Sei a ∈ A. Es gilt

a =
∑

n 6=0

an

wobei an ∈ An und an eindeutig bestimmt ist. Das Element an heiÿt Komponente

von Grad n von a.

Lemma 5.8.9 Sei A eine graduierte K-Algebra und sei I ein Ideal. Dann ist I genau
dann graduiert, wenn für alle a ∈ I gilt an ∈ I (wobei an die Komponente von Grad

n von a ist). �

Beweis. Angenommen I ist graduiert. Dann gilt a ∈ I = ⊕n(I ∩An) also

a =
∑

n

bn

wobei bn ∈ I ∩ An. Es folgt, dass bn = an und an ∈ I.

Umgekehrt. Wir zeigen, dass I graduiert ist. Es genügt zu zeigen , dass I =
∑

n(I ∩
An). Sei a ∈ I. Es gilt a =

∑

n an und an ∈ I. Es folgt, dass an ∈ I ∩ An ist und

a ∈∑n(A ∩An). �

Lemma 5.8.10 Sei A eine graduierte K-Algebra.

1. Sei E eine Teilmenge von A welhe aus homogene Elemente besteht. Dann ist (E)
ein graduiertes Ideal.

2. Sei I ein graduiertes Ideal. Dann gibt es eine Teilmenge E welhe aus homogene

Elemente besteht mit I = (E). �
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Beweis. 1. Sei I ′ = ⊕n(I∩An). Wir zeigen, dass I ′ ein Ideal ist. Es ist ein Unterraum
(direkte Summe von Unterräume). Sei a =

∑

n an ∈ I ′ i.e. an ∈ I ∩An für alle n und

sei b =
∑

n bn ∈ A. Es gilt

ab =
∑

k

(
∑

n+m=k

anbm

)

und ba =
∑

k

(
∑

n+m=k

bman

)

.

Da an ∈ I ∩ An und bm ∈ Am gilt anbm, bmam ∈ I ∩ An+m und ab, ba ∈ I ′. Da alle

Elemente aus E homogen sond gilt auh E ⊂ I ′. Es folgt I ⊂ I ′. Es folgt, dass I ein
graduiertes Ideal ist.

2. Sei E = {a | a ∈ I und a homogen}. Nah dem obigen Lemma gilt I = (E). �

5.9 Tensor Algebra

5.9.1 De�nition

Lemma 5.9.1 Sei V ein K-Vektorraum. Die Abbildung V ⊗n × V ⊗m → V ⊗(n+m)

de�niert durh (T, T ′) 7→ T ⊗ T ′
ist bilinear. �

Beweis. Übung. �

De�nition 5.9.2 1. Wir Setzen Tn(V ) = V ⊗n
.

2. Sei V ein K-Vektorraum. Die Tensoralgebra T (V ) von V ist

T (V ) =
⊕

n≥0

Tn(V ).

Bemerkung 5.9.3 1. Die Tensoralgebra T (V ) ist ein K-Vektorraum.

2. Ein Vektor T ∈ T (V ) ist der Form

T =
∑

n≥0

Tn

wobei Tn ∈ Tn(V ) und Tn 6= 0 nur für endlih viele n.

De�nition 5.9.4 Seien T, T ′ ∈ T (V ) mit

T =
∑

n≥0

Tn und T ′ =
∑

m≥0

T ′
m,

wobei T, T ′ ∈ Tn(V ). Wir setzen

T · T ′ =
∑

n,m≥0

Tn ⊗ Tm.
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Notation 5.9.5 Wir shreiben T ⊗ T ′
für T · T ′

.

Lemma 5.9.6 (T (V ),+, ·,⊗) ist eine K-Algebra. �

Beweis. Nah Lemma 5.9.1 ist das Produkt bilinear. Da das Tensorprodukt assoziativ

ist, ist das Produkt assoziativ. Es gilt t0(V ) = K und für 1 ∈ K = T0(V ) ⊂ T (A)
gilt 1⊗ T = T ⊗ 1 = T . Es folgt, dass 1 ein Eins für T (A) ist. �

Lemma 5.9.7 Die Familie (Tn(V ))n≥0 ist eine Graduierung von T (V ). �

Beweis. Es gilt Tn(V ) · Tm(V ) ⊂ Tn+m(V ). �

Bemerkung 5.9.8 Es gibt eine injektive lineare Abbildung ̺ : V ≃ T1(V ) ⊂ T (V ).

Lemma 5.9.9 Die Teilmenge ̺(V ) ⊂ T (V ) ist erzeugend. �

Beweis. Übung. �

5.9.2 Universelle Eigenshaft

Satz 5.9.10 Sei A eine K-Algebra und f : V → A eine lineare Abbildung. Dann

gibt es genau ein Algebrahomomorphismus Tf : T (V ) → A mit f = Tf ◦ ̺.

V
f

//
� _

̺

��

A

T (V ).

Tf

<<
y

y

y

y

y

Beweis. Seien Tf und T
′
f zwei solhe Algebrahomomorphismen. Dann gilt Tf (̺(v)) =

T ′
f (̺(v)) für alle v ∈ V . Da ̺(V ) erzeugend ist gilt Tf = T ′

f .

Die Abbildung V n → A de�niert durh (v1, · · · , vn) 7→ f(v1) · · ·f(vn) ist n-linear. Es
folgt, dass es eine lineare Abbildung Ln : Tn(V ) → A gibt mit Ln(v1 ⊗ · · · ⊗ vn) =
f(v1) · · ·f(vn). Sei L0 = IdK und sei Tf : T (V ) → A de�niert durh

Tf(T ) =
∑

n≥0

Ln(Tn)

wobei T =
∑

n≥0 Tn mit Tn ∈ Tn(V ). Es gilt Tf (̺(v)) = L1(v) = f(v).

Wir zeigen, dass Tf ein Algebrahomomorphismus ist. Die Abbildung Tf ist linear. Es
gilt Tf(1) = L0(1) = 1 und für T = v1 ⊗ · · · ⊗ vn und T ′ = w1 ⊗ · · · ⊗ wm gilt

Tf(T ⊗ T ′) = Tf (v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wm)
= Ln+m(v1 ⊗ · · · ⊗ vn ⊗ w1 ⊗ · · · ⊗ wm)
= f(v1) · · ·f(vn)f(w1)⊗ f(wm)
= Ln(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)Lm(w1 ⊗ · · · ⊗ wm)
= Tf (T )⊗ Tf (T

′).

Da die reine Tensoren ein EZS von T (A) sind folgt von dem folgenden Lemma, dass

Tf ein Algebrahomomorphismus ist.
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Lemma 5.9.11 Seien A und B zwei K-Algebren und sei H : A→ B eine lineare Ab-

bildung so, dassH(1A) = 1B und für ein EZS (ai)i∈I von A giltH(aiaj) = H(ai)H(aj).
Dann ist H ein Algebrahomomorphismus. �

Beweis. Seien a, a′ ∈ A. Dann gibt es Skalare λi, µj ∈ K mit

a =
∑

i∈I

λiai und a
′ =
∑

j∈I

µjaj .

Es gilt

H(aa′) = H
(
∑

i∈I

∑

j∈I λiµjaiaj

)

=
∑

i∈I

∑

j∈I λiµjH(aiaj)

=
∑

i∈I

∑

j∈I λiµjH(ai)H(aj)

=
∑

i∈I

∑

j∈I H(λiai)H(µjaj)

=
(∑

i∈I H(λiai)
) (∑

j∈I H(µjaj)
)

= H
(∑

i∈I λiai
)
H
(
∑

j∈I µjaj

)

= H(a)H(a′).

Korollar 5.9.12 Seien V und W zwei K-Vektorräume und sei f : V → W eine

lineare Abbildung. Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus T (f) so, dass
das folgende Diagram kommutiert

V
f

//

̺V
��

W

̺W
��

T (V )
T (f)

// T (W ).

Die Abbildung T (f) ist graduiert.

Beweis. Existenz folgt aus dem obigen Satz für die lineare Abbildung f ◦ ̺W : V →
T (W ). Wir zeigen, dass T (f) graduiert ist. Es genügt zu zeigen, dass für v1, · · · , vn ∈
V gilt T (f)(v1 · · · vn) ∈ Tn(W ). Aber es gilt T (f)(v1 · · · vn) = T (f)(v1) · · ·T (f)(vn) =
f(v1) · f(vn) ∈ Tn(W ). �

5.10 Symmetrishe Algebra

5.10.1 De�nition

De�nition 5.10.1 Sei V ein K-Vektorraum. Die Symmetrishealgebra Sym(V )
ist die Quotientalgebra

Sym(V ) = T (V )/I wobei I = (v ⊗ v′ − v′ ⊗ v | v, v′ ∈ V ).

Für a, b ∈ Sym(V ) shreiben wir ab für das Produkt.
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Lemma 5.10.2 Das Ideal I = (v⊗v′−v′⊗v | v, v′ ∈ V ) ist ein graduiertes Ideal von
T (V ). Sei p : T (V ) → Sym(V ) die kanonishe Projektion. Die Familie (p(Tn(V )))n≥0

ist eine Graduierung von Sym(V ). �

Beweis. Alle Elemente v⊗v′−v′⊗v sind homogen von Grad 2. Es folgt von Lemma

5.8.10.1, dass I graduiert ist. Es folgt, dass die Familie (p(Tn(V )))n≥0 eine Graduie-

rung von Sym(V ) ist. �

De�nition 5.10.3 Wir shreiben Symn(V ) = p(Tn(V )).

Bemerkung 5.10.4 Es gilt Symn(V ) 6= Symn(V ). Zum Beispiel haben wir Symn(V )
nur für char(K) = 0 de�niert und Symn(K) ist für alle K de�niert.

Lemma 5.10.5 Sie lineare Abbildung θ = p◦̺ : V → T (V ) → Sym(V ) ist injektiv.�

Beweis. Die Abbildung ̺ ist injektiv. Es genugt zu zeigen, dass ̺(V )∩ I = 0. Es gilt
̺(V ) ⊂ T1(V ) und es gilt I ∩ T1(V ) = 0. �

Satz 5.10.6 Die Algebra Sym(V ) ist eine kommutative Algebra. �

Beweis. Seien v, v′ ∈ V . Wir shreiben [v] für die Äquivalenzklasse von v ∈ T (V ) in
Sym(V ). Es gilt [v][v′] = [v ⊗ v′] (das Produkt in T (V ) von v und v′ ist v ⊗ v′. Es
folgt

[v][v′] = [v ⊗ v′] = [v′ ⊗ v] = [v′][v].

Der Beweis folgt aus den zwei folgenden Lemma

Lemma 5.10.7 Die Familie ([v])v∈V = θ(V ) ist erzeugend. �

Beweis. Sie Familie ̺(V ) ist erzeugend in T (V ) und p : T (V ) → Sym(V ) ist surjektiv.
Es folgt, dass θ(V ) = p(̺(V )) erzeugen ist. �

Lemma 5.10.8 Sei A eine K-Algebra und E eine erzeugende Teilmenge mit ee′ =
e′e für alle e, e′ ∈ E. Dann ist A kommutativ. �

Beweis. Sei A′ = {a ∈ A | ae = ea für alle e ∈ E}. Es gilt E ⊂ A′
. Wir zeigen, dass

A′
eine Unteralgebra ist. Es gilt 1Ae = e = e1A für alle e ∈ E. Es folgt 1A ∈ A′

. Seien

a, b ∈ A′
. Es gilt

(ab)e = a(be) = a(eb) = (ae)b = (ea)b = e(ab).

Es folgt ab ∈ A′
. Daraus folgt, dass A′ = A. Insbesondere gilt ae = ea für alle a ∈ A.

Sei B = {b ∈ A | ab = ba für alle a ∈ A}. Es gilt E ⊂ A. Wir zeigen, dass B eine

Unteralgebra ist. Es gilt 1Aa = a = a1A für alle a ∈ A. Es folgt 1A ∈ B. Seien
b, b′ ∈ B. Es gilt

(bb′)a = b(b′a) = b(ab′) = (ba)b′ = (ab)b′ = a(bb′).

Es folgt bb′ ∈ B. Daraus folgt, dass B = A und dass A kommutativ ist. �
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5.10.2 Universelle Eigenshaft

Satz 5.10.9 Sei f : V → A eine lineare Abbildung mit f(v)f(v′) = f(v′)f(v) für
alle v, v′ ∈ V . Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus Sf : Sym(V ) → A
mit f = Sf ◦ θ.

V
f

//
� _

θ
��

A

Sym(V ).

Sf

::
v

v

v

v

v

Beweis. Seien Sf und S
′
f zwei solhe Algebrahomomorphismen. Dann gilt Sf(θ(v)) =

S ′
f(θ(v)) für alle v ∈ V . Da θ(V ) erzeugend ist gilt Sf = S ′

f .

Nah dem Satz 5.9.10 gibt es ein Algebrahomomorphismus Tf : T (V ) → A mit

Tf ◦ ̺ = f . Wir zeigen, dass I ⊂ Ker(Tf). Seien v, v
′ ∈ V , es gilt

Tf(v ⊗ v′) = Tf (v)Tf(v
′) = f(v)f(v′) = f(v′)f(v) = Tf (v

′)Tf(v) = Tf (v
′ ⊗ v).

Nah dem Satz 5.3.8.1, gibt es ein Algebrahomomorphismus Sf : Sym(V ) → A mit

Sf ◦ p = Tf

T (V )
Tf

//

p

��

A

Sym(V ).

Sf

;;
w

w

w

w

w

Es gilt Sf ◦ θ = Sf ◦ p ◦ ̺ = Tf ◦ ̺ = f . �

Korollar 5.10.10 Seien V und W zwei K-Vektorräume und sei f : V → W eine

lineare Abbildung. Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus S(f) so, dass
das folgende Diagram kommutiert

V
f

//

θV
��

W

θW
��

S(V )
S(f)

// S(W ).

Die Abbildung S(f) ist graduiert.

Beweis. Existenz folgt aus dem obigen Satz für die lineare Abbildung f ◦ θW : V →
S(W ). Wir zeigen, dass S(f) graduiert ist. Es genügt zu zeigen, dass für v1, · · · , vn ∈
V gilt S(f)(v1 · · · vn) ∈ Symn(W ). Aber es gilt S(f)(v1 · · · vn) = S(f)(v1) · · ·S(f)(vn) ∈
Symn(W ). �
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5.10.3 Symmetrishe Tensoren und symmetrishe Algebra

Satz 5.10.11 Sei K ein Körper mit char(K) = 0. Die Komposition

Φn : Symn(V ) ⊂ Tn(V )
p→ Symn(V )

ist ein Isomorphismus von K-Vektorräume. �

Beweis. Sei I das Ideal I = (v ⊗ v′ − v′ ⊗ v | v, v′ ∈ V ) und sei In = I ∩ Tn(V ). Die
Einshränkung den Quotientabbildung p : T (V ) → Symn(V ) auf Tn(V ) ist

pn : Tn(V ) → Symn(V ) = Tn(V )/(I ∩ Tn(V )) = Tn(V )/In.

Lemma 5.10.12 Es gilt In = 〈v1 ⊗ · · · otimes(vi ⊗ vi+1 − vi+1 ⊗ vi)⊗ · · · ⊗ vn | vi ∈
V für i ∈ [1, n]〉. �

Beweis. Folgt aus Lemma 5.6.11. �

Lemma 5.10.13 Sei σ ∈ Sn, es gilt p ◦ σ = p. �

Beweis. Da (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) ein EZS ist, genügt es zu zeigen , dass

p(σ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)) = p(v1 ⊗ · · · vn).

Da σ ein Produkte von Elementaretranspositionen ist, genügt es zu zeigen, dass

p(si(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)) = p(v1 ⊗ · · · vn)

für alle i ∈ [1, n− 1]. Es gilt

p(si(v1⊗· · ·⊗vn)) = p(v1⊗(vi+1⊗vi)⊗· · ·⊗vn) = p(v1⊗(vi⊗vi+1)⊗· · ·⊗vn) = p(v1⊗· · ·⊗vn).

Für n ≥ 0 haben wir die lineare Abbildung Tn(V ) → Symn(V ) de�niert. Wir shrei-

ben pSym,n für diese Abbilgung.

Korollar 5.10.14 Es gilt p ◦ pSym,n = p.

Lemma 5.10.15 Es gilt In ⊂ Kerpsym,n �

Beweis. Es gilt

pSym,n(v1⊗· · · otimes(vi⊗vi+1−vi+1⊗vi)⊗· · ·⊗vn) = pSym,n(v1⊗· · ·⊗vn)−pSym,ns1((v1⊗· · ·⊗vn) = 0 und

Es folgt In ⊂ Kerpsym,n �
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Daraus folgt, dass es eine lineare Abbildung p̄Sym,n : Symn(V ) → Symn(V ) gibt mit

p̄Sym,n ◦ pn = pSym,n. Wir zeigen , dass Φn ◦ p̄Sym,n = IdSymn(V ) und dass p̄Sym,n ◦Φn =
IdSymn(V ).

Sei T ∈ Symn(T ). Es gilt T = pSym,n(T ) und

p̄Sym,n ◦ Φn(T ) = p̄Sym,n(pn(T )) = pSym,n(T ) = T.

Sei [T ] = pn(T ) ∈ Symn(V ) wobei T ∈ Tn(V ). Es gilt

Φn ◦ p̄Sym,n([T ]) = Φn(p̄Sym,n(pn(T ))) = Φn(pSym,n(T )) = p(pSym,n(T ) = p(T ) = [T ].

Bemerkung 5.10.16 1. Für char(K) = 0 gibt es ein Isomorphismus vonK-Vektorräume

⊕

n≥0

Symn(V ) ≃ Sym(V ).

Aber der Unterraum ⊕n≥0Sym
n(V ) ist keine Unteralgebra von T (V ). Sei V = R4

und (e1, e2, e3, e4) die kanonishe Basis. Dann gilt a = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 ∈ Sym2(V )
und b = e3 ⊗ e4 + e4 ⊗ e3 ∈ Sym2(V ). Aber

ab = e1⊗e2⊗e3⊗e4+e1⊗e2⊗e4⊗e3+e2⊗e1⊗e3⊗e4+e2⊗e1⊗e4⊗e3 6∈ Sym4(V ).

Es gilt s2(ab) 6= ab.

2. Für K = F2 ist die Abbildung Φ2 : Sym
2(V ) → Sym2(V ) niht injektiv (und auh

niht surjektiv). Da 1 = −1 in F2 gilt

Φ2(v ⊗ v′ + v′ ⊗ v) = p(v ⊗ v′ − v′ ⊗ v) = 0.

5.10.4 Symmetrishe Algebra und Polynome

Bemerkung 5.10.17 Nah der Konstruktion von K[X1, · · · , Xn] ist das System

(X i1
1 · · ·X in

n )i1,··· ,in∈N eine Basis von K[X1, · · · , Xn] (Übung).

Satz 5.10.18 Sei V ein K-Vektorraum mit dim(V ) = n. Dann gibt es ein Algebra-

isomorphismus

S(V ) ≃ K[X1, · · · , Xn].

Beweis. Sei (v1, · · · , vn) eine Basis von V . Sei f : V → K[X1, · · · , Xn] die lineare

Abbildung de�niert durh f(vi) = Xi für alle i ∈ [1, n]. Nah dem Satz 5.10.9 gibt

es ein Algebrahomomorphismus Sf : S(V ) → K[X1, · · · , Xn] mit Sf ◦ θ = f . Wir

zeigen, dass Sf ein Isomorphismus ist.
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Da (v1, · · · , vn) erzeugend ist, ist dass System (vi11 · · · vinn )i1,··· ,in∈N ein EZS von S(V ).
Wir zeigen, dass es eine Basis ist. Seien λi1,··· ,in ∈ K mit

∑

i1,··· ,in

λi1,··· ,inv
i1
1 · · · vinn = 0.

Es gilt

0 = Sf

(
∑

i1,··· ,in

λi1,··· ,inv
i1
1 · · · vinn

)

=
∑

i1,··· ,in

λi1,··· ,inSf(v
i1
1 · · · vinn ) =

∑

i1,··· ,in

λi1,··· ,inX
i1
1 · · ·X in

n .

Es folgt, dass λi1,··· ,in = 0 und (vi11 · · · vinn )i1,··· ,in∈N ist eine Basis. Die Abbildung Sf

ist also bijektiv. �

Korollar 5.10.19 Sei V ein K-Vektorraum und sei B = (e1, · · · , en) eine Basis.

Dann ist (ei11 · · · einn )i1,··· ,in∈N eine Basis von S(V ).

5.11 Äuÿere Algebra

5.11.1 De�nition

De�nition 5.11.1 Sei V ein K-Vektorraum. Die aüÿere Algebra

∧
(V ) ist die

Quotientalgebra

∧

(V ) = T (V )/J wobei J = (v ⊗ v | v ∈ V ).

Für a, b ∈ ∧(V ) shreiben wir a ∧ b für das Produkt.
Lemma 5.11.2 Das Ideal J = (v ⊗ v | v ∈ V ) ist ein graduiertes Ideal von T (V ).
Sei p : T (V ) → ∧

(V ) die kanonishe Projektion. Die Familie (p(Tn(V )))n≥0 ist eine

Graduierung von

∧
(V ). �

Beweis. Alle Elemente v⊗v sind homogen von Grad 2. Es folgt von Lemma 5.8.10.1,

dass J graduiert ist. Es folgt, dass die Familie (p(Tn(V )))n≥0 eine Graduierung von

∧
(V ) ist. �

De�nition 5.11.3 Wir shreiben

∧n(V ) = p(Tn(V )).

Lemma 5.11.4 Sie lineare Abbildung ν = p ◦ ̺ : V → T (V ) → ∧
(V ) ist injektiv.�

Beweis. Die Abbildung ̺ ist injektiv. Es genugt zu zeigen, dass ̺(V )∩J = 0. Es gilt
̺(V ) ⊂ T1(V ) und es gilt J ∩ T1(V ) = 0. �

Lemma 5.11.5 Die Familie ([v])v∈V = ν(V ) ist erzeugend. �

Beweis. Sie Familie ̺(V ) ist erzeugend in T (V ) und p : T (V ) → ∧
(V ) ist surjektiv.

Es folgt, dass ν(V ) = p(̺(V )) erzeugen ist. �
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5.11.2 Universelle Eigenshaft

Satz 5.11.6 Sei f : V → A eine lineare Abbildung mit f(v)2 = 0 für alle v ∈ V .
Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus

∧

f :
bigwedge(V ) → A mit f =

∧

f ◦ν.

V
f

//
� _

ν

��

A

∧
(V ).

∧
f

<<
y

y

y

y

y

Beweis. Seien

∧

f und
∧′

f zwei solhe Algebrahomomorphismen. Dann gilt

∧

f(ν(v)) =∧′

f(ν(v)) für alle v ∈ V . Da ν(V ) erzeugend ist gilt

∧

f =
∧′

f .

Nah dem Satz 5.9.10 gibt es ein Algebrahomomorphismus Tf : T (V ) → A mit

Tf ◦ ̺ = f . Wir zeigen, dass J ⊂ Ker(Tf). Sei v ∈ V , es gilt

Tf(v ⊗ v) = Tf(v)Tf(v) = f(v)2 = 0.

Nah dem Satz 5.3.8.1, gibt es ein Algebrahomomorphismus Sf :
∧
(V ) → A mit

Lambdaf ◦ p = Tf

T (V )
Tf

//

p

��

A

∧
(V ).

∧
f

<<
z

z

z

z

z

Es gilt

∧

f ◦ν =
∧

f ◦p ◦ ̺ = Tf ◦ ̺ = f . �

Korollar 5.11.7 Seien V und W zwei K-Vektorräume und sei f : V → W eine

lineare Abbildung. Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus

∧
(f) so, dass

das folgende Diagram kommutiert

V
f

//

νV
��

W

νW
��∧

(V )
∧
(f)

//
∧
(W ).

Die Abbildung

∧
(f) ist graduiert.

Beweis. Existenz folgt aus dem obigen Satz für die lineare Abbildung f ◦ ̺W : V →
T (W ) (weil f(v)2 = f(v) ∧ f(v) = 0 gilt). Wir zeigen, dass

∧
(f) graduiert ist. Es

genügt zu zeigen, dass für v1, · · · , vn ∈ V gilt

∧
(f)(v1 ∧ · · · ∧ vn) ∈

∧

n(W ). Aber es
gilt

∧
(f)(v1 ∧ · · · ∧ vn) =

∧
(f)(v1) ∧ · · · ∧∧(f)(vn) ∈

∧n(W ). �
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Korollar 5.11.8 Seien f : V → W und g : U → V zwei lineare Abbildungen. Es

gilt

∧
(f ◦ g) = ∧(f) ◦∧(g).

Beweis. Die Abbildung

∧
(f) ◦∧(g) :

∧
(U) → ∧

(W ) ist ein Algebrahomomorphis-

mus. Für u ∈ U gilt

∧
(f) ◦ ∧(g)(u) =

∧
(f)(g(u)) = f(g(u)) = (f ◦ g)(u). Da

es genau ein Algebrahomomorphismus (

∧
(f ◦ g)) gibt mit dieser Eigenshaft gilt

∧
(f ◦ g) = ∧(f) ◦∧(g). �

5.11.3 Rehnungsregeln

Lemma 5.11.9 Seien v, v′ ∈ V , es gilt v ∧ v = 0 und v′ ∧ v = −v ∧ v′. �

Beweis. Da v ⊗ v ∈ J gilt v ∧ v = [v ⊗ v] = 0. Es gilt also (v + v′) ∧ (v + v′) = 0. Es
folgt 0 = v ∧ v + v ∧ v′ + v′ ∧ v + v′ ∧ v. Die zweite Gleigung folgt �

Lemma 5.11.10 Seien v1, · · · , vn+1 ∈ V . Es gilt

vn+1 ∧ v1 ∧ · · · ∧ vn = (−1)nv1 ∧ · · · ∧ vn ∧ vn+1.

Beweis. Per Induktion nah n. Für n = 1 folgt die Gleihung vom obigen Lemma.

Induktionsannahme: es gilt vn+1 ∧ v1 ∧ · · · ∧ vn = (−1)nv1 ∧ · · · ∧ vn ∧ vn+1. Seien

v1, · · · , vn+2 ∈ V . Es gilt

vn+2 ∧ v1 ∧ · · · ∧ vn ∧ vn+1 = (−1)nv1 ∧ · · · ∧ vn ∧ vn+2 ∧ vn+1

= (−1)n+1v1 ∧ · · · ∧ vn ∧ vn+1 ∧ vn+2.

Lemma 5.11.11 Seien v1, · · · , vn ∈ V und σ ∈ Sn mit vi = vj für ein Paar (i, j) mit

i 6= j. Dann gilt

v1 ∧ · · · ∧ vn = 0.

Beweis. Da vi = vj gilt vi ∧ vj = 0. Es folgt

v1 ∧ · · · ∧ vn = (−1)j−i+1v1 ∧ · · · ∧ vi ∧ vj
︸ ︷︷ ︸

=0

∧vi+1 ∧ · · · ∧ vj−1 ∧ vi+1 ∧ · · · ∧ vn = 0.

Korollar 5.11.12 Sei a = v1 ∧ · · · ∧ vn. Dann gilt a ∧ a = 0.

Lemma 5.11.13 Seien a ∈ ∧n(V ) und b ∈ ∧m(V ). Es gilt b ∧ a = (−1)nma ∧ b. �
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Beweis. Seien a = v1 ∧ · · · ∧ vn und b = v′1 ∧ · · · ∧ v′m. Wir zeigen b∧ a = (−1)nma∧ b
per Induktion nah m. Die Gleihung für m = 1 folgt aus Lemma 5.11.10. Indukti-

onsannahme: b ∧ a = (−1)nma ∧ b für a = v1 ∧ · · · ∧ vn und b = v′1 ∧ · · · ∧ v′m. Sei
b′ = v′1 ∧ · · · ∧ v′m ∧ v′m+1. Es gilt

b′ ∧ a = b ∧ v′m+1 ∧ a
= (−1)nb ∧ a ∧ v′m+1

= (−1)n(−1)nma ∧ b ∧ v′m+1

= (−1)n(m+1)a ∧ b′.

Seien a ∈ ∧n(V ) und b ∈ ∧m(V ). Dann sind a und b lineare Kombinationen von

reine Tensoren:

a =
∑

λv1,··· ,vnv1 ⊗ · · · ⊗ vn und b =
∑

µv′1,··· ,v
′
n
v′1 ⊗ · · · ⊗ v′m.

Es gilt

b ∧ a =
(∑

µv′1,··· ,v
′
n
v′1 ⊗ · · · ⊗ v′m

)
∧ (
∑
λv1,··· ,vnv1 ⊗ · · · ⊗ vn)

=
∑∑

λv1,··· ,vnµv′1,···v
′
m
v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∧ v′1 ⊗ · · · ⊗ v′m

= (−1)nm
∑∑

λv1,··· ,vnµv′1,···v
′
m
v′1 ⊗ · · · ⊗ v′m ∧ v1 ⊗ · · · ⊗ vn

= (−1)nma ∧ b.

Lemma 5.11.14 Sei A eine K-Algebra und seien (a1, · · · , an) Vektoren von A so,

dass a2i = 0 für alle i ∈ [1, n] und aiaj = −ajai für alle i 6= j ∈ [1, n]. Dann gilt a2 = 0
für alle a ∈ 〈a1, · · · , an〉. �

Beweis. Wir shreiben

a =

n∑

i=1

λiai.

Es gilt

a2 =
∑n

i=1

∑n
j=1 λiλjaiaj

=
∑

i=1 a
2
i +

∑

i 6=j λiλjaiaj
= 0 +

∑

i<j λiλj(aiaj + ajai)

= 0.

Bemerkung 5.11.15 Das Lemma is noh wahr für unendlihe EZS.

Satz 5.11.16 Sei a ∈ ∧2n+1(V ). Dann gilt a ∧ a = 0. �

Beweis. Folgt aus dem obigen Lemma mit reine Tensoren als EZS. �
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Satz 5.11.17 1. Seien v1, · · · , vn ∈ V und σ ∈ Sn. Es gilt

vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(n) = ε(σ)v1 ∧ · · · ∧ vn.

2. Sei T ∈ Tn(V ) und σ ∈ Sn. Es gilt

[σ(T )] = ε(σ)[T ].

Beweis. 1. Da alle σ ∈ Sn als Produkt von elementare Transpositionen geshrieben

werden können, genügt es zu zeigen, dass

vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(n) = ε(σ)v1 ∧ · · · ∧ vn
gilt für σ = si mit i ∈ [1, n− 1]. Es gilt

vsi(1) ∧ · · · ∧ vsi(n) = v1 ∧ vi−1 ∧ vi+1 ∧ vi ∧ vi+2 ∧ · · · ∧ vn
= −v1 ∧ vi−1 ∧ vi ∧ vi+1 ∧ vi+2 ∧ · · · ∧ vn
= ε(si)v1 ∧ · · · ∧ vn.

2. Wir shreiben

T =
∑

λv1,···vnv1 ⊗ · · · ⊗ vn.

Es gilt

[σ(T )] =
∑
λv1,···vn [σ(v1 ⊗ · · · ⊗ vn)]

=
∑
λv1,···vn [vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n)]

=
∑
λv1,···vnvσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(n)]

= ε(σ)λv1,···vnv1 ∧ · · · ∧ vn
= ε(σ)[T ].

Bemerkung 5.11.18 Es gilt niht immer a∧a = 0. Für V = R4
und B = (e1, e2, e3, e4)

die kanonishe Basis. Wir werden später zeigen, dass e1∧ e2∧ e3∧ e4 6= 0. Es gilt also

(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4) ∧ (e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4) = 2e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 6= 0.

Satz 5.11.19 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = d und sei (v1, · · · , vn) ein Sys-

tem von Vektoren in V mit n > d. Dann gilt v1 ∧ · · · ∧ vn = 0. �

Beweis. Sei B = (e1, · · · ed) eine Basis von V . Wir shreiben

vj =

d∑

i=1

ai,jei für alle j ∈ [1, n].

Da n > d gilt ei1 ∧ · · · ∧ ein = 0 für alle Folgen (i1, · · · , in). Es gilt also

v1 ∧ · · · ∧ vn =
(
∑d

i1=1 ai1,1ei1

)

∧ · · · ∧
(
∑d

in=1 ai1,nein

)

=
∑d

i1,··· ,in=1(ai1,1 · · · ain,n) ei1 ∧ · · · ∧ ein
= 0.

Korollar 5.11.20 Sei d = dimV . Es gilt
∧n(V ) = 0 für n > d.
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5.11.4 Alternierende Abbildungen

De�nition 5.11.21 Sewi A eine K-Algebra und sei f. : V n → A eine Abbildung.

Die Abbildung f heiÿt alternierend wenn f multilinear ist und f(v1, · · · , vn) = 0
sobald es Indizen i 6= j mit vi = vj gibt.

Beispiel 5.11.22 Die Abbildung det : V n → K ist alternierend.

Satz 5.11.23 Sei f : V n → A eine alternierende Abbildung. Dann gibt es genau

eine lineare Abbildung f∧ :
∧n(V ) → A mit f∧(v1 ∧ · · · ∧n) = f(v1, · · · , vn). �

Beweis. Eindeutigkeit: seien f∧ und f ′
∧ zwei solhe Abbildungen. Es gilt f∧(v1 ∧

· · ·∧n) = f(v1, · · · , vn) = f ′
∧(v1 ∧ · · · ∧n). Da (v1 ∧ · · · ∧n) ein EZS ist folgt, dass

f∧ = f ′
∧.

Existenz: Da f multilinear ist, gibt es ein Lf : V ⊗ → A mit Lf (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) =
f(v1, · · · , vn). Per De�nition gilt

∧n(V ) = V ⊗n/(J ∩ V ⊗n). Wir zeigen, dass für

T ∈ J ∩ Tn(V ) gilt Lf (T ) = 0. Nah Lemma 5.6.11 gilt

T =
∑

x,v1··· ,vn−2

v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ x⊗ x⊗ vk+1 ⊗ vn−2.

Es gilt

Lf(T ) =
∑

x,v1··· ,vn−2
Lf (v1 ⊗ · · · ⊗ vk ⊗ x⊗ x⊗ vk+1 ⊗ vn−2)

=
∑

x,v1··· ,vn−2
f(v1, · · · , vk, x, x, vk+1, vn−2)

= 0.

Es gibt also eine lineare Abbildung f∧ :
∧n(V ) → A mit f∧([T ]) = Lf (T ). Für

v1, · · · , vn ∈ V gilt

f∧(v1 ∧ · · · ∧ vn) = Lf (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = f(v1, · · · , vn).

Beispiel 5.11.24 Sei V = Rn
und seien v1, · · · , vn ∈ V Vektoren. Wir shreiben

vi =






a1,i
.

.

.

an,i




 für alle i ∈ [1, n] und A =



 v1 · · · vn



 =






a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n




 .

Dann ist die Abbildung det : V n → K de�niert durh det(v1, · · · , vn) = det(A)
multilinear und alternierend. Es folgt, dass es eine lineare Abbildung

det∧ :
n∧

(V ) → K

gibt mit det∧(v1 ∧ · · · ∧ vn) = det(v1, · · · , vn) = det(A).
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Korollar 5.11.25 Sei (e1, · · · , en) ein System von Vektoren in V . Es gilt

(e1, · · · , en) ist linear unabhängig ⇔ e1 ∧ · · · ∧ en 6= 0.

Beweis. Für n > d ist (e1, · · · , en) nie linear unabhängig und es gilt immer e1 ∧ · · · ∧
en = 0. Ohne behränkung können wir annehmen, dass n ≤ d.

Angenommen (e1, · · · , en) sei linear unabhängig. Wir ergänzen (e1, · · · , ed) in eine

Basis (e1, · · · , en, en+1 · · · , ed) von V . Für alle Systeme (v1, · · · , vn) von Vektoren

shreiben wir

vj =

d∑

i=1

ai,jei für alle j ∈ [1, n].

Die Abbildung f : V n → K de�niert durh

f(v1, · · · , vn) = det(ai,j)i,j∈[1,n]

ist multzilinear und Alternierend. Es gibt also eine lineare Abbildung f∧ :
∧n(V ) →

K mit f∧(v1, · · · , vn) = det(A). Insbesondere gilt

f∧(e1 ∧ · · · ∧ en) = det(e1, · · · , en) = det(In) = 1 6= 0.

Daraus folgt, dass e1 ∧ · · · ∧ en 6= 0.

Umgekehrt nehmen wir an, dass (e1, · · · , en) linear abhängig ist. Es gibt also Skalare
λ1, · · · , λn ∈ K niht ale null mit

n∑

i=1

λiei = 0.

Sei j ∈ [1, n] mit λj 6= 0. Es gilt

ej = −
n∑

i=1,i 6=j

λi
λj
ei.

Es folgt

e1 ∧ · · · ∧ en = e1 ∧ · · · ∧ ej−1 ∧
(

−∑n
i=1,i 6=j

λi

λj
ei

)

∧ ej+1 ∧ · · · ∧ en
= −∑n

i=1,i 6=j
λi

λj
e1 ∧ · · · ∧ ej−1 ∧ ei ∧ ej+1 ∧ · · · ∧ en

= 0.
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5.11.5 Basis

Satz 5.11.26 Sei (e1, · · · , ed) eine Basis von V und sei n ≤ d. Das System

(ei1 ∧ · · · ∧ ein)1≤i1<···<in≤d

ist eine Basis von

∧n(V ). �

Beweis. Das System (ei1 ⊗ · · · ⊗ ein)i1,··· ,in∈[1,d] ist eine Basis von V
⊗n = Tn(V ). Es

folgt, dass (ei1 ∧ · · · ∧ ein)i1,··· ,in∈[1,d] ein EZS von

∧n(V ) ist. Es gilt auh, für σ ∈ Sn:

eσ(i1 ∧ · · · ∧ eσ(in) = ε(σ)ei1 ∧ · · · ∧ ein .

Das System (ei1 ∧ · · · ∧ ein)1≤i1<···<in≤d ist also ein EZS. Wir zeigen, dass es linear

unabhängig ist. Seien (λi1,··· ,in ∈ K Skalare mit

∑

i1<···<in

λi1,··· ,inei1 ∧ · · · ∧ ein = 0.

Für v1, · · · , vn ∈ V shreiben wir

vj =
d∑

i=1

ai,jei für alle j ∈ [1, n].

Für eine Folge 1 ≤ j1 < · · · < jn ≤ d betrahten wir die Abbildung f : V n → K
de�niert durh

f(v1, · · · , vn) = det(ajk,l)k,l∈[1,n].

Diese Abbildung ist multzilinear und Alternierend. Es gibt also eine lineare Abbildung

f∧ :
∧n(V ) → K mit f∧(v1, · · · , vn) = det(alk,l)k,l∈[1,n]. Für f gilt

f∧(ei1 ∧ · · · ein) =
{

1 für (j1, · · · , jn) = (i1, · · · , in)
= sonst.

Insbesondere gilt

0 =
∑

i1<···<in

λi1,··· ,inf∧(ei1 ∧ · · · ∧ ein) = λj1,··· ,jn.

Es folgt, dass (ei1 ∧ · · · ∧ ein)1≤i1<···<in≤d eine Basis von
∧n(V ) ist. �

Korollar 5.11.27 Sei V endlih-dimensional. Dann ist

∧
(V ) eine endlih-dimensionale

Algebra.
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5.11.6 Antisymmetrishe Tensoren und äuÿere Algebra

Satz 5.11.28 Sei K ein Körper mit char(K) = 0. Die Komposition

Φn : Altn(V ) ⊂ Tn(V )
p→

n∧

(V )

ist ein Isomorphismus von K-Vektorräume. �

Beweis. Sei J das Ideal J = (v⊗v | v ∈ V ) und sei Jn = J∩Tn(V ). Die Einshränkung
den Quotientabbildung p : T (V ) → ∧n(V ) auf Tn(V ) ist

pn : Tn(V ) →
n∧

(V ) = Tn(V )/(J ∩ Tn(V )) = Tn(V )/Jn.

Lemma 5.11.29 Es gilt Jn = 〈(v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ vi ⊗ vi+1 ⊗ · · · ⊗ vn | vi ∈ V für i ∈
[1, n]〉. �

Beweis. Folgt aus Lemma 5.6.11. �

Lemma 5.11.30 Sei σ ∈ Sn, es gilt p ◦ σ = ε(σ)p. �

Beweis. Folgt aus dem Satz 5.11.17. �

Für n ≥ 0 haben wir die lineare Abbildung Tn(V ) → Altn(V ) de�niert. Wir shreiben

pAlt,n für diese Abbilgung.

Korollar 5.11.31 Es gilt p ◦ pAlt,n = p.

Lemma 5.11.32 Es gilt Jn ⊂ KerpAlt,n �

Beweis. Übung. �

Daraus folgt, dass es eine lineare Abbildung p̄Alt,n :
∧n(V ) → Altn(V ) gibt mit

p̄Alt,n ◦ pn = pAlt,n. Wir zeigen , dass Φn ◦ p̄Alt,n = IdAltn(V ) und dass p̄Alt,n ◦ Φn =
IdAltn(V ).

Sei T ∈ Symn(T ). Es gilt T = pAlt,n(T ) und

p̄Alt,n ◦ Φn(T ) = p̄Alt,n(pn(T )) = pAlt,n(T ) = T.

Sei [T ] = pn(T ) ∈
∧n(V ) wobei T ∈ Tn(V ). Es gilt

Φn ◦ p̄Alt,n([T ]) = Φn(p̄Alt,n(pn(T ))) = Φn(pAlt,n(T )) = p(pAlt,n(T )) = p(T ) = [T ].
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Bemerkung 5.11.33 1. Für char(K) = 0 gibt es ein Isomorphismus von Vektorräu-

me ⊕

n≥0

Altn(V ) ≃
∧

(V ).

Aber der Unterraum ⊕n≥0Alt
n(V ) ist keine Unteralgebra von T (V ). Sei V = R4

und

(e1, e2, e3, e4) die kanonishe Basis. Dann gilt a = e1 ⊗ e2 − e2 ⊗ e1 ∈ Alt2(V ) und
b = e3 ⊗ e4 − e4 ⊗ e3 ∈ Alt2(V ). Aber

ab = e1⊗e2⊗e3⊗e4−e1⊗e2⊗e4⊗e3−e2⊗e1⊗e3⊗e4+e2⊗e1⊗e4⊗e3 6∈ Alt4(V ).

Es gilt s2(ab) 6= −ab.
2. Für K = F2 ist die Abbildung Φ2 : Alt2(V ) → ∧

2(V ) niht injektiv (und auh

niht surjektiv).



6 Kombinatorisher Exkurs

6.1 Abbildungen

De�nition 6.1.1 1. Seien E und F zwei Mengen, wir shreiben

F(E, F ) = {f : E → F}

für die Menge aller Abbildungen von E nah F .

2. Sei E eine endlihe Menge. Wir shreiben |E| für die Anzahl der Elemente in E.

Satz 6.1.2 Es gilt

|F([1, n], [1, d])| = dn.

Beweis. Die Abbildung f ist durh die Folge (f(1), · · · , f(n)) eindeutig bestimmt.

Für alle f(i) haben d Auswahlen. Es folgt|F([1, n], [1, d])| = dn. �

De�nition 6.1.3 1. Sei Inj(E, F ) die Menge aller injektiven Abbildungen von E
nah F .

2. Sei Surj(E, F ) die Menge aller surjektiven Abbildungen von E nah F .

3. Sei Bij(E, F ) die Menge aller bijektiven Abbildungen von E nah F .

Satz 6.1.4 Es gilt

|Inj([1, n], [1, d])| =
{ d!

(d−n)!
für n ≤ d

0 sonst.

Beweis. Die Abbildung f ist durh die Folge (f(1), · · · , f(n)) eindeutig bestimmt.

Für f(1) haben d Auswahlen, für f(2) haben wir d−1 Auswahlen weil f(2) 6= f(1)...
Es folgt (Per Induktion!)

|Inj([1, n], [1, d])| = d(d− 1) · · · (d− n+ 1) =
d!

(d− n)!
.

Korollar 6.1.5 Es gilt

|Bij([1, n], [1, n])| = n!.
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Lemma 6.1.6 Seien E und F zwei endlihe Mengen. Sei Φ : E → F eine Abbildung.

Es gilt

|E| =
∑

f∈F

|Φ−1(f)|.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass gilt

E =
∐

f∈F

f−1(f).

Wir zeigen zuerst, dass es eine disjunkte Vereinigung ist. Sei e ∈ Φ−1(f) ∩ Φ−1(f ′).
Dann gilt f = Φ(e) = f ′

und Φ−1(f) = Φ−1(f ′).

Sei e ∈ E und f = Φ(e). Dann gilt e ∈ Φ−1(f). �

De�nition 6.1.7 1. Sei Steig([1, n], [1, d]) die Menge aller steigenden Abbildungen

von [1, n] nah [1, d].

2. Sei Ssteig([1, n], [1, d]) die Menge aller streng steigenden Abbildungen von [1, n]
nah [1, d].

3. Sei Pn(E) die Menge aller Teilmengen F ⊂ E mit n Elemente.

Satz 6.1.8 Es gilt

|Ssteig([1, n], [1, d])| = |Pn([1, d])| =
{

d!
(d−n)!n!

für n ≤ d

0 sonst.

Beweis. 1. Für n > d sind alle Mengen leer. Angenommen n ≤ d. Wir betrahten die

Abbildung

Φ : Inj([1, n], [1, d]) → Pn([1, d])

de�niert durh Φ(f) = f([1, n]). Da f injektiv ist, hat f([1, n]) genau n Elemente

und die Abbildung Φ is wohl de�niert.

Sei F ⊂ [1, d] mit n Elemente. Wir bestimmen Φ−1(F ). Wir shreiben

F = {i1 < · · · < in} ⊂ [1, d].

Eine Abbildung f : [1, n] → [1, d] ist genau dann in Φ−1(F ), wenn

{f(1), · · · , f(n)} = f([1, n]) = F = {i1, · · · in}.

Die Abbildung f ist also durh eine Bijektion [1, n] → F bestimmt. Es gilt n! solhe
Abbildungen. Daraus folgt

|Φ−1(F )| = n!.
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Aus dem Lemma folgt

|Inj([1, n], [1, d])| =
∑

F∈Pn([1,d])

n! = n!|Pn([1, d])| und |Pn([1, d])| =
d!

(d− n)!n!
.

Eine streng steigende Abbildung ist injektiv. Es gilt also Sstreig([1, n], [1, d]) ⊂
Inj([1, n], [1, d]). Wir zeigen, dass Φ|Sstreig([1,n],[1,d]) : Sstreig([1, n], [1, d]) → Pn(|1, d])
eine Bijektion ist. Sei F ⊂ [1, d] mit n Elemente. Wir shreiben

F = {i1 < · · · < in} ⊂ [1, d].

Es gibt genau eine streng steigende Abbildung f : [1, n] → [1, d] mit f([1, n]) = F :
Die Abbildung f(k) = ik. �

De�nition 6.1.9 Wir shreiben

(
d

n

)

=

{ d!
(d−n)!n!

für n ≤ d

0 sonst.

Korollar 6.1.10 Es gilt

|Steig([1, n], [1, d])| =
(
d+ n− 1

n

)

.

Beweis. Sei Ψ : Steig([1, n], [1, d]) → Ssteig([1, n], [1, n + d − 1]) de�niert durh

ψ(f)(k) = f(k) + k − 1.

Für k ∈ [1, n] gilt ψ(f)(k) = f(k) + k − 1 ≤ d+ n− 1. Wir zeigen, dass Ψ (f) streng
steigend ist. Sei i < j es gilt Ψ (f)(i) = f(i) + i− 1 ≤ f(j) + i− 1 < f(j) + j − 1 =
ψ(f)(j). Die Abbildung Ψ ist also wohl de�niert.

Wir zeigen, dass Ψ injektif ist. Seien f und f ′
mit Ψ (f) = Ψ (f ′). Dann gilt für alle

k ∈ [1, n]:
f(k) = Ψ (f)(k)− k + 1 = Ψ (f ′)(k)− k + 1 = f ′(k).

Es folgt f = f ′
und Ψ ist injektiv.

Wir zeigen, dass Ψ surjektiv ist. Sei g ∈ Ssteig([1, n], [1, n + d − 1]). Dann gilt 1 ≤
g(1) < g(2) < · · · < g(n) < d + n − 1. Wir zeigen g(k) ≥ k per Induktion nah

k. Für k = 1 gilt g(1) ≥ 1. Angenommen g(k) ≥ k. Es gilt g(k + 1) > g(k) also
g(k + 1) ≥ g(k) + 1 ≥ k + 1. Wir zeigen g(k) ≤ d+ n− 1 per absteigende Induktion

nah k. Es gilt g(n) ≤ d + n − 1. Angenommen g(k + 1) ≤ d + k. Es gilt g(k) ≤
g(k + 1)− 1 ≤ d+ k − 1.

Wir setzen f(k) = g(k)+1−k. Es gilt f(k) ≥ k+1−k = 1 und f(k) ≤ d+k−1+1−k =
d. Wir zeigen, dass f steigen ist. Es gilt f(k+1) = g(k+1)+1−k−1 ≤ g(k)+1−k =
f(k). Es gilt also f ∈ Steig([1, n], [1, d]) und Ψ (f) = g.

Es folgt, dass Ψ eine Bijektion ist. �
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6.2 Formeln

Lemma 6.2.1 Es gilt

(
d

n

)

=

(
d

d− n

)

und

(
d

n

)

+

(
d

n + 1

)

=

(
d+ 1

n + 1

)

.

Beweis. Übung. �

Satz 6.2.2 Sei A eine K-Algebra und seien a, b ∈ A mit ab = ba. Für alle d ≥ 0 gilt

(a+ b)d =
d∑

n=0

(
d

n

)

anbd−n.

Beweis. Wir zeigen das folgende Lemma

Lemma 6.2.3 Seien a1, · · · , ad, b1, · · · , bd ∈ A so, dass all Elemente ai und bi kom-

mutieren. Es gilt

(a1 + b1) · · · (ad + bd) =
∑

F⊂[1,d]

aF bF c

wobei

aF =
∏

i∈F

ai und bF c =
∏

i 6∈F

bi.

Beweis. Per Induktion nah d. Für d = 1 ist es wahr. Angenommen gilt

(a1 + b1) · · · (ad + bd) =
∑

F⊂[1,d]

aF bF c .

Dann gilt

∏d+1
i=1 (ai + bi) =

(
∑

F⊂[1,d] aF bF c

)

(ad+1 + bd+1)

= ad+1

∑

F⊂[1,d] aF bF c + bd+1

∑

F⊂[1,d] aF bF c

=
∑

F⊂[1,d+1],d+1∈F aF bF c +
∑

F⊂[1,d+1],d+16∈F aF bF c .

Das Lemma folgt. �

Das Lemma mit a1 = · · · = ad = a und b1 = · · · = bd = b gibt den Satz:

(a + b)d =

d∑

n=0

∑

F⊂Pn([1,d])

anbd−n =

d∑

n=0

(
d

n

)

anbd−n.



80 6 Kombinatorisher Exkurs

Korollar 6.2.4 Es gilt

d∑

n=0

(
d

n

)

= 2d und
d∑

n=0

(−1)k
(
d

n

)

= 0.

Lemma 6.2.5 Sei p ein Primzahl. Dann teilt p alle

(
p

k

)

für k ∈ [1, p− 1]. �

Beweis. Übung. �

Korollar 6.2.6 Sei p ein Primzahl und K ein Körper mit char(K) = p. Sei A eine

K-Algebra und seien a, b ∈ A mit ab = ba. Für alle d ≥ 0 gilt

(a+ b)p = ap + bp.

6.3 Basen und Dimension

Satz 6.3.1 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = d. Es gilt

dimTn(V ) = dn, dimSymn(V ) =

(
d+ n− 1

n

)

, dim
n∧

(V ) =

(
d

n

)

und dim
∧

(V ) = 2d.

Beweis. Sei B = (e1, · · · , ed) eine Basis von V .
Dann ist (ei1⊗· · ·⊗ein)i1,··· ,in∈[1,d] eine Basis von Tn(V ). Die folge (i1, · · · , in) de�niert
genau eine Abbildung f : [1, n] → [1, d] dank f(k) = ik. Es gibt also |F([1, n], [1, d])| =
dn Elemente in der Basis.

Dann ist (ei1 · · · ein)i1≤···≤in∈[1,d] eine Basis von Symn(V ). Die folge (i1, · · · , in) de�-
niert genau eine Abbildung steigende Abbildung f : [1, n] → [1, d] dank f(k) = ik.
Es gibt also |Steig([1, n], [1, d])| =

(
d+n−1

n

)
Elemente in der Basis.

Dann ist (ei1 · · · ein)i1<···<in∈[1,d] eine Basis von
∧n(V ). Die folge (i1, · · · , in) de�niert

genau eine Abbildung streng steigende Abbildung f : [1, n] → [1, d] dank f(k) = ik.
Es gibt also |Ssteig([1, n], [1, d])| =

(
d
n

)
Elemente in der Basis.

Es gilt

dim
∧

(V ) =

d∑

n=0

dim

n∧

(V ) =

d∑

n=0

(
d

n

)

= 2d.



7 Bilineare und sesquilineare

Formen

7.1 De�nition

De�nition 7.1.1 1. Seien V und W zwei K-Vektorräume. Eine bilineare Abbildung

B : V ×W → K heiÿt Bilinearform.

2. Ein Bilinearform B heiÿt symmetrish, wenn V = W und B(v, w) = B(w, v) für
alle v, w ∈ V .

3. Ein Bilinearform B heiÿt antisymmetrish, wenn V = W und B(v, w) =
−B(w, v) für alle v, w ∈ V .

4. Ein Bilinearform B heiÿt alternierend, wenn V = W und B(v, v) = 0 für alle

v ∈ V .

De�nition 7.1.2 1. Sei σ ein Körperautomorphismus von K und seien V und W
zwei K-Vektorräume. Eine Abbildung f : V →W heiÿt σ-linear, wenn

f(λv + µv′) = σ(λ)f(v) + σ(µ)f(v′)

gilt für alle λ, µ ∈ K und alle v, v′ ∈ V .

2. Seien V und W zwei K-Vektorräume. Eine Abbildung B : V × W → K heiÿt

sesquilinear Form, wenn

� für alle w ∈ W , B( , w) : V → K linear ist und

� für alle v ∈ V , B(v, ) : W → K σ-linear und

3. Eine sesquilineare FormB heiÿt hermitsh, wennW = V undB(w, v) = σ(B(v, w))
für alle v, w ∈ V gilt.

4. Eine sesquilineare Form B heiÿt antihermitsh, wenn W = V und B(w, v) =
−σ(B(v, w)) für alle v, w ∈ V gilt.
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Beispiel 7.1.3 1. Sei K = R und V = Rn = W . Für v = (x1, · · · , xn) und w =
(y1, · · · , yn) setzen wir

B1(v, w) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Dann ist B1 eine symmetishe Bilinearform.

2. Sei K = R und V = R2n
. Für v = (x1, · · · , x2n) und w = (y1, · · · , y2n) setzen wir

B2(v, w) = x1y2n + · · ·+ xnyn+1 − xn+1yn+1 − x2ny1.

Dann ist B2 eine antisymmetrishe und alternierende Bilinearform.

3. Sei K = F2 und V = K2
. v = (x1, , x2) und w = (y1, y2) setzen wir

B3(v, w) = x1y1 + x2y2.

Dann ist B2 eine symmetrishe und eine antisymmetrishe Bilinearform aber niht

alternierend: B3((1, 0), (1, 0)) = 1 6= 0.

4. Sei K = C und σ : C → C die komplexe Konjuguation: σ(z) = z̄. Dann ist σ ein

Körperautomorphismus. Für v = (x1, · · · , xn) und w = (y1, · · · , yn) setzen wir

B4(v, w) = x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn.

Dann ist B4 eine hermitshe σ-sesquilinear form.

5. Sei K = C und σ : C → C die komplexe Konjuguation: σ(z) = z̄. Dann ist σ ein

Körperautomorphismus. Für v = (x1, · · · , x2n) und w = (y1, · · · , y2n) setzen wir

B4(v, w) = x1ȳ2n + · · ·+ xnȳn+1 − xn+1ȳn+1 − x2nȳ1.

Dann ist B4 eine antihermitshe σ-sesquilinear form.

6. Sei V ein K-Vektorraum und sei W = V ∨
. Sei B = 〈 , 〉 : V × V ∨ → K de�niert

durh

B(v, ϕ) = 〈v, ϕ〉 = ϕ(v).

Dann ist B eine Bilinearform.

Bemerkung 7.1.4 Da σ = IdK ein Körperautomorphismus ist, sind alle bilineare

Formen auh σ = IdK-sesquilinear.

Lemma 7.1.5 Sei B : V ×W → K mit V =W .

1. Sei B (anti)symmetrish. Dann gilt B = 0 oder σ = IdK .

2. Sei B (anti)Hermitsh. Dann gilt B = 0 oder σ2 = IdK . �
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Beweis. Es gilt σ(1) = 1 und σ(−1) + σ(1) = σ(0) = 0. Es folgt σ(−1) = −1. Sei
ε = ±1. Es gilt also σ(ε) = ε.

1. Seien v, w mit B(v, w) 6= 0 und λ ∈ K. Es gilt

σ(λ)B(v, w) = B(v, λw) = εB(λw, v) = ελB(w, v) = ε2λB(v, w) = λB(v, w).

Es folt σ(λ) = λ.

2. Seien v, w mit B(v, w) 6= 0 und λ ∈ K. Es gilt

λB(v, w) = B(λv, w) = εσ(B(w, λv)) = εσ(εσ(B(λv, w))) = ε2σ2(λ)σ2(B(v, w)).

Für λ = 1 gilt σ2(B(v, w)) = B(v, w) und es folt σ2(λ) = λ. �

Lemma 7.1.6 1. Sei B eine alternierende Bilinearform. Dann ist B antisymmetrish.

2. Sei char(K) 6= 2 und sei B eine antisymmetrishe Bilinearform. Dann ist B alter-

nierend. �

Beweis. 1. Seien v, w ∈ V . Es gilt B(v, v) = B(w,w) = B(v + w, v + w) = 0. Aus
der Linearität folgt

0 = B(v + w, v + w) = B(v, v) +B(v, w) +B(w, v) +B(w,w).

Es folgt B(v, w)0−B(w, v).

2. Sei v ∈ V . Es gilt B(v, v) = −B(v, v) also 2B(v, v) = 0. Weil 2 6= 0 (char(K) 6= 2)
gilt B(v, v) = 0. �

7.2 Matrizen

De�nition 7.2.1 SeiB : V×W → K eine Bilinearform oder eine σ-Sesquilinearform
und seien B = (v1, · · · , vn) und B′ = (w1, · · · , wm) Basen von V und W . Dann heiÿt

die Matrix

MB,B′(B) = (B(vi, wj)) =






B(v1, w1) · · · B(v1, wm)
.

.

.

.

.

.

B(vn, w1) · · · B(vn, wm)






die Matrix von B bzg. B und B′
. Für V =W und B′ = B shreiben wirMB(B) =

MB,B′(B).
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Beispiel 7.2.2 1. Sei K = R und V = Rn = W . Für v = (x1, · · · , xn) und w =
(y1, · · · , yn) setzen wir

B1(v, w) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Sei B = B′
die kanonishe Basis. Dann gilt MB(B1) = In.

2. Sei K = R und V = R2n
. Für v = (x1, · · · , x2n) und w = (y1, · · · , y2n) setzen wir

B2(v, w) = x1y2n + · · ·+ xnyn+1 − xn+1yn+1 − x2ny1.

Sei B = B′
die kanonishe Basis. Dann gilt

MB(B2) =












0 · · · 1

0
.

.

. 1
.

.

.

1 · · · 0
0 · · · −1
.

.

. −1
.

.

. 0
−1 · · · 0












3. Sei K = F2 und V = K2
. v = (x1, , x2) und w = (y1, y2) setzen wir

B3(v, w) = x1y1 + x2y2.

Sei B = B′
die kanonishe Basis. Dann gilt MB(B3) = I2.

4. Sei K = C und σ : C → C die komplexe Konjuguation: σ(z) = z̄. Dann ist σ ein

Körperautomorphismus. Für v = (x1, · · · , xn) und w = (y1, · · · , yn) setzen wir

B4(v, w) = x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn.

Sei B = B′
die kanonishe Basis. Dann gilt MB(B4) = In.

Lemma 7.2.3 Sei B eine Bilinearform (bzw. eine σ-Sesquilinearform), seien B =
(v1, · · · , vn) und B′ = (w1, · · · , wm) Basen von V und W und seien

X =






x1
.

.

.

xn




 und Y =






y1
.

.

.

ym




 wobei v =

n∑

i=1

xivi und w =

m∑

j=1

yjwj.

Dann gilt B(v, w) = XTMB,B′Y bzw. B(v, w) = XMB,B′σ(Y ). �

Beweis. Folgt aus der linearität. �
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De�nition 7.2.4 Sei M ∈Mn(K) eine Matrix.

1. Die Matrix M heiÿt symmetrish, wenn MT =M .

2. Die Matrix M heiÿt antisymmetrish, wenn MT = −M .

3. Die Matrix M heiÿt alternierend, wenn MT = −M und die Hauptdiagonal null ist

i.e. mi,i = 0 für alle i ∈ [1, n] wobei M = (mi,j).

4. Sei M = (mi,j) ∈ Mm,n(K) eine Matrix und σ ein Körperautomorphismus. Wir

setzen σ(M) = (σ(mi,j)).

5. Die Matrix M heiÿt hermitsh, wenn MT = σ(M) und σ2 = IdK .

6. Die Matrix M heiÿt antihermitsh, wenn MT = −σ(M) und σ2 = IdK .

Lemma 7.2.5 Sei σ ein Körperautomorphismus und seien M ∈ Mm,n(K) und N ∈
Mn,p(K). Dann gilt

σ(MN) = σ(M)σ(N).

Beweis. Übung. �

Lemma 7.2.6 Sei B : V × V → K eine Bilinearform und sei B eine Basis.

Die Bilinearform B ist genau dann symmetrish (bzw. antisymmetrish, bzw. alter-

nierend, bzw. hermitsh, bzw. antihermitsh) wenn MB(B) symmetrish (bzw. anti-

symmetrish, bzw. alternierend, bzw. hermitsh, bzw. antihermitsh) ist. �

Beweis. Übung. �

Lemma 7.2.7 Seien M,M ′ ∈ Mn,m(K) mit XTMY = XTM ′Y für alle X ∈
Mn,1(K) und Y ∈Mm,1(K). Dann gilt M =M ′

. �

Beweis. Übung. �

Satz 7.2.8 (Basis Wehsel) 1. Seien B und C Basen von V und seien B′
und C′

Basen von W . Sei B eine σ-Sesquilinearform, dann gilt

MC,C′(B) = QTMB,B′(B)σ(P )

wobei Q = MatC,B(IdV ) und P = MatC′,B′(IdW ).

2. Insbesondere für V = W und B = B′
und C = C′

gilt

MC(B) = QTMB(B)σ(Q).
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Beweis. Seien B = (v1, · · · , vn), C = (v′1, · · · , v′n), B′ = (w1, · · · , wm) und C′ =
(w′

1, · · · , w′
m). Für v ∈ V und w ∈ W shreiben wir

X =






x1
.

.

.

xn




 , X ′ =






x′1
.

.

.

x′n




 , Y =






y1
.

.

.

ym




 und Y ′ =






y′1
.

.

.

y′m




 wobei

v =

n∑

i=1

xivi =

n∑

i=1

x′iv
′
i und w =

m∑

j=1

yjwj =

m∑

j=1

y′jw
′
j.

Dann gilt X = QX ′
und Y = PY ′

. Daraus folgt

X ′TMC,C′σ(Y ′) = B(v, w) = XTMB,B′σ(Y ) = X ′TQTMB,B′σ(P )σ(Y ′).

Aus dem obiben Lemma folgt, dass MC,C′ = QTMB,B′σ(P ). �

Korollar 7.2.9 (Basis Wehsel) 1. Seien B und C Basen von V und seien B′
und

C′
Basen von W . Sei B eine Bilinearform, dann gilt

MC,C′(B) = QTMB,B′(B)P

wobei Q = MatC,B(IdV ) und P = MatC′,B′(IdW ).

2. Insbesondere für V =W und B = B′
und C = C′

gilt

MC(B) = QTMB(B)Q.

De�nition 7.2.10 1. SeienM,N ∈Mn(K). Die MatrizenM undN sind σ-kongruent
wenn es eine invertierbare Matrix Q gibt mit N = QTMσ(Q).

2. Seien M,N ∈ Mn(K). Die Matrizen M und N sind kongruent wenn es eine

invertierbare Matrix Q gibt mit N = QTMQ.

Lemma 7.2.11 Die σ-Kongruenzrelation und die Kongruenzrelation sind Äquiva-

lenzrelationen. �

Beweis. Übung. �

Korollar 7.2.12 Sei B eine σ-Sesquilinearform und seien B und B′
Basen von V

und W . Dann hängt Rg(MB,B′(B)) niht von B und B′
ab.

De�nition 7.2.13 Sei B eine σ-Sesquilinearform und seien B und B′
Basen von V

und W . Dann heiÿt Rg(MB,B′(B)) der Rank von B.
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7.3 Orthogonalität

De�nition 7.3.1 Sei B : V ×W →W eine σ-Sesquilinearform.

1. Zwei Vektoren v ∈ V und w ∈ W sind orthogonale wenn B(v, w) = 0. Wir

shreiben v ⊥ w.

2. Die σ-Sesquilinearform B heiÿt re�exiv wenn W = V und

B(v, w) = 0 ⇔ B(w, v) = 0

für alle v, w ∈ V .

3. Eine σ-Sesquilinearform B heiÿt links-ausgeartet wenn es ein Vektor v ∈ V \{0}
gibt mit

B(v, w) = 0 für alle w ∈ W.

4. Eine σ-Sesquilinearform B heiÿt rehts-ausgeartet wenn es ein Vektor w ∈ W \
{0} gibt mit

B(v, w) = 0 für alle v ∈ V.

5. Eine σ-Sesquilinearform B heiÿt links niht ausgeartet wenn gilt

(B(v, w) = 0 für alle w ∈ W ) ⇒ v = 0.

5. Eine σ-Sesquilinearform B heiÿt rehts niht ausgeartet wenn gilt

(B(v, w) = 0 für alle v ∈ V ) ⇒ w = 0.

6. Eine σ-Sesquilinearform B heiÿt rehts ausgeartet wenn sie links und rehts

niht ausgeartet ist.

Lemma 7.3.2 Symmetrishe, antisymmetrishe, alternierende, hermitshe und an-

tihermitshe Formen sind re�exiv. �

Beweis. Übung. �

Bemerkung 7.3.3 Für B eine re�exive Bilinearform sind die bedigungen links aus-

geartet und rehts ausgeartet äquivalent.

Lemma 7.3.4 Sei K ein Körper:

1. Sei X ∈ Md,1(K) eine Matrix mit XTY = 0 für alle Y ∈ Md,1(K). Dann gilt

X = 0.

1. Sei Y ∈ Md,1(K) eine Matrix mit XTY = 0 für alle X ∈ Md,1(K). Dann gilt

Y = 0. �
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Beweis. 1. Sei (e1, · · · , ed) die kanonishe Basis des Kd
. Es gilt ei ∈ Md,1(K) und für

XT = (x1, · · · , xn) gilt
0 = XT ei = xi.

Es folgt X = 0.

2. Es gilt (XTY )T = Y TX. Nah 1. gilt Y = 0. �

Satz 7.3.5 Sei B : V ×W → K eine σ-Sesquilinearform und seien B und B′
Basen

von V .

1. Es gilt: B ist links niht ausgeartet ⇔ MB,B′(B)T ist injektiv. Insbesondere gilt

dimV ≤ dimW .

2. Es gilt: B ist rehts niht ausgeartet ⇔ MB,B′(B) ist injektiv. Insbesondere gilt

dimV ≥ dimW .

3. Es gilt: B ist niht ausgeartet ⇔ detMB,B′(B) 6= 0. Insbesondere gilt dimV =
dimW . �

Beweis. Sei n0 dimV und m = dimW . Für v ∈ V und w ∈ W shreiben wir X ∈
Mn,1(K) und Y ∈Mm,1(K) die Koordinaten-Vektoren von v und w bzg. B und B′

.

1. Sei v ∈ V mit B(v, w) = 0 für alle w ∈ W . Dann gilt B(v, w) = XTMB,B′(B)σ(Y ).
Es folgt, dass

XTMB,B′(B)σ(Y ) = 0

für alle Y ∈ Mm,1(K) wobei d = dimV . Sei Z =MB,B′(B)TX . Es gilt

ZTY = XTMB,B′(B)σ(Y ) = 0

für alle Y ∈ Mm,1(K). Aus dem obigen Lemma folgt MB,B′(B)TX = Z = 0. Es gilt

B ist links niht ausgartet ⇔ v = 0
⇔ X = 0
⇔ MB,B′(B)T ist injektiv.

Da MB,B′(B)T ∈Mm,n(K) ist, folgt n ≤ m.

2. Sei w ∈ W mit B(v, w) = 0 für alle v ∈ V . Dann gilt B(v, w) = XTMB,B′(B)σ(Y ).
Es folgt, dass

XTMB,B′(B)σ(Y ) = 0

für alle X ∈Mn,1(K) wobei d = dimV . Sei Z =MB,B′(B)Y . Es gilt

XTZ = XTMB,B′(B)σ(Y ) = 0

für alle X ∈Mn,1(K). Aus dem obigen Lemma folgt MB,B′(B)Y = Z = 0. Es gilt

B ist rehts niht ausgartet ⇔ w = 0
⇔ Y = 0
⇔MB,B′(B) ist injektiv.
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Da MB,B′(B) ∈Mn,m(K) ist, folgt m ≤ n.

3. Folgt aus 1. und 2. �

De�nition 7.3.6 Sei B : V × V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform. Sei M eine

Teilmenge von V .

1. Die Teilmenge M von V ist orthogonale, falls B(v, w) = 0 für alle v, w ∈M mit

v 6= w.

2. Die TeilmengeM von V ist orthonormale, fallsM orthogonal ist und B(v, v) = 1
für alle v ∈M .

1. Die Teilmenge M von V ist isotrope, falls B(v, w) = 0 für alle v, w ∈M .

Beispiel 7.3.7 1. Sei K = R und V = Rn = W . Für v = (x1, · · · , xn) und w =
(y1, · · · , yn) setzen wir

B1(v, w) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Dann ist die kanonishe Basis eine orthogonale (und auh orthonormale) Teilmenge.

2. Sei K = R und V = R2n
. Für v = (x1, · · · , x2n) und w = (y1, · · · , y2n) setzen wir

B2(v, w) = x1y2n + · · ·+ xnyn+1 − xn+1yn+1 − x2ny1.

Dann istM = 〈e1, · · · en〉 eine isotrope Teilmenge (Unterraum) wobei B = (e1, · · · , e2n)
die kanonishe Basis ist.

De�nition 7.3.8 Sei B : V × V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform. Sei M eine

Teilmenge von V . Der Orthogonalraum von M ist de�niert durh

M⊥ = {v ∈ V | v ⊥ w für alle w ∈M}.

Wir shreiben auh v⊥ statt {v}⊥.

Lemma 7.3.9 Sei B : V × V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform. Sei M eine

Teilmenge von V . Dann ist M⊥
ein Unterraum von V . �

Beweis. Übung. �

De�nition 7.3.10 Sei B : V ×V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform. Wir shrei-

ben Ker(B) = V ⊥
. Es ist ein Unterraum von V .

Satz 7.3.11 Sei B : V ×V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform. Dann ist B genau

dann niht ausgeartet, wenn Ker(B) = 0. �

Beweis. Sei v ∈ V mit B(v, w) = 0 für alle w ∈ V . B ist genau dann niht aus

geartet, wenn v = 0. Aber es gilt v ∈ Ker(B). Der Satz folgt. �
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Bemerkung 7.3.12 Sei B : V × V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform. Sei M
eine Teilmenge von V . Es gilt Ker(B) ⊂M⊥

.

De�nition 7.3.13 Sei B : V ×V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform. Ein Unter-

raum U ⊂ V ist niht ausgeartet wenn U ∩ U⊥ = 0.

Satz 7.3.14 Sei B : V × V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform. Sei dim V < ∞
und sei U niht ausgeartet. Dann gilt V = U ⊕ U⊥

. �

Beweis. Die Summe ist eine direkte Summe per De�nition. Sei n = dimU und sei

B = (u1, · · · , un) eine Basis von U . Sei

Φ : V → Kn

de�niert durh Φ(v) = (B(v, u1), · · · , B(v, un)). Die Abbildung Φ ist linear und

Ker(Φ) = U⊥
. Nah dem Rangsatz gilt

dimU⊥ = dimKerΦ = dimV − Rg(Φ) ≥ d− n.

Es folgt, dass dim(U ⊕ U⊥) ≥ n + d− n = d und den Satz folgt. �

Beispiel 7.3.15 1. Sei K = R und V = R2n = W . Für v = (x1, · · · , x2n) und

w = (y1, · · · , y2n) setzen wir

B1(v, w) = x1y1 + · · ·+ x2ny2n.

Sei U = 〈e1, e2 · · · en〉. Dann gilt U⊥ = 〈en+1, · · · e2n〉 und U∩U⊥ = 0. Der Unterraum
U ist niht ausgeartet. Es gilt V = U ⊕ U⊥

.

2. Sei K = R und V = R2n
. Für v = (x1, · · · , x2n) und w = (y1, · · · , y2n) setzen wir

B2(v, w) = x1y2n + · · ·+ xnyn+1 − xn+1yn+1 − x2ny1.

Sei U = 〈e1, e2 · · · en〉. Dann gilt U⊥ = U . Der Unterraum U ist ausgeartet. Es gilt

V 6= U + U⊥
und die Summe ist keine direkte Summe.

Satz 7.3.16 Sei B : V × V → K eine re�exive σ-Sesquilinearform und sei U ein

Unterraum.

1. Es gilt dimU⊥ ≥ dimV − dimU .

2. Angenommen B sei niht ausgeartet. Dann gilt dimU⊥ = dimV − dimU . �

Beweis. 1. Sei n = dimU , d = dim V und sei BU = (u1, · · · , un) eine Basis von U .
Sei

Ψ : V → Kn

de�niert durh Φ(v) = (B(v, u1), · · · , B(v, un)). Die Abbildung Φ ist linear. Es gilt

v ∈ U⊥ ⇔ Φ(v) = 0.
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Insbesondere gilt U⊥ = KerΨ . Es folgt

dimU⊥ = dimKerΨ = d− Rg(Ψ ) ≥ d− n.

2. Sei n = dimU , d = dimV und sei BU = (u1, · · · , un) eine Basis von U . Wir

ergänzen in B = (u1, · · · , ud) eine Basis von V . Sei

Φ : V → Kd

de�niert durh Φ(v) = (B(v, u1), · · · , B(v, ud)). Die Abbildung Φ ist linear. Sei B′

die kanonishe Basis des Kd
. Es gilt MatB,B′(Φ) =MB,B′(B). Es gilt

v ∈ U⊥ ⇔ Φ(v) = (0, · · · , 0, B(v, un+1), · · · , B(v, ud)).

Insbesondere gilt U⊥ = Φ−1(〈en+1, · · · , ed〉). Da B niht ausgeartet is folgt, dass Φ
bijektiv ist. Es folgt dimU⊥ = d− n. �

7.4 Dualräume

De�nition 7.4.1 1. Sei W ein K-Vektorraum, wir shreiben

W∨
σ = {f : W → K | f ist σ-linear}.

2. Sei f : V →W eine σ-lineare Abbildung. Der Kern von f ist

Ker(f) = {v ∈ V | f(v) = 0}.

Lemma 7.4.2 Sei f : V → W σ-linear.

1. Es gilt: f injektiv ⇔ Ker(f) = 0

2. Angenommen dim V = dimW < ∞. Es gilt: f injektiv ⇔ f bijektiv ⇔ f surjek-

tiv. �

Beweis. Bemerkung: für alle v ∈ V gilt f(0) = f(0 · v) = σ(0)f(v) = 0 · f(v) = 0.

1. Sei f injektif und sei v ∈ Ker(f). Es gilt f(v) = 0 = f(0). Es folgt v = 0.
Umgekehrt, sei Ker(f) = 0 und seien v, v′ ∈ V mit f(v) = f(v′). Dann gilt f(v−v′) =
0 und v − v′ = 0 also v = v′. Die Abbildung f ist injektiv.

2. Sei f injektiv und sei B = (v1, · · · , vn) eine Basis von V . Wir zeigen, dass f(B) =
(f(v1), · · · , f(vn)) eine Basis von W ist. Da dimV = dimW genügt es zu zeigen, dass

f(B) linear unabhängig ist. Seien λ1, · · · , Λn ∈ K mit

∑n
i=1 λif(vi) = 0. Es gilt

f

(
n∑

i=1

σ−1(λi)vi

)

= 0
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und es folgt

∑n
i=1 σ

−1(λi)vi = 0. Da B eine Basis ist gilt σ(λi) = 0 für alle i ∈ [1, n]
und es folgt λi = 0 für alle i ∈ [1, n].

Sei f surjektiv und sei B = (v1, · · · , vn) eine Basis von V . Wir zeigen, dass f(B) =
(f(v1), · · · , f(vn)) eine Basis vonW ist. Da dimV = dimW genügt es zu zeigen, dass

f(B) ein EZS ist. Sei w ∈ W . Da f surjektiv ist gibt es ein v ∈ V mit f(v) = w. Es
gibt Skalare λ1, · · · , Λn ∈ K mit v =

∑n
i=1 λivi. Es gilt

w = f(v) =
n∑

i=1

σ(λi)f(vi).

Es folgt, dass f(B) ein EZS ist. �

Satz 7.4.3 Sei B : V ×W → K eine σ-Sesquilinearform und seien

ΦB : V → W∨
σ und ΨB : W → V ∨

de�niert durh ΦB(v)(w) = B(v, w) und ΨB(w)(v) = B(v, w). Dann ist ΦB linear

und ΨB ist σ-linear. Es gilt

KerΦB = {v ∈ V | B(v, w) = 0 für alle w ∈ W} und

KerΨB = {w ∈ W | B(v, w) = 0 für alle v ∈ V }.

Beweis. Übung. �

Korollar 7.4.4 Seien V und W endlih-dimensionale K-Vektorräume und sei B :
V ×W → K eine niht ausgeartete σ-Sesquilinearform. Dann sind ΦB : E → F∨

und

ΨB : W → V ∨
bijektiv.

Beweis. Es gilt KerΦB = 0 und KerΨB = 0. Da alle Verktorräume der Dimension

dimV sind, sind ΦE und ΨE bijektiv. �

7.5 Quadratishe Formen

De�nition 7.5.1 Eine Abbildung Q : V → K heiÿt quadratishe Form wenn

� Q(λv) = λ2Q(v) und

� B : V × V → K de�niert durh B(v, w) = Q(v + w) − Q(v) − Q(w) ist eine
Bilinearform.

Die Bilinearform B heiÿt die Polariesierung von Q. Wenn B niht ausgeartet ist

heiÿt Q niht ausgeartet.
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Bemerkung 7.5.2 Sei Q eine quadratishe Form und B die Polarisierung.

1. Die Polariesierung B is symmetrish.

2. Es gilt B(v, v) = 2Q(v).

3. Für char(K) = 2 ist also B auh alternierend.

4. Für char(K) 6= 2 ist jede symmetrishe Bilinearform die Polarisierung einer qua-

dratihen Form: Sei B eine Bilinearform. Dann ist B die Polarisierung von Q(v) =
1
2
B(v, v).

7.6 Adjungiert

Satz 7.6.1 Sei B : V ×W → K eine niht ausgeartete σ-Sesquilinearform und sei

f ∈ End(V ). Dann gibt es genau ein Endomorphismus f ∗ ∈ End(W ) mit

B(f(v), w) = B(v, f ∗(w))

für alle v ∈ V und w ∈ W . �

Beweis. Sei w ∈ W . Wir zeigen, dass es ein Vektor f ∗(w) gibt mit B(f(v), w) =
B(v, f ∗(w)) für alle v ∈ V . Die Abbildung ϕ : V → K de�niert durh ϕ(v) =
B(f(v), w) ist linear. Es gilt also ϕ ∈ V ∨

. Nah Korolar 7.4.4 gibt es ein f ∗(w) ∈ W
mit ΨB(f

∗(w)) = ϕ. Es folgt

B(v, f ∗(w)) = ΨB(f
∗(w))(v) = ϕ(v) = B(f(v), w)

für alle v ∈ V .

Wir zeigen, dass f ∗(w) eindeutig bestimmt ist. Seien f ∗(w) und f ′∗(w) zwei Vektoren
in W mit B(v, f ∗(w)) = B(f(v), w) = B(v, f ′∗(w)). Es gilt

B(v, f ∗(w)− f ′∗(w)) = 0 für alle v ∈ V .

Da B niht ausgeartet ist gilt f ∗(w)−f ′∗(w) = 0 und f ∗(w) = f ′∗(w). Die Abbildung
w 7→ f ∗(w) ist also wohl de�niert. Wir zeigen, dass f ∗

linear ist. >Seien w,w′ ∈ W
und λ, µ ∈ K. Es gilt für alle v ∈ V :

B(v, f ∗(λw + µw′) = B(f(v), λw + µw′)
= σ(λ)B(f(v), w) + σ(µ)B(f(v), w′)
= σ(λ)B(v, f ∗(w)) + σ(µ)B(v, f ∗(w′))
= B(v, λf ∗(w) + µf ∗(w′)).

Da B niht ausgeartet ist folgt, dass f ∗(λw + µw′) = λf ∗(w) + µf ∗(w′) und dass f ∗

linear ist. �
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De�nition 7.6.2 Sei B : V × W → K eine niht ausgeartete σ-Sesquilinearform
und sei f ∈ End(V ). Der Endomorphismus f ∗ ∈ End(W ) mit

B(f(v), w) = B(v, f ∗(w))

für alle v ∈ V und w ∈ W heiÿt f ∗
der adjungierte Endomorphimus von f .

Beispiel 7.6.3 Sei B : V × V ∨ → K de�niert durh B(v, ϕ) = ϕ(v). Dann ist B
niht ausgeartet (Übung). Sei f ∈ End(V ) und f ∗ ∈ End(V ∨). Es gilt

f∨(ϕ)(v) = ϕ(f(v) = B(f(v), ϕ) = B(vf ∗(ϕ)) = f ∗(ϕ)(v).

Insbesondere gilt f ∗ = f∨
.

Satz 7.6.4 Sei B : V ×W → K eine niht ausgeartete σ-Sesquilinearform. Seien

B und B′
Basen von V und W . Sei f ∈ End(V ) und f ∗ ∈ End(W ) und seien

A = MatB(f) und A
∗ = MatB′(f ∗). Dann gilt

σ(A∗) =MB,B′(B)−1ATMB,B′(B) oder A∗ = σ−1(MB,B′(B)−1ATMB,B′(B)).

Beweis. Seiv ∈ V und w ∈ W . Wir shreiben B = (v1, · · · , vn) und B′ = (w1, · · · , wm)
und

X =






x1
.

.

.

xn




 und Y =






y1
.

.

.

ym




 wobei v =

n∑

i=1

xivi und w =

m∑

j=1

yjwj.

Dann gilt

(AX)TMB,B′σ(Y ) = B(f(v), w) = B(v, f ∗(w)) = XTMB,B′σ(A∗Y ).

Aus Lemma 7.2.7 folgt ATMB,B′(B) =MB,B′σ(A∗). �

Beispiel 7.6.5 1. Sei K = R und V = Rn = W . Für v = (x1, · · · , xn) und w =
(y1, · · · , yn) setzen wir

B1(v, w) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Sei f ∈ End(Rn) und sei A die Matrix von f in der kanonishen Basis des Rn
. Dann

gilt

A∗ = AT .

2. Sei K = C und V = Cn
. Für v = (x1, · · · , xn) und w = (y1, · · · , yn) setzen wir

B3(v, w) = x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn.

Sei f ∈ End(Cn) und sei A die Matrix von f in der kanonishen Basis des Cn
. Dann

gilt

A∗ = ĀT .
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7.6.1 Endomorphismen die B erhalten

De�nition 7.6.6 Sei B : V × V → K eine σ-Sesquilinearform. Eine lineare Abbil-

dung f : V → V heiÿt B-Isometrie oder Isometrie für B falls

B(f(v), f(w)) = B(v, w)

für alle v, w ∈ V . Wir shreiben

Isom(B,K) = {f ∈ EndK(V ) | f ist eine B-Isometrie}.

Lemma 7.6.7 Seien f, g ∈ Isom(B,K). Dann gilt f ◦ g ∈ Isom(B,K). �

Beweis. Es gilt

B(f ◦ g(v), f ◦ g(w)) = B(g(v), g(w)) = B(v, w)

für alle v, w ∈ V . �

Satz 7.6.8 Sei B niht ausgeartet und f ∈ Isom(B,K). Dann ist f injektiv. �

Beweis. Sei v ∈ Ker(f). Es gilt

0 = B(0, f(w)) = B(f(v), f(w)) = B(v, w)

für alle w ∈ V . Da B niht ausgeartet ist folgt, dass v = 0. Es folgt, dass f injektiv

ist. �

Korollar 7.6.9 Sei B : V × V → K niht ausgeartet mit dimV < ∞ und f ∈
Isom(B,K). Dann ist f bijektiv und f−1 ∈ Isom(B,K).

Beweis. Die Abbildung f ist injektiv und also bijektiv, weil V endlih-dimensional

ist. Es gilt

B(f−1(v), f−1(w)) = B(f(f−1(v)), f(f−1(w))) = B(v, w).

Es folgt, dass f−1 ∈ Isom(B,K). �

Korollar 7.6.10 Sei B : V ×V → K niht ausgeartet mit dimV <∞. Die Teilmen-

ge Isom(B,K)) ist eine Untergruppe von GL(V ).

De�nition 7.6.11 1. FürB symmetrish und niht ausgeartet heiÿt eineB-Isometrie

orthogonal. Man shreibt O(B,K) für Isom(B,K)).

2. Für B Hermitsh und niht ausgeartet heiÿt B-Isometrie unitär. Man shreibt

U(B,K) für Isom(B,K)).

3. Eine alternierende niht ausgeartet Bilinearform B heiÿt symplektish.

1. Für B symplektish heiÿt eine B-Isometrie symplektish. Man shreibt Sp(B,K)
für Isom(B,K)).
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7.6.2 Standard symmetrishe Bilinearform des K
n

De�nition 7.6.12 1. Sei ( , ) : Kn ×Kn → K die niht ausgeartete symmetrishe

Bilinearform de�niert durh

B((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn) = x1y1 + · · ·+ xnyn.

Diese Form heiÿt die standard Bilinearform des Rn
.

2. Die Gruppe O(( , ), K) heiÿt die Orthogonalgruppe. Wir shreiben On(K) =
O(( , ), K).

Satz 7.6.13 Sei A ∈ Mn(K). Sei ( , ) das standard Skalarprodukt auf Rn
. Die

folgende Aussage sind äquivalent:

1. ATA = In.

2. A ist invertierbar und A−1 = AT
.

3. A ∈ On(K).

4. Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von (Kn, ( , )).

5. Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von (Kn, ( , )). �

Beweis. (1 ⇔ 2). Folgt aus den elementaren Eingenshaften invertierbarer Matrizen.

(1 ⇔ 3). Seien X, Y ∈ Kn
. Es gilt (X, Y ) = XTY . Es gilt also

A ∈ On(K) ⇔ (AX,AY ) = (X, Y ) für alle X, Y ∈ Kn

⇔ (AX)T (AY ) = XTY für alle X, Y ∈ Kn

⇔ ATA = In.

(3 ⇔ 4). Sei B = (e1, · · · , en) die kanonishe Basis desKn
. Wir betrahten das System

B′ = (Ae1, · · · , Aen). Das System B′
besteht aus den Spalten von A. Für A ∈ On(K)

ist B′
eine Basis (weil A invertierbar ist) und es gilt

(Aei, Aej) = (ei, ej)

und es folgt, dass B′
eine orthonormale Basis ist. Umgekehrt, angenommen B′

sei

eine Orthonormale Basis. Es gilt

B(Aei, Aej) = δi,j = B(ei, ej).

Seien X, Y ∈ Kn
mit X = (x1, · · · , xn) = x1e1 + · · ·+ xnen und X = (y1, · · · , yn) =

y1e1 + · · ·+ ynen. Es gilt

(AX,AY ) =

(
n∑

i=1

xiAei,
n∑

j=1

yjAej

)

=
n∑

i,j=1

(Aei, Aej) =
n∑

i,j=1

(ei, ej) = (X, Y ).
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Es folgt A ∈ On(K).

(3 ⇔ 5). Wegen ATA = In gilt auh AAT = In. Dann verfahren wir wie im Beweis

von (3 ⇔ 4). �

Korollar 7.6.14 Sei B die kanonishe Basis des Kn
und B′

eine Basis. Dann gilt

B′
ist orthonormal für ( , ) ⇔ MatB,B′(IdK),MatB′,B(IdK) ∈ On(K).

Beweis. Sei B = (e1, · · · , en) und B′ = (v1, · · · , vn). Es gilt B′ = (Ae1, · · · , Aen) wo-
bei A = MatB′,B(IdKn) und A−1 = MatB,B′(IdKn). Aus dem Satz folgt A ∈ On(K) ⇔
B′

ist orthonormal. �

7.7 Symplektishe Formen

Wir werden die Äquivalenzklassen der Kongruenzrelation für symplektishe Formen

beshreiben. SeiB : V×V → K alternierend mit dimV = d <∞.

Satz 7.7.1 Es gibt eine Basis B = (e1, · · · , ed) von V und r ∈ N mit 2r ≤ d so, dass

B(e1, e2r) = 1, · · · , B(er, er+1) = 1

und B(ei, ej) = 0 für alle andere i ≤ j. �

Beweis. Per Induktion nah d. Für d = 0 ist der Satz wahr. Für B die Nullform

ist der Satz auh wahr. Wir nehmen also an, dass B 6= 0. Seien v1 und v2 zwei

Vektoren mit B(v1, v2) = x 6= 0. Die Vektoren v1 und v2 sind linear unabhängig:

sonnst gilt B(v1, v2) = 0. Sei U = 〈v1, v2〉 und sei vinU⊥ ∩ U . Es gibt Skalare

λ, µ ∈ K mit v = λv1 + µv2. Es gilt 0 = B(v, v1) = −µx und 0 = B(v, v2) = λx.
Es folgt λ = µ = 0 und v = 0. Es gilt also U + U⊥ = U ⊕ U⊥

. Nah Satz 7.3.16

gilt dim(U ⊕ U⊥) = dimU + dimU⊥ ≥ dimU + dim V − dimU = dimV . Es folgt
U ⊕ U⊥ = V .

Für die Bilinearform B|U⊥ gilt per Induktion: es gibt s mit 2s ≤ d−2 und eine Basis

(u1, · · · , ud−2) so, dass

B(u1, u2s) = 1, · · · , B(us, us+1) = 1

und B(ui, uj) = 0 für alle andere i ≤ j. Wir setzen r = s+ 1 und e1 = v1, e2r =
1
x
v2

, ei = ui−1 für i ∈ [2, 2s+ 1] = [2, 2r − 1] und ei = ui für i ≥ 2r + 1. Dann gilt

B(e1, e2r) = 1, · · · , B(er, er+1) = 1

und B(ei, ej) = 0 für alle andere i ≤ j. �

Korollar 7.7.2 Sei B eine alternierende Bilinearform. Dann ist Rg(B) = 2r gerade.
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De�nition 7.7.3 Sei Jr ∈Mr(K) die Matrix

Jr =






0 · · · 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 · · · 0




 .

Korollar 7.7.4 Sei M ∈ Md(K) eine alternierende Matrix. Dann gibt es ein r ∈ N

so, dass M kongruent zu





0 Jr 0
−Jr 0 0
0 0 0





ist.

Korollar 7.7.5 Die Äquivalenzklassen der Kongruenzrelation für alternierende Ma-

trizen M ∈Md(K) sind dank der Rang Rg(M) eindeutig bestimmt. Die Möglihkei-

ten für Rg(M) sind alle 2r ∈ [0, d]. Eine Normalform für M ist





0 Jr 0
−Jr 0 0
0 0 0



 .

Korollar 7.7.6 Sei M ∈Mn(K) eine alternierende Matrix. Dann gibt es ein Skalar

P (M) mit

det(M) = P (M)2.

Beweis. Sei M eine alternierende Matrix. Nah dem Satz gibt es eine Matrix P mit

P TMP =





0 Jr 0
−Jr 0 0
0 0 0



 .

Es folgt det(P T ) det(M) det(M) = 1 und det(M) = det(P )2. �

De�nition 7.7.7 SeiM eine alternierende Matrix. Dann heiÿt P (M) mit det(M) =
P (M)2 die Pfa�she Determinante von M .

Beispiel 7.7.8 Sei

M =







0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0






.

Dann gilt P (M) = af − be + dc und det(M) = (af − be + dc)2.
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De�nition 7.7.9 Sei

Ω =

(
0 Jr

−Jr 0

)

.

Die symplektishe Gruppe ist

Sp2r(K) = {M ∈ M2r(K) | MTΩM = Ω}.
Satz 7.7.10 Sei B : V × V → K eine Symplektishe Bilinearform mit d = dim V .
Dann gibt es ein r ∈ N mit d = 2r und eine Basis B von V so, dass MB(B) = Ω. Die
Abbildung

Sp(B) → Sp2r(K)

de�niert durh f 7→ MatB(f) ist ein Gruppenisomorphismus. �

Beweis. Da B niht ausgeartet ist gilt 2r = Rg(B) = d und es gibt eine Basis B
mit MB(B) = Ω. Sei f ∈ Sp(B). Es gilt B(f(v), f(w)) = B(v, w). Daraus folgt

XTATMB(B)AY = XTMB(B)Y wobei X und Y die Matrizen der Koe�zienten von

v und w in B sind und A = MatB(f). Es folgt A
TMB(B)A =MB(B) und ATΩA = Ω.

Die Abbildung ist wohl de�niert. Es ist ein Gruppenhomomorphismus. Wir de�nieren

die Abbildung M 7→ fM durh MatB(fM) =M . Es gilt

B(fM (v), fM(w)) = XTMTΩMY = XTΩY = B(v, w)

und fM ∈ Sp(B). Die Abbildung ist wohl de�niert und ist die Umkehrabbildung. �

Korollar 7.7.11 Sei f ∈ Sp(B). Dann gilt det(f)2 = 1.

Beweis. Sei B eine Basis wie in dem obigen Satz undM = MatB(f). Es gilt det(f) =
det(M) und det(MT ) det(Ω) det(M) = det(Ω). DaB niht ausgeartet ist, gilt det(Ω) 6=
0 (eigentlih gilt det(Ω) = 1). Es folgt det(M)2 = 1. �

De�nition 7.7.12 Die Teilmenge von End(V ) de�niert durh

GLn(V ) = {f End(V ) | f ist ein Isomorphismus},
heiÿt Allgemeine lineare Gruppe über V . Die Teilemenge

SLn(V ) = {f End(V ) | det(f) = 1},
heiÿt Spezielle lineare Gruppe.

Lemma 7.7.13 Die TeilmengeGL(V ) und SL(V ) sind Untergruppen von (Bij(V ), ◦).�
Beweis. Isomorphismen sind bijektiv und für det(f) = 1 ist auh f ein Isomorphimus.

Es gilt rmSL(V ) ⊂ GL(V ) ⊂ Bij(V ). Sei f eine Isomorphismus, dann ist f−1
auh

ein Isomorphismus. Für det(f) = 1 gilt det(f−1) = det(f)−1 = 1. Für f ∈ rmGL(V )
oder f ∈ SL(V ) gilt also f−1 ∈ GL(V ) oder SL(V ).

Seien f, g ∈ GL(V ) bzw. SL(V ). Es gilt f ◦g ist ein Isomorphismus also f ◦g ∈ GL(V )
bzw. det(f ◦ g) = det(f) det(g) = 1 und f ◦ g ∈ SL(V ). �

Bemerkung 7.7.14 Man zeigt, dass für f ∈ Sp(B) gilt det(f) = 1. Es gilt also

Sp(B) ⊂ SL(V )

die Symplektishe Gruppe ist eine Untergruppe der Speziellen linearen Gruppe.
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7.8 Hermitshe Formen

Wir nehmen an, dass char(K) 6= 2.

Lemma 7.8.1 Sei B eine Hermitshe σ-Sesquilinearform mit B(v, v) = 0 für alle

v ∈ V . Dann gilt B = 0. �

Beweis. Seien v, w ∈ V . Es gilt 0 = B(v+w, v+w) = B(v, v)+B(v, w)+σ(B(v, w))+
B(w,w). Es folgt B(v, w) = −σ(B(v, w)) und λB(v, w) = −σ(λ)σ(B(v, w)) für λ ∈
K. Für B(v, w) 6= 0 gilt also für λ = B(v, w)−1

: 1 = −σ(1) = −1 und 2 = 0. Eine
Wiederspruh mit char(K) 6= 2. �

Satz 7.8.2 Sei B : V ×V → K mit dimV <∞ eine Hermitshe σ-Sesquilinearform.

Dann gibt es eine orthogonale Basis B. �

Beweis. Per Induktion nah dimV . Für n = 1 sind alle Basen orthogonal. Wir neh-

men an, dass alle Hermitsheformen in Dimension n eine orthogonale Basis haben.

Sei B mit dimV = n + 1. Wenn B = 0 sind alle Basen orthogonal. Sei also B 6= 0.
Nah dem Lemma gibt es ein Vektor v ∈ V mit B(v, v) 6= 0. Der Unterraum U = 〈v〉
ist niht ausgeartet: sei u ∈ U ∩ U⊥

. Dann gilt U = λv und λB(v, v) = B(u, v) = 0.
Es folgt λ = 0. Es folgt, dass V = U ⊕ U⊥

. Insbesondere gilt dimU⊥ = n. Daraus
folgt, dass es eine orthogonale Basis B′

von U⊥
gibt. Die Basis B = {v} ∪ B′

ist eine

orthogonale Basis von V . �

Korollar 7.8.3 Sei M ∈ Md(K) eine Hermitshe Matrix. Dann gibt es ein r ∈ N

und Skalare λ1, · · · , λr ∈ K \ {0} mit σ(λi) = λi so, dass M kongruent zu












λ1
.

.

. 0
λr

0

0
.

.

.

0












ist.

Beweis. Sei B(X, Y ) = XTMσ(Y ). Dann gibt es eine orthogonale Basis (e1, · · · , ed)
für B. Dank Vertaushen der Basisvektoren können wir annehmen, dass es ein r
gibt mit B(ei, ei) = λi 6= 0 für i ≤ r und B(ei, ei) = 0 für i > r. Es gilt auh

λi = B(ei, ei) = σ(B(ei, ei)) = σ(λi). �



101

7.8.1 Symmetrishe Bilinearformen

7.8.1.1 Algebraish abgeshlossene Körper

Korollar 7.8.4 SeiK algebraish abgeshlossen (z.b.K = C). Dann sind die Äquiva-

lenzklassen der Kongruenzrelation für symmetrishe Matrizen M ∈Md(K) dank der

Rang Rg(M) eindeutig bestimmt. Die Möglihkeiten für Rg(M) sind alle r ∈ [0, d].
Eine Normalform für M ist (

Ir 0
0 0

)

.

Beweis. Sei σ = IdK . Sei B = (e1, · · · , ed) eine Basis so, dass die Matrix von

B(X, Y ) = XTMσ(Y ) = XTMY wie im obigen Korollar aussieht. Da K algebraish

abgeshlossen ist gibt es Skalare µi mit µ2
i = λi. Sei B′ = (v1, · · · , vd) mit vi =

1
µi
ei

für i ≤ r und vi = ei für i > r. Es gilt

MB′(B) =

(
Ir 0
0 0

)

.

7.8.1.2 Reelle Zahlen

Korollar 7.8.5 Sei K = R und M ∈ Md(R) eine symmetrishe Matrix. Dann gibt

es s, t ∈ N so , dass M kongruent zu





Is 0 0
0 −It 0
0 0 0





ist.

Beweis. Sei B = (e1, · · · , ed) eine Basis so, dass die Matrix von B(X, Y ) = XTMσ(Y )
wie imKorollar 7.8.3 aussieht. Modulo Vertauhen können wir annehmen, dassB(ei, ei) >
0 für i ≤ s, dass B(ei, ei) < 0 für s < i ≤ s + t = r und B(ei, ei) = 0 für i > r.
Es gibt Skalare µi mit µ2

i = λi für i ≤ s und µ2
i = −λi für s < i ≤ s + t = r . Sei

B′ = (v1, · · · , vd) mit vi =
1
µi
ei für i ≤ r und vi = ei für i > r. Es gilt





Is 0 0
0 −It 0
0 0 0



 .
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Lemma 7.8.6 Sei B eine symmetrishe R-Bilinearform und B = (e1, · · · , ed) eine
Basis mit

MB(B) =





Is 0 0
0 −It 0
0 0 0



 .

Sei V+ = 〈e1, , · · · , es〉, V− = 〈es+1, · · · , et〉 und V0 = 〈et+1, · · · , ed〉. Dann gilt

� V0 = Ker(B),

� B(v, v) > 0 für alle v ∈ V+ \ {0},

� B(v, v) < 0 für alle v ∈ V− \ {0},

� V0 ⊥ V+, V+ ⊥ V− und V+ ⊥ V0.

V = V+ ⊕ V− ⊕ V0,

V0 = Ker(B), B(v, v) > 0 für alle v ∈ V+ \{0} und B(v, v) < 0 für alle v ∈ V− \{0}.�

Beweis. Sei v ∈ V0, dann gilt v =
∑d

i=t+1 λiei und B(v, ej) =
∑d

i=t+1 λiB(ei, ej) = 0.

Es folgt V0 ⊂ Ker(B). Sei v ∈ Ker(B). Wir shreiben v =
∑d

i=1 λiei. Es gilt

0 = B(v, ej) =







λj für i ∈ [1, s]
−λj für i ∈ [s + 1, t]
0 für i ∈ [t + 1, d]

Es folgt v ∈ V0.

Sei v ∈ V+\{0}. v =
∑s

i=1 λiei mit niht alle λi nul. Es folgtB(v, v) = λ21+· · ·+λ2s > 0.
Analog gilt B(v, v) < 0 für alle v ∈ V− \ {0}. �

Satz 7.8.7 (Satz von Sylvester) Sei B eine symmetrishe R-Bilinearform und sei-

en

V = V+ ⊕ V− ⊕ V0 und V = V ′
+ ⊕ V ′

− ⊕ V ′
0

zwei Zerlegungen mit

� V0 = Ker(B) = V ′
0 ,

� B(v, v) > 0 für alle v ∈ V+ \ {0} und v ∈ V ′
+ \ {0},

� B(v, v) < 0 für alle v ∈ V− \ {0} und v ∈ V ′
− \ {0}.

� V0 ⊥ V+, V+ ⊥ V− und V+ ⊥ V0 und V0 ⊥ V ′
+, V

′
+ ⊥ V ′

− und V ′
+ ⊥ V0.

Dann gilt dimV+ = dimV ′
+ und dimV− = dimV ′

−. �
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Beweis. Sei W ein Unterraum von V mit B(v, v) > 0 für alle v ∈ W . Wir zeigen,

dass dimW ≤ dimV+. Angenommen dimW > dim V+. Dann gilt

dim(W ∩ (V− ⊕ V0)) = dimW + dim(V− ⊕ V0)− dim(W + (V− ⊕ V0))
> dimV+ + (dimV − dimV+)− dim V = 0.

Es gibt also ein v ∈ W ∩ (V− ⊕ V0) mit v 6= 0. Es gilt B(v, v) > 0 da v ∈ W .

Wir shreiben v = v− + v0 mit v− ∈ V− und v0 ∈ V0. Es gilt B(v, v) = B(v−, v−) +
2B(v−, v0)+B(v0, v0) = B(v−, v−) ≤ 0. Ein Wiederspruh. Es folgt dimV ′

+ ≤ dimV+.

Analog zeigt mann dimV+ ≤ dimV ′
+, dimV ′

− ≤ dimV− und dimV− ≤ dimV ′
−. �

De�nition 7.8.8 Sei B eine symmetrishe Bilinearform, sei B eine Basis und M =
MB(B). Dann heiÿt die Di�erenz

Sg(B) = dimV+ − dimV−

mit V = V0 ⊕ V+ ⊕ V− wie im obigen Satz die Signatur von B. Dank dem Satz

hängt die Signatur nur von B und niht von der Zerlegung V = V0 ⊕ V+ ⊕ V− ab.

Korollar 7.8.9 Sei K = R. Dann sind die Äquivalenzklassen der Kongruenzrelation

für symmetrishe Matrizen M ∈ Md(K) dank der Rang r = Rg(M) und die Si-

gnatur Sg(M) eindeutig bestimmt. Die Möglihkeiten für (Rg(M), Sg(M)) sind alle

Rg(M) ∈ [0, d] und Rg(M)−Sg(M) = 2t ∈ [0, 2Rg(M)]. Eine Normalform für M ist





Is 0 0
0 −It 0
0 0





wobei Rg(M) = s+ t und Sg(M) = s− t.

Beweis. Sei B = (e1, · · · , ed) eine Basis so, dass die Matrix von B(X, Y ) = XTMσ(Y )
der Form 



Is 0 0
0 −It 0
0 0





hat. Es folgt, dass Rg(B) = s+ t und Sg(B) = s− t. Es folgt, dass Rg(B)−Sg(B) =
2t ∈ [0, 2Rg(B)]. �

7.8.2 Komplexe positiv de�nit Hermitshe Formen und

Skalarprodukte

Ab hier nehmen wir an, dass K = C und σ : C → C ist die komplexe Konjugation

de�niert durh σ(z) = z̄.

Sei V ein C-Vektorraum der dimension d und sei 〈 , 〉 : V × V → C eine σ-
Sesquilineare Hemitshe Form.
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Lemma 7.8.10 Es gilt 〈v, v〉 ∈ R für alle v ∈ V . �

Beweis. Es gilt 〈v, v〉 = 〈v, v〉. Daraus folgt 〈v, v〉 ∈ R. �

De�nition 7.8.11 Die Hermitshe Form 〈 , 〉 heiÿt positiv wenn 〈v, v〉 ≥ 0 für alle
v ∈ V und positiv de�nit wenn 〈v, v〉 > 0 für alle v ∈ V \ {0}.
Lemma 7.8.12 Seien a, b, c ∈ R mit a > 0. Dann gilt

(aλ2 + 2bλ + c ≥ 0 für all λ ∈ R ) ⇔ (∆ = b2 − ac ≤ 0).

Auÿerdem, wenn ∆ ≤ 0, gibt es ein λ ∈ R mit aλ2 + 2bλ+ c = 0 genau dann, wenn

∆ = 0 und λ = − b
a
. �

Beweis. Es gilt

aλ2 + 2bλ+ c = a

(

λ+
b

a

)2

+
ac− b2

a
= a

(

λ+
b

a

)2

− ∆

a
.

Für∆ ≤ 0 gilt also aλ2+2bλ+c ≥ 0 für alle λ ∈ R. Umgekehrt, wenn aλ2+2bλ+c ≥ 0
für alle λ ∈ R, gilt es für λ = − b

a
. Es folgt ∆ ≤ 0.

Auÿerdem, für ∆ = 0 und λ = − b
a
, gilt aλ2 + 2bλ+ c = 0. Umgekehrt, sei λ ∈ R mit

aλ2 + 2bλ+ c = 0. Es gilt

a

(

λ+
b

a

)2

− ∆

a
= 0.

Da ∆ ≤ 0 und a(λ + b
a
)2 ≥ 0 folgt λ+ b

a
= 0 und ∆ = 0. �

Lemma 7.8.13 Sei 〈 , 〉 positiv de�nit. Dann gilt

|〈v, w〉|2 ≤ 〈v, v〉〈w,w〉
für alle v, w ∈ V und Gleihheit gilt genau dann, wenn (v, w) linear abhängig ist. �

Beweis. Es gilt 〈v, w〉 ∈ C. Insbesondere gibt es r ∈ R mit r > 0 und θ ∈ [0, 2π[ mit

〈v, w〉 = reiθ. Es gilt also

|〈v, w〉| = r = e−iθ〈v, w〉 = 〈e−iθv, w〉.
Sei v′ = e−iθv. Es gilt 〈v′, v′〉 = 〈e−iθv, e−iθv〉 = e−iθeiθ〈v, v〉 = 〈v, v〉 und 〈w, v′〉 =
〈v′, w〉 = r̄ = r = 〈v′, w〉.
Sei λ ∈ R. Es gilt

0 ≤ 〈λv′ + w, λv′ + w〉 = λ2〈v, v〉+ 2λr + 〈w,w〉.
Es folgt, dass ∆ = r2 − 〈v, v〉〈w,w〉 ≤ 0 und die Gleihheit gilt genau dann, wenn

∆ = 0. Es gilt also
|〈v, w〉|2 ≤ 〈v, v〉〈w,w〉

für alle v, w ∈ V und Gleihheit gilt genau dann, wenn es ein λ gibt mit 〈λv′ +
w, λv′ +w〉 = 0 i.e. λv′ +w = 0 oder λe−iθv+w = 0 i.e. das System (v, w) ist linear
abhängig. �
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Lemma 7.8.14 Sei 〈 , 〉 positiv de�nit.

1. Dann ist 〈 , 〉 niht augeartet.

2. Dann sind alle Unterräume U niht augeartet. Insbesondere gilt

V = U ⊕ U⊥.

Beweis. 1. Sei v ∈ V mit 〈v, w〉 = 0 für alle w ∈ V . Dann gilt 〈v, v〉 = 0 und es folgt

v = 0.

2. Sei u ∈ U ∩ U⊥
. Dann gilt 〈u, u〉 = 0 und u = 0. �

7.9 Normale Endomorphismen

De�nition 7.9.1 Ein Endomorphismus f ∈ End(V ) heiÿt normal, wenn f ◦ f ∗ =
f ∗ ◦ f .

Beispiel 7.9.2 1. Sei f ∈ End(V ) mit f = f ∗
. Dann ist f normal.

2. Sei V = Cn
und 〈 , 〉 die standard Hermitshe Form de�niert durh

〈X, Y 〉 = x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn

wobei X = (x1, · · · , xn) und Y = (y1, · · · , yn). Sei A ∈ End(Cn) = Mn(C) eine

Hermitshe Matrix. Dann gilt A∗ = ĀT
. Insbesondere gilt: eine Hermitshe Matrix

A (i.e. A = ĀT
) ist normal.

Satz 7.9.3 (Spektralsatz I) Sei 〈 , 〉 : V × V → C positiv de�nit und sei f ∈
End(V ). Angenommen f sei normal. Dann sind f und f ∗

diagonalisierbar.

Auÿerdem gibt es eine orthonormale Basis welhe aus Eigenvektoren von f und f ∗

besteht.

Auÿerdem, wenn v einen Eigenvektor zum Eigenwert λ von f ist, ist v einen Eigen-

vektor zum Eigenwert λ̄ für f ∗
. �

Beweis. Per Induktion nah n dimV .

Da C algebraish abgeshlossen ist hat χf eine Nullstelle. Also hat f einen Eigenwert

λ ∈ C.
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Sei also λ ∈ C einen Eigenwert von f und sei v ∈ E(f, λ) einen Eigenvektor zum λ.
Wir zeigen, dass v ∈ E(f ∗, λ̄). Es gilt

〈f ∗(v)− λ̄v, f ∗(v)− λ̄v〉 = 〈f ∗(v), f ∗(v)〉 − 〈f ∗(v), λ̄v〉 − 〈λ̄v, f ∗(v)〉+ 〈λ̄v, λ̄v〉
= 〈ff ∗(v), v〉 − 〈λ̄v, f ∗(v)〉 − 〈λ̄v, f ∗(v)〉+ |λ|2〈v, v〉
= 〈f ∗f(v), v〉 − 〈λ̄f(v), v〉 − 〈λ̄f(v), v〉+ |λ|2〈v, v〉
= 〈f(v), f(v)〉 − |λ|2〈v, v〉 − |λ|2〈v, v〉+ |λ|2〈v, v〉
= |λ|2〈v, v〉 − |λ|2〈v, v〉 − |λ|2〈v, v〉+ |λ|2〈v, v〉
= 0.

Daraus folgt, dass f ∗(v) = λ̄v und v ∈ E(f ∗, λ̄).

Sei U = 〈v〉. Da U niht ausgeartet ist, gilt V = U⊕U⊥
. Wir zeigen, dass f(U⊥) ⊂ U⊥

und f ∗(U⊥) ⊂ U⊥
. Sei w ∈ U⊥

. Es gilt

〈v, f(w)〉 = 〈f(w), v〉 = 〈w, f ∗(v)〉 = 〈f ∗(v), w〉 = 〈λ̄v, w〉 = λ̄〈v, w〉 = 0 und

〈v, f ∗(w)〉 = 〈f(v), w〉 = 〈λv, w〉 = λ〈v, w〉 = 0.

Daraus folgt f(U⊥) ⊂ U⊥
und f ∗(U⊥) ⊂ U⊥

.

Wir betrahten B|U⊥, f |U⊥ und f ∗|U⊥ = (f |U⊥)∗. Nah Induktion gibt es eine or-

thonormale Basis B′
von U⊥

welhe aus Eigenvektoren für f und f ∗
besteht. Wir

setzen

B = { 1

〈v, v〉v,B
′}.

Dann ist B eine orthonormale Basis welhe aus Eigenvektoren von f und f ∗
besteht.�

Korollar 7.9.4 Sei 〈 , 〉 : V × V → C positiv de�nit und sei f ∈ End(V ). Es gilt

f ist normal ⇔ f is diagonalisierbar in einer orthonormalen Basis.

Beweis. Aus dem Satz folgt, dass wenn f normal ist dann ist f auh in einer or-

thonormalen Basis diagonalisierbar. Umgekehrt, sei f in einer orthonormalen Basis

B diagonalisierbar. Dann gilt MB(B) = In. Set A = MatB(f) und A∗ = MatB(f
∗).

Nah Satz 7.6.4 gilt

A∗ =MB(B)−1ATMB(B) = ĀT .

Die Matrix A ist eine Diagonalmatrix. Also ist auh die Matrix A∗
eine Diagonalma-

trix und es gilt AA∗ = A∗A. Der Endomorphismus f ist normal.
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7.9.1 Unitäre Matrizen

Lemma 7.9.5 Sei V = Cn
und 〈 , 〉 die standard Hermitshe Form de�niert durh

〈X, Y 〉 = x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn

wobei X = (x1, · · · , xn) und Y = (y1, · · · , yn). Dann gilt

A ∈ U(〈 , 〉, K) ⇔ A−1 = ĀT = A∗.

Insbesondere ist in diesem Fall A normal. �

Beweis. Die Matrix A ist genau dann in U(〈 , 〉, K) enthalten, wenn gilt

XT Ȳ = 〈X, Y 〉 = 〈AX,AY 〉 = (AX)TAY = XTAT ĀȲ .

Es ist also äquivalent zu AT Ā = In i.e. zu (A−1)T = (AT )−1 = Ā oder zu A−1 = ĀT
.

In diesem Fall gilt AA∗ = AA−1 = In = A−1A. Der Endomorphismus A is normal. �

De�nition 7.9.6 Sei V = Cn
und 〈 , 〉 die standard Hermitshe Form de�niert

durh

〈X, Y 〉 = x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn

wobei X = (x1, · · · , xn) und Y = (y1, · · · , yn). Wir shreiben

Un(K) = U(〈 , 〉, K) = {A ∈Mn(C) | A−1 = ĀT}.
Die Gruppe Un(K) heiÿt die Unitäre Gruppe. Ein Element A ∈ Un(K) heiÿt

unitär.

Sei z ∈ C, wir shreiben |z| =
√
zz̄.

Satz 7.9.7 Sei A ∈Mn(C). Es gilt

A ist unitär ⇔ A is normal und alle Eigenwerte λ haben Betrag 1: |λ| = 1
A is diagonalisierbar in einer orthonormalen Basis und

alle Eigenwerte λ haben Betrag 1: |λ| = 1.

Beweis. Die letzte Äquivalenz folgt aus Korollar 7.9.4.

Sei A unitär. Nah dem Lemma ist A normal und also in einer orthonormalen Basis

diagonalisierbar. Sei λ einen Eigenwert von A und X einen Eigenvektor zum λ. Es
gilt

〈X,X〉 = 〈AX,AX〉 = 〈λX, λX〉 = |λ|2〈X,X〉.
Da X 6= 0 gilt 〈X,X〉 6= 0 und es folgt |λ| = 1.

Umgekehrt, sei A is diagonalisierbar in einer orthonormalen Basis B = (v1, · · · , vn)
mit allen Eigenwerte λ1, · · · , λn von Betrag 1: |λi| = 1 für alle i ∈ [1, n]. Es gilt

〈A(vi), A(vj)〉 = 〈λivi, λjvj〉 = λiλ̄j〈vi, vj〉 =
{

0 für i 6= j
|λi|2 = 1 für i = j

= 〈vi, vj〉.

Aus der Bilinearität folgt 〈Av,Aw〉 = 〈v, w〉 für alle v, w ∈ Cn
. Es gilt A ∈ Un(K).�
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7.9.2 Hermitshe und anti-Hermitshe Matrizen

Satz 7.9.8 Sei A ∈Mn(C). Es gilt

1. A ist Hermitsh ⇔ A is normal und

alle Eigenwerte sind reelle Zahlen;

2. A ist anti-Hermitsh ⇔ A is normal und

alle Eigenwerte λ sind imaginäre Zahlen: λ ∈ iR.

Beweis. 1. Sei A Hermitsh. Dann gilt A∗ = ĀT = A und A ist normal. Sei λ einen

Eigenwert von A und X einen Eigenvektor zum λ. Es gilt

λ〈X,X〉 = 〈λX,X〉 = 〈AX,X〉 = 〈X,A∗X〉 = 〈X, λX〉 = λ̄〈X,X〉.

Da X 6= 0 gilt 〈X,X〉 6= 0 und es folgt λ ∈ R.

Umgekehrt, sei A normal mit reellen Eigenwerte. Dann sind A und A∗
diagonalisier-

bar in der selben orthonormalen Basis B = (v1, · · · , vn). Seien λ1, · · · , λn die reelle

Eigenwerte von A. Es gilt

〈A∗(vi), vj〉 = 〈λ̄ivi, vj〉 = 〈λivi, vj〉 = 〈Avi, λjvj〉.

Da B eine Basis ist und 〈 , 〉 niht ausgeartet ist gilt A(vi) = A∗(vi). Da B eine Basis

ist, gilt A∗ = A und A ist Hermitsh.

2. Sei A anti-Hermitsh. Dann gilt A∗ = ĀT = −A und A ist normal. Sei λ einen

Eigenwert von A und X einen Eigenvektor zum λ. Es gilt

λ〈X,X〉 = 〈λX,X〉 = 〈AX,X〉 = 〈X,A∗X〉 = −〈X, λX〉 = −λ̄〈X,X〉.

Da X 6= 0 gilt 〈X,X〉 6= 0 und es folgt λ ∈ iR.

Umgekehrt, sei A normal mit imaginäre Eigenwerte. Dann sind A und A∗
diagona-

lisierbar in der selben orthonormalen Basis B = (v1, · · · , vn). Seien λ1, · · · , λn die

imaginäre Eigenwerte von A. Es gilt

〈A∗(vi), vj〉 = 〈λ̄ivi, vj〉 = 〈−λivi, vj〉 = 〈−Avi, λjvj〉.

Da B eine Basis ist und 〈 , 〉 niht ausgeartet ist gilt −A(vi) = A∗(vi). Da B eine

Basis ist, gilt A∗ = −A und A ist anti-Hermitsh. �
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7.9.3 Reelle symmetrishe Bilinearformen

Sei V = Rn ⊂ VC = V ⊗R C = Cn
und ( , ) die standard symmetrishe Bilinearform

de�niert durh

(X, Y ) = x1y1 + · · ·+ xnyn = x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn = 〈X, Y 〉

wobei X = (x1, · · · , xn) und Y = (y1, · · · , yn).
Korollar 7.9.9 Sei M ∈ Mn(R) eine symmetrishe Matrix. Dann gilt A∗ = A und

A ist in einer orthonormalen Basis diagonalisierbar.

Beweis. Es gilt ĀT = AT = A. Also ist A Hermitsh für 〈 , 〉. Es folgt, dass A in

eiener orthonormalen Basis für 〈 , 〉 in Cn
diagonalisierbar ist und dass die Eigenwerte

reelle Zahlen sind.

Wir zeigen, dass A auh in Rn
diagonalisierbar ist. Sei µA,Cn

das Minimalpolynom

von A in Cn
. Da A diagonalisierbar in Cn

ist, zerfällt µA,Cn
in lineare Faktoren:

µA,Cn = (X − λ1) · · · (X − λr)

mit λ1, · · · , λr paarweise vershieden. Die Skalare λ1, · · · , λr sind die Eigenwerte von

A also reelle Zahlen. Sei µA,Rn
das Minimalpolynom von A in Rn

. Da Rn ⊂ Cn
gilt

µA,Rn
teilt µA,Cn.

Es folgt, dass µA,Rn
in lineare Faktoren mit Vielfahkeit 1 zerfällt. Daraus folgt A ist

diagonalisierbar.

Wir zeigen, dass es eine orthonormale Basis gibt welhe aus Eigenvektoren Besteht.

Seien λ1, · · · , λr dir Eigenwerte von A und sei Bi eine orthonormale Basis von E(A, λi).
Dann ist B = B1 ∪ · · · ∪ Br eine Basis welhe aus Eigenvektoren besteht. Wir zeigen,

dass B eine orthonormale Basis ist. Es genügt zu zeige, dass (vi, vj) = 0 für vi ∈ Bi

und vj ∈ Bj . Da A symmetrish ist gilt

λi(vi, vj) = (λivi, vj) = (Avi, vj) = (vi, Avj) = (vi, λjvj) = λj(vi, vj).

Da λi 6= λj gilt (vi, vj) = 0. �

Bemerkung 7.9.10 Antisymmetrishe reelle Matrizen sind niht diagonalisierbar.

Antisymmetrishe reelle Matrizen sind anti-Hermitsh für 〈 , 〉 also diagonalisierbar

in Cn
mit imaginäre Eingenwerte. Da die Eigenwerte keine reelle Zahlen sind können

anti-symmetrishe Matrizen in Rn
niht diagonalisierbar sein.

Beispiel 7.9.11 Sei

M =

(
0 1
−1 0

)

∈M2(R).

Dann ist M niht diagonalisierbar in M2(R). Die Matrix M ist in M2(C) diagonali-
sierbar mit Eigenwerte i und −i.



110 7 Bilineare und sesquilineare Formen

Korollar 7.9.12 Sei B eine symmetrishe Bilinearform auf V ein R-Vektorraum und

sei B eine Basis. Sei M =MB(B). Dann gilt

Rg(B) = |{λ 6= 0 | λ Eigenwert von M}| und
Sg(B) = |{λ > 0 | λ Eigenwert von M}| − |{λ < 0 | λ Eigenwert von M}|.

Beweis. Sei B = (e1, · · · , en) und sei ( , ) das standard Skalarprodukt de�niert

durh (ei, ej) = δi,j . Es gilt also MB(( , )) = In. Sei M =MB(B). Da B symmetrish

ist, ist M eine symmetrishe Matrix und also diagonalisierbar. Es folgt Rg(B) =
|{λ 6= 0 | λ Eigenwert von M}|. Sei B′

eine orthonormale Basis für ( , ) welhe aus
Eigenvektoren von M besteht. Es gilt

M ′ = MatB′(M) = PMP−1

wobei P = MatB,B′(Id). Da B und B′
orthonormale Basen sind gilt P ∈ On(R) also

P−1 = P T
. Es folgt M ′ = MB′(B). Da M ′

diagonal ist folgt das Korollar aus der

De�nition den Signatur. �

De�nition 7.9.13 Sei M = (mi,j)i,j∈[1,n] ∈ Mn(K) eine Matrix. Die Hauptminoren

von M sind die Determinante

Hk(M) = det(Mi) für k ∈ [1, n],

wobei Mk = (mi,j)i,j∈[1,k].

Beispiel 7.9.14 Sei M = (mi,j)i,j∈[1,n] ∈Mn(K) eine Matrix. Es gilt H1(M) = m1,1

und Hn(M) = det(M).

Korollar 7.9.15 Sei B eine symmetrishe Bilinearform auf V ein R-Vektorraum und

sei B eine Basis. Sei M =MB(B). Dann gilt

B ist ein Skalar produkt ⇔ Hk(M) > 0 für alle k ∈ [1, n]
⇔ alle Eigenwerte von M sind streng positiv.

Beweis. Sei B = (e1, · · · , en) eine Basis von V und sei ( , ) das standard Skalarpro-

dukt de�niert durh (ei, ej) = δi,j . Es gilt also MB(( , )) = In. Sei M = MB(B). Da
B symmetrish ist, ist M eine symmetrishe Matrix und also diagonalisierbar. Sei

B′ = (v1, · · · , vn) eine orthonormale Basis für ( , ) welhe aus Eigenvektoren von M
besteht. Es gilt

M ′ = MatB′(M) = PMP−1

wobei P = MatB,B′(Id). Da B und B′
orthonormale Basen sind gilt P ∈ On(R) also

P−1 = P T
. Es folgt M ′ =MB′(B) und M ′

ist diagonal der Form

M ′ =






λ1
.

.

.

λn




 .
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Sei v ∈ V . Wir shreiben v =
∑n

i=1 xivi und X = (x1, · · · , xn)T . Es gilt B(v, v) =
XTM ′X =

∑r
i=1 λix

2
i . Insbesondere gilt B(v, v) > 0 für alle v 6= 0 genau dann, wenn

λi > 0 für alle i ∈ [1, n].

Sei B positiv de�nit. Dann sind alle eigenwerte streng positiv und es gilt Hn(M) =
det(M) > 0. Sei Vk = 〈e1, · · · , ek〉 und Bk = (e1, · · · , ek). Dann ist B|Vk

positiv de�nit

und Mk =MBk
(B|Vk

). Es folgt Hk(M) = det(Mk) > 0.

Umgekehrt nehmen wir an, dass Hk(M) > 0 für alle k ∈ [1, n]. Wir zeigen per Induk-

tion nah n, dass B positiv de�nit ist. Sei Vk = 〈e1, · · · , ek〉 und Bk = (e1, · · · , ek).
Dann ist B|Vn−1 positiv de�nit (Induktionsannahme). Es gilt

V = Vn−1 ⊕ V ⊥
n−1

und dimV ⊥
n−1 = 1. Sei 0 6= u ∈ V ⊥

n−1 und C = (e1, · · · , en−1, u). Es ist eine Basis von
V . Sei M ′′ =MC(B). Es gilt

(
Mn−1 0
0 B(u, u)

)

=M ′′ = PMP T .

Es folgt B(u, u)Hn−1(M) = det(M ′′) = det(P )2 det(M) > 0 und B(u, u) > 0. Sei
v ∈ V . Dann gilt v = w + λu wobei w ∈ Vn−1 und λ ∈ K. Es gilt

B(v, v) = B(w,w) + λ2B(u, u) > 0.

Daraus folgt, dass B positiv de�nit ist. �
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