REPRESENTATIONS LISSES DE GL,.(D)
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PAR VINCENT SECHERRE

RESUME. —  Soit F' un corps local non archimédien, soit D une F-algebre a division
et soit G le groupe GL,, (D), avec m > 1. Dans cet article, nous poursuivons le travail
entrepris dans [12] et [13] visant & généraliser les résultats dus & Bushnell et Kutzko
([5]) concernant le groupe déployé GL,,(F'). Pour tout entier r > 1 divisant m, et pour
certaines représentations lisses irréductibles supercuspidales IIy de Go = GL,, (D),
nous construisons un type pour la classe inertielle [Gf, II§"]. Nous déterminons la
structure de son algebre de Hecke qui, comme dans le cas déployé, est une algebre de
Hecke affine de type A,_1.

ABSTRACT. — Let F be a non Archimedean local field, D a division algebra over
F and G = GL,,(D), with m > 1. This paper is the continuation of [12] and [13],
whose purpose is the generalization to G of Bushnell-Kutzko’s work ([5]) concerning
the split group GL,,(F'). For any r > 1 dividing m, and for certain smooth irreducible
supercuspidal representations Iy of Go = GL,,,,(D), we construct a type for the
inertial class [G], 11§ ]g. We give the structure of its Hecke algebra which, as in the
split case, is an affine Hecke algebra of type A, _1.

Introduction

Soit F' un corps local commutatif non archimédien, et soit G une forme in-
térieure de GL,(F'), n > 1, c’est-a-dire un groupe de la forme GL,,(D), ou D
est une F-algebre & division, de dimension d? sur son centre F', et olt n = md.
Des résultats de nature tres générale ([1]), valables pour le groupe des F-points
de n’importe quel groupe réductif connexe défini sur F', nous renseignent sur
la structure de la catégorie Z¢(G) des représentations lisses complexes de G.
A ce groupe correspond une variété algébrique complexe dont les points sont
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les classes de conjugaison de paires cuspidales de G, et la catégorie Zc(G)
se décompose en un produit de blocs indécomposables correspondant bijec-
tivement aux composantes connexes de cette variété, c’est-a-dire aux classes
inertielles de (G. La question se pose de déterminer la structure précise de ces
blocs.

La théorie des types, élaborée dans [6] par Bushnell et Kutzko, a pour but
de décrire explicitement chaque bloc indécomposable de Z¢(G) comme une
catégorie de modules sur une C-algebre. Techniquement, il s’agit de cons-
truire, pour un bloc 4 donné, un sous-groupe ouvert compact K de G et
une représentation irréductible p de K, de fagon telle que les représentations
irréductibles de G appartenant a Z soient exactement celles dont la restriction
a K contient p. Une fois un tel couple construit, que 'on dit étre un type pour
le bloc %, il apparalt que & est équivalent a la catégorie des modules sur
I'algebre de Hecke du couple (K, p).

Dans [5] et [7], Bushnell et Kutzko obtiennent une classification complete,
en termes de types, des représentations lisses complexes de GL, (F), tout en
posant les jalons d’une méthode générale de construction de types, que 'on
espere assez générale pour permettre de traiter le cas de tous les groupes
classiques. Cette méthode a été éprouvée avec succes dans certains cas : a
propos de GL,, (D), mentionnons les travaux de Broussous et de Grabitz, qui
ont déja été discutés dans l'introduction de [12], et article [9] de Grabitz,
Silberger et Zink sur les blocs de niveau zéro de GL,,(D). Nous renvoyons
le lecteur aux travaux de Blasco, Blondel, Goldberg-Roche, Stevens... pour
d’autres groupes classiques. C’est sur cette méme méthode que nous nous
fondons dans [12] et [13], ainsi que dans le présent article, pour étendre a
GL,,(D) la classification obtenue par Bushnell et Kutzko pour le groupe
déployé GL,,(F).

L’objet de cet article est le suivant : nous construisons des types pour cer-
taines classes inertielles simples de G, c’est-a-dire de la forme [G}, 115" ], ol
r est un entier divisant m et Ily une représentation irréductible supercuspi-
dale du groupe Gog = GLm/T(D), et nous déterminons la structure de leurs
algebres de Hecke. Mentionnons que 'on s’attend a ce que cette construction
soit exhaustive, c’est-a-dire qu’elle fournisse un type pour chaque classe iner-
tielle simple de G. Cette construction s’effectue en trois étapes que nous allons
décrire brievement.

On fixe une fois pour toutes une strate simple [, n,0, 5] de M,,(D) (cf. dé-
finition 2.1). Contentons-nous de rappeler ici que [ est un élément de M,, (D)
tel que la F-algebre E = F[f3] soit un corps, que 2 est un op-ordre héréditaire
de M,,(D) normalisé par E* et que n est un entier dépendant de 3 et de 2.
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La premiere étape, effectuée dans [12], développe le processus de construction
d’un ensemble fini € (3, ) de caractéres simples attachés a cette strate simple.
Il s’agit de caracteres définis sur un certain sous-groupe ouvert compact de G,
et jouissant de remarquables propriétés de fonctorialité connues sous le nom de
propriétés de transfert. Plus précisément, si [2',n/,0, F] est n’importe quelle
strate simple d'une F-algebre centrale simple dans laquelle se plonge F, il
existe une bijection canonique de € (3,2() sur ¢’ (3, ). Dans la seconde étape,
effectuée dans [13], on produit, pour chaque caractere simple 6 € €'(/3,2l), une
famille finie de (-extensions, représentations irréductibles d’'un sous-groupe
ouvert compact J = J(5,2) de G contenant 6 et, surtout, de méme entrela-
cement que . La troisieme étape est celle qui occupe le présent article. Si k
désigne une [-extension d’un caracteére simple § € € (3, 2), le groupe J admet
naturellement pour quotient un groupe réductif fini de la forme :

(1) GL,, (k) x --- x GL,, (k) ,

ol les s; sont des entiers > 1 et ou k est une extension finie du corps résiduel
de E. Ainsi, toute représentation ¢ du groupe réductif fini (1) peut étre vue,
par inflation, comme une représentation du groupe J, auquel cas on pose
A = Kk ®o. Lorsque tous les s; sont égaux a un méme entier s > 1 et lorsque o
est de la forme of", ol gy est une représentation irréductible supercuspidale
de GLg(k), un couple (J, A) obtenu par le procédé qui vient d’étre décrit est
appelé, par anticipation sur sa nature de type (cf. théoreme 5.6), un type
simple (cf. paragraphe 4.1). Les principaux résultats obtenus dans cet article
sont les suivants.

THEOREME 1. — Lorsque r = 1, le type simple étant qualifié dans ce cas de
mazximal, le couple (J,\) est un type pour un bloc supercuspidal de Z¢(G).
Plus précisément, il existe une représentation irréductible supercuspidale II
de G telle que les représentations irréductibles de G dont la restriction a J
contient A soient exactement les II ® y, ou y décrit le groupe des caracteres
non ramifiés de G. En outre, une telle représentation Il s’obtient par induction
compacte modulo le centre d’un certain prolongement de A.

THEOREME 2. — On note 6 le transfert de § & GL,,,(D) = G relativement
a une strate simple [y, 1,0, 8] de M,,/,(D), on fixe une (-extension g de
0o, définie sur le groupe Jy = J(3,2p), et on pose \g = kg ® gp. On suppose
que l'ordre 2y est choisi de fagon telle que le couple (Jy, Ag) soit un type
simple maximal pour Gy. Alors le couple (J,\) est un type pour la classe
inertielle [G}, 115" ]g, ou Il est n'importe quelle représentation irréductible
supercuspidale de GGy dont la restriction a Jy contient \g.
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THEOREME 3. — L’algebre de Hecke de (J, \) est une algebre de Hecke affine
de type H(r, q3), ou g désigne le cardinal du corps k. En outre, tout élément
de cette algebre supporté par une double classe modulo J est inversible.

Nous donnons maintenant une description du point de vue sur lequel repose
I'ensemble de ce travail. En niveau zéro, c’est-a-dire lorsque 5 = 0 (c¢f. remar-
que 4.1), les types simples ont été étudiés en détail par Grabitz, Silberger et
Zink dans [9]. Le point de vue adopté ici est que, si B désigne le centralisateur
de E dans M,,(D), un type simple doit étre vu comme la conjonction d'une
part d'un facteur (J, o) dont la restriction a B* est un type simple fize (U, o)
de niveau zéro dans B*, d’autre part d'un facteur (J, k) variable, dépendant
de fagon cohérente de la strate simple [, n,0,3]. Plus précisément, un type
simple donné de niveau non nul doit étre étudié non pas isolément, mais en
I'inscrivant dans une famille cohérente de types simples ayant tous le méme
facteur de niveau zéro.

La notion de cohérence entre 3-extensions de G est déja présente dans [5] (cf.
(5.1.12) sqq.) et dans [13] (cf. §2.4.2). On fixe une strate simple [, n, 0, 5] et un
caractere simple 6 € €'(5,20), tandis que le quadruplet [, n’, 0, 3] décrit une
famille de strates simples que nous allons préciser au fur et a mesure. Lorsque
21" ou bien contient ou bien est contenu dans 2, on se trouve dans la méme si-
tuation que dans [13], §2.4.2, et il existe une correspondance bijective naturelle
(cf. paragraphe 2.4.4), définie en termes de représentations induites, entre les
[-extensions de 6 et les G-extensions du transfert de § a €(3,2"). Lorsque cette
condition entre A et 2 n’est pas vérifiée, nous étendons la relation de cohérence
comme suit. Le segment de 'immeuble affine de G' dont les extrémités sont les
centres des facettes correspondant a A et ' peut étre découpé en segments
[2;,2;+1] de fagon telle que I'ordre 2,1 ou bien contienne ou bien soit contenu
dans ;. Chaque strate [2;, n;,0, §] est simple et, en composant les correspon-
dances bijectives ainsi obtenues, on obtient une correspondance bijective entre
les F-extensions de 6 et les (-extensions du transfert de 6 a € (3, 2).

La cohérence entre types simples de niveau non nul, a cause de la présence
du facteur de niveau zéro, nécessite de restreindre le champ de [, n’, 0, 3] aux
strates simples vérifiant la condition :

2) J(3,2%) N B* = J(3,%) N B*.

On fixe un type simple de niveau non nul (J,\), composé d'un facteur de
niveau zéro (U, o) et d'une (-extension x d’un caractere simple § € €(3,2).
La condition (2) permet de voir ¢, par inflation, comme une représentation de
J(B, ") aussi bien que de J(3,2), et ainsi d’associer a n’importe quelle strate
simple [, n’,0, 3] vérifiant (2) d’abord la [-extension k' du transfert de 6
a €(B,2') correspondant a k par cohérence, ensuite le type simple (J', \)
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défini par J' = J(G,') et par N = k' ® 0. Ce faisant, nous inscrivons le type
simple (J; A\) dans une famille .# de types simples de G ayant tous le méme
facteur de niveau zéro et qui, grace a la propriété de cohérence, partagent
deux propriétés importantes. D’une part, deux éléments quelconques de %
ont des algebres de Hecke canoniquement isomorphes. D’autre part, deux
éléments de .# sélectionnent les mémes représentations irréductibles de G. En
d’autres termes, si (J,A) et (J', \') sont deux types simples appartenant a la
famille %, alors les représentations irréductibles de G' dont la restriction a J
contient A sont exactement celles dont la restriction a J’ contient X

Ainsi, la validité des théoremes 2 et 3 pour un type simple donné entraine
leur validité pour chaque type simple de la famille cohérente a laquelle il appar-
tient. Les preuves que nous donnons de ces deux résultats (cf. paragraphes 4.3
et 5.3) sont toutes deux fondées sur 'existence, dans une famille cohérente %
de types simples, qualifiés de propres, dont les ordres héréditaires sous-jacents
possedent de bonnes propriétés de décomposition. Cette formulation nécessite
une généralisation de la notion de (W, E')-décomposition (cf. [5], §1.2) qui est
effectuée dans la section 1. Nous allons brievement préciser les choses.

Dans le cas du théoreme 3, la simplification apportée par la réduction au
cas propre est essentiellement de nature calculatoire. Si (J,\) est un type
simple de niveau non nul de G et si (U,0) est son facteur de niveau zéro,
Grabitz, Silberger et Zink ont montré dans [9] que le support de l'algebre de
Hecke de (U, o) est de la forme UWU, ou W est un sous-groupe discret de
B* muni d’'une structure de groupe de Coxeter étendu. En niveau non nul, le
support de l'algebre de Hecke de (J, A) est égal a JWJ et, pour déterminer la
structure de cette algebre, la difficulté technique majeure réside dans le calcul
de certains produits de doubles classes JwJw'J, avec w, w’ € W. Remplacer le
couple (J,\) par un type simple propre de la méme famille cohérente permet
d’adapter (cf. section 3) l’approche employée dans [9], §3 pour calculer les
produits UwUw'U, avec w,w’ € W.

Dans le cas du théoreme 2, les types simples propres apparaissent de
maniere plus naturelle. Pour prouver que tout type simple de niveau non nul
est un type pour une certaine classe inertielle de G, nous faisons appel a la
théorie des paires couvrantes (cf. [6] §8), suivant en cela 'approche préconisée
dans [5] et [7]. Les types simples eux-mémes ne sont pas des paires couvrantes
en général, et ce sont les types simples propres qui, compte tenu des propriétés
de décomposition qui les caractérisent, apparaissent naturellement comme des
induites de paires couvrantes, et donc comme des types.
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Notations

1. Soit F' un corps local commutatif non archimédien. Par F-algébre on
entendra [-algebre unitaire de dimension finie, et par F-algébre a division on
entendra F-algebre centrale dont I’anneau sous-jacent est un corps.

2. Si K est une extension finie de F', ou bien une F-algebre a division, on
note ox son anneau d’entiers, py son idéal maximal, kx = 0k /px son corps
résiduel et qx = (0k : px) le cardinal de k.

3. Si X est un groupe topologique, on appelle caractére de X un homomor-
phisme continu de groupes de X dans C*. Si X est commutatif, on appelle
dual de X le groupe de ses caracteres, que 'on note X",

4. Soit G un groupe topologique localement profini, soit K un sous-groupe
fermé de G et soit p une représentation lisse de K sur un C-espace vectoriel
W. Pour g € GG, on note :

I,(p) = Homgnra (p, )

'espace d’entrelacement de p par g, et on note I(p) entrelacement de p dans
G, c’est-a-dire I'ensemble des g € G pour lesquels I'espace I,(p) n’est pas nul.

5. Si K est ouvert compact (mod. le centre), on note cind% (p) l'induite com-
pacte (mod. le centre) de p a G, c’est-a-dire I'espace des fonctions G — W a
support compact (mod. le centre) vérifiant :

f(kg) =p(k)f(g), keK, ged,

que I'on munit de 'action a gauche de GG par translation.

6. Etant donnée une mesure de Haar w sur G, on note (G, p) l'algebre de
Hecke de G relativement a p (et ), c’est-a~dire 'algebre de convolution des
fonctions f : G — Endc(W) a support compact vérifiant :

f(kighks) = p(k1) o f(g) o p(ka) , ki, k2 €K, g€ G .

1. Décompositions
1.1. Préliminaires. —

1.1.1. Soit A une F-algebre centrale simple. Si V' est un A-module a gauche
simple, I'algebre End 4 (V') est une F-algebre a division, de degré réduit noté d,
et dont ’algebre opposée est notée D. Aussi V' est-il un D-espace vectoriel a
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droite, de dimension notée m, de sorte qu’on a un isomorphisme de F-algebres
entre A et Endp (V).

1.1.2. Soit E une extension finie de F' telle qu’il existe un homomorphisme de
F-algebres + : E — A. Le commutant de E' dans A, que I'on note B, est une
E-algebre centrale simple. Si V7 est un B-module a gauche simple, on désigne
par D’ Ialgebre opposée a Endg(V’), par d' le degré réduit de D’ sur E et par
m’ la dimension de V' sur D’.

1.2. Equivalence de Morita. — Soit A une F-algebre centrale simple, soit
V un A-module a gauche simple, soient E une extension finiede Fett: F — A
un homomorphisme de F-algebres. Le A-module V' est naturellement muni
d’une structure de E-espace vectoriel compatible avec sa structure de D-espace
vectoriel a droite, ce qui en fait en d’autres termes un module a droite sur la
FE-algebre F ®p D. Celle-ci est centrale simple et de méme classe de Brauer
que B (c¢f. par exemple [15]). On choisit un £ ®p D-module a droite simple
N, de sorte que le foncteur :

(3) W — HOHIE®FD(N, W)

définit une équivalence de Morita entre la catégorie des F ®p D-modules a
droite et celle des D’-espaces vectoriels & droite. En outre, une fois fixés le
A-module V et le E @ D-module N, on pose V' = Hompgg,.p(N, V), qui est
un B-module & gauche simple, et 1’équivalence (3) induit une correspondance
bijective entre sous-E @ D-modules de V' et sous-D’-espaces vectoriels de V.

1.3. Décompositions vectorielles. — Dans tout ce qui suit, on se place
dans le contexte du paragraphe 1.2, et on fixe une base & = ®(V', D’) de V'
sur D'. 11 lui correspond naturellement un isomorphisme :

by : D™ !

de D’-espaces vectoriels, lui-méme définissant, par le biais de 1’équivalence (3),
un isomorphisme by : N™ — V de E®p D-modules. Désignant par V' 'image
par bg de la i-eme copie de IV, pour chaque entier 1 < ¢ < m/, on obtient une
décomposition de V' en une somme directe de sous-F ®pr D-modules simples :

(4) V=Ve...ovm.

1.3.1. On désigne par A(F) la F-algebre centrale simple Endp(N). L'isomor-
phisme de D’-espaces vectoriels b}, induit un isomorphisme de E-algebres :

(5) M (D) = B,

ce qui munit B, via le plongement diagonal de D" dans M,,/(D’), d'une struc-
ture de D’-espace vectoriel a gauche. Parallelement a cela, I'isomorphisme de
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E ®p D-modules by, déduit de by par équivalence de Morita, induit un iso-
morphisme de F-algebres :

(6) My (A(E)) — A,

et le composé de cet isomorphisme avec le plongement diagonal de A(FE) dans
M,/ (A(F)) est un plongement de F-algebres qu’on désigne par :

(7) o A(E) — A .

Par le biais de ce plongement, la F-algebres A(E) stabilise chacun des facteurs
simples V¥, 1 < i < m/, qui composent V dans (4). En d’autres termes, étant
donné x € A(E), et désignant par v’ la composante dans V* d’un vecteur
v € V relativement a la décomposition (4), on a pour chaque entier 1 < i < m/

I'identité :

to()(v)" = o () (V") -
Ceci étant dit, observons que, par définition de A(F), le commutant de F
dans A(FE) se réduit a D', de sorte que A(F) est naturellement muni d’une
structure de D'-espace vectoriel a droite. Réunissant (5) et (6), le morphisme
g de F-algebres induit un isomorphisme de (A(FE), B)-bimodules :

(8) A(E)®p B— A

EXEMPLE 1.1. — On suppose que F = F. Alors A(F) = D, le plongement
(7) est induit par le choix de V| et tout choix d'une base ® de V sur D induit
le méme isomorphisme canonique D ®p A — A de (D, A)-bimodules.

EXEMPLE 1.2. — On suppose que D = F'. Si 'on choisit N = FE, de sorte que
A(F) = Endp(E), et si 'on choisit une base ® de V' = V' sur E, alors la donnée
du sous- F-espace vectoriel W = Vectr(®) constitue une (W, E)-décomposition
au sens de [5], §1.2.

1.4. Suites de réseaux. — Si l'on souhaite des précisions concernant ce
qui suit, on pourra consulter [2], [7] ou [11].

1.4.1. Conformément a [12], déf. 1.1, on appelle op-suite de réseaux de V une
suite décroissante A = (A | k € Z) de op-réseaux de V pour laquelle il existe
un entier e > 1 tel que, pour tout k& € Z, on ait Ay . = Appp. Cet entier e,
unique, est appelé la période de A sur D et noté e(Alop).

1.4.2. A toute op-suite de réseaux A on associe une filtration de A, définie
pour tout entier ¢ € Z par :

(9) ‘BZ(A):{(IGA | CLAkCAk_H, VkEZ} .

La suite i — PB;(A) est elle-méme une op-suite de réseaux de A et, pour tous
i,j € Z,le produit B,;(A)PB;(A) est inclus dans B, (A). Mentionnons que cette
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filtration caractérise A a translation pres, c¢’est-a-dire que deux op-suites de V'
induisent sur A la méme filtration (9) si, et seulement si, elles sont translatées
I'une de 'autre.

1.4.3. Si A est une op-suite de réseaux de V', le op-réseau A(A) = Py(A) est
un ordre héréditaire de A, dont le radical est P(A) = P1(A). Une op-suite
strictement décroissante est appelée une op-chaine, et application A — 2A(A)
constitue une bijection entre classes de translation de op-chaines de V' et ordres
héréditaires de A.

1.4.4. Si A est une op-suite de réseaux de V', on désigne par K(A) le nor-
malisateur de A dans A*, c’est-a-dire I'ensemble des g € A* pour lesquels il
existe un entier n € Z tel que, pour tout k € Z, on ait g(Ax) = Agiy,. Cet
entier n, unique, est appelé la valuation de g relativement a A et noté vy (g).
L’application vy : K(A) — Z est un morphisme de groupes, dont le noyau,
noté U(A), est le groupe multiplicatif de I'ordre héréditaire 2A(A). Pour tout
i > 1, on pose U;(A) =1+ P, (A).

1.4.5. (cf. [2], part. 1, §7). Si A est une op-suite de réseaux de V', on définit
une fonction multiplicité ma de Z dans N par :

mp(i) = card{k € Z | Ay, = A\;}

et on appelle conducteur de A, que 1'on note ¢(A), le plus grand diviseur com-
mun aux mp (i), ¢ € Z. Si a est un entier > 1, on pose :

al : k— A[k/a] s

ou [u] désigne le plus petit entier > u. C’est une op-suite de réseaux de
V', de période ae(Alop), de multiplicité amy et de conducteur ac(A). On a
une application surjective, notée A — A, entre op-suites de réseaux de V et
I'ensemble .#4(Q) des points rationnels de I'immeuble affine de A%, et la fibre
en A de cette application est la réunion des classes de translation des aA, a > 1.
En d’autres termes, I'application :

(10) A= (c(A), A)
est une bijection entre les op-suites de réseaux de V' et N* x 7,4(Q).

1.4.6. Soit un homomorphisme de F-algebres ¢+ : £ — A comme au para-
graphe 1.2, et soit A une op-suite de réseaux de V. On dit que la suite A est
E-pure si le groupe multiplicatif de £ normalise A, c’est-a-dire si chaque Ay,
k € Z, est un op-réseau et si, désignant par e = eg/p 'indice de ramification
de F surF, la suite A est une og-suite de réseaux de V' dont la période vérifie
la relation :

e(Aog)e = e(Alop)d .
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1.4.7. (cf [2], cor. 4.7). 1l existe une unique correspondance bijective affine
et B*-équivariante j = jp p entre les points £*-invariants de I4(Q) et les
points de #5(Q). Compte tenu de (10), elle se prolonge en une correspondance
bijective conservant le conducteur, encore notée j, entre op-suites E-pures de
réseaux de V et op-suites de réseaux de V.

REMARQUE 1.3. — Cette correspondance s’interprete comme une équivalence
a la Morita (cf. paragraphe 1.2) entre la catégorie des op-suites E-pures de
réseaux et celle des op/-suites de réseaux (catégories qui, toutefois, ne sont pas
abéliennes).

1.4.8. Puisque le commutant de E dans la F-algebre A(E) se réduit a la F-
algebre a division D', qui possede un unique ordre maximal op/, I'immeuble
de D' est réduit a un point. I n’existe donc, a translation pres, qu'une seule
suite de réseaux E-pure de N de conducteur égal a 1 et, si I'on fixe une telle
suite .4 et si 'on applique 1.4.7, on voit que toute suite F-pure de réseaux de
N est de la forme :

aN +b k= M-)/al

ol a est un entier > 1 et ou b € Z.

1.5. Décompositions entiéres. — Rappelons ([2], part. I, déf. 2.6) qu'une
décomposition V = @;_, V' de V en une somme directe de s > 1 sous-D-
espaces vectoriels décompose la op-suite A si on a I’égalité :

Ae=MenNVY@ @A NV™), keZ.

1.5.1. On fixe une op-suite F-pure A de réseaux et une base ® de V' sur D’
décomposant la op/-suite j(A). Alors ([2], part. 11, lem. 5.2) la décomposition
(4) définie par ® décompose A. Ainsi, si on désigne, pour tout entier 1 < i <
m’, par A’ la op-suite de réseaux de V¢ définie par k — A, N V% on a la
décomposition :

(11) A=Al @A"Y, keZ.

1.5.2. Compte tenu de 1.4.8, il n’existe dans A(E) qu’'un seul ordre héréditaire
normalisé par E*. On le note 2A(FE), et son radical est noté P(F). Par consé-
quent, pour chaque entier 1 < i < m/, le E®@p D-module simple V* s’identifiant
a N, on a un isomorphisme de F-algebres entre Endp(V?) et A(E), induisant
par restriction un isomorphisme de og-algebres entre les ordres héréditaires

A(AY) et A(E).
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1.5.3. On désigne maintenant par 2 'ordre héréditaire A(A) de A défini par
A et par B la trace de A sur B, qui est un ordre héréditaire de B (cf. [3]).
Ainsi, si z € A(F), il agit sur le facteur V¢ comme un élément de 2A(A?), de
sorte que le plongement de F-algebres g induit par restriction un plongement
de op-algebres :

(12) Lo A(E) - A .

Ceci étant dit, compte tenu de (12) et de I'inclusion naturelle de B dans 2, l'iso-

morphisme de (A(E), B)-bimodules (8) induit par restriction un morphisme
injectif de (A(E), B)-bimodules :

(13) AE) @,,, B — A .

Mentionnons que, contrairement a ce qui se produit dans le cas déployé (cf.
[5], (1.2.8)), et comme le montre I'exemple suivant, ce morphisme n’est pas
toujours surjectif.

EXEMPLE 1.4. — Supposons que A = My(D) et que D est une algebre de
quaternions sur F' dans laquelle nous plongeons une extension quadratique
non ramifiée F de F, de sorte que B = My(FE). Il existe dans A exactement

trois ordres E-purs dont la trace sur B est égale a I'ordre minimal standard
B, de B, et il s’agit de :

oA — (OPOD) o g — (OP Po ot A = oD P _
Ppop bp op Pp oD
Si l'on choisit N = D, de sorte que A(F) = D et A(E) = op, le plongement

(7) est le plongement diagonal et, compte tenu du fait que oppgr = p%, 'image
par (13) de op ®,, B, est égale a :

Ay NAyNA, = (2P0
M (P% op
1.5.4. Pour prouver le théoreme d’approximation 2.2, nous avons besoin d’un
résultat plus précis que le plongement (12). Les hypotheses en vigueur sont
celles des paragraphes précédents.

On note p = p(A, .A) le rapport de la période de A sur celle de 4.

PROPOSITION 1.5. — Pour tout j € Z, le plongement de F'-algebres te induit
par restriction un plongement de op-modules :

(14) to : P(E) — By (A) -

Démonstration. — Pour chaque entier 1 < i < m/, la suite A’ est une op-suite
E-pure de réseaux de V', de sorte que, compte tenu de 1.4.8, il existe deux
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entiers a(i) > 1 et b(i) € Z tels que I'isomorphisme de E' ®@p D-modules entre
V" et N induit par la donnée de ® identifie la op-suite A* & la op-suite :

a(i) AN +b(i) : k= A—b(i))/a(i)] -

Puisque les op-suites A%, 1 < i < m’, ont toutes la méme période, en 'occur-
rence celle de A, les entiers a(i), 1 < i < m/, sont tous égaux a un méme entier
p=p(A, A) > 1. Ainsi, si x € P(E)? pour un j € Z, on obtient :

w(@) A= D wl@) (pM4b0D) S D (oM + (D)

1<i<m/ 1<i<m/

qui vaut Ay ,;, ce qui termine la démonstration. O

2. Strates, etc. ..

Dans cette section, on reformule les principaux résultats de [12] et [13], et
on rappelle les résultats de [9] concernant les types simples de niveau zéro.
Incidemment, on prouve le théoreme d’approximation 2.2, qui n’est pas utilisé
dans la suite de 'article, mais qui se déduit facilement du travail déja effectué
et sera utile dans un article ultérieur.

On fixe une F-algebre centrale simple A et un module a gauche simple V.
Les notations de la section 1 sont en vigueur.

2.1. Strates simples. — Rappelons ([12], §2.1) qu'une strate de A est un
quadruplet [A, n,r, 3] constitué d’une op-suite A de V', de deux entiers r < n
et d'un élément 3 € P_,(A). Deux strates [A,n,r, 5], i € {1,2}, sont dites
équivalentes si B — 51 € P_.(A).

2.1.1. Etant donnée une strate [A,n,r, (], on note F la F-algebre engendrée
par (. On dit que cette strate est pure (ibid.) si E est un corps, si la suite A
est E-pure, et si vp(3) = —n.

2.1.2. Si [A,n,r, (] est une strate pure, la F-algebre E est une extension de
F incluse dans A, dont le commutant est une F-algebre centrale simple notée
B. On désigne par 2 l'ordre héréditaire 2(A), par B son radical et par B la
trace de 2 sur B. Pour tout entier k € Z, on pose :

(15) Ne(B,A) ={z €A | Bz —aPB € Pyr(N)} .

Le plus petit élément k € Z U {—oo0} pour lequel on ait My1(5,A) C B + P
est noté ko(5, A) et porte le nom d’exposant critique de la strate [A, n,r, 5]. Si
[ n’appartient pas a F', c’est un entier > v (/).

DEFINITION 2.1. — Une strate [A,n,r, 3] est dite simple si elle est pure et si
r < —ko(B,A).
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2.2. Le théoreme d’approximation. — Le théoreme suivant constitue
une généralisation commune a [4], th. 5.1, qui ne s’applique qu’aux chaines de
réseaux, et a [7], cor. 5.3, qui n’est valable que dans le cas déployé.

THEOREME 2.2. — Soit [A,n,r, 3] une strate pure de A. Il existe une strate
simple [A,n,r,~] de A, équivalente a [A,n,r, (], telle que la sous-extension non
ramifiée mazimale de F[y]/F soit incluse dans E.

Démonstration. — Dans le cas ou la strate [A,n,r, (] est elle-méme simple,
il suffit bien entendu de choisir v = 3. Nous pouvons donc nous contenter
de traiter le cas ou U'entier r est égal a —ko(5,A). Rappelons (cf. paragraphe
1.5.4), que p = p(A, .A") désigne le rapport de la période de A sur celle de .A4".
Compte tenu de [12], prop. 2.25, 'entier r est un multiple de e(A|og), de sorte
que la quantité :

TO:T/pv

est un entier. Soit —ng la valuation de [ relativement a 2A(E), de fagon que,
conformément a [12], §2.3.3, la strate [A(E),ng, ro, 5] est une strate pure de
la F-algebre A(E), a laquelle le théoreme [4], (5.1) peut étre appliqué. De
fait, on peut choisir une strate simple [A(E), ng, 7o, Y] de A(E) équivalente a
[U(E), ng, ro, 5], de telle fagon que la partie non ramifiée maximale de I'exten-
sion F[v]/F soit incluse dans F.

Fixons maintenant une base ® de V' sur D’ qui décompose la op/-suite j(A),
désignons par te le plongement de F-algebres (7) qui s’en déduit, et posons
v = ta(70). Désignant par Ky le corps F[yy] et par K son image par i, on
a pour tout z € K de valuation j € Z relativement a A(E) et tout k € Z
I’égalité :

Lo () Ak = Nitpj

ce qui prouve que la strate [A,n,r, 7| est une strate pure de A. Appliquant
derechef [12], prop. 2.25, on obtient ’égalité :

ko(v,A) = pko(v,2A(E)) .

Le fait que la strate [((E), ng, o, o] est simple implique alors automatique-
ment que la strate [A,n,r, ] U'est également. En outre, le fait que la partie
non ramifiée maximale de K/F est incluse dans E ne fait aucun doute. Il reste
donc a vérifier que cette strate simple est équivalente a [A, n,r, 5]. Partant de
la relation 5 — o € P(E) ", on obtient grace a la proposition 1.5 I'inclusion :

B—v€w(PBE)) PN,

ce qui termine la démonstration du théoreme 2.2. O



14 VINCENT SECHERRE

2.3. Caracteres simples. — Dans tout ce qui suit, on fixe un caractere
additif g : F' — C* trivial sur pr mais pas sur op, et une uniformisante wpg
de o, choix dont dépend implicitement la construction des caracteres simples.
On fixe une F-algebre centrale simple A et une strate simple [, n,0, 5] de A.
Rappelons ([12], §3.3) qu’a cette strate simple correspondent d’une part deux
sous-groupes ouverts compacts de U(2A), notés H = H(3,2A) et J = J(5,2) et
filtrés respectivement par :

H*(B,2) = H(B,A)nUMRA), JB,2A) =J(B,A)NUHA), k>1,

d’autre part un ensemble %' (3,2) de caractéres du groupe H'(3,2l), que I'on
appelle les caracteres simples associés a la strate simple [, n,0, (], jouissant
des propriétés suivantes.

2.8.1. (cf. [12], §3.3.1 et [13], §2.1.1). Pour tout k > 1, les sous-groupes H* et
J* sont normalisés par (R(A) N B*)J, et on a J = U(B)J! et H = U(B)H".
En outre, le quotient J/J' s’identifie au groupe réductif fini U(B)/U'(B),
et Papplication B’ — U(WB')J'/J' constitue une bijection entre les ordres
héréditaires B’ inclus dans 9B et les sous-groupes paraboliques de J/J!, et le

radical unipotent de U(B')J'/J" est UL(B')J!/JL.

2.3.2. (cf. [12], prop. 3.46 et th. 3.50). Tout caractere simple associé a la strate
[2(,n, 0, 3] est normalisé par (R(A)NB*)J, et a un entrelacement dans A* égal
a JB*J.

2.8.8. (cf. [13], §2.2). Etant donné un caractere simple 6 € €(3,2), il existe
une représentation irréductible de J'(3,2l) dont la restriction a H'(3,%)
contient le caractere . Il n’en existe, a équivalence pres, qu'une seule, et on
la note n = n(#). Son entrelacement dans A* est égal a JB*.J et, pour tout
y € B*, I'espace Hom jin 1y (1, 1Y) est de dimension 1.

2.3.4. (cf. [12], th. 3.53). Soit A’ une F-algebre centrale simple telle qu’il existe
un homomorphisme de F-algebres ¢ : E — A’; soit 21’ un ordre héréditaire de A’
normalisé par tE* et soit —n’ la 2'-valuation de . Alors la strate [, 7/, 0, (0]
est simple, et il existe une bijection canonique, appelée transfert, de € (3, 2)

vers € (13, 2").

2.4. (3-extensions. — Dans toute la suite, on fixe un caractere simple 6 €
E(5,2) attaché a la strate simple [2(, 7,0, 3], et on note n la représentation
irréductible de J'(3,2l) définie au paragraphe 2.3.3. Rappelons ([13]) que par
B-extension de n on entend une représentation de J(3,2() prolongeant 7, et
dont I'entrelacement dans A* est égal a JB*J.
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2.4.1. On note 0 = Og(A) l'ensemble des ordres héréditaires E-purs de A.
Pour tout 2" € &, on note O(A) le transfert de 6 a €' (5,2 et n(A') la repré-
sentation irréductible de J'(3,2l’) lui correspondant. On note également Bgy
I'ensemble des (-extensions de n(2’) et B la réunion disjointe des By, 2’ € O.
L’ensemble B jouit des propriétés suivantes.

2.4.2. (cf. [13], §2.4.2). La définition que nous donnons ici de la relation de
cohérence est un peu plus générale que celle donnée dans [13], §2.4.2, de fagon
a en faire une relation symétrique. Cette modification n’altere pas la validité
des résultats que nous rappelons aux paragraphes 2.4.3 et 2.4.4 suivants.

Soient 2 et A" deux ordres héréditaires E-purs dont l'intersection est un
ordre héréditaire. Cette intersection est E-pure, et on note :

URLA) =U(B NS )UHRANA) = U, A)

et :

JERU,A) =U(BNY)J (B, ,
qui est un sous-groupe de U(2A, A"). Un couple (k, k") € By x By est dit cohérent
lorsque les deux représentations induites :

U,20) U,)
IndJ(Ql’,Ql) (“|J(9l’79()) et IndJ(Ql,Ql/) (“/|J(9‘»9l’))

sont irréductibles et équivalentes, ce qu’'on note x = «/. La relation = est
réflexive et symétrique sur B.

2.4.3. (cf. [13], th. 2.28). Le groupe cyclique k" opere librement sur B par :

(k,X) = k® (xoNp/g) ,

ou Np/p désigne la norme réduite de B sur E et ou le caractere x o Np/p
est vu, compte tenu de 2.3.1, comme un caractere de J trivial sur J'. Plus
précisément, lorsque x déerit k5", les réprésentations £ @ (x o Np/g) ont des
déterminants distincts, donc sont deux-a-deux non équivalentes. Cette action
respecte la relation =, et les orbites de B sous k5" sont les By, 2’ € 0.

2.4.4. (cf. [13], lem. 2.23, 2.24 et prop. 2.25, 2.29). Soient A et A’ deux ordres
héréditaires E-purs tels que A C 2. A toute représentation k € By correspond
une unique représentation ' € By telle que k = £/, et 'application k — K’
ainsi définie est une bijection de Bg dans Byy.

Bien entendu, dans le cas ou 2 D ', on a encore une bijection By — Bgy,
définie comme la réciproque de la bijection Bgy — Bgy.

2.5. Types simples de niveau zéro. — Dans ce paragraphe, on se réfere
entierement a [9]. On fixe une mesure de Haar p sur A*.
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2.5.1. Un couple (U, 7) est un type simple de niveau zéro pour A* s’il existe un
ordre principal 2 de A, de période notée r, tel que U = U(), et s’il existe une
représentation irréductible cuspidale o du groupe GL4(kp), avec m = rs, telle
que la puissance tensorielle c®” vue comme représentation de U(%2l) triviale sur
UL(A) soit équivalente & 7.

2.5.2. (cf. 9], prop. 5.3). Un type simple de niveau zéro pour A* est un type,
au sens de [6], pour une classe inertielle de A*.

2.5.9. Etant donnés un entier 7 > 1 et un nombre complexe z € C*, on note
Ho(r, z) Dalgebre de Hecke finie de type A,_; et de parametre z, c’est-a-dire
la C-algebre engendrée par r — 1 générateurs [s;], pour 1 < ¢ < r, vérifiant
les relations :

(1) ([sid +1)([s] —2)=0,pour 1 <i<r.

(2) [Sl] [Si—l] [SZ] = [Si_l] [81] [Si—l]a pour l<i<r.

(3) [si1[s;1 = [s;1[s:1, pour |i — 7] > 2.
On note H(r, z) 'algebre de Hecke affine lui correspondant, c’est-a-dire la C-

algebre contenant Hy(r, z) et possédant deux générateurs supplémentaires [A]
et [A'] vérifiant les relations supplémentaires :

(4) [h1[s;] = [s;—11[A], pour 1 <i <.

(5) [h1*[s1] = [s,1] [A]*.

(6) [RILW] =T[N1[R] =1.
Ce sont deux C-algebres associatives unitaires. On note que [A'] = [h]1 7!, de
sorte que 1’on n'utilisera plus [h'], et on pose [so] = [h] [s11[h] .

2.5.4. ([10] 1.5, th. 5.1). Soit (U(A),7) un type simple de niveau zéro pour
A*. On note r la période de 2, on pose m = rs, et on choisit un ordre maximal
2 contenant . On fixe un isormophisme de F-algebres :

A — M, (My(D))

de sorte que les ordres 2 et 2y soient sous forme normale. Pour tout entier
1 < i < r, on note s; la matrice dans GL,.(M;(D)) = A* de la transposition
i <> 1+ 1. Alors il existe un unique isomorphisme de C-algebres :

(16) D : Ho(r,q}) — A (U(RAy), 7)

tel que ®g([s;]) soit de support U()s;U(2A) pour tout entier 1 < i < r.

2.5.5. Soit (U(2A),7) un type simple de niveau zéro pour A* avec 7 = o®".
On note [ le cardinal de I'orbite de o sous 'action du groupe de Galois de kp
sur kg, on fixe une uniformisante wp de op, et on note W(7) le sous-groupe
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de A* engendré par les s;, pour 1 < i < r, et I’élément :

(17) h=i)= (o ")

ou I,_; désigne la matrice identité de M,_1(M(D)). Alors ([9], cor. 1.6) tout
élément de 7 (A*, 7) a un support inclus dans 'ensemble U ()W (7)U(2A), et
(ibid., th. 4.2) a tout élément ¢ de support U(A)RU () correspond un unique
isomorphisme de C-algebres :

(18) b H(r,qp) — (A, T)

prolongeant (16) et tel que ®([h]) = ¢. En outre, tout élément dont le support
est de la forme U(2)wU(A), avec w € W (1), est inversible (ibid., cor. 4.7).

3. Multiplication de doubles classes

Cette section est essentiellement technique. On y prouve le lemme 3.1 qui
permet, dans la section 4, de majorer le support d'un produit de convolution
dans l'algebre de Hecke d'un type simple.

3.1. Préliminaires. — Soit C' une F-algebre centrale simple, et soit € un
op-ordre héréditaire de C, de radical noté Q. Etant donné un entier r > 1, on
note A la F-algebre M,.(C), et on note 2 I'ordre héréditaire de A défini par :
¢c... ¢
(19) A=
Q... ¢
c’est-a-dire que le bloc 2;; est égal a € lorsque 1 <7 < j < ret a Q dans le cas
contraire. Son radical est noté B. On fixe un élément w de K(€) de valuation

strictement positive, et on note W le sous-groupe de GL,.(C) = A* engendré
par les matrices de permutation et ’élément h défini par :

(20) h= (f; 1T0_1> ,

ou I,_; désigne la matrice identité de M,_;(C'). Le lemme suivant constitue le
résultat principal de cette section.

LEMME 3.1. — Soitw e W. On a :
URDHwURHAUR) NW = {wh} et URHAURD)wUR)NW = {hw} .

C’est une conséquence du lemme suivant, qui généralise le lemme [9], 3.1.



18 VINCENT SECHERRE

LEMME 3.2. — Soient w € W et b€ hURA)h™!. On a :
URwbU@) AW 45 = U@)wbU®) = UR)wU () |
URbwURNNW £2 = UR)bhwU®RL) = URNDwURAL) .

La démonstration du lemme 3.2 s’effectue en trois étapes, et occupe le pa-

ragraphe suivant.
REMARQUE 3.3. — En appliquant z + 27!

lemme 3.1 que, pour tout w € W, on a :
URNwURORTURONW = {wh ™'} et URDATUR)wUR)NW = {h'w} .

, on déduit immédiatement du

3.2. Démonstration du lemme principal. — Notre preuve s’inspire assez
largement de [9], 3.1, quoique d’importantes modifications soient nécessaires.
Nous nous contentons de prouver la premiere implication, la seconde s’obte-
nant, mutatis mutandis (cf. [9], lem. 3.1), de fagon analogue.

3.2.1. Premiére étape. — La premiere réduction est analogue a celle effectuée
dans [9], 3.1. Soit M le sous-groupe de Levi de A* défini par :

M = GL,_1(C) x GL,(C) |

soit P le sous-groupe parabolique standard des matrices triangulaires supé-
rieures par blocs relativement a M et soit N son radical unipotent. On note
également N~ le sous-groupe unipotent opposé a N relativement a M et,
compte tenu du fait que w normalise €, on a la décomposition d’Iwahori :
RURNR ™ = (hU(Ql)h_l N N) . (hU(Ql)h_l N M) . (hU(Ql)h_1 N N_) :

Les facteurs RURN)A™ N M et RU(RA)R™! N N~ étant tous deux inclus dans
U(2l), on peut supposer que b appartient a hU()h~' N N, c’est-a-dire que :

, by e Quw ™, 1<k<r.

On suppose désormais que b est de la forme (21), et on proceéde par récurrence
sur l'entier r, sachant que pour r = 1 le résultat est immédiat puisque dans ce
cas le groupe W normalise U(2A).

3.2.2. Deuziéeme étape. — On note o la permutation telle que o(j) =i si et
seulement si (7, 7) est dans le support de w, et on note ay,...,a, les entiers
tels qu’on ait wy(r), = @™ pour 1 <k < 7.

LEMME 3.4. — Il existe un entier 1 < k < r tel que soit a, > a,, soit by € €.
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Démonstration. — On suppose le contraire, et on désigne par v(z), pour un
élément x € C non nul, le plus grand entier m € Z pour lequel on ait x € Q™.
Ainsi, les conditions s’écrivent :

(22) 0>uv(bg) >—v(w) et a >a, <k<r.

1
En particulier, on a nécessairement v(w) > 2, et (22) peut s’écrire :
(23) v(w™) = v(w™) > v(@w™b), 1<k<r.

On désigne par a le minimum des v(w™by), pour 1 < k < r, et on note i
le plus grand entier pour lequel v(w®b;) = a. Par hypothese, il existe deux
matrices u,v € U(2) telles que vwbu € W, donc un ¢ € Z U {+o0} tel que :

(24) w’ = (vwbu), = Z Vi, (k)T Uy + Z Vi, o (k)@ Oty

1<k<r 1<k<r

ol w ™ doit étre compris comme le bloc nul. Dans la premiere somme, chacun
des blocs v; o (k) et ug, sont dans € et, selon (23), on a v(w) > a. Aussi cette
somme appartient-elle & Q. Dans la seconde somme, on remarque d’abord
que u, € U(€), puis trois cas sont a distinguer suivant les valeurs de k # r.

e Dans le cas ol 0(k) < i, le bloc v; 51 est dans Q et on a v(w™by) > a.
e Dans le cas ot o(k) > i, le bloc v; 51y est dans € et on a v(@w™by) > a.
e Dans le cas ou o(k) = i, le bloc v;; est dans U(€) et on a v(w®b;) = a.

En définitive, la somme (24) appartient a Q% — Q%! ce dont on déduit d'une
part que ¢ € Z, d’autre part que :
v(w)e=a=v(w)a; +v(b;) .
En particulier, Uentier v(b;) est un multiple de v(w), ce qui contredit (22). O
3.2.8. Troisiéme étape. — Ainsi, 'une des deux conditions (a) ax > a,, ou
(b) by € €, est vérifiée. Dans le cas (a), on efface le bloc by en multipliant wb
a gauche par la matrice v =1+ ¢ € U(2l) définie par :
| —w*hyw sii=o(k) et j=o(r),
Sij = 0 sinon .

Dans le cas (b), on efface le bloc b, en multipliant wb a droite par la matrice
u=1+¢ € U(A) définie par :

)b sii=ketj=1,
%=1 0 sinon .

Dans les deux cas, on se ramene a une situation dans laquelle b est de la forme

(21) avec by = 0. On note O’ la matrice de GL,_1(C') obtenue en enlevant a

b sa k-ieme ligne et sa k-iéme colonne, et on note w’ la matrice de GL,_;(C)
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obtenue en enlevant a w sa o(k)-ieme ligne et sa k-iéme colonne. Si I'on note
W’ A’ W les analogues dans M, _1(C) de W, 2, h, on en déduit que :

w eW' et b echURRT.
Afin de conclure par récurrence, il nous reste a prouver le lemme suivant.
LEMME 3.5. — L’intersection UL )w'd'UA") N W' n'est pas vide.
Démonstration. — On note ¢ le plongement diagonal :

GL,_1(C) = 1 x GL,_1(C) C A

et on note 7 la matrice dans A* de la transposition 1 < k, de sorte que la
condition b, = 0 se traduit par I’égalité (b' = b”. On choisit un isomorphisme
de F-algebres identifiant C' et Mg(D), avec s > 1, on fixe une uniformisante
wp de op, on note W le groupe des matrices monomiales de A* dont les
coefficients non nuls sont des puissances de wp, et on note W’ son analogue
dans GL,_1(C). Pour alléger les notations, on pose U = U(2) et U = U(').
Rappelons qu’on a une bijection canonique (« décomposition de Bruhat ») :

(W AU\ /(W N UT) — U™\ AX /U”

qui, si 'on désigne par L le sous-groupe diagonal par blocs U(€) x --- x U(€),
induit une bijection :

(25) INLWL/L — UYT\AX /U™ .

Soit 2/ € W' N U YU et soit y € W N U*Tb™UT qui, par hypothese, est non
vide. On a donc deux éléments z = 12’ € W et y € W dans la méme double
classe U¥Tb"U". Puisque LW L est inclus dans LW L, on déduit de (25) que :

y e LzL .

On en déduit que y est de la forme 3/, pour un 3y’ € W' N U )w'b'U(L), ce
qui termine la démonstration. O

On peut donc appliquer le lemme 3.2 & w’' et b par récurrence sur r,
c’est-a-dire que U(A)w'b'U(A) = UA)w'U(A’). En d’autres termes, il existe
deux éléments u',v" € U(A') tels que v'w'b'u’ = w'. En notant u la matrice
obtenue en ajoutant a v’ une k-ieme ligne et une k-ieéme colonne dont tous les
blocs sont nuls a I'exception de ug, = 1, et en notant v la matrice obtenue en
ajoutant a v’ une o(k)-ieme ligne et une o(k)-ieme colonne dont tous les blocs
sont nuls a I'exception de vy(1)»(x) = 1, on obtient I’égalité vwbu = w. On en
déduit que U(R)wbU(A) = U(R)wU(A), ce qui met fin a la démonstration du
lemme 3.2.
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Pour obtenir le lemme 3.1, on applique le lemme 3.2 et on remarque que, si
weW,onaUwUNW =LwLNW ={w}.

4. Types simples

On fixe une F-algebre centrale simple A et on pose G = A*. Dans cette sec-
tion, on définit les types simples pour le groupe G, et on calcule leurs algebres
de Hecke. Les notations des sections 1 et 2 sont en vigueur.

4.1. Types simples de niveau > 0. — Un couple (J, \) est un type simple
de niveau > 0 pour G s’il existe une strate simple [, n,0,3] de A, un ca-
ractere simple 0 € €'(5,2), une [-extension k de n(f) et une représentation
irréductible 7 de U(B) tels que :

(1) OnaJ=J(5,2).

(2) Le couple (U(B), 7) est un type simple de niveau zéro pour B*.

(3) La représentation A\ est isomorphe & K ® 7, ou T est vue comme une
représentation de J(3,2l) triviale sur J'(3,20).

Par type simple on entendra type simple de niveau zéro ou > 0.

REMARQUE 4.1. — Il est possible de combiner ces deux notions en acceptant
comme strate simple la strate nulle [,0,0,0], comme le fait Stevens ([14]).
On a J(0,2) = H(0,2) = U(A), et €(0,2) est réduit au caractere trivial de
UL(2A). Les « O-extensions » & U(2A) du caractere trivial sont les caracteéres de
la forme x o N4 /p, avec x € k;A et olt Ny désigne la norme réduite de A sur
F', de sorte que la notion de type simple attaché a la strate nulle correspond
bien a celle de type simple de niveau zéro.

On fixe un type simple (J, ) de niveau > 0, auquel correspondent les quan-
tités ci-dessus, et on fixe un ordre 2’ € & tel que B’ contienne B.

LEMME 4.2. — Soit p' € By, soit & une représentation irréductible du groupe
JU,A) triviale sur J*(3,2) et soit v la représentation p'|yaary ® §. Alors

(1) La représentation v est irréductible sur J(A,2U'), et son entrelacement
dans G est égal a J(A, A" ) I[px (&)J(A,A).
(2) Pour touty € B>, on a :

I,(v) = Iy<p,|J(91,9V)) ® 1, (§) -

Démonstration. — La preuve est analogue a [5], (5.3.2). Il suffit de remplacer
[5], (5.1.1) et (5.1.8) par [13], prop. 2.10. O
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On fixe un isormophisme de E-algebres entre B et M, (M;(D')) de sorte que
B soit sous forme normale, on fixe une uniformisante wp de op/, et on note
W (1) le sous-groupe de B* relatif a ces choix (cf. paragraphe 2.5.5).

PROPOSITION 4.3. — Soit (J,\) un type simple. Alors X est irréductible, son
entrelacement est égal a JW (1)J et, pour tout w € W (1), on a dim I,,(\) = 1.

Démonstration. — Pour les types simples de niveau zéro, le résultat est déja
connu ([9], cor. 1.6 et 4.7). Pour les types simples de niveau > 0, le résultat
est une conséquence du lemme 4.2, de [13], prop. 2.10, et de ce qui précede a
propos des types simples de niveau zéro. O

4.2. Algebre de Hecke d’un type simple. — Dans ce paragraphe, on fixe
un type simple (J, A) de niveau > 0. On fixe un ordre maximal By contenant
B, on note Ay 'unique ordre € & dont l'intersection avec B est égale a By,
et on choisit un ordre A" € & tel que B’ soit compris entre By et B. On pose
JM = J(ﬁ, QlM> et Jl%/[ = J1<B,Q{M)

On fixe des mesures de Haar pu sur G et y' sur B*.

4.2.1. Le quotient de J(,A") par J(3,2') s’identifie & U(B)/U*(B’) dont le

groupe U(2B) /U (9B) est un quotient. On peut donc considérer 7, par inflation,

comme une représentation du groupe J(2(, Q') triviale sur J'(3,2') et, pour

toute B-extension x' € By, on note #'(7) le produit tensoriel £'| (g o) ® 7.
On note ¢’ = qp/ le cardinal du corps résiduel de D’.

LEMME 4.4. — Soit pu € By, . Il existe un isomorphisme de C-algébres :
(I)l(;/[ : HO(T7 q/s) - %(JM>PM(T))
tel que ®Y([s;1) soit de support J(2A,Anp)s; I (A, An) pour tout 1 < i < r.

Démonstration. — Puisque le quotient de Jy par Jy; s’identifie & U(By), on
a un isomorphisme canonique entre les C-algebres 52 (U(Byr), 7) et F2(Ju, 7).
Compte tenu de ceci et de l'isomorphisme (16) correspondant a By, il suffit
de montrer qu’il existe un isomorphisme entre J(Jy, T) et (I, pum(T))
conservant les supports. A toute fonction f € 7 (Ju, 1) on fait correspondre,
de fagon analogue a [5], (5.6.3), la fonction fy de 2 (Jyr, pm(7)) définie par :

fulg) = pm(g) ® flg), g€ Ju-

L’application f — fy; est manifestement injective, et il faut vérifier qu’elle est
surjective. Soit donc f" € J(Ju, pm(7)). Pour g € U(Byy), espace d’entre-
lacement I,(pm|sa,)) est de dimension 1 (c¢f. [13], prop. 2.10) et engendré
par pum(g), de sorte que, selon le lemme 4.2, 'opérateur d’entrelacement f’(g)
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s’écrit pa(g) @ f(g), avec f(g) € I,(T). Puis, lorsque g € Jy, on écrit g = uy,
avec u € U(By) et y € Jyy, et on a :

f(g) = f'(u) o pm(T)(y) = fua(u) o pui(7)(y) = fulg) -
On en déduit que f' = fu, ce qui termine la démonstration. O

4.2.2. Le résultat suivant, qui est essentiel par la suite, est fondé sur ’existence
de relations de cohérence entre les diverses (-extensions de B.

PROPOSITION 4.5. — Soit (J, \) un type simple de niveau > 0, et soit A' € O
tel que l'ordre B’ contienne B. Il existe une (-extension k' € Bgy et un iso-
morphisme de C-algebres :

I': (G, \) — H(G,K (1))
conservant les supports, c’est-a-dire que pour tout y € B*, on a :

supp(f) = JyJ <& supp I'(f) = J(A,A)yJ (A, A) .

Démonstration. — Soient respectivement x et ' € Z4(Q) les isobarycentres
de I'immeuble affine correspondant aux ordres 2l et 21’. Pour tout nombre réel
0<t<1, on pose:
z(t) = (1—t)xr+ta' .

Lorsque t est rationnel, le point z(¢) est rationnel et E*-invariant, c¢’est-a-dire
que Pordre héréditaire 2(¢) qui lui correspond est E-pur. Le segment [z, 2] ne
coupe qu'un nombre fini de facettes dans .#4, de sorte que la famille d’ordres
E-purs (A(t) | 0 < t < 1) se réduit a une famille finie :

o, ..., ), k>0,

avec Ay = A et A, = A, et telle que pour tout 0 < i < k, 'ordre 2A; ou bien
contienne ou bien soit contenu dans 2;;; (selon qu'on passe d’une facette a
une autre de dimension supérieure ou inférieure). On peut donc définir par
récurrence une famille finie :

(26) (KJOw"a/ik)? k207

de (-extensions de B, en posant k9 = k et, pour 0 < ¢ < k, en prenant
pour k41 l'unique élément de Bg,,, cohérent avec r; (cf. paragraphe 2.4.4).
Pour conclure, il suffit de construire un isomorphisme de C-algebres entre les
algebres de Hecke 77 = (G, k(1)) et A1 = (G, Kki1(T)) conservant les
supports. Les deux représentations :

e AU 2i) U2 21 11)
= Ind;e ) oy Fils@n et v = Indyg oY Kirnlacen)

sont equlvalentes. Mais, puisque j = jp,/p est affine, I'image par g du segment
[z, 2] est le segment [j(x),7(x")], qui est inclus dans I'adhérence de la facette
correspondant a B puisque B’ contient B. En d’autres termes, I'intersection
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B; N B, contient B, de sorte que 1'on peut voir 7 par inflation comme une
représentation de U(2l;, ;1) triviale sur U(RL; N2A;; ). On en déduit que les
représentations v; @7 et v;,1 ®T, puisque isomorphes, ont des algebres de Hecke
d’une part isomorphes entre elles, d’autre part, selon [5], (4.1.3), isomorphes
respectivement a J7; et a J, 4.

Il reste a vérifier que les supports sont conservés. Soit f € 7 de support
J(Ai11, ) yJ (A1, 2), avec y € B*, et soit f’ son image dans %, par le
morphisme que nous venons de construire. Selon [5], (4.1.5), le support de f’
est une union, indexée sur z € GG, de doubles classes de la forme :

I, Aig1) 2 (Ui, Air) C U, A1)y Uy, Aigr)
et on peut supposer que z € B* puisque I'entrelacement de ;1] 1(39,,,) st
égal & JY(B, ;1) B> J (B3, U;11). Puisque selon [12], cor. 3.3, on a :
U, 201)2U04,24,00) N B* =U(B; NB,;11)zU(B; N B11)
on en déduit que :
UB,NB;11)2U(B;NBiyq) = UB; N Biy1)yU(B; N DBiyq)
de sorte que le support de f’ se réduit a J(A;, A;11)yJ (A, A;41). Ceci met fin

a la démonstration de la proposition 4.5. m

4.2.8. Si l'on applique la proposition 4.5 dans le cas ou 2’ = 2y, on en
déduit l'existence d'une représentation sy € By, et d'un isomorphisme de
C-algebres I'yy de (G, \) dans (G, k(7)) conservant les supports. Com-
binant ceci avec I'isomorphisme ®}' du lemme 4.4 et I'injection canonique de
H(Ju, km (7)) dans (G, kpm(T)), on obtient un homomorphisme injectif de
C-algebres :

(27) Oy - Ho(r,q"*) — H(G, N
tel que @y ([s;]) soit de support Js;J pour tout entier 1 < ¢ < r. On peut

maintenant énoncer le théoreme principal de cette section.

THEOREME 4.6. — Soit (J, \) un type simple. On note ¢ = qp: le cardinal du
corps résiduel de D'. A tout élément p € (G, \) de support JhJ correspond
un unique isomorphisme de C-algebres :

D :H(r,q*) — H(G,\)
prolongeant (27) et vérifiant ®([h]) = .

La démonstration de ce théoreme occupe le paragraphe suivant. Le résultat
étant connu pour les types simples de niveau zéro ([9], th. 4.2), on suppose par
la suite que (J, \) est de niveau > 0.



TYPES SIMPLES POUR GL,,(D) 25

4.3. Preuve du théoreme 4.6. — C’est ici qu’interviennent les procédés
de décomposition développés dans la section 1. La premiere étape consiste a
se ramener au cas ou l'ordre 2 a une forme particuliere permettant de lui
appliquer le lemme principal 3.1, lui-méme permettant de prouver le lemme

4.13.
4.8.1. Réduction au cas propre. — Soit 2 un ordre héréditaire E-pur de A.

DEFINITION 4.7. — L’ordre 2 est dit propre s’il existe une base de V'’ sur D’
et deux entiers r et s tels que m’ = rs, et tels que I'isomorphisme (6) entre les

F-algebres A et M, (Mg(A(E))) identifie A a l'ordre :

M (2U(E)) - M(U(E))
(28) : :
M (B(E)) -+ M(A(E))

En d’autres termes, si 'ordre 2 est propre, on se trouve dans le contexte
de la section 3 pour les choix C' = M (A(E)) et € = M((F)). Notamment,
I'ordre B qui lui correspond est principal de période r, et il est décomposé par
n’importe quelle base de V' sur D’ satisfaisant a la définition 4.7.

REMARQUE 4.8. — Mentionnons que, pour tout ordre principal B de B, il
existe un ordre 2l € &' qui soit propre et dont l'intersection avec B soit égale

a‘B.

REMARQUE 4.9. — Il peut exister dans A des ordres purs non propres. Par
exemple, dans la situation de 'exemple 1.4, on a A(E) = op donc tout ordre
propre dont la trace sur B est B, doit étre de période 2, c¢’est-a-dire minimal.
On vérifie que A, et A/ sont propres, et que 2}, ne 'est pas.

REMARQUE 4.10. — La notion de propreté définie en 4.7 ne coincide pas
avec celle de « soundness » dégagée par Grabitz dans [8]. Par exemple, dans la
situation de 'exemple 1.4 : le prolongement (au sens de [8]) de B, est ordre
pur 2}, qui n’est pas propre, et 'ordre 2., est propre mais n’est pas sound.

Soit (J, A) un type simple de niveau > 0. On note r la période de 1'ordre B,
et on pose m' = rs.

LEMME 4.11. — Soit U € € un ordre propre tel que B’ = B. Il existe un
type simple (J', N') tel que J' = J(B,2"), et un isomorphisme de C-algebres
entre (G, \) et (G, N) conservant les supports.
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Démonstration. — 11 existe, d’apres la proposition 4.5, une (-extension k' €
By et un isomorphisme de C-algebres entre (G, \) et S (G, k'(T)) conser-
vant les supports. La représentation X' = x/(7) est un type simple défini sur
JRLAY = J(B,A). m

Il suffit donc de prouver le théoreme 4.6 lorsque 'ordre 2l associé au type

simple (J, A) est propre. C’est ce qu’on supposera désormais.

4.8.2. Soit (J, A) un type simple de niveau > 0 tel que 2 soit propre.

LEMME 4.12. — Soit w € W(7). On a :
JwJhJ YW (r) ={wh} et JhJwJNW(r)={hw},
et :
JwJh ' INW(r) = {wh™} et Jh'JwJNW(r)={h w} .

Démonstration. — On effectue la démonstration pour la premiere égalité. Les
autres cas sont analogues. Puisque 2 est propre, nous sommes dans le contexte
de la section 3 pour les choix C'= M (A(E)) et € = M4((E)). On choisit en
outre pour @ I'élément @'y, (cf. paragraphe 2.5.5), de sorte que 1'élément défini
en (20) coincide avec I’élément défini en (17), et que le groupe W coincide avec
le groupe W (7). On peut donc appliquer le lemme 3.1, et il vient :

JwJhJ NW(r) C URHwURH)AURA) N W (1) = {wh} ,
ce qui termine la démonstration. O

On pose J = (G, \) et on fixe un élément ¢ € . de support JhJ.

LEMME 4.13. — Pour tout w € W et tout f € € de support JwJ, on a :
supp (f *x @) C JwhJ et supp (¢* f) C JhwJ .

Démonstration. — Nous faisons la démonstration pour la premiere égalité.
L’autre cas est analogue. Puisque le support de f x ¢ est inclus a la fois dans
JwJhJ et dans JW(7).J, tout revient & montrer que U'intersection de Jw.JhJ
avec W (7) est réduite au singleton {wh}. On conclut donc en appliquant le
lemme 4.12. O

LEMME 4.14. — L’élément ¢ est inversible dans 7 et, pour tout k € Z, le
support de o~ est JhEJ.

Démonstration. — On choisit ¢’ € S de support Jh~'J, et on pose I = ¢(h)
et I' = ¢'(h™1). D’apres le lemme 4.13, le support de ¢ * ¢’ est majoré par J
donc, puisque I;(\) est de dimension 1, il existe un nombre complexe ¢ € C tel
que px ' = c-e, ou e désigne 'unité de . Par conséquent, le produit ¢ * ¢’



TYPES SIMPLES POUR GL,,(D) 27

est soit nul, soit inversible, et nous allons montrer que ¢ * ¢'(1) n’est pas nul.
Si 'on écrit x € JhJ sous la forme x = jhj’, avec 7,5’ € J, on obtient :

p(x)¢' (@) = AGITAG)

de sorte que la trace de ¢ % /(1) est égale a :

tr p*x (1) = /Gtr (@) (71 dv = p(JhJ) - tx(IT')

et il reste a prouver que la trace de 11’ est non nulle. D’apres la proposition 4.3,
les espaces I (A) et I,-1(A) sont de dimension 1. On a donc, dans 'espace Z
de A, un unique facteur irréductible Zy de A| o tel que I(Zy) soit un facteur
irréductible de \"| ;- ;», et un unique facteur irréductible 7} de )| Jayn-t tel que

I'(Z}) soit un facteur irréductible de A" | JnJ
AJNINY =X TNy et AN =X JnJ)

on a par unicité I(Zy) = Z} et I'(Z}) = Zy. Donc 11" est, a un scalaire non
nul pres, la projection de Z sur Z|, donc sa trace est non nulle.

On en déduit que ¢ est inversible dans 7. La seconde partie de 1’énoncé
s’obtient par récurrence sur l'entier k et a l'aide du lemme 4.13. O

»—1. Puisque :

On note @y I'isomorphisme de C-algebres (16) correspondant a By.

LEMME 4.15. — Pour tout entier 1 <+ <r, on a :
@*@0([81]) *9071 = @0([81',1]) et @2*¢0([51]) *(7072 = @0([87-,1]) .
Démonstration. — Selon le lemme 4.13, et puisque ¢ est inversible, les deux

membres ont, dans chaque cas, méme support. Ainsi, pour 1 < 7 < r, la quan-
tité U; = ¢ * ®o([s;]) x ! est d’une part un multiple non nul de ®¢([s;_1])
(cf. proposition 4.3), d’autre part annulée par le polynome (X +1)(X —¢*). On
en déduit que ¥; = ®y([s;_1]). Le cas restant se traite de fagon analogue. [

On déduit des lemmes 4.14 et 4.15 qu’il existe un unique homomorphisme
de C-algebres ® de H(r, ¢"*) dans S prolongeant (27) et vérifiant ®([h]) = ¢.
Il nous reste a prouver que c¢’est un isomorphisme.

4.3.3. Nous renvoyons a [9], Fact 4.5 et a [5], (5.4.8) et seq. pour la définition
de la longueur d’'un élément du groupe W vu comme groupe de Coxeter étendu.

PROPOSITION 4.16. — Pour tout [w]l € W, le support de ®([w]) est égal a
JwJ, et tout élément de 7 de support JwJ est inversible.

Démonstration. — On procede par récurrence sur la longueur de [w] dans
W. Si [w] est de longueur nulle, c’est-a-dire si [w] = [h]*, avec k € Z, le
résultat est une conséquence du lemme 4.14. Sinon, on écrit [w] = [w'] [s],
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ou [w'] € W est de longueur strictement moindre et ou [s] = [s;] pour un
0<2<r.Sii#0, on écrit :

(29) O([w]l) =D([w']) * D([s]) .

Désignant par I'y; 'isomorphisme construit au paragraphe 4.2.3, on pose ®M =
I'yvo®, de sorte que, puisque M conserve les supports, il suffit de prouver que
I’élément :

OM([w]) = OM([w']) * PM([s])

est de support J(2, Ay)wJ (A, Ay ). En tant que produit de convolution dans
H(G, k(7)) et puisque s normalise J3;, ce support est majoré par :

J(A, Ang)w' T(A, Ang)sI (A, Ang) = J(RA, A )’ U(B)sJ (2, Any) -
Compte tenu de [12], cor. 3.3 et de [9], lem. 2.7, 'intersection avec W (7) vaut :
UB)w'U(B)sU(B) NW(r) = {w's} = {w},

ce dont on déduit finalement que ®([w]) est de support JwJ. Si [s] = [so],
on conjugue I’égalité (29) par ®([h~'1), de fagon & obtenir :

O(Lh 1wl [R]) = &([A T [w'T[R]) x ®([s1]) .

Puisque [A~']1 [w'] [h] et [w'] sont de méme longueur, on applique ce qui
vient d’étre fait dans le cas i # 0, ce dont on déduit que ®([~~'] [w] [h]) est
de support Jh~twhJ. Tl reste & conjuguer par ®([h]) et & appliquer le lemme
4.13 pour conclure que ®([w]) est de support JwJ. Enfin, si f € 7 est de
support JwJ, avec [w] € W, alors f est un multiple non nul de ®([w]),
qui est inversible dans % puisque [w] l'est dans H(r,¢®). Ceci termine la
démonstration de la proposition 4.16. O]

La proposition 4.16 permet de conclure que ’lhomomorphisme ® est un iso-
morphisme, ce qui met fin a la démonstration du théoreme 4.6.

5. Paires couvrantes

Dans cette section, on prouve que les types simples de niveau > 0 construits
dans la section précédente sont des types au sens de [6]. Pour cela, on construit
des paires couvrantes ([6], §8), suivant en cela 'approche préconisée dans [7],
§1 et dans [5], §7.2.

Les notations des sections 1, 2 et 4 sont en vigueur.



TYPES SIMPLES POUR GL,,(D) 29

5.1. Types maximaux. — Soit A une F-algebre centrale simple, et soit
G = A*. Un type simple (J,\) de niveau > 0 pour G est dit mazimal si B
est un ordre maximal de B. Dans ce cas, si on fixe une uniformisante wp: de
op et si Pon note h = wh, (¢f. (17)), I'entrelacement de \ est le sous-groupe
ouvert et compact modulo le centre engendré par J et h. On le note J.

On désigne par N/ la norme réduite de A sur F.

LEMME 5.1. — La représentation \ se prolonge en une représentation de J.
St A est un tel prolongement, les autres sont de la forme A® (x oNa/p), ot x
décrit le groupe des caractéres non ramifiés de F*.

Démonstration. — Puisque h normalise J, Pespace I;,(A) = Hom (A, A\") est
de dimension 1 et tout opérateur d’entrelacement non nul est inversible. On
choisit I € I;,(A) non nul, et on pose :

AhFz) =T"N(x), x€J keZ,

ce qui définit une représentation irréductible A prolongeant A a J.Si A est un
prolongement de A a .J, il existe un unique scalaire ¢ € C* tel que A'(h) = cl.
Si I'on choisit un caractere non ramifié y de F* tel que x(Na/p(h)) =c, ona:

AN =A®(xeNyr),

ce qui termine la démonstration. O

THEOREME 5.2. — Soit (J,\) un type simple mazimal, et soit A une repré-
sentation prolongeant A a J. L’induite compacte mod. le centre II = cind?(A)

est irréductible et supercuspidale, et le couple (J,\) est un type pour la classe
inertielle |G, 1]g.

Démonstration. — Si un élément g € G entrelace A, il entrelace également
sa restriction & J, c’est-a-dire qu’on a g € J. L’induite compacte I est donc
irréductible et, puisque J est compact modulo le centre, elle est supercuspidale.
Soit 7 une représentation lisse irréductible de GG, de caractere central noté w,,
telle que la restriction de 7 a J contient A. On prolonge A en une représentation
Ar de F*J en posant :

Ae(@pt) = we(@p)A\(z) , z€J, ke,

de sorte que la restriction de 7 & F*.J contient A\p. Mais U'induite Ind}x ;(\p)
est la somme finie des représentations prolongeant Ap & J, de sorte qu’il existe
un caractere non ramifié xy de F'* tel que la restriction de 7 & J contienne
A® (xoNy/p)~t On en déduit que 1 =T ® (x o Ny r). O
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5.2. Paires couvrantes. — Soit (' une F-algebre centrale simple. Soit
(€, ng, 0, B] une strate simple de C, soit 0y € € (3, €), soit ko une [f-extension
de n(6yp), soit og une représentation irréductible supercuspidale de Jy = J(f, €)
triviale sur J} = J(3,€) et soit \g = ko @ gp. On suppose que l'intersection
de € avec le centralisateur de 3 dans C' est un ordre maximal, c’est-a-dire que
le couple (Jy, Ap) est un type simple maximal pour C*. Il s’agit donc, selon
le théoreme 5.2, d’'un type pour une classe inertielle s = [C*, IIy]cx, ou Tl
est n'importe quelle représentation irréductible supercuspidale de C* dont la
restriction a Jy contient .

5.2.1. Etant donné un entier r > 1, on note A la F-algébre M, (C) et G le
groupe multiplicatif de A. On note M le sous-groupe de Levi de G défini par :

M = GL,(C) x -~ x GL;(C) .

Le couple (Jar, Ayr) = (J5,AS") est un type pour la classe inertielle s, =
[ M, TT5/])ar, ot Ty est la représentation irréductible supercuspidale TTI§" de M.

5.2.2. La F-algebre FE est naturellement plongée dans A en combinant £ — C
avec le plongement diagonal de C' dans A. On note 9 le radical de €, et on
note 2 'ordre propre de A défini par (19). Il lui correspond la strate simple
[2(,n,0, /], et on note O le transfert de 6y a €(3,2).

5.2.3. Soit P le sous-groupe parabolique des matrices triangulaires supérieures
par blocs relativement a M, soit N son radical unipotent et soit N~ le sous-
groupe unipotent opposé a N relativement a M. Selon [13], §2.3 et §2.4, le
groupe Jp = (J N P)H! admet une décomposition d’Twahori relativement a
(M, P), c’est-a-dire que :

Jp=(H'NN")-(JOAM)-(J'NN) et JpNM=Jy,
et 'application A\p définie par :
(30) Ap(hmj) = Ay(m), he H' NN, meJnM, jeJ' NN
est une représentation irréductible de Jp prolongeant ;.

PROPOSITION 5.3. — La paire (Jp, \p) est décomposée par (M, Q) pour tout
sous-groupe parabolique Q) de G de facteur de Levi M.

On renvoie a [6], def. 6.1 pour la définition d’une paire décomposée.

Démonstration. — Soit () un sous-groupe parabolique de GG de facteur de Levi
M. On note Ngq son radical unipotent et Ng le sous-groupe unipotent qui lui
est opposé relativement a M. Il suffit de reproduire les arguments donnés dans
la preuve du théoreme [13], 2.19, pour montrer d’une part que le groupe Jp
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admet une décomposition d’Iwahori relativementa (M, @), d’autre part que la
représentation Ap est triviale sur les sous-groupes Jp N Ny et Jp N Ng. O

PROPOSITION 5.4. — Soit A = Indﬁp()\p). Le couple (J, \) est un type simple.

Démonstration. — On pose kyr = kg, que 'on étend en une représentation
kp de Jp de fagon analogue & (30) en posant :

kp(hmj) = ky(m), he H' NN, meJNM,jeJ NN .

Selon les théorémes [13], 2.18 et 2.19 combinés, I'induite £ = Ind7 _(kp) est une

B-extension de () & J. Si 'on pose 7 = 05", on a manifestement A\p = kp QT
donc A = Kk ® 7, ce dont on déduit que (J, \) est un type simple. O]
PROPOSITION 5.5. — La paire (Jp, Ap) est une paire couvrante de (Jar, Anr).

On renvoie a [6], def. 8.1 pour la définition d’une paire couvrante.

Démonstration. — Soit () un sous-groupe parabolique de GG de facteur de Levi
M, et soit zg un élément du centre de M qui soit fortement (¢, Jp)-positif (cf.
6], def. (6.16)). On a un isomorphisme canonique préservant les supports entre
les C-algebres (G, \p) et (G, N), de sorte que, d’apres la proposition 5.4 et
le lemme 4.16, tout élément de 77 (G, A\p) supporté par Jpzg.JJp est inversible.
Compte tenu de la proposition 5.3, la paire (Jp, Ap) est une paire couvrante
de (J M A M) ]

5.3. Types. — Soit A une F-algebre centrale simple, soit G = A* et soit
(J,\) un type simple de niveau > 0 pour G. On note r la période de B et on
pose m’ = rs. On pose C' = M(A(F)) et € = M,(2A(FE)), et on fixe une base
de V' sur D’ décomposant B de facon a identifier les F-algebres A et M, (C).
On se retrouve donc dans le contexte du paragraphe 5.2 dont on reprend les
notations. On note 6y le transfert de 6 a €' (5, €) et ko une [-extension de
n(6p). Si 7 = o®" est le facteur « de niveau zéro » de A\, on pose \g = kg ® 0,
de sorte que le couple (Jy, Ag) est un type simple maximal pour C*. On fixe
une représentation irréductible supercuspidale Il de C'* dont la restriction a
Jo contient Ay, et on définit M et 1), comme au paragraphe 5.2.1.

THEOREME 5.6. — Le couple (J,\) est un type pour [M,1]q.

Démonstration. — On note A’ 'ordre propre défini par (19), et on reprend
la preuve de la proposition 4.5 au stade ou 'on construit une famille finie
(26) de (-extensions. Pour chaque entier i, la représentation \; = k; @ T
est un type simple sur le groupe J(3,2;) et les représentations \; et \;i;
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induisent a U(2;,A;11) des représentations équivalentes, de sorte que, pour
toute représentation irréductible 7= de G, on a :

Homy,(\;, ) # (0) & Homy,,, (Aip1,7) # (0) .

De proche en proche, on en déduit que, si 'on note (J',\') le type simple
(J(B,24), Ak), les espaces Hom (A, ) et Hom /() 7) sont simultanément non
nuls. Par conséquent, le couple (J; \) est un type si, et seulement si (J', \)
en est un, auquel cas ce sont des types pour la méme classe inertielle. Il suffit
donc de prouver le théoreme 5.6 lorsque 2l est propre, ce que nous supposerons
désormais.

Soit donc (J; A) un type simple de niveau > 0 tel que I'ordre 2l soit propre
relativement & une base de V' sur D’ décomposant B. L’application :

Ko Indj;P (kp)

de Bg dans By décrite au paragraphe 5.2.3 est manifestement k5 -équivariante,
donc injective puisque les éléments de By sont deux-a-deux non équivalents
(cf. paragraphe 2.4.3). Elle est donc bijective puisque B¢ et By sont tous deux
principaux homogenes sous k3" (ibid.), de sorte qu’on peut choisir ry € Be de
fagon telle que I'induite Indjp(/i p) soit équivalente a . On a ainsi :

(31) A=~ Ind] (Ap) .
D’apres la proposition 5.5, la paire (Jp,Ap) est une paire couvrante de
(Jar, Anr), ce dont on déduit que, d’apres [6], th. 8.3, c’est un type pour la

classe inertielle s = [M, II/]¢. Enfin, la relation (31) entraine que (J, \) est
un s-type. O
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