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1 Ringe und ldeale

In diesem Kapitel werden wir die Definitionen von Ringe und Ideale und ihre Hauptei-
genschaften wiederholen.

1.1 Ringe

Definition 1.1.1 1. Ein Ring (A, +, x) ist eine Menge A mit zwei Verkniipfungen
+:AxA— A (x,y) = x+y (die Addition) und x : A x A — A, (x,y) — zy (die
Multiplikation) so, dass die folgende Axiome gelten:

1. (A, +) ist eine Abelsche Gruppe mit 0 als neutralem Element.
2. Die Multiplikation ist assoziativ: es gilt z(yz) = (xy)z fiir alle x,y, z € A.

3. Die Addition ist bilinear (oder distributiv) beziiglich der Multiplikation: es gilt
x(y+z) =xy+zzund (x +y)z = xz + yz fir alle z,y, 2z € A.

4. Es gibt eine Eins: es gibt ein Element 1 € A so, dass z1 = x = 1z gilt fiir alle
x € A

2. Ein Ring (A, +, x) heift kommutativ falls zy = yx gilt fiir alle z,y € A.

In dieser Vorlesung sind alle Ringe kommutativ.

Bemerkung 1.1.2 1. In jedem Ring gilt 0z = 0 = z0: es gilt 0z = (04-0)z = 0z+0z.
Daraus folgt 20 = 0z = 0.

2. Die Gleichheit 1 = 0 ist nicht ausgeschlossen. In diesem Fall gilt
r=1lr=0r=0

fiir alle x € A. Es folgt also, dass A einelementig ist: A = {0}. Man schreibt in diesem
Fall A = 0. Dieser Ring heiftt der Nullring.

3. Die 0 und die 1 sind eindeutig bestimmt.

Definition 1.1.3 Ein Ringhomomorphismus (oder Morphismus in der Kategorie
aller Ringe) ist eine Abbildung f : A — B, wobei A und B Ringe sind so, dass

L. flx+y)=f(z)+ f(y) fir alle x,y € A
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2. flxy) = f(x)f(y) fir alle z,y € A
3. f(1) = L.

Bemerkung 1.1.4 Seien f : A - B und g : B — C zwei Ringhomomorphismen.
Dann ist g o f ein Ring homomorphismus.

Definition 1.1.5 Ein Unterring B von A (oder Unterobjekt in der Kategorie aller
Ringe) ist eine Teilmenge B C A so, dass

1. x—ye Bfirallez,y € B
2. zy € B fiir allez,y € B
3. 1€ B.

Bemerkung 1.1.6 Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist Imf = f(A)
ein Unterring von B.

Definition 1.1.7 Sei (A;);c; eine Familie von Ringen. Dann ist das Produkt

[T4: = {(@ies |2 € A, fiir alle i € T}

iel

mit (z;) + (y;) = (z; + ;) und (x;)(y;) = (x;v;) ein Ring mit 0 = (0;) und 1 = (1;)
und heiftt Produktring.

1.2 Ideale

Definition 1.2.1 Sei A ein Ring. Ein Ideal a von A ist eine Teilmenge a C A so,
dass

1.0€a
2.z—y€cafirallez,y€a

3.azycafirallezrcaundyec A

Beispiel 1.2.2 Die Menge {0} ist ein Ideal: Das Nullideal. Wird werden dieses Ideal
mit 0 schreiben.

Bemerkung 1.2.3 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus. Dann ist Kerf ein
Ideal von A. Die néchste Proposition zeigt, dass alle Ideale dieser Form sind.

Allermeiner, fiir b C B ein Ideal, ist f~1(b) C A ein Ideal.



Ein Ideal a ist also eine Untergruppe von (A, +) und wir kénnen das Quotient be-
trachten. Es ist eine Gruppe: die Quotientgruppe (A/a,+). Man iiberpriift leicht
(Ubung, Siehe Auch das Skript Algebra Satz 2.1.22 und Korollar 2.1.31), dass die
folgende Aussagen wahr sind.

Proposition 1.2.4 Sei A ein Ring und a ein Ideal.

1. Die Verkniipfung [z][y] = [xy] ist wohl definiert auf A/a und (A/a,+, x) ist ein
Ring mit Eins gegeben durch [1].

2. Die kanonische Projektion 7 : A — A/a,x — [z] ist ein Ringhomomorphismus.

3. Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus. Es gibt genau dann ein Ringhomomor-
phismus f : A/I — B mit f = fom, wenn a C Kerf. Die Abbildung f ist genau
dann injektiv (bzw. surjektiv), wenn Kerf = a gilt (bzw. f surjektiv ist).

4. Es gibt eine Bijektion zwischen die Menge aller Ideale b C A mit a C b und die
Menge aller Ideale b C A/a:

{b Ideal von A mit a C b} — {b Ideal von A/a},

mit b — b/a und b — 71(b).

1.3 Operationen iiber Ideale

Definition 1.3.1 Sei A ein Ring.

1. Seien a und b zwei Ideale. Dann ist die Summe a+b={x+y€ A |z €a,y € b}
ein Ideal: die Summe von a und b.

2. Allgemeiner, sei (a;);c; eine Familie von Ideal. Dann ist die Summe ) . a; =
{d ;i € A| x; € a;,x; # 0 nur fiir endlich viele i € I} ein Ideal: die Summe
aller (Cll'>l'€[.

Bemerkung 1.3.2 1. Die Summe a + b (bzw. ). a;) heift auch, dass von a und
b (bzw. (a;);cr) erzeugte Ideal. Es ist das kleinste Ideal, das a und a (bzw. (a;);c;)
enthlt.

2. Falls a = (x) und b = (y) schreibt man a4+ b = (z) + (y) = (z,y). Allgemeiner
falls a; = (z;) fiir alle ¢ € I schreibt man >, a; =Y .(2;) = (z; |i € I). Fiir I = [1,n]
schreibt man (x; |i € I) = (z1,-- -, xp).

Bemerkung 1.3.3 Sei A ein Ring.

1. Seien a und b zwei Ideale. Dann ist der Durchschnitt a N b ein Ideal.

2. Allgemeiner, sei (a;);c; eine Familie von Ideal. Dann ist die Schnittmenge N;a; ein
Ideal.
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Beispiel 1.3.4 Fiir n,m € Z gilt (n) + (m) = (ggT(n,m)) und (n) N (m) =
(kgV(n,m))

Definition 1.3.5 Sei A ein Ring.

1. Seien a und b zwei Ideale. Das Produktideal ab ist das Ideal
ab = (zylz € a,y € b)

(das von aller Produkte xy mit x € a und y € b erzeugte Ideal).

2. Allgemeiner, sei (a;);;1,, eine endliche Familie von Ideal. Dann definiert man das
Produktideal per Induktion: a; - --a, = (-- - ((aya2)as) - - - a,,). Dieses Ideal ist das von
aller Elementen der Form z - - - x,, mit z; € a; fiir alle i € [1, n| erzeugte Ideal:

ap---a, = (12, | z; € q; fiir alle ¢ € [1,n]).

3. Insbesonde fiir a ein Ideal ist a” das von aller Elementen der Form z - - - z,, mit
z; € a fiir alle i € [1,n] erzeugte Ideal:

n

a" = (21 -z, | 7 € afiralleie [1,n]).

Bemerkung 1.3.6 Es gilt ab C anb.

Beispiel 1.3.7 Fiir a = (2) = b C Z gilt ab C anb: Es gilt ab = (2)(2) = (4) C
(2)=(2)N(2)=anb.

Proposition 1.3.8 Es gilt (distibutiv Gesetz): a(b + ¢) = ab + ac.

Beweis. Ubgung. n

1.4 Nullteiler, Nilpotente Elemente invertierbare
Elemente

Definition 1.4.1 Sei A ein Ring.

1. Ein Element x € A heifst Nullteiler falls es ein y € A gibt mit y # 0 so, dass zy =
0. Ein Ring A # 0 ohne Nullteiler (d.h. alle Nullteiler sind Null) heiftt nullteilerfrei
oder Integrititsring.

2. Ein Element = € A heiftt nilpotent falls es eine Ganze Zahl n > 1 mit 2" = 0.
Ein Ring ohne nilpotente Elemente (d.h. alle nilpotente Elemente sind Null) heifst
reduziert

3. Ein Element x € A heifit invertierbar falls es ein y € A gibt mit zy = 1. Das
Element y ist eindeutig bestimmt und heift Inverse von z und wird 27! bezeichnet.
Man schreibt A* fiir die Menge aller invertierbaren Elementen.



Bemerkung 1.4.2 1. Ein nilpotentes Element ist immer ein Nullteiler (auker wenn
A = 0) aber Nullteiler sind nicht immer nilpotent (z.B. 2 und 3 in Z/6Z).

2. Die Menge (A*, x) ist eine kommutative Gruppe.

3. Ein Unterring eines Integrititsrings ist auch ein Integritatsring.

Definition 1.4.3 Sei x € A. Die Menge (x) = {axy € A |y € A} ist ein Ideal von A
und wird (z) bezeichnet. Ein Ideal dieser Form heifit Hauptideal. Ein Ring so, dass
alle Ideale Hauptideale sind heifst Hauptidealring.

Bemerkung 1.4.4 Seiz € A. Es gilt x € A* & (z) = A.
Definition 1.4.5 Ein Ko6rper ist ein Ring (A, +, X) mit 1 # 0 und A* = A\ {0}.

Proposition 1.4.6 Sei A ein Ring. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. A ist ein Korper
2. Die einzige Ideale von A sind A und 0.
3. Alle ringhomomorphismen f : A — B mit B # 0 sind injektiv.

Beweis. (1. = 2.) Sei 0 # a C A ein Ideal. Sei 0 # = € a. Dann ist = invertierbar
und es gilt A = (z) Ca C Aalso a= A.

(2. = 3.) Der Kernel Kerf ist ein Ideal und es gilt f(1) = 1 # 0 also Kerf # A. Es
folgt Kerf = 0 und f injektiv.

(3. = 1.) Sei x € A nicht invertierbar und a = (x). Es gilt (x) € A und also A/a # 0.
Daraus folgt, dass 7 : A — A/a injektiv ist und also a = Kerm = 0. Es folgt x = 0. g

1.5 Primideale und maximale Ideale

Definition 1.5.1 Sei A ein Ring.

1. Ein Ideal p C A heift Primideal falls p # A und die Implikation (zy € p = z €
p oder y € p) gilt fiir alle z,y € A.

2. Ein Ideal m C A heifst maximales Ideal falls m # A und die Implikation (m C
a C A= a=moder a= A) gilt fiir alle Ideale a C A.

Man zeigt (Ubung, siche Algebra Lemma 2.1.36)

Proposition 1.5.2 Sei A ein Ring und seien p,m C A Ideale.
1. p ist ein Primideal < A/p ist ein Integritétsring.

2. m ist ein maximales Ideal < A/m ist ein Korper.
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Bemerkung 1.5.3 Daraus folgt, dass maximale Ideale Primideale sind. Aber nicht
alle Primideale sind maximal (z.B. ist 0 ein Primideal in Z aber kein maximales

Ideal).

Daraus und aus dem Isomorphiesatz folgt:

Korollar 1.5.4 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus und b ein Primideal von
B. Dann ist f~!(b) ein Primideal von A.

Beweis. Sei g: A — B/b mit g = 7o f. Es gilt Kerg = f~1(b). Daraus folgt, dass es
ein injektiver Ringhomomorphismus g : A/f~!(b) — B/b also ist A/f~!(b) isomorph
zu einem Unterring von B/b. Da B/b ein Integritétsring ist, ist auch A/f~'(b) ein
Integritatsring. n

Bemerkung 1.5.5 Die obige Aussage ist fiir maximale Ideale falsch. Z.B. fiir f :
Z — Q,z + x ist f71(0) = 0 nicht maximal (aber noch ein Primideal).

Proposition 1.5.6 Sei f : A — B surjektiv und b C B maximal. Dann ist f~!(b)
maximal in A.

Beweis. Sei a = Kerf. Es gilt B ~ A/a. Ohne Einschrinkung konnen wir also f
mit der kanonischen Projektion 7 : A — A/a ersetzen. Die Aussage folgt jetzt aus
Proposition 1.2.4. =

Die folgende Aussage ist dquivalent zum Auswahl-Axiom (dies werden wir nicht be-
weisen).

Lemma 1.5.7 (Zornslemma) Sei S eine nicht leere Menge mit einer Ordnung <
(eine Ordnung ist eine Relation R die reflexiv ist i.e. 2Rz fiir alle z € S, transitiv ist
i.e. (xRy und yRz = xRz) fiir alle z,y,z € S und so, dass (zRy und yRx = = = y).

Eine Kette 7" in S ist eine Teilmenge 7" C S so, dass < y oder y < z fiir alle
r,yeT.

Falls jede Kette eine obere Grenze hat (i.e. es gibt ein x € S mit y < x fiir alle
y € T'), dann hat S ein maximales Element. 0

Bemerkung 1.5.8 Eine nicht leere geordnete Menge (.5, <) fiir die jede Kette eine
obere Grenze hat heifft induktiv.

Als Korollar gilt

Theorem 1.5.9 Jeder Ring A hat ein maximales Ideal. 0
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Beweis. Sei S die menge aller echten Ideale in A mit der Ordnung a < b < a C b.
Dann ist S induktiv: Sei 7" eine Kette von Ideale. Dann ist

b:Ua

acT

ein Ideal: falls z,y € b, dann gibt es a,a’ € 7" mit x € a und y € do'. Es gilt aber
a C a oder @’ C a also ohne Einschriankung gilt ' C a. Es folgt z + y, 2y € a C b.
Es gilt auch b C A: sonnst gilt 1 € b also gibt es ein a € 7' mit 1 € a und a = A,
ein Widerspruch. Also ist S induktiv und hat ein maximales Element: ein maximales
Ideal von A. -

Korollar 1.5.10 Sei a C A ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m von A
mit a C m.

Beweis. Setze m = w—!(m), wobei 7 : A — A/a die kanonische Projektion ist und m
ein maximales Ideal von A/a ist. n

Korollar 1.5.11 Sei z € A ein nicht invertierbares Element. Dann gibt es ein maxi-
males Ideal m von A mit x € m.

Beweis. Sei a = (x). Die Aussage folgt aus dem obigen Korollar. -

1.6 Lokale Ringe

Definition 1.6.1 Ein Ring A heifst lokal falls A nur ein maximales Ideal m enthélt.
Der Korper A/m heift Restklassenkorper

Proposition 1.6.2 Sei A ein Ring und m # A ein Ideal.
1. Falls A\ m = A*, dann ist A ein lokaler Ring und m sein maximales Ideal.

2. Falls m maximal ist und alle Elemente der Form 1+ x mit x € m invertierbar sind,
dann ist A ein lokaler ring (mit maximalem Ideal m).

Beweis. 1. Sei m’ ein maximales Ideal. Es gilt m’ C A\ A* = m und also m’ = m.

2. Sei x € A\ m. Dann gilt (z)+m = A, wobei (z)+m das von m und x erzeugte Ideal
ist. Es gibt also Elemente y € m und z € A mit 1 = y + x2. Es folgt xz =1 — y. Sei
u = (1 —y)~! (das Element 1 —y ist invertierbar per Annahme). Es gilt zzu = 1 und
r € A*. Daraus folgt A\ m C A*. Die Ruckenthaltung ist immer wahr (Elemente
aus m sind nicht invertiebar) also folgt A\ m = A* und die Aussage folgt aus 1. g
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1.7 Radikal

Lemma 1.7.1 Die Menge n(A) = /0 = {2 € A | x nilpotent} ist ein Ideal und
heiftt Radikalideal oder Nilradikal von A.

Das quotient A/n(A) hat kein nilpotentes Element also ist reduziert. O
Beweis. Ubung. n

Proposition 1.7.2 Das Nilradikal n(A) ist die Schnittmenge aller Primideale in A:

n(A) = ﬂ p.

pCA Primideal

Beweis. Sei n’ die Schnittmenge aller Primideale in A und sei z € n(A). Es gilt
2" =0 € p also per Induktion = € p fiir alle p Primideale in A. Es folgt = € n’.

Umgekehrt, sei x € A\ n(A). Sei S die folgende Menge von Idealen in A:
S ={a|acC Aideal und 2" ¢ a fiir alle n > 1}.

Sie Menge S mit der Ordnung a < b < a C b ist induktiv: die Menge ist nicht leer,
weil n(A) € S und falls T" eine Kette in S ist, ist

b:Ua

aceT

ein Ideal. Falls es ein n > 1 gibt mit 2™ € b dann gibt es ein a € 7" mit 2" € a. Ein
Widerspruch zu a € T" C S. Es folgt, dass b eine obere Grenze giir 1" ist und S hat
ein maximales Element p.

Wir zeigen, dass p ein Primideal ist. Seien y,z € A\ p. Dann gilt p C (y) + p und
p C (2)+p. Esfolgt (y)+p & Sund (2)+p &€ S und es gibt n,m > 1 mit 2™ € (y)+p
und 2™ € (2)+p. Es folgt "™ € (yz)+p und (yz)+p & S. Insbesondere gilt yz & p
und p ist ein Primideal.

Es folgt, dass = ¢ p, wobei p ein Primideal ist also x ¢ n’. Es folgt A\ n(A) C A\ v
und also n’ C n(A). ]

Definition 1.7.3 Sei a C A ein Ideal, das Radikal von a is die Menge
Va={x € A|es gibt ein n > 1 mit 2" € a}.

Proposition 1.7.4 Sei a C A ein Ideal.
1. y/a is ein Ideal.
2. A/+/a ist reduziert.
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3. a =+/a & A/\/aist reduziert.
4. Das Radikal v/a ist die Schnittmenge aller Primideale in A die a enthalten:

va= (] »

apC A Primideal

Beweis. 1. Sei m: A — A/a. Es gilt a=7"1(n(4/a)).
2. Es gilt A//a~ (A/a)/(Va/a) = (A/a)/n(A/a) und ist also reduziert.
3. Es gilt A/a reduziert < n(A/a) =0< A/\/a=A/a < Ja=a.

4. Folgt aus der Gleichung v/a = 7~ !(n(A/a)), wobei 7 : A — A/a die kanonische
Projektion ist und aus dem obigen Proposition fiir A/a. n

Definition 1.7.5 Das Jacobson Radikal Ji(A) ist die Schnittmenge aller maxi-

malen Ideale von A:
RA)= [] m

mC A maximal

Proposition 1.7.6 Sei z € A. Dann gilt
r€R(A) & 1—aye A" fiir alley € A.

Beweis. (=) Sei z € R(A) und y € A. Falls 1 — zy nicht invertierbar ist, gibt es ein
maximales Ideal m mit 1 — xy € m. Es folgt 1 =1 — 2y 4+ xy € m. Ein Widerspruch.

(<) Sei z ¢ R(A). Es gibt also ein maximales Ideal m mit « ¢ m. Daraus folgt
m C (z) +m und also (z) + m = A. Eg gibt also ein y € A und ein z € m so, dass
l=2y+zie 1 —2y=2¢€cm Esfolgt, dass 1 — xy nicht invertierbar ist. n

1.8 Chinesischer Restsatz

Definition 1.8.1 Zwei Ideale a,b C A heifser teilerfremd falls gilt a + b = A.

Sei A ein Ring und seien ay, - -- ,a, Ideale. Man definiert ein Ringhomomorphismus
f:A—=T[, A/a; durch f(z) = ([z]a,, -, [2]a,), WObel [2],, die Restklasse von x
in A/Cll ist.

Proposition 1.8.2 (Chinesischer Restsatz) Seien A und a4, -, a, wie oben.

1. Falls die Ideale (a;);c[1,,) paarweise teilerfremd sind gilt [ [, a; = M;a,.
2. f ist surjektiv < die Ideale (a;)cq1,,) sind paarweise teilerfremd

3. f ist injektiv < M;a; = 0.
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Beweis. 1. Per Induktion nach n. Fiir n = 2 folgt die Aussage aus dem Ubungsblatt
1. Sei alson > 2. Sei b = H;:ll a; = ﬂ?;ll a;. Es gilt a; +a,, = A also gibt es Elemente
x; € a;, y; € a, mit x; +y; = 1. Es folgt

baxlxn71:<1—y1)(1_yn71)51(m0d an>-

Es folgt b+a,=Aund alsoa;---a, =ba,=bNa,=a;N---Na,_1MNa,.

2. (=) Wir zeigen, dass a; und ay teilerfremd sind (analog wird gelten, dass dass
a; und a; teilerfremd sind fiir alle ¢ # j). Da f surjektiv ist, gibt es ein x € A
mit f(x) = (1,0,---,0). Es folgt z = 1 (mod a;) also 1 — x € a;. Daraus folgt
l=(1-2z)+z€a;+ayund A =a; + as.

(<) Es geniigt zu zeigen, dass es ein x € A gibt mit f(z) = (1,0,---,0) (analog
gilt (0,---,0,1,0---,0) € Imf). Fiir ¢ > 2 gibt es Elemente x; € a; und y; € a; mit
ri+vy; =1.Seix =1ys-- -y, Dann gilt z = (1 —x5)--- (1 — x,) = 1 (mod a;) und
x € a; fiir alle ¢ > 2. Es folgt f(x) = (1,0,---,0).

3. Es gilt Kerf = N;a;. ]

1.9 Vermeidungslemma

Proposition 1.9.1 Sei A ein Ring.

1. Seien pq,-- -, p, Primideale und a ein Ideal so, dass

n

aC Upl

i=1
Dann gibt es ein ¢ mit a C p;.

2. Seien ay, - - -, a, Ideale und p ein Primideal mit

n

nai C p (bzw. nai =p).

i=1 i=1
Dann gibt es ein i mit a; C p (bzw. a; = p).

Beweis. 1. Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass n minimal ist mit a C
U p;. Wir zeigen, dass n = 1. Sei also n > 2. Fiir alle j € [1,n] gilt

ad U Pi.

i=1,i#]

Sei also z; € a'\ Ui iz P Es folgt x; € p; und o = 1 + 22 - - -, € a. Sei ¢ so, dass
x €p;. Fallse > 2 folgt vy = v — 29 -+ - x; - - -2 € p; ein Widerspruch. Falls z € p;
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gilt xo---2p = x — 1 € p;. Da p; Prim ist folgt, dass es ein j > 2 gibt mit z; € p;
ein Widerspruch.

2. Angenommen q; ¢ p fiir alle ¢ € [1,n], sei z; € a; mit z; & p fiir alle i € [1,n] und
sei x = x1---x,. Es gilt x € a; fiir alle 7 und also z € p. Daraus folgt, dass es ein ¢
gibt mit x; € p. Ein Widerspruch. n

1.10 Konduktor

Definition 1.10.1 Seien a und b Ideale in A. Der Konduktor von b nach a ist
die Menge
(a:b)={zx e A|zbCa}l.

Falls a = 0 heift der Konduktor (0 : b) der Annihilator von b. Man schreibt
Ann(b) = (0: b). Falls b = () schreibt man Ann(b) = Ann(x).

Bemerkung 1.10.2 1. Der Konduktor ist ein Ideal (Ubung).

2. Es gilt Ann(0) = A.

3. Die Menge aller Nullteiler ist U Ann(x).
x#0



2 Moduln

2.1 Definition

Definition 2.1.1 Sei A ein Ring. Ein A-Modul ist eine abelsche Gruppe M mit
einer linearen Wirkung von A i.e. mit einer Abbildung A x M — M, (a,m) — am
so, dass

1. a(m+m') = am + am’ fir alle a € A und m,m' € M,
2. (a+b)ym = am + bm fiir alle a,b € Aund m € M,
3. a(bm) = (ab)m fiir alle a,b € A und m € M,

4. 1m = m fiir alle m € M.
Bemerkung 2.1.2 Diese Definition ist dquivalent zu den Eingaben von einer abel-

schen Gruppe M und einem Ringhomomorphismus A — End(M), wobei End(M)
der Ring aller Gruppenhomomorphismen von M nach M ist.

Bemerkung 2.1.3 Die triviale Gruppe M = {0} ist ein A-Modul fiir jeden Ring A
mit a0 = 0. Dieser Modul heifst Nullmodul.

Beispiel 2.1.4 1. Der Ring A ist ein A-Modul mit der Multiplikation A x A — A,
(a,m) — am.
2. Falls A = k ein Korper ist gilt (A-Modul) = (k-Vektorraum).

3. Falls A = Z, gilt (A-Modul) = (abelsche Gruppe), wobei nm =m + -+ +m.
-Mal

4. Fiir A = k[X] mit k ein Korper, gilt (A-Modul) = (k-Vektorraum mit einem
Endomorphismus f), wobei Xm = f(m).

5. Sei G eine Gruppe und k ein Korper. Sei A = k|G| die k-Algebra von G. Dann gilt
(k[G]-Modul) = (k-Darstellung von G).
Definition 2.1.5 Sei A ein Ring.

1. Ein A-Modulhomomorphismus ist eine Abbildung f : M — N, wobei M und
N A-Moduln sind mit

L. f(m+m') = f(m)+ f(m') fir alle m,m’ € M und
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2. f(am) =af(m) fiir alle a € A und m € M.

Die Menge aller A-Modulhomomorphismen von M nach N ist Hom4 (M, N) (oder
Hom(M, N) bezeichnet.

2. Ein A-Modulisomorphismus ist ein A-Modulhomomorphismus f : M — N so, dass
es ein A-Modulhomomorphismus g : N — M gibt mit f o g =Idy und go f = Idy,.

Bemerkung 2.1.6 1. Die Komposition von zwei A-Modulhomomorphismen ist ein
A-Modulhomomorphismus.

2. Ein A-Modulhomomorphismus f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f bijek-
tiv ist.

3. Die Menge Hom(M, N) ist ein A-Modul mit (f + g)(m) = f(m) + g(m) und
(af)(m) = af(m).

4. Seien g : M' — M und h : N — N’ zwei A-Modulhomomorphismen. Dann gibt es
induzierte A-Modulhomomorphismen

Hom(M, N) — Hom(M', N) und Hom(M, N) — Hom(M, N')
definiert durch f — fog und f — ho f.

5. Es gibt ein A-Modulisomorphismus Hom(A, M) ~ M gegeben durch f — f(1)
und m — (E,, : A — M), wobei E,,(a) = am.

2.2 Untermoduln

Definition 2.2.1 Sei M ein A-Modul. Ein Untermodul N von M ist eine Unter-
gruppe von N so, dass an € N fiir allea € A und n € N.

Bemerkung 2.2.2 Die Untermoduln von A betrachtet als A-Modul sind die Ideale.

Lemma 2.2.3 Sei f : M — N ein Modulhomomorphismus. Dann sind Kerf und
Imf Untermoduln.

Allgemeiner, seien M’ C M und N’ C N Untermoduln. Dann sind f~!(N’) und
f(M") Untermoduln von M und N. O

Beweis. Ubung. n

Alle Untermoduln kénnen als Kernel eines Modulhomomorphimus dargestellt wer-
den.
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Lemma 2.2.4 Sei N C M ein Untermodul. Dann ist der Quotient M /N ein A-
Modul mit a[m] = [am], die kanonische Projektion 7 : M — M/N ist ein Modulho-
momorhismus und Kerm = N. O

Beweis. Ubung. n

Proposition 2.2.5 Sei f : M — N ein Modulhomomorphismus und M’ C M ein
Untermodul und 7 : M — M/M’" die kanonische Projektion.

1. Es gibt genau dann ein Modulhomomorphismus f : M/M’' — N mit f = f o,
wenn M’ C Kerf.

2. Bs gilt Kerf = Kerf/M'.

3. Die Abbildung f ist genau dann injektiv (bzw. surjektiv), wenn Kerf = M’ gilt
(bzw. f surjektiv ist).

Beweis. Ubung. n

Korollar 2.2.6 Sei f: M — N ein Homomorphismus. Es gilt M /Kerf ~ Imf.

Definition 2.2.7 Sei f : M — N ein Modulhomomorphismus. Der Cokernel
Cokerf von f ist das Quotient Cokerf = N/Imf.

Definition 2.2.8 Eine exakte Sequenz von Moduln ist eine Kette von Modul-
homomorphismen

-~-—)Mi71fi—7>1Mi£Mi+1—)~

so, dass Imf;_; = Kerf; fiir alle 4.

Bemerkung 2.2.9 1. Eine Kette 0 — M L Nist genau dann exakt, wenn f injektiv
ist: Kerf = Im0 = 0.

9. Eine Kette M 5 N — 0 ist genau dann exakt, wenn f sujektiv ist: N = Ker(Q =
Imf.

Proposition 2.2.10 Sei f : M — N ein Homomorphismus. Dann gibt es ein exakte
Sequenz
0—Imf— M — N — Cokerf — 0.

Beweis. Die Abbildung Imf — M ist injektiv und die Abbildung N — N/Imf =
Coker f ist surjektiv. Wir zeigen, dass Ker(N — Cokerf) = Im(Imf — M) = Imf.
Es gilt aber Ker(N — Cokerf) = Ker(N — N/Imf) = Imf. Daraus folgt die
Aussage. n
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2.3 Operationen iiber Moduln

Lemma 2.3.1 Sei (M,);c; ein Familie von Untermoduln von M. Dann ist NM;e;M;
ein Untermodul.

Sei & C M eine Teilmenge. Dann gibt es insbesondere ein minimalen Untermodul
das E enthalt. O

Beweis. Ubung. n

Definition 2.3.2 Sei M ein Modul und £ C M eine Teilmenge. Der minimale Un-
termodul von M, das E enthélt heift der von F erzeugte Untermodul.

Bemerkung 2.3.3 1. Falls £ = U;¢;M;, wobei (M;);c; eine Familie von Untermo-
duln ist, ist der von E erzeugte Untermodul die Summe

ZMZ' = {sz | x; € M; und z; # 0 nur fiir endlich viele ¢ € I} )

icl icl
2. Falls E = {mq,--- ,m,}, ist der von E erzeugte Untermodul der Form
Ami+---+ Am, = {Zaimi | a; € A fiir alleiel}.
i=1
Proposition 2.3.4 Sei M ein Modul.

1. Seien P C N C M Untermoduln. Dann gibt es ein [somorphismus

(M/P)/(N/P) ~ M/N.

2. Seien P, N C M Untermoduln. Dann gibt es ein Isomorphismus
(N+ P)/N ~P/(NNP).

Beweis. 1. Seien myyy : M — M/N und myyp : M — M/P die kanonische Pro-
jektionen. Da P C N = Kermyn, gibt es ein Tyyn @ M/P — M/N so, dass
Tv/N = Tan © Ta/p- Diese Abbildung ist surjektiv (weil 7y surjektiv ist) und es
gilt Kermy /v = N/P. Daraus folgt 1.

2. Sei f: P — (N+ P)/N definiert durch f(p) = [p]. Dann ist f surjektiv: Sei
[n+p] € (N+ P)/N, wobei n € N und p € P. Dann gilt f(p) = [p] = [n + p|.
Aufserdem gilt Kerf = N N P. Daraus folgt die Aussage. n
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Definition 2.3.5 Sei M ein A-Modul und a C A ein Ideal. Das Produkt alM ist
die Teilmenge
aM = {Zaimi In>1,a; €a,m; € M} )
i=1
Bemerkung 2.3.6 Das Produkt aM ist ein Untermodul von M.

Definition 2.3.7 Sei M ein A-Modul und seien N, P C M Untermoduln.
1. Der Konduktor (N : P) von P nach N ist die Menge

(N:P)={a€cA|aP C N}

Falls N = 0 heift (0 : M) der Annihilator von M und ist Ann(M) bezeichnet.
2. M heifst treu falls Ann(M) = 0.

Bemerkung 2.3.8 1. Der Konduktor (und der Annihilator) ist ein Ideal in A.

2. Der Modul M ist genau dann treu, wenn die zugehorige Abbildung A — End(M)
injektiv ist: der Kernel von A — End(M) ist Ann(M):

Ann(M) = Ker(A — End(M)).
Beispiel 2.3.9 1. Sei A =Z und M = Z/nZ. Dann gilt Ann(M) = nZ.
2.Sei A=7Zund M = Z/nZ x Z/mZ. Dann gilt Ann(M) = nZNmZ = kgV(n, m)Z.

Lemma 2.3.10 Sei M ein A-Modul und sei a C Ann(M) C A ein Ideal. Dann ist
M ein A/a-Modul, wobei [a]m = am. O

Beweis. Zu iiberpriifen ist nur, dass diese Multiplikation wohl definiert ist. Sei a’ € a,
dann gilt (a + a’)m = am 4+ a'm = am weil ' € a C Ann(M). -

Korollar 2.3.11 Sei M ein A-Modul. Dann ist M ein treues A/Ann(M)-Modul.

Beispiel 2.3.12 Sei A =7 und M = Z/nZ. Dann ist M ein treues Z/nZ-Modul.

2.4 Direkte Summe und Produkt

Definition 2.4.1 Sei A ein Ring.

1. Seien M und N zwei A-Moduln. Die direkte Summe M & N von M und N
ist die Menge M x N mit der Addition (m,n) + (m/,n') = (m + m/,n + n’) und
Multiplikation a(m,n) = (am, an).
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2. Allgemeiner sei (M;);e; eine Familie von A-Moduln. Die direkte Summe @;c;M;
der Moduln (M;);c; ist die Menge

@ M; = {(m;)iesr | mi € M; und m; # 0 nur fiir endlich viele i € I}
iel
mit der Addition (m;)icr + (m))ier = (m; + m});er und mit der Multiplikation
a(m)ier = (am;)ier-
3. Sei (M;)ics eine Familie von A-Moduln. Das Produkt [[,.; M; der Moduln
(M;)er ist die Menge
H M; = {(m;)ier | m; € M; nur fiir endlich viele i € I}
il
mit der Addition (m;)icr + (m})ier = (mi + m});er und mit der Multiplikation
a(m)ier = (am;)ier-
Bemerkung 2.4.2 1. Die direkte Summe und das Produkt sind A-Moduln.

2. Falls T endlich ist sind @;c;M; und []
ein Untermodul von [],.; M; und es gilt

P M ¢ [ M.

iel el

s.e1 M; isomorph. Im allgemein ist ©;c;M;

Beispiel 2.4.3 Die Menge A™ mit der komponentweisen Addition und Multiplikati-
on ist ein A-Modul und ist die direkte Summe (und auch das Produkt) der Familie
(M;)ser, wobei I = [1,n] und M; = A fiir alle i € [1,n].

Allgemeiner, sei I eine Menge. Die Menge
AD = {(2)ies | 2; € A und z; # 0 nur fiir endlich viele i € I}
ist die direkte Summe der Familie (M;);cr, wobei M; = A fiir alle i € [1,n].

Definition 2.4.4 Ein Modul heift frei, falls es eine Menge [ gibt so, dass M iso-
morph zu AL ist.

Ein Modul heifst frei endlich erzeugt, falls es ein n gibt so, dass M isomorph zu
A" ist.

2.5 Endlich erzeugte Moduln

Definition 2.5.1 Ein Modul M heifit endlich erzeugt falls es endliche viele Ele-
mente myq, - -- ,m, € M gibt so, dass M = Am; + --- + Am,,.
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Proposition 2.5.2 FEin Modul M ist genau dann endlich erzeugt, wenn es ein su-
jektiver Modulhomomorphismus f : A — M gibt.

Beweis. Sei x; der i-te Basis Vektor in A". Es gilt A” = Az, + - - -+ Ax, und daraus
folgt M = f(A) = Af(z1) + -+ Af(x,). Also ist (f(z1), -, f(z,)) erzeugend fiir
M.

Umgekehrt, sei (mq,---,m,) € M erzeugend in M. Sei f : A" — M definiert
durch f(ay,---,a,) = aymy + - --a,m,. Dann ist f ein Modulhomomorphismus und
surjektiv. [

Beispiel 2.5.3 Der A-Modul A ist immer endlich erzeugt.

Bemerkung 2.5.4 Ein Untermodul eines endlichen erzeugten Moduls ist nicht im-
mer endlich erzeugt.

Zum Beispiel, sei A = k[Xy, -+, X, -] ein Polynomring mit unendlichen vielen
Variablen. Dann ist M = A endlich erzeugt als A-Modul (1 ist ein Erzeuger). Sei
aber N = (Xy,---,X,, ). Dies ist ein Ideal in A also ein Untermodul von M = A.
Es ist aber nicht endlich erzeugt: wenn es endlich erzeugt wire wiirden wir nur endlich
viele Variablen benutzen!

2.6 Exakte Sequenzen lI

Proposition 2.6.1 Sei N ein A-Modul.
1.Sei 0 — M 5 M = M" eine exakte sequenz. Dann gibt es eine exakte Sequenz
0 — Hom(N, M') % Hom(N, M) = Hom(N, M").

2.8 M' 5 M 5 M” — 0 eine exakte sequenz. Dann gibt es eine exakte Sequenz
0 — Hom(M" N) =% Hom(M, N) % Hom(M’, N).

Beweis. 1. Die Abbildungen @ und v sind wie folgt definiert: u(f) = w o f und
B(f) =vo .

Sei f/: N — M' mit f’ € Keru. Es gilt a(f’) = uo f' =0 und da u injektiv ist folgt
f=0.

Sei f': N — M'. Es gilt v(a(f")) =vowuo f' =0 (es gilt vou = 0, weil Imu C Kerv).
Sei f: N — M mit f € Kerv. Es gilt o(f) = vo f = 0. Sei n € N, es gilt also
v(f(n)) =0 also f(n) € Kerv = Imu. Es gibt also ein eindeutiges Element m’ € M’
mit f(n) = u(m'). Wir definieren f': N — M’, n — m/. Man iiberpriift (Ubung),
dass f’ linear ist. Es gilt auch @(f’)(n) = wo f'(n) = u(m’) = f(n). Daraus folgt
f=u(f) € Imu.

2. Die Abbildungen % und v sind wie folgt definiert: u(f) = fou und v(f) = fow.
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Sei f": M" — N mit f” € Kerv. Es gilt o(f") = f” ov = 0 und da v surjektiv ist
folgt f” = 0.

Sei f”: M" — N. Es gilt u(v(f")) = f"ouov =0 (es gilt vou = 0, weil Imu C Kerv).

Sei f: M — N mit f € Keru. Es gilt f(Imu) = 0. Sei m” € M"”. Wir wihlen ein
m € M mit v(m) = m”. Wir zeigen, dass f(m) von dieser Wahl nicht abhéngt. Sei
my1 € M mit v(my) = m”. Es gilt v(m;) = v(m) und also m; — m € Kerv = Imu.
Es folgt f(m; —m) = 0 und also f(m;) = f(m). Die Abbildung f” : M" — N,
m” + f(m) is also wohl definiert und linear (Ubung). Es gilt auch o(f")(m) =
f"ov(m) = f"(m") = f(m). Daraus folgt f = v(f") € Imv. -

Proposition 2.6.2 (Schlangenlemma) Seien M’ = M % M" — 0 und 0 —

N' % N 5 N” zwei exakte Sequenzen und seien ' : M’ — N', f : M — N
und 7 : M"” — N” so, dass das die zwei mittlere Zeile des folgenden Diagramm
kommutieren:

Ker(f") - . > Ker(f) - C > Ker(f") o . ~

M M M 0
/ ........................ f./ ................................... f ...................................... f././ .................. J
0 N ———>N——"——> N

1. Dann gibt es ein exakte sequenz

Ker(f) - Ker(f) — Ker(f") N Coker(f') == Coker(f) N Coker(f")
wie im Diagramm (mit gepunkteten Pfeilen).
2. u: Ker(f") — Ker(f) injektiv < u injektiv.

3. b: Coker(f) — Coker(f") surjektiv < v surjektiv.
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Beweis. 1. Seim’ € Kerf'. Wir setzen u(m') = u(m’). Es gilt f(u(m’)) = a(f'(m’)) =
a(0) = 0. Es folgt u(m) € Ker(f) und @ : Ker(f") — Ker(f) ist wohl definiert. Analog
gilt v(m) € Ker(f”) fiir m € Ker(f) und v : Ker(f) — Ker(f”) ist durch o(m) = v(m)
wohl definiert.

Seien 7' @ N’ — Coker(f’), # : N — Coker(f) und ©” : N” — Coker(f”) die
kanonische Projektionen. Sei 7'(n’) € Coker(f’) = N/Im(f"). Wir setzen a(ﬁ’(n’)) =
m(a(n’)) und zeigen, dass es nur von 7/(n') (und nicht von n’) abhéingt Sei nj € N’
mit 7'(n}) = 7T( ). Es gilt nf —n € Im(f’): es gibt ein m’ € M’ mit n} =n'+ f'(m/).
Es folgt m(a(ny)) = 7(a(n)) + w(a(f'(m))) = a(n’) + x(f(u(m’))). Da x(lm(f) = 0,
folgt m(a(n})) = m(a(n’)) und a : Coker(f’) — Coker(f) ist wohl definiert. Analog
defniert man b : Coker(f) — Coker(f").

Wir definieren jetzt d. Sei m” € Ker(f”). Sei m € M mit v(m) = m”. Dann gilt
b(f(m)) = f"(v(m)) = f"(m”) = 0 und also f(m) € Kerb = Ima. Es gibt also
ein eindeutig bestimmtes Element n’ € N’ mit a(n’) = f(m). Wir setzen 6(m”) =
7'(n'). Wir zeigen, dass 6(m”) von der Wahl von m nicht abhéngt: sei m; € M mit
v(my) = m” = v(m). Es gilt v(m; —m) = 0 und also m; —m € Kerv = Imu. Es
gibt also ein m’ € M’ mit m; = m + u(m’). Es folgt f(m1) = f(m) + f(u(m')) =
£(m) + a(f/(m')). Bs gilt also f(my) = a() + a(f'(m")) = a(w’ + f'(m)) und
n’ + f'(m')) ist das eindeutige Element, das dieser Gleichung erfiillt (weil a injektiv
ist). Es folgt 7'(n’ + f'(m’)) = 7'(n’) (weil #'(Imf’") = 0). Daraus folgt, dass 6(m”)
wohl definiert ist.

Man iiberpriift (Ubung), dass alle Abbildungen @, ¥, @, b und § linear sind.
Wir zeigen jetzt, dass die Sequenz exakt ist.

In Ker(f). Sei m’ € Ker(f’). Es gilt v(u(m’)) = v(u(m’)) = 0 da Imu = Kerv. Sei
m € Ker(f) mit v(m) = 0. Es gilt also v(m) = 0. Daraus folgt, dass es ein m’ € M’
gibt mit u(m') = m. Es gilt a(f'(m’)) = f(u(m’)) = f(m) = 0. Da a injektiv ist,
folgt f'(m’) = 0 und m' € Ker(f’). Es folgt a(m’) = u(m’) = m.

In Ker(f”). Sei m € Ker(f) und m” = v(m) = v(m) € Ker(f”). Es gilt f(m) =
und also gibt es ein eindeutiges 0 = n’ € N’ mit a(n’) = f(m) = 0. Es gilt 6(m”)
7'(n') = 7'(0) = 0.

0

Sei m” € Ker(f”) mit §(m”) = 0. Sei also m € M mit v(m) = m”. Es gilt f(m) €
Kerb und es gibt ein n’ € N’ mit a(n’) = f(m). Per Definition gilt 6(m”) = 7'(n’).
Es folgt ©'(n’) = 0 also n’ € Im(f’). Es gibt also m’ € M’ mit f'(m') = n’. Es gilt
also f(u(m’)) = a(f'(m)) = a(n’) = f(m). Daraus folgt m — u(m’') = m; € Ker(f).

Es gilt also m = u(m’) + my und m” = v(u(m’)) + v(my) = v(my) = v(my).

In Coker(f’). Sei m” € Ker(f”). Sei also m € M mit v(m) =m". Es gilt f(m) € Kerb
und es gibt ein n’ € N’ mit a(n’) = f(m). Per Definition gilt 6(m”) = ='(n’). Per
Definition gilt auch a(d(m”)) = a(x'(n’)) = n(a(n’)) = w(f(m)) = 0.
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Sei 7'(n') € Kera. Es gilt 0 = a(n'(n')) = w(a(n')). Daraus folgt a(n') € Imf. Sei
also m € M mit f(m) = a(n') und sei m” = v(m). Es gilt f"(m") = f"(v(m)) =
b(f(m)) =b(a(n')) = 0. Es folgt m” € Ker(f”) und per Definition von § gilt 6(m”) =

7'(n').

In(C)oker(f). Sei 7/(n) € Coker(f'), wobein’ € N'. Es gilt b(a(n'(n'))) = ©"(b(a(n'))) =
©(0) = 0.

Sei 7(n) € Kerb, wobei n € N. Es gilt 0 = b(w(n)) = 7" (b(n)). Daraus folgt b(n) €
Imf”. Sei also m” € M" mit f”’(m”) = b(n). Sei jetzt m € M mit v(m) = m”. Es
gilt b(f(m)) = f"(v(m)) = f"(m") = b(n). Daraus folgt n — f(m) € Kerb = Ima. Sei
also n’ € N’ mit a(n') = n — f(m). Es gilt a(7'(n')) = w(a(n’)) = 7(n — f(m)) =
m(n) =7 (f(m)) = m(n).

2. (<) Sei m’ € Ker(f') mit a(m’) = 0. Es gilt also u(m’) = 0 und da wu injektiv ist
folgt m’ = 0.

(=) Sei m' € M’ mit uw(m') = 0. Es gilt 0 = f(u(m’) = a(f'(m’)) und da a injektiv
ist folgt f'(m') = 0. Es gilt also m’ € Kerf’ und u(m’) = u(m’) = 0. Da u injektiv
ist folgt m’ = 0.

3. (<) Sei 1" (n”) € Coker(f"), wobei n” € N”. Sei n € N mit b(n) = n”. Es gilt also
b(m(n)) = =" (b(n)) = ="(n"),

(=) Sei n” € N”. Dann gilt 7”(n"”) € Coker(f”). Sei m(n) € Coker(f), wobei n €
N mit b(m(n)) = 7"(n”). Es gilt also 7"(b(n)) = b(n(n)) = 7"(n"). Daraus folgt
b(n) —n" € Kern” = Imf”. Sei m” € M" mit f"(m") =n" b( ) und sei m € M
mit v(m) = m". Bs folgt bn + f(m)) = b(n) +b(f(m)) = b(n) + f"(v(m)) =
b(n) + f"(m") = b(n) +n" — b(n) = n". =

Definition 2.6.3 Ein Funktion ¢ : {A-Moduln} — Z heift additive Funktion,
falls gilt (M) = ¢(M') + ((M") fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — M’ — M —
M" — 0.

Beispiel 2.6.4 Sei A = k ein Korper. Dann ist /(M) = dimy M eine Additive Funk-
tion: Fiir eine kurze exakte Sequenz 0 — M’ — M — M" — 0 gilt M" ~ M /M’ also
dim M" = dim M — dim M".

Bemerkung 2.6.5 Es gilt £(0) = 0: Wir haben eine kurze exakte Sequenz: 0 —
M =0—= M=0— M =0 — 0. Daraus folgt £(0) = eli(0) + ¢(0) und also
£(0) =0.
Lemma 2.6.6 Sei

05 My 2% My 5 - 3 M, % 0

eine exakte Sequenz. Dann gibt es fiir jedes ¢ € [0,n — 1] eine kurze exakte Sequenz

0 — Imu;,_; — M; — Keruiﬂ — 0.
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Beweis. Da Imu; = Keru; 1, gibt es ein surjektiver Morphismus M; — Keru;
definiert durch m; — u;(m;). Der Kernel ist Keru; = Imu;_;. -

Korollar 2.6.7 Sei ¢ eine additive Funktion und sei
0—My—-M —---—=M,—0

eine exakte Sequenz. Dann gilt

Beweis. Nach dem obigen Lemma gilt ¢(M;) = ¢(Imu;_1) + ¢(Keru;;1) = ((Keru;) +
((Ker(u;1q) fiir alle i € [0,n — 1]. Es folgt

n n—1
Z(—l)iE(Mi) = (—1)"(Keru;) + £(Ker(uipq) + (—1)"0(M,) = {(Keruy).
i=0 i=0
Da g injektiv ist folgt Kerug = 0 und ¢(Kerug) = 0. =

2.7 Lemma von Nakayama

Proposition 2.7.1 Sei M ein endlich erzeugter Modul, sei a ein Ideal und sei f €
End(M) so, dass f(M) C aM.

Dann gibt es Elemente aq,--- ,a, € a so, dass gilt
f"+af" '+ 4 a,ddy =0.

Beweis. Seien myq, - -+ ,m, Erzeuger von M. Es gilt f(m;) € aM also gibt es Elemente
a;j € aso, dass f(m;) =37, a;jm;. Daraus folgt > 7, 0;;f(m;) — a; jm; = 0 und

also
n

> (Gif — aisldar)(my).

j=1

Wir betrachten jetzt die Matrix P = (P, ;)i jeq1,n) € Mn(End(M)) definiert durch
Pi,j = 5z‘,jf - ai,deM-

Sei Com(P) die Comatrix von P. Es gilt Com(P)TP = det(P)I,, € End(M). Sei
(my,--+,m,) € M™. Es gilt aber P(my,---,m,)T =0 Daraus folgt

det(P)I,(mq, - ,mn)T = Com(P)TP(ml, e ,mn)T =0

und also
det(P)m; = 0 fiir alle i € [1,n].
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Da my,--- ,m, erzeugend ist, folgt det(P) = 0 als Element in End(P). Die Matrix
P ist aber der Form

f - a1,1IdM _a1,2IdM T —a1,nIdM
—a2,1IdM = a2,2IdM —az,nIdM
_an,IIdM e _an,anIdM f - an,nIdM

und also die Gleichung det(P) = 0 ist der Form f™" +a;f" '+ - -+ a,ldyy =0. m

Korollar 2.7.2 Sei M ein endlich erzeugter A-Modul und a ein Ideal mit aM = M.
Dann gibt es ein z € A mit z =1 (mod a) und zM = 0.

Beweis. Sei f = Idy; und © = 1+ a1 + --- + a, mit a; € a wie in dem obigen
Proposition. Es gilt =1 (mod a) und auch zIdy, = 0 also xM = 0. n

Korollar 2.7.3 (Lemma von Nakayama) Sei M ein endlich erzeugter A-Modul
und a ein Ideal mit a C R(A) und aM = M. Dann gilt M = 0.

Beweis. Aus dem obigen Korollar, gibt es ein x = 1 (mod a) mit zM = 0. Es gilt
also z = 1 — y mit y € R(A). Daraus folgt (cf. Lemma 1.7.6), dass = invertierbar ist.
Es folgt also M = 2z~ 'oM = 2710 = 0. -

Korollar 2.7.4 Sei M ein endlich erzeugter A-Modul und N ein Untermodul von
M. Sei a C R(A) ein Ideal mit M = aM + N. Dann gilt M = N.

Beweis. Es gilt a(M/N) = M/N. Aus dem Lemma von Nakayama folgt M/N = 0
also M = N. -

Korollar 2.7.5 Sei A ein lokal Ring mit maximalem Ideal m und sei M ein endlich
erzeugter A-Modul. Seien my, - -+, m,, € M so, dass [my],-- -, [m,] ein EZS (z.B. eine
Basis) von M /mM ist.

Dann ist (my,- - ,m,) erzeugend fiir M.

Beweis. Sei N = Amy + - - -+ Am,,. Die Abbildung N — M — M /mM ist surjektiv.
Es folgt N +mM = M. Dam C R(A), folgt aus dem obigen Lemma, dass M = N.g

2.8 Tensorprodukt

Wir werden hier die Definition vom Tensorprodukt einfiihren. Fiir die Konstruktion
kann man wie fiir Verktdume verfahren. Wir werden also die ganze Konstruktion nicht
wiederholen und verweisen auf dem Skript LA II fiir Beweise.
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Definition 2.8.1 Seien M, N und P drei A-Moduln. Eine Abbildung f: M x N —
P heiflt A-bilinear falls fiir alle a,b € A fiir alle m,m’ € M und alle n,n’ € N gilt:

o flam+bm/,n)=af(m,n)+bf(m' n)

o f(m,an+bn') =af(m,n)+bf(m,n).

Lemma 2.8.2 Sei f: M x N — P eine bilineare Abbildung und sei g : P — @) ein
Morphismus. Dann ist g o f eine bilineare Abbildung. O

Beweis. Ubung. n

Definition 2.8.3 Ein A-Modul E heifst Tensorprodukt von M und N falls gilt:
1. Es gibt eine bilineare Abbildung 7p : M x N — E und

2. fiir jede bilineare Abbildung f : M x N — P, es gibt genau eine lineare
Abbildung Lf : ' — P mit L? omg = f.

Satz 2.8.4 Seien F und F' zwei Tensorprodukte fiir M und N. Dann sind F und F
isomorph. O

Beweis. Nach dem ersten Punkt der Definition gibt es bilineare Abbildungen 7g :
M x N — Eund mp : M x N — F. Nach dem zweiten Punkt gibt es eindeutig
bestimmte Morphismen L” : F — F und LY : F — E mit 7p = LY omg und
mp = LY omp. Wir zeigen, dass L und LZ inverse von einander.

Wir haben eine bilineare Abbildung f = LY o LF ong : M x N — E und es
gilt f=LE oLl omp = LE omp = mg. Nach dem zweiten Punkt gibt es genau
eine Abbildung L} mit L} o mg = f = mg. Aber wir haben Idg o mp = mp also
L% =1dg. Wir haben auch f = LE o LZ ompg also gilt L¥ = LE o LE und es folgt
LF o LF =Tdp,

™

Analog gilt LZ o LI =1Idp. Es folgt, dass LL und L% inverse von einander sind.m

Wir zeigen jetzt, dass es ein Tensorprodukt gibt. Wir betrachten

AMXN) — fo5 0 M x N — A | ¢(m,n) # 0 nur fiir endlich viele (m,n) € M x N}.

Fiir (m,n) € M x N gibt es eine Abbildung ¢, ,) so, dass

1 fiir (m/,n) = (m,n)
Plomm) (0, 1) = { 0 sonst.
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Lemma 2.8.5 Das System (Q(m.n))(mn)emrxn ist eine Basis von AM*N)_ In anderen
Worten ist das System (©(m,n))(mn)emxn linear unabhéingig und fiir o € AM>N) gilt

o= > @mn)ommn.
(m,n)eMxN

In dieser Summe tauchen nur endlich viele ¢(m,n)@m ») auf, die nicht null sind.

Beweis. Ubung. n

Die Abbildungen

Plam+bm’ n) — AP (mn) — b@(m’,n) und P(m,an+bn’) — AL (mn) — b@(m,n’)

sind in AM>N) enthalten. Sei

L= <90(am+bm’,n) - ago(m,n) - b(p(m/,n)a (p(m,anqtbn/) - a(p(m,n) - bgo(m,n/)>

Definition 2.8.6 Sei M ®4 N = A(MXN)/L und p : AM*N) 5 M @4 N die kanoni-
sche Projektion. Fiir (m,n) € M x N, schreiben wir m ® n = p(¢(mn)) fiir das Bild
VON P(mpn) In M @4 N.

Lemma 2.8.7 Es gilt
1. (am+bm')®@n=a(m®n)+bm @n).

2. m® (an+bn') =a(men)+bmen). O
Beweis. Ubung. n
Lemma 2.8.8 Das System (m ® n)(mn)cmxn ist ein EZS von M ®4 N. 0
Beweis. Es ist das Bild der Basis (¢ (mn,n)) (mn)enmx - -
Satz 2.8.9 (M ®4 N, ) ist ein Tensorprodukt von M und N. O

Beweis. Sei m : M x N — M ®4 N die Abbildung, die durch 7#(m,n) = m ® n
definiert wird. Nach dem Lemma, ist 7 bilinear.

Sei jetzt f: M x N — P eine bilineare Abbildung. Wir zeigen, dass es eine lineare
Abbildung L; : M ®4 N — P gibt mit f = Lyo.

Wir definieren zuerst eine lineare Abbildung g : AM*N) — P.Da (0(n.n) mm)emx N
eine Basis ist, geniigt es g(¢@(mn)) zu definieren. Wir setzen g(¢(m.n)) = f(m,n). Wir

Zeigen, dass g‘L =0.Da (So(amqtbm’,n) —aP(m,n) _b(p(m/,n)a P (m,an+bn’) — AL (m,n) _b(p(m,n’))
ein EZS von L ist, geniigt es zu zeigen, dass

9(Plam+bm' ) = @P(mm) = 0P ) = G(P(m,an+n) = AP(mm) — bPmmy) = 0.
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Da g linear und f bilinear ist, gilt

g(@(am—i—bm’,n) — @¥P(m,n) — b@(m’,n)> = g(@(am—i—bm’,n)) - ag(@(m,n)) - bg(@(m’,n)))
f(am + bmla TL) - af(m, TL) - b.f(mla TL)
0

Analog zeigen wir, dass g(go(m,anern/) — AP(mn) — bgo(m,n/)) =0.

Nach dem Homomorphiesatz, gibt es eine lineare Abbildung Ly : M ®4 N — P, so
dass das Diagramm

A(M><N)
pl /
AN /T — M @y N

kommutiert. Wir zeigen, dass Ly om = f. Es gilt

Lf © 7T<m7 n) = Lf<m ® n) = Lf<p(90(m,n)>> = g(go(m,n)) = f<m7 n)
Es folgt, dass M ®4 N ein Tensorprodukt von M und N ist. =

Definition 2.8.10 Sei My, - -, M, eine Familie von A-Moduln. Eine Abbildung f :
M, x - x M, — P heift n-linear falls fiir alle ¢ € [1,n] und fiir alle m; € M; mit
j # 1, die Abbildung f; : M; — P definiert durch f;(m;) = f(my,---,m,) ist linear.
Definition 2.8.11 Ein A-Modul F heift Tensorprodukt von My, --- | M, falls gilt:
1. Es gibt eine n-lineare Abbildung 7g : M; x --- x M, — P und
2. fiir jede n-lineare Abbildung f : My x --- x M,, — P, gibt es genau eine lineare
Abbildung L]]? : ' — P mit L}E omg = f.
Satz 2.8.12 Sei M, - -, M, eine Familie von A-Moduln.
1. Seien E und F' zwei Tensorprodukte fiir M, --- , M,,. Dann sind F und F isomorph.

2. Es gibt ein Tensorprodukt (M; ®4 -+ ®4 M, 7) fiir My, -, M,. 0
Beweis. Ubung. n

Proposition 2.8.13 Seien M, N, P drei Moduln. Dann gibt es eindeutig bestimme
Isomorphismen

1. M@AN~=NQu M

2. (M @sN)@4AP~>M®sQ04P~M®s(N®4P)
3. (M&GN)@uP~Me@,NGN®yP

4. AQq M ~ M
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so, dass

l.m@&n—=n®m

2. (mRnN)Rp>mnNp—»me (n®p)
3. (my,n)@pr—= (MRp,n&p)

4. a @ m — am.

Beweis. Ubung. m

2.9 Exakte Sequenzen IlI

Proposition 2.9.1 Seien f : M — M’ und g : N — N’ Morphismen. Dann gibt
es ein eindeutiger Morphismus f ® g : M @4 N — M' ®4 N’ mit f @ g(m @ n) =
f(m) @ g(n).

Beweis. Ubung. m

Proposition 2.9.2 Sei M/ — M — M”"” — 0 eine exakte Sequenz und N ein
A-Modul. Dann ist

M @A N" S Mo, N2 M @, N -0
eine exakte Sequenz.

Beweis. Sei Y . m! @n; € M" ®4 N, wobei m/ € M" und n; € N. Sei m; € M mit
v(m;) = m!. Dann gilt (v® Idy)(D_,m; ®n;) =Y . v(m;) ®n; = Y . m! ®n; und
v ® Idy ist surjektiv.

Seim'®@n € M'®4 N, wobei m’ € M’ und n € N. Dann gilt (u ® Idy)(m' @ n) =
u(m') @ n. Es folgt (v @ Idy)(u @ Idy)(m' @ n) = v(u(m’)) ®n = 0®@n = 0. Da
m’ ® n eine erzeugende Familie von M’ @4 N ist folgt Im(u ® Idy) C Ker(v ® Idy).

Sei P = Im(u®Idy) C M®4N.Da P C Ker(v®ldy) und da v®Id 5 surjektiv ist, gibt
es ein surjektiver Morphismus f: M @4 N/P — M" ®4 N mit f([m®mn]) = v(m)n.
Wir zeigen, dass dieser Morphismus ein Isomorphismus ist. Sei G : M” x N —
M ®4 N/P definiert durch G(m”,n) = [m ® n], wobei m € M so, dass v(m) = m".
Diese Abbildung ist a priori nicht wohl defniert, weil sie von der Wahl von m € M
mit v(m) = m” abhéngt. Sei m; € M mit v(my) = m” = v(m). Es gilt v(m;—m) =0
also m; —m € Kerv = Imu. Es folgt (m; — m) ® n € P und [m; ® n] = [m ® n).
Die Abbildung G is wohl definiert und man iiberpriift (Ubung), dass diese Abbildung
bilinear ist. Es folgt, dass es ein Morhismus g : M" @4 N — M ®4 N/P gibt mit
g(m” @ n) = [m ® n], wobei v(m) = m”. Wir zeigen, dass g und f Inverse von
einander sind. Es gilt f(g(m” ®n)) = f(m®n) = v(m) ® n = m” ® n. Es gilt auch
g(f(fm @mnl)) = g(v(m) @ n) = [m @ n]. n
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Wir werden einen ganz formalen Beweis von der obigen Proposition geben.
Definition 2.9.3 Sei A ein Ring.

1. Ein kovarianter Funktor F' von A-Moduln ist eine Zuordnung M — F(M),
wobei M und F'(M) beide A-Moduln sind und so, dass

a. Fir f € Hom(M, N), gibt es ein F(f) € Hom(F (M), F(N)),
b. Fiir jede Morphismen f: M — N und g: N — P gilt F(g) o F(f) = F(go f).
c. Es gilt F(Idy) = Idpy fiir jeder Modul M.

2. Ein kontravarianter Funktor von A-Moduln ist eine Zuordnung M — F(M),
wobei M und F(M) beide A-Moduln sind und so, dass

a. Fir f € Hom(M, N), gibt es ein F(f) € Hom(F(N), F(M)),
b. Fiir jede Morphismen f: M — N und g: N — P gilt F'(f) o (g9) = F(go f).
c. Fiir jeder Modul M, gilt F'(Idy) = Idp(as)-

Definition 2.9.4 1. Sei F ein kovarianter Funktor. Der Funktor F' heifit linksexakt
falls die Kette
0= F(M") — F(M)— F(M")

exakt ist fiir jede exakte Sequenz 0 — M’ — M — M".

2. Sei F' ein kovarianter Funktor. Der Funktor F' heifst rechtsexakt falls die Kette
FM')— F(M)— F(M") =0

exakt ist fiir jede exakte Sequenz M’ — M — M" — 0.

3. Sei F' ein kontravarianter Funktor. Der Funktor F' heifst linksexakt falls die Kette
0— F(M")— F(M)— F(M)

exakt ist fiir jede exakte Sequenz M’ — M — M" — 0.

4. Sei F' ein kontravarianter Funktor. Der Funktor F' heifst rechtsexakt falls die
Kette
FM) — FM)— FM") -0

exakt ist fiir jede exakte Sequenz 0 — M’ — M — M".
Beispiel 2.9.5 Sei A ein Ring und N ein A-Modul.

1. Die Zuordnung M — Hom(NN, M) ist ein linksexakter kovarianter Funktor. Dieser
Funktor beschreibt man mit Hom(N, —)

2. Die Zuordnung M +— Hom(M, N) ist ein linksexakter kontravarianter Funktor.
Dieser Funktor beschreibt man mit Hom(—, V)

3. Die Zuordnung M — M ®4 N ist ein rechtsexakter kovarianter Funktor. Dieser
Funktor beschreibt man mit — ® 4 NV
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Definition 2.9.6 1. Ein Paar (F, G) von kovarianten Funktoren heifst adjungiertes
Funktorpaar falls es Isomorphismen

Uy oy Hom(M,G(N)) ~ Hom(F (M), N)
gibt so, dass fiir jede Morphismen f : M — M’ und g : N — N’ sind die Diagramme

Hom(M’, G(N)) — = Hom(M, G(N))  Hom(M, G(N)) <UL Hom(M, G(N"))

WM',Nl lWAI,N ‘p]M,Nl/ lWM,N’

Hom(F(M'), N) 2L Hom(F(M),N)  Hom(F(M), N) —L~ Hom(F (M), N')

kommutativ.

Der Funktor F' heifit linsadjungiert zu GG und der Funktor G heift rechtsadjun-
giert zu F.

2. Analog kann man ein adjungiertes Funktorpaar von kontravarianten Funktoren.
Proposition 2.9.7 Das Funktorpaar (— ®4 N, Hom(N, —)) ist adjungiert.

Beweis. Sei F(M) = M ®4 M und G(P) = Hom(N, P). Wir zeigen zuerst, dass
Hom(F (M), P) ~ Hom(M, G(P)) also, dass es ein [somorphismus

@y p Hom(M ®4 N, P) ~ Hom(M, Hom(N, P))

gibt.

Seip: M®s N — P.Dannist ¢' : M x N — P definiert durch ¢'(m,n) = ¢(m®n)
bilinear. Wir definieren @y, p(¢) : M — Hom(N, P) wie folgt: @y p(p)(m) : N — P
ist die Abbildung @, p()(m)(n) = ¢'(m,n) = p(m @ n). Man iiberpriift (Ubung),
dass die Abbildungen @y, p(p)(m), Parp(p) und @y n linear sind (die Zuordnung
(p,m,n) — ¢'(m,n) = p(m ®@mn) ist trilinear).

Sei ¢ : M — Hom(N, P). Die Abbildung M x N — P, (m,n) — ¥(m)(n) ist
bilinear. Es gibt also eine eindeutige lineare Abbildung ¥y, p(¢)) : M ®4 N — P so,
dass ¥ p(¥)(m @ n) = (m)(n).

Wir zeigen, dass ¥y p und @, p Inverse von einander sind. Es gilt @y p(Was p(¢))(m)(n) =

Wpr,p(1)(m@n) = (m)(n). Andersrum gilt Wy p(Par,p(p))(m®@n) = Parp(p)(m)(n)
p(m@n).

Jetzt miissen wir iiberpriifen, dass die obigen Diagramme kommutativ sind. Sei
M — M, esgilt (W po f)W)(m®@n) =Y(f(m))(n). Es gilt auch (F(f) o
U p)(Y)(m ®n) = (f(m))(n). Analog folgt, dass das zweite Diagramm kommuta-
tiiv ist. [
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Lemma 2.9.8 Sei A ein Ring.

1.Sei 0 = M’ % M 5 M” eine Kette von Morphismen. Diese Kette ist genau

U

dann eine exakte sequenz, wenn fiir alle A-Moduln N, die Kette 0 — Hom(N, M") —
Hom(N, M) % Hom(N, M") ein exakte Sequenz ist.

2.Sei M % M % M” — 0 eine Kette von Morphismen. Diese Kette ist genau dann
eine exakte sequenz, wenn fiir alle A-Moduln N, die Kette 0 — Hom(M", N) =
Hom (M, N) % Hom(M’, N). ein exakte Sequenz ist. 0

Beweis. Wir haben schon bewiesen, dass falls 0 — M’ = M = M" (bzw. M’ =

M % M" — 0) eine exakte Sequenz ist, dann ist die Kette 0 — Hom(N, M’) =
Hom(N, M) 2 Hom(N, M") (bzw. 0 — Hom(M"”, N) = Hom(M, N) < Hom(M’, N))
auch eine exakte Sequenz fiir alle N.

1. Sei N = A. Dann gilt Hom(N,M) = Hom(A, M) ~ M mit f — f(1) und
m +— (a — am). Modulo dieser Isomorphismus ist die Abbildung Hom(N, M’) %
Hom(N, M) genau die Abbildung u : M’ — M. Daraus folgt die Aussage.

2. Sei N = M"/Imv und 7 € Hom(M", N) die kanonische Projektion. Die Abbildung
o(r) : M — N = M"/Imv is gegeben durch v(7)(m) = w(v(m)) = 0, weil Imv =
Kerrm. Es gilt also v(m) = 0 und da v injektiv ist, folgt # = 0. Insbesondere gilt
M" /ITmv = 0 und Imv = M”. Die Abbildung v ist surjektiv.

Sei N = M" und Idy;» € Hom(M"”, N). Es gilt vou = Idy»ovou = vou(ldy~) = 0.
Es folgt Imu C Kerwv.

Sei N = M/Imu und 7 € Hom(M, N) die kanonische Projektion. Es gilt u(m)(m’) =
mou(m') = m(u(m’)) = 0, weil Imu = Kerr. Es folgt u(r) = 0 und 7 € Keru = Imo.
Es gibt also ein f € Hom(M”, N) mit 7 = o(f) = f o v. Sei jetzt m € Kerv. Es gilt
w(m) = fowv(m) = 0. Es folgt m € Imu. -

Proposition 2.9.9 Sei (F,G) ein adjungiertes Funktorpaar von kovarianten (bzw.
kontravatianten) Funktoren. Dann gilt

F ist rechtsexakt & @ ist linksexakt.

Beweis. (=) Sei 0 - N’ — N — N” eine exakte Sequenz und sei M ein Modul.
Dann ist 0 — Hom(F' (M), N') — Hom(F (M), N) — Hom(F (M), N") exakt. Daraus
folgt, dass 0 — Hom(M,G(N')) — Hom(M,G(N)) — Hom(M,G(N’)) exakt ist.
Dies ist fiir alle A wahr also nach dem obigen Lemma gilt, dass 0 — G(N') —
G(N) — G(N") exakt ist un G ist linksexakt.

(=) Sei M’ — M — M" — 0 eine exakte Sequenz und sei N ein Modul. Dann ist
0 — Hom(M"”,G(N)) — Hom(M,G(N)) — Hom(M',G(N)) exakt. Daraus folgt,
dass 0 — Hom(F'(M"), N) — Hom(F (M), N) — Hom(F(M'), N) exakt ist. Dies ist
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fiir alle N wahr also nach dem obigen Lemma gilt, dass F'(M') — F(M) — F(M") —
0 exakt ist un F' ist linksexakt.

Analog ist die Aussage fiir ein adjungiertes Funktorpaar von kontravarianten Funk-
toren wahr. -

Korollar 2.9.10 Der Funktor — ®4 N ist rechtsexakt.

Beweis. Es ist ein linksadjungiertes Funktor zum Funktor Hom(N, —) und der Funk-
tor Hom(/V, —) ist linksexakt. -

Definition 2.9.11 Ein Funktor F heifit exakt falls F' links- und rechtsexakt ist.
Definition 2.9.12 Ein A-Modul M heiftt flach falls der Funktor — ® 4 M exakt ist.

Proposition 2.9.13 Sei N ein A-Nodul. Die folgende AUssagen sind dquivalent:
1. N ist flach;

2. Fiir jede exakte Sequenz 0 — M’ — M — M"” — 0 ist die Sequenz 0 —
M’®AN—>M®AN—>M”®AN—>Oexakt.

3. Falls f : M’ — M injektiv ist, ist auch f@Idy : M'®4 N — M ®4 N injektiv.

Beweis. (1. < 2.) gilt nach der Definition von flach.

(2. < 3.) gilt weil das Tensorprodukt rechtsexakt ist. -

2.10 Einschrankung und Erweiterung der Skalare

Bemerkung 2.10.1 Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul.
1. Dann ist B ein A-Modul mit Skalarmultiplikation a - b = f(a)b.

2. Allgemeiner ist N ein A-Modul mit Skalarmultiplikation a - n = f(a)n.

Definition 2.10.2 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul.
Die A-Modulstruktur definiert auf N durch a-n = f(a)n heift die durch Einschrin-
kung der Skalare definierte A-Modulstruktur.

Proposition 2.10.3 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul.
Falls N ein endlich erzeugter B-Modul ist und B ein endlich erzeugter A-Modul ist,
dann ist auch N ein endlich erzeugter A-Modul.
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Beweis. Sei nq,--- ,ny eine erzeugende Familie von N als B-Modul und by, --- b,
eine erzeugende Familie von B als A-Modul. Sein € N. Dann gibt est \y,--- ;A\ € B
mit n =Y. A\;n;. Fiir jedes i € [1, k] gibt es (a;;)jep,) mit A; = Zj a; ;b;. Es folgt

k r
n = E E ai,jbjni

i=1 j=1
und (b;n;)icq1,k),jen,r ist eine erzengende Familie von N als A-Modul. -

Lemma 2.10.4 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus und sei M ein A-Modul.
Dann ist B ®4 M ein B-Modul mit Skalarmultiplikation b(V’ ® m) = bV’ @ m. 0

Beweis. Ubung. n

Definition 2.10.5 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus und M ein A-Modul.
Die B-Modulstruktur definiert auf B ®4 M durch b - () ® m) = b’ ® m heifst die
durch Erweiterung der Skalare definierte B-Modulstruktur.

Proposition 2.10.6 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus und sei M ein endlich
erzeugter A-Modul. Dann ist B ®4 M ein endlich erzeugter B-Modul.

Beweis. Seimy,--- ,m, eine erzeugende Familie fiir M als A-Modul. Sei b@m € B®R 4
M. Dann gibt es Elemente ay,--- ,a, € A mit m =), a;m,. Es folgt Y. f(a;)b(1 ®
m;) = Y, b®a;m; = b®@m und die Familie (1 ®m;);cn ) ist eine erzeugende Familie
fir B®4 M als B-Modul. =

2.11 Algebren

Definition 2.11.1 Sei A ein Ring.
1. Eine A-Algebra B ist ein Ring B mit einem Ringhomomorphismus f: A — B.

2. Seien f: A — Bund g : A — C zwei A-Algebren. Ein Morphimus von A-
Algebren von B nach C' ist ein Ringhomomorphismus ¢ : B — C' so, dass ¢ auch
A-linear ist.

Bemerkung 2.11.2 Eine A-Algebra B ist ein A-Modul mit Skalarmultiplikation
a-b= f(a)b. Aukerdem gelten die iibliche Rechnungsregeln:

L.oa(b+0b)=ab+ at/
(a+a)b=ab+a'b
(aa’)b = a(a'b)

. a(b) = (ab)b' = b(ab')

o
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5. al = a und 1b = b.
Lemma 2.11.3 Seien f: A— Bund g: A — C zwei A-Algebren.

1. Dann ist B®4 C eine A-Algebra mit Multiplikation (b ® ¢)(b' ® /) = bb' ® ¢’ und
Abbildung A - B®4 C, a — f(a) ® g(a).

2. Die Abbildungen B - B®4C, b — b® 1 und C — B®4 C, ¢ — 1 ® c sind
Ringhomomorphismen. 0

Beweis. 1. Die Abbildung B x C' x B x C' — B ®4 C' definiert durch (b, ¢, ¥, ) —
bl ® cc ist 4-linear. Es gibt also eine lineare Abbildung B, C®4 B,C - B C
definiert durch b® c® b @ ¢ — bb' ® cc’. Daraus folgt, dass dir Abbildung B®4 C' x
B®4C — B®4C defniert durch (b®c, b’ @) — bl @cc bilinear ist. Man iiberpriift,
dass diese Verkniipfung associativ ist une es gilt (b®c)(1®1) = (1®1)(b®c) = b®c,
also ist B®4 C' ein Ring. Die Abbildung A — B® 4 C definiert durch a — f(a)®g(a)
ist aber ein Ringhomomorphismus und also ist B ®4 C' eine A-Algebra.

2. Ubung. [

Bemerkung 2.11.4 Der Ringhomomorphismus B — B ®4 C, b — b ® 1 ist nicht
immer ein Morphismus von A-Algebren.

Zum Beispiel, seien A = B = C = k, wobei k ein Korper ist. Seien f = g = Idy. Die
Abbildung ¢ : B — B®,4 C' ist gegeben durch z — x® 1 = z(1 ® 1). Die Abbildung
f®g:A— B®aC ist gegeben durch (f @ g)(z) =2z =z(1®x)=2*(1®1).
Es gilt also ¢(f(2)y) = p(zy) = zy(1®@ 1) und (f ® g)(z) - ¢(y) = (z @ 2)(y ® 1) =
ry@r=2y(1®1) £ ry(1® 1) = o(f(z)y).
Beispiel 2.11.5 Sei B ein Ring und A = Z. Dann ist die Abbildung f : A — B
definiert durch

fn)=nb=1+---+1

n—Mal

ein Ringhomomorphismus. Also ist jeder Ring eine Z-Algebra.

Definition 2.11.6 Sei A ein Ring.

1. Ein Ringhomomorphismus f : A — B heifst endlich falls B ein endlich erzeugter
A-Modul ist. Man sagt, dass B eine endliche Algebra iiber A ist.

2. Ein Ringhomomorphismus f : A — B heifst von endlicher Typ falls es elemente
x1,- - ,x. € B gibt so, dass jedes Element aus B als Polynom in z, - - - , x, mit Ko-
effizieten in f(A) darstellbar ist. Man sagt, dass B eine endlich erzeugte Algebra
iiber A ist.

3. Der Ring A heiftt endlich erzeugt, falls A eine endlich erzeugte Z-Algebra ist.

Bemerkung 2.11.7 Eine A-Algebra B ist genau dann endlich erzeugt, wenn es ein
surjektiver Ringhomomorphismus A[Ty,--- ,T,| — B gibt.
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In diesem Kapitel, werden wir die Konstruktion vom Quotientkdrper verallgemei-
nern.

3.1 Ringe

Definition 3.1.1 Sei A ein Ring. Eine Teilmenge S C A heiftt multiplikativ falls
1 € S und es gilt: (z,y € S = zy € 9).

Beispiel 3.1.2 1. Sei A ein Ring. Dann ist S = A* multiplikativ.

2. Sei A ein Ring. Dann ist S = A\ {Nullteiler} multiplikativ.

3. Sei A ein Ring und p ein Primideal. Dann ist A \ p multiplikativ.

4. Sei A ein Ring und f € A. Dann ist {f" | n > 0} multiplikativ.

5. Sei a C A ein Ideal und sei 1 +a={1+x € A | z € a}. Dann ist S multiplikativ.

6. Sei A ein Integritétsring. Dann ist S = A\ {0} multiplikativ.

Definition 3.1.3 Sei A ein Ring und S C A eine multiplikative Menge. Wir definie-
ren eine Aquivalenzrelation = die auf A x S durch

(a,s) = (d,s') & 3t eSS, tlas’ —a's) = 0.
Lemma 3.1.4 Die Relation = ist eine Aquivelenzrelation. 0
Beweis. Ubung. n

Definition 3.1.5 Wir Schreiben a/s oder 2 fiir die Aquivalenzklasse von (a, s) fiir
=. Wir schreiben S~'A fiir die Menge aller Aquivalenzklassen.

Beispiel 3.1.6 Sei A =7 und S =7\ {0}. Dann gilt S7'A = Q.
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Proposition 3.1.7 Sei A ein Ring und S C A multiplkativ.
1. Dann ist S™'A ein Ring mit 0 =0/1, 1 = 1/1 und

a a as' +a's aa aa
~t = und ~— = —.
s s sS 5S sS

2. Es gilt s/1 € (S71A)*.

3. Die Abbildung A\ : A — S7*A, a + a/1 ist ein Ringhomomorphismus.

Beweis. 1. Man iiberpriift (Ubung), dass diese Definitionen von der Wahl von Re-
priasentanten nicht abhéngt. Man iiperfriift auch (Ubung, Schulwissen), dass diese
Verkniipfungen eine Ringstruktur definieren.

2. Bs gilt (s/1)(1/s) = 1/1.

3. Es gilt A(1) = 1/1, AMa+b) = a+b/1 =a/1+4+0b/1 = Xa) + A(b) und A(ab) =
ab/1 = (a/1)(b/1). ]

Bemerkung 3.1.8 Der Ringhomomorphismus A — S~!A ist nicht immer injektiv.
Zum Beispiel, falls 0 € S gilt 0(a-1 —s-0) =0 und also a/s = 0/1. Es folgt

¢_ % fiir alle € S~1A und es folgt S~1A = 0
S S

und die Abbildung X\ : A — S~ A ist die Nullabbildung.

Der Ring S™!A kann auch dank einer universellen Eigenschaft definiert werden.

Proposition 3.1.9 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus mit f(s) € B* fiir
alle s € S. Dann gibt es ein eindeutiger Ringhomomorphismus ¢ : S™'A — B mit

f=goA

Beweis. Wir definieren g : S™*A — B durch g(a/s) = f(a)f(s)'. Wir iiberpriifen,
dass dies wohl definiert ist. Sei a’'/s’ € ST'!Amit ' /s’ = a/s. Es gibt also ein t € S mit
t(as’—a’s) = 0. Daraus folgt f(¢)(f(a)f(s")— f(a')f(s)) = 0; Da f(t) invertierbar ist,
folgt f(a)f(s") — f(a’)f(s) =0 und also f(a)f(s)™' = f(a’)f(s')"'. Die Abbildung ¢
ist wohl definiert und man iiberpriift, dass diese Abbildung ein Ringhomomorphismus
ist (Ubung).

Wir zeigen, dass f = go \. Sei a/s € ST'A. Es gilt g(A(a) = g(a/1) = f(a)f(1)"' =
f(a).

Wir zeigen jetzt, dass ¢ eindeutig bestimmt ist. Sei h : S~'A — B ein weiterer Ring-
homomorphismus mit f = ho\. Es gilt h(a/s) = h(a/1)h(1/s) = h(a/1)h((s/1)7!) =
h(a/1)h(s/1)~". Es folgt h(a/s) = h(A(a))h(A(s)) ™" = f(a)f(s)~" = g(a/s). »
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Lemma 3.1.10 Sei S C A multiplikativ.

1. Fiir s € S gilt A(s) € S71A*.

2. Sei a € A. Es gilt (M(a) = 0 < es gibt ein s € S mit sa = 0).

3. Jedes Element aus S™'A ist der Form \(a)\(s)™!, wobei a € A und s € S. o
Beweis. 1. Es gilt \(s) = s/1 € S71AX.

2. Es gilt AM(a) =0 < a/1 =0 < (es gibt ein s € S mit sa = s(a —0) = 0).

3. Es gilt a/s = Aa)\(s) L. -

Diese Eigenschaften bestimmen der Ringhomomorphismus X : A — S~1A.
Proposition 3.1.11 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus mit

1. Fir s € S gilt f(s) € B*.

2. Fiir a € A gilt, (AM(a) =0 = es gibt ein s € S mit sa = 0).

3. Jedes Element aus B ist der Form f(a)f(s)~!, wobei a € A und s € S.
Dann gibt es ein Isomorphismus g : S™'A — B mit f = go \.

Beweis. Wir setzen g(a/s) = f(a)f(s)™'. Nach Proposition 3.1.9 ist dies wohl de-
finiert, ein Ringhomomorphismus und es gilt f = g o A. Wir zeigen, dass g ein
Isomorphismus ist.

Sei a/s € Kerg. Es gilt g(a/s) = f(a)f(s)™' = 0 und da f(s) invertierbar ist folgt
f(a) = 0. Es folgt, dass es ein t € S gibt mit ta = 0 und also t(a---1—s-0) = 0. Es
folgt a/s = 0 und g ist injektiv.

Sei b € B. Es gibt ein @ € A und ein s € S mit b = f(a)f(s)"!. Es folgt b =
gla/1)g(s/1)™1 = g(a/1)g(1/s) = g(a/s) und g ist surjektiv. -

Beispiel 3.1.12 1. Es gilt: S7'A =0 < 0 € S & S enthiilt nilpotente Elemente.
2. Sei A ein Integritiitsring und S = A\ {0}. Dann gilt S~'A = Frac(A).

3. Sei S = A\ p, wobei p ein Primideal ist. In diesem Fall schreibt man S™'A = A,.
4. Sei A =7 und p = (p), wobei p eine Primzahl ist. Dann gilt

Ap:{%eQ | a,bEZmitggT(b,p)zl}.

5.Sei f€ Aund S = {f" | n>0}.In diesem Fall schreibt man S~'A = A[f~!].
6. Sei A =7 und f = p, wobei p eine Primzahl ist. Dann gilt

Ap:{]%EQ\an, nEO}.
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3.2 Moduln

Definition 3.2.1 Sei A ein Ring, S C A eine multiplikative Menge und M ein A-
Modul. Wir definieren eine Aquivalenzrelation = die auf M x S durch

(m,s) = (m',s") & 3t e s, t(sm—sm')=0.
Lemma 3.2.2 Die Relation = ist eine Aquivelenzrelation. O
Beweis. Ubung. m

Definition 3.2.3 Wir Schreiben m/s oder ™ fiir die Aquivalenzklasse von (m, s) fiir
=. Wir schreiben S~'M fiir die Menge aller Aquivalenzklassen.

Lemma 3.2.4 Die Menge S~'M ist ein S~'A-Modul mit Addition und Skalarmul-
tiplikation gegeben durch

m m'  s'm+sm am am
—+—=——und —— = —.
s s ss’ st st
. 1 i i e m  am
Insbesondere ist ST M ein A-Modul mit Skalarmultiplikation a— = —. O
s s
Beweis. Ubung. m

Beispiel 3.2.5 1. Falls S = A\ p mit p ein Primideal, schreibt man S™'M = M,.
2. Falls S = {f™ | n > 0}, wobei f € A, schreibt man S™'M = M;.

Bemerkung 3.2.6 Es gilt (m/s =0 < es gibt ein ¢t € S mit tm = 0).

Lemma 3.2.7 Die Zuordnung M + S~'M ist ein Funktor: Fiir jeder Morphismus
von A-Moduln f : M — N, gibt es ein zugehoriger Morphismus von S~tA-Moduln
S7tf . S7IM — S7IN definiert durch

Sl @) _ fm)

S

Beweis. Wir {iberpriifen, dass dies wohl definiert ist. Sei m’/s’ = m/s. Es gibt also
ein t € S mit t(ms’ —m’s) = 0. Es folgt 0 = f(t(s'm — sm')) = t(s'f(m) — sf(m))

und also )
fm) _ fm)
s s
Man iiberpriift (Ubung), dass f ein Morphismus ist. -

Definition 3.2.8 Der Funktor M ~ S~!M heift Lokalisierung oder Lokalisie-
rungsfunktor.
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Proposition 3.2.9 Der Lokalisierungsfunktor ist exakt.

Beweis. Sei M’ % M 2 M" eine exakte Sequenz. Dann gibt es eine Kette S~' M’ Sy
S=IM 5Y S=IM” | wobei S~u(m’/s) = u(m)/s und v(m/s) = v(m)/s fiir m' € M,
m € M und s € S. Es folgt S~'v(S™u(m’/s)) = S~ v(u(m')/s) = v(u(m'))/s =
0/s = 0. Daraus folgt ImS—'u C KerS~1v.

Sei m/s € KerS~'v. Es gilt v(m)/s = 0 also gibt es ein ¢t € S mit tv(m) = 0. Es
folgt v(tm) = 0 und tm € Kerv = Imu. Sei also m’ € M' mit u(m') = tm. Es gilt
u(m'/ts) = u(m')/ts = tm/ts = m/s also m/s € Imu. -

Korollar 3.2.10 Sei N C M ein Untermodul. Dann ist SN — S™1M injektiv
und also kann S~!'N als Untermodul von S™'M betrachtet werden:

S_lN:{%|n€Nunds€S}CS‘1M:{%|m€Munds€S}.

Korollar 3.2.11 Seien N, P C M Untermoduln. Dann gilt
.S N+ P)=S"N+S51pP;
2.S7Y(NNP)=S"'NNS'P;

3. S7H(M/N) ~ S~IM/S™IN als S~ A-Moduln.

Beweis. 1. Ubung.

2. Fallsz € STINNS™IP, dann gilt # = /s = p/s’, wobein € N, p € Pund s,s’ € S.
Daraus folgt, dass es ein ¢t € S gibt mit t(s'n — sp) = 0. Also gilt N > ts'n =tsp € P
und ts'z = tsx € N N P. Es folgt x = tsx/ts € ST'(N N P). Die Riickenthaltung ist
klar.

3. Die Kette 0 - N — M — M/N — 0 ist exakt. Es folgt, dass 0 — S™'N —
STIM — STYM/N) — 0 exakt ist. Daraus folgt die Aussage. -

Proposition 3.2.12 Es gilt S™'!M ~ M ®4 S7'A als S~'A-Moduln. Die Isomor-
phismen sind gegeben durch m/s+— m ® 1/s und m ® a/s — am/s.

Beweis. Die Abbildung M x S™'A — S™'M definiert durch (m,a/s) — am/s ist
A-bilinear. Daraus folgt, dass die Abbildung M ®4S™'A — S™'M, m®a/s + am/s
wohl definiert ist. Man iiberpriift, dass diese Abbildung S~!A-linear ist.

Die Abbildung m/s — m ® 1/s ist wohl definiert: Falls m’/s’" = m/s, gibt es ein
t € S mit t(s'm — sm/) = 0. Es folgt m' ® 1/s' = m’ @ ts/s'ts = tsm’ ® 1/s'ts =
tsm ® 1/s'ts = m @ ts/s'ts = m @ 1/s. Diese Abbildung ist S~ A-linear (Ubung).

Diese Abbildung sind inverse von einander: Es gilt m/s — m ® 1/s — m/s und
m®a/s—am/s—am®1/s=m®a/s. -
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Korollar 3.2.13 Der A-Modul S—'A ist flach.

Beweis. Sei M' — M — M" eine exakte Sequenz. Dann ist S™'M' — S~1M —
S™IM" exakt und also ist M’ @4 S 'A > M @45 A —> M"®4S 1A exakt. m

Proposition 3.2.14 Seien M und N zwei A-Moduln. Dann gibt es einen eindeutigen
S~1A-Modulisomorphismus f : ST'M ®g-14 STIN — S7H(M ®4 N) mit f((m/s) ®
(n/s')) = (m®@mn)/ss'.

Beweis. Es gilt S7!M ®g-14 STIN ~ (M ®4 S7'A) ®g-14 STIN = M @4 N @4
S71A = S7YM ®4 N) (siehe auch Lemma 3.3.7). Das Inverse von f ist gegeben
durch (m®n)/s—m/s®@n=m®®n/s. -

Korollar 3.2.15 Fiir p ein Prim ideal gilt
Mp ®Ap Np ~ (M@A N)p

als A,-Moduln.

3.3 Lokale vs globale Eingenschaften

Definition 3.3.1 Eine Eigenschaft E von einem Ring A (bzw. von einem Modul M)
heif’t lokal falls gilt

E gilt fiir A (bzw. M) < E gilt fiir A, (bzw. M,) fiir alle Primideale p C A.

Proposition 3.3.2 Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Die folgende Ausagen sind
aquivalent:

1. M =0;
2. M, =0 fiir alle p C A Primideal;
3. M, = 0 fiir alle m C A maximal Ideal.

Insbesondere ist die Eigenschaft (M ist der Nullmodul) lokal.

Beweis. (1 = 2) und (2 = 3) klar.

(3 = 1) Angenommen M # 0. Sei m € M mit m # 0. Sei a = Ann(m) = {a €
A | am = 0}. Es gilt Im = m # 0 also a C A. Sei m ein maximales Ideal mit
a C m. Es gilt m/1 € M, = 0. Also gibt es ein s € A\ m mit sm = 0 und also
s € Ann(m) = a C m. Ein Widerspruch. -

Korollar 3.3.3 Sei A ein Ring und f: M — N ein A-Modulhomomorphismus. Die
folgende Ausagen sind dquivalent:
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1. f ist injektiv (bzw. surjektiv);
2. fy: M, — N, ist injektiv (bzw. surjektiv) fiir alle p C A Primideal,
3. fy: M, — N, ist injektiv (bzw. surjektiv) fiir alle m C A maximal Ideal.

Insbesondere sind die Eigenschaft (f ist injektiv), (f ist surjektiv) und (f ist bijektiv)
lokal.

Beweis. Die Abbildung f ist genau dann injektiv (bzw. surjektiv), wenn Kerf = 0
(bzw Coker f = 0). Die Kette

0 — Kerf — M 2% N = Cokerf — 0

ist exakt und da die Lokalisierung exakt ist, ist die Kette

0 — (Kerf), = M, ELN N, — (Cokerf), — 0

exakt fiir alle p C A Primideal. Daraus folgt Ker(f,) = (Kerf), und Coker(f,) =
(Cokerf),. Aus der obigen Proposition sind also (Kerf = 0), (Kerf, = 0 fiir alle p
Primideal) und (Ker f;, = 0 fiir alle m maximal) dquivalent. Die Aussage fiir injektive
Abbildungen folgt daraus. Analog gilt die Aussage fiir f surjektiv. n

Korollar 3.3.4 Sein € Nundsei (zy,---,z,) ein EZS von A™. Dann ist (z1,--- , ;)
eine Basis i.e. die Abbildung f : A — A™ definiert durch f(ay,---,a,) = a2 +
-+ -+ a,x, ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung f ist surjektiv. Sei N = Ker f. Wir haben eine exakte Sequenz
0= N — A" L A" 5 0. Wir Zeigen N = 0.

Es geniigt zu zeigen, dass N, = 0 fiir alle m maximale Ideale. Durch Ersetzen von A
mit A, und N mit N, konnen wir annehmen, dass A lokal ist mit maximalem Ideal
m. Der Quotient k = A/m ist ein Korper.

Lemma 3.3.5 Die Kette 0 > k®@4 N - k®4 A" = k®4 A" — 0 ist exakt. O

Beweis. Wir haben eine exakte Sequenz m @, N > AR, N - k®s N — 0. Da A
flach ist (als A-Modul haben wir eine exakte Sequenz 0 - m ®4 A" — A®4 A" —
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Daraus folgt, dass wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen haben:

0 P ................... \
m®sq N N k@a N——=0
Y,

Der Cokernel der Abbildung N — A" (bzw. k@4 N — k®4 A™) ist A" (bzw. k@4 A™)
und die Abbildung zum Cokernel ist f (bzw Idy ® f). Der Kernel der Abbildung
N — A™ist 0 (diese Abbildung ist injektiv). Sei P der Kernel der Abbildung k@ 4N —
k®4 A™. Aus dem Schlangenlemma, folgt, dass die Kette 0 - P - m®4 A" — A" —
k ®, A" exakt ist. Die Abbildung m ®4 A" — A™ ist aber injektiv (weil A™ flach ist).
Daraus folgt P = 0. m

Es gilt aber k ®4 A" = (k®4 A)" = k™ und also ist die letzte Abbildung ein Isomor-
phismus von k-Vektorrdume. Es folgt 0 =k®4 N = A/m®@4 N = N/mN.

Der Untermodul N ist aber endlich erzeugt (cf. Ubung 2 Ubungsblatt 3) und nach
Nakayamaslemma folgt N = 0. m

Proposition 3.3.6 Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Die folgende Ausagen sind
aquivalent:

1. M ist ein flacher A-Modul,;
2. M, ist ein flacher A,-Modul fiir alle p C A Primideal;
3. M ist ein flacher A,,-Modul fiir alle m C A maximal Ideal.

Insbesondere ist die Eigenschaft (M ist flach) lokal.

Beweis. (1 = 2) Wir zeigen ein Lemma.
Lemma 3.3.7 Sei f: A — B ein Ring homomorphismus und M ein A-Modul.
1. Sei N ein B-Modul. Dann gilt N ®p (B ®4 M) ~ N ®4 M als B-Moduln.

2. Falls M ein flacher A-Modul ist, ist B ® 4 M ein flacher B-Modul. O
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Beweis. 1. Die A-Modulstruktur von N ist gegeben durch a-n = f(a)n. Die B-
Modulstruktur von N ®p M ist gegeben durch b- (n ® m) = bn @ m.

Sei o : N X Bx M — N ®4 M definiert durch ¢(n, b, m) = bn ® m. Diese Abbildung
ist A-bilinear in den zwei letzen Variablen und also faktorisiert durch N x (B ®4 M).
Die induzierte Abbildung ist gegeben durch (n,b®m) — bn®@m und diese Abbildung
ist B-bilinear. Es folgt, dass es ein B-linear Abbildung ¢ : N®g(B®RaM) - N®4 M,
n® (b®m) — bn®m gibt. Analog gibt es eine A-bilineare Abbildung ¢ : N x M —
N ®p (B ®4 M) definiert durch ¥(n,m) = n ® (1 ® m). Daraus folgt, dass es eine
A-lineare Abbildung ¢ : N@ 4 M — N®p(B®4 M), n®@m +— n®(1@m) gibt. Diese
Abbildung ist auch B-linear: )(b- (n®@m)) = Y(bn®@m) = bn® (1@m) = bp(n®@m).

Wir zeigen, dass ¢ und ¢ inverse von einander sind. Es gilt (¢(n®@m)) = ¢(n® (1®
m)) =n®@m und Y(P(n® (bedm))) =y(bn@m) = (1em) =n®(b-(1®m)) =
n® (b®m).

2. Sei N — N — N" eine exakte Sequenz von B-Modul. Dann ist die Kette N’ ®p
(A®a M) - N ®p (A®as M) - N"®p (A®4 M) genau die Kette N' ®4 M —
N @4 M — N"®4 M. Da M flach ist ist diese Kette eine exakte Sequenz. -

Es gilt M, ~ A, ®4 M. Aus dem obigen Lemma folgt, dass Mp auch flach ist, weil
M flach ist.

und (2 = 3) klar.

(3 = 1) Da das Tensorprodukt ein rechtsexakter Funktor ist, geniigt es zu zeigen,

dass fiir 0 — N’ —Ls N cine exakte Sequenz die Kette 0 — M ®4 N’ S Qa4 N
exakt ist. Fiir alle maximale Ideal m C A sind aber die folgende Sequenzen exakt
(die erste weil lokalisierung exakt ist und die zweite weil M, flach ist):

0— N ™ Ny und 0= My @4 N2 08 0 @4 N,

Man iiberpriift aber leicht, dass (Idy ® f)m = Idag, ® fm. Es folgt, dass (Idy @ fm
injektiv fiir alle maximale Ideale m C A ist. Daraus folgt, dass Idy; ® f injektiv ist.mg

3.4 ldeale und lokalisierung

Proposition 3.4.1 Sei A ein Ring und S C A eine multiplikative Menge.
1. Sei a ein Ideal in A. Dann gilt (A(a)) = S™'a.

2. Sei b ein Ideal in S~1A. Dann ist b der Form S~ 'a fiir a ein Ideal in A. Genauer
gilt b = S~1(\"1(b)).

3. Sei a ein Ideal in A. Es gilt A™1(S7ta) = A7 (M(a))) = Uses(a: s).
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4. Ein Tdeal a in A ist genau dann der Form A~!(b) fiir ein Ideal b C S™'A, wenn

kein Element von S zu einem Nullteiler in A/a abgebildet ist. In dem Fall gilt a =
A8 H(a)).

5. Es gibt eine Bijektion p — S~!p mit Inverse q — A~!(q) zwischen die Mengen

{p C A |p Primideal mit pN S = 0} <+ {q € S~*A | q Primideal}.

6. Seien a und o' Ideale in A. Dann gilt
S‘l(a +a)=S"ta+ S5t
S7Had') = (57 a)(57'a)

c. ST ana)=S"1 anSta
d. vVS—ta=S"1/a.

»—‘

Beweis. 1. Es gilt A(a) C S~'a und also (A(a)) C S7!a. Sei a/s € S~'amit a € a
und s € S. Dann gilt a/s =1/s-a/1=1/s- A(a) € (A(a)).

2. Es gilt S1(A71(b)) = ((A(A1(6)))) = ((b)) = b.

3. Sei a € A71(S71(a)). Es gilt A(a) = a’/s, wobei a’ € a und s € S. Es folgt, dass es
ein t € S gibt mit t(as — a’) = 0 also tsa = ta’ € a. Es folgt a € (a,ts). Umgekehrt,
sei a € (a:s). Dann gilt sa = a’' € a. Es folgt A(a) = a/1 = sa/s =d'/s € S7!a.

4. Sei a der Form a = A7!(b). Es gilt also S7'(a) = b. Sei s € S und 5 die Klasse von
sin A/a. Angenommen 5 sei Nullteiler. Dann gibt es ein a € A mit @ # 0 und as = 0.
Es folgt sa € a und also a € (a : s). Aus 3. folgt a € A71(S7!(a)) = A71(b) = a i.e.
a = 0 ein Widerspruch.

Umgekehrt,angenommen, dass kein Element von S zu einem Nullteiler in A/a ab-
gebildet ist. Wir zeigen aA™'(S7!(a)). Es gilt immer a C A7'(S7!(a)). Sei also
a € A1(S7!(a)). Nach 3. gibt es ein s € S mit sa € a. Es folgt sa = 0 in A/a.
Da a kein Nullteiler ist folgt @ = 0 und a € a.

5. Sei p prim mit pN.S = (). Wir zeigen zuerst, dass S™!p prim ist. Seien a/s und a’/s’
in S7'A mit (a/s)(a’/s") € S71p. Es gibt also ein b € p und ¢t € S mit aa’/ss’ = b/t.
Es folgt, dass es ein ¢ € S gibt mit t'(aa’t — bss’) = 0. Es folgt tt'aa’ = tbss’ € p.
Da t,t’ € S gilt t,t' & p. Es folgt a € p oder @’ € p und also a/s € S~'p oder
a'/s' e S p.

Fiir p prim mit pN.S =0 gilt 0 # 5 € A/p und da A/p Nullteilerfrei ist folgt, dass 5
kein Nullteiler ist. Es folgt also p = A7 (S (p)).

Umgekehrt gilt nach 2: S71(A7!(q)) = g.
6. Ubung. -
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Proposition 3.4.2 Es gilt n(S7'A4) = S~!n(A).

Beweis. Sei a € n(A) mit ™ = 0. Dann gilt (a/s)" = a"/s" = 0 und a/s € n(S~'A)
fiir alle s € S. Umgekehrt, sei a/s € n(S™'A). Es gilt a"/s" = (a/s)" = 0. Es gilt
also ein ¢t € S mit ta™ = 0 und also (ta)” = 0. Es folgt a/s = ta/ts € S~'n(A). =u

Proposition 3.4.3 Sei p ein Primideal. Es gibt eine Bijektion q — g, und v — A7 (t)
zwischen
{9 C A | g Cp Primideal} +— {v C A, | v Primideal}.

Beweis. Sei S = A\ p. Es gilt qNS =0 < q C p. Die Aussage folgt aus Proposition
3.4.1.5. |

Proposition 3.4.4 Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Dann gilt S™'Ann(M) =
Ann(S™'M).

Beweis. Sei a € Ann(M), sei s € S und sei m/t € S™'M, wobei m € M und t € S.
Es gilt am = 0. Daraus folgt a/s - m/t = am/st =0 und a/s € Ann(S~'M).

Umgekehrt, sei a/s € Ann(S~1M) und seien my, - - - ,m,, eine erzeugende Familie fiir
M. Fiir jedes i € [1,n] gilt am;/s = a/s-m;/1 = 0. Es gibt also ein ¢; € S mit
tam; = 0 fiir alle ¢ € [1,m]. Also gilt ¢, ---t,am; = 0 fiir alle i € [1,n]. Es folgt
ty---tpa € Ann(M). Also gilt a/s =t, - -t,a/t; - -t,s € ST*Ann(M). -

Korollar 3.4.5 Seien N, P C M Untermoduln mit P endlich erzeugt. Dann gilt
S™YN :P)=(SIN,S7'P).

Beweis. Wir haben ein Morphismus P — P + N/N definiert durch p +— [p]. Dieser
Morphismus ist surjektiv: es gilt [p 4+ n] = [p] also ist P + N/N endlich erzeugt. Wir
zeigen (N : P) = Ann(P+N/N).Seia € (N : P). Dann gilt a(P+N) =aP+N C N
also a(P + N/N) =0 und a € Ann(P + N/N). Umgekehrt, sei a € Ann(P + N/N).
Dann gilt (P + N) C N und also aP C N und a € (N : P). Es folgt

S YN :P)=S'Ann(P+N/N) = Ann(S~Y(P+N/N)) = Ann(S ' P+S 'N/S7IN) = (S7!N :

Proposition 3.4.6 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus und sei p C A ein
Primideal.

Es gibt genau dann ein Primideal ¢ C B mit f~'(q) = p, wenn p = f~1((f(p))).

Beweis. Seiq C B primmitp = f~1(q). Esgilt f(p) C qund f~1(f(p)) C f~(q) = p.
Es folgt p = f~((f(p)))-

Umgekehrt, sei p prim mit p = f~1((f(p))). Sei S = f(A\p) C B. Dann ist S
multiplikativ: fiir x,2" € S gibt es a,a’ € A\ p mit f(a) = z und f(a’) = 2/. Es gilt
aber aa’ € A\ p also z2/ = f(a)f(d') = f(ad') € S. Es gilt (f(p)) NS = 0: falls
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x € (f(p)) NS gibt es ein a € A\ p mit f(a) = z also a € f~1((f(p))) = p. Ein
Widerspruch. Es folgt, dass S7'(f(p)) ein echtes Ideal in S~ B ist: wenn S™!(f(p)) =
B gilt 1 € S71(f(p)) also gibt es ein s € S mit s =s-1 € (f(p)). Ein Widerspruch.
Sei jetzt m ein maximales Ideal in S™'B mit (f(p)) C m und sei A : B — S™'B. Wir
setzen ¢ = A7!(m). Dann ist g ein Primideal in B.

Wir zeigen f~1(q) = p. Sei a € p. Es gilt A(f(a)) € A(f(p)) € S~ (f(p)) C m. Es
folgt. f(a) € q. Umgekehrt, sei a € f~!(q). Falls a & p, gilt f(a) € S. Es gilt aber
f(a) € g und also SN q f. Daraus folgt A\g = S~'q = S~'B. Ein Widerspruch. g



4 Ganze Elemente

4.1 Ganze Elemente

Definition 4.1.1 Sei B ein Ring und A ein Unterring von B. Ein Element = € B
heikt ganz falls es ein Polynom P € A[X] mit Leitkoeffizient 1 so, dass P(z) = 0:

4+ a "+ 4a, =0,
wobei a; € A fiir alle i € [1,n].
Bemerkung 4.1.2 Elemente aus A sind ganz iiber A.

Beispiel 4.1.3 Sei A = Z und B = Q. Ein Element x € Q is genau dann ganz, wenn
z € Z (Ubung).

Proposition 4.1.4 Sei A C B ein Unterring und x € B. Die folgende Aussagen sind
aquivalent:

1. z in ganz iiber A;
2. Alx] ist ein endlich erzeuger A-Modul,

3. Alz] € C, wobei C ein Unterring von B und auch ein endlich erzeugter A-modul
ist.

4. Es gibt ein treuer Alx]-Modul M, der als A-Modul endlich erzeugt ist.

Beweis. (1. = 2.) Es gilt 2" = —(a;2"™ ! + -+ + a,2") fiir alle r > 0. Daraus
folgt, dass A[z] von der Familie (1,---,2""!) erzugt ist.

(2. = 3.) Setze C' = Alz].

(3. = 4.) Setze M = C. Sei P € Alx] mit P € Ann(M) i.e P-M =0.Dale C = M,
folgt P =P -1=0 also Ann(M) =0 und M ist treu.

(4. = 1.) Sei M ein treuer A[z]-Modul so, dass M auch endlich erzeugt als A-Modul
ist. Sei f : M — M die A-lineare Abbildung definiert durch f(m) = xm. Sei a = A.
Nach Proposition 2.7.1 gibt es Elemente a1, ---,a, € a = A so, dass " 4+ a; f*~ ! +
-+ a,Ildy = 0. Fiir alle m € M gilt also (" + a;2" ' +---+a,)m = 0. Da M treu
ist folgt 2" + a2 ' +--- 4+ a, = 0. -
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Korollar 4.1.5 Seien zy,---,z, ganze Elemente iiber A. Dann ist Alxy,--- , x,]
endlich erzeugt als A-Modul.

Beweis. Aus der Proposition ist A[x1] endlich erzeugt. Per Induktion ist A[xq, -+, 2, 1]
endlich erzeugt iiber A. Aber z,, ist ganz iiber A also auch iiber Alxy, -+, z,_1]. Der
Modul A[zy,- -, x,] ist endlich erzeugt iiber Alxq,- -, x,_1] und Afzy, -, z,_q] ist
endlich erzeugt iiber A. Die Aussage folgt aus Proposition 2.10.3. n

Korollar 4.1.6 Sei A C B ein Unterring. Die Menge aller genzen Elemente in B ist
ein Unterring von B, der A enthilt.

Beweis. Wir wissen schon, dass alle Elemente in A ganz sind. Seien z,y € B ganz
iiber A. Dann ist Alx,y] endlich erzeugt iiber A und enthilt A[z + y] und Afzy].
Daraus folgt, dass  + y und xy ganz iiber A sind. n

Definition 4.1.7 Sei A C B ein Unterring.

1. Der Ring aller Elemente die ganz iiber A sind heifst ganzer Abschluss von A in
B.

2. Wenn A der ganze Abschluss von A in B ist heifst A ganz abgechlossen in B.

3. Wenn B der ganze Abschluss von A in B ist (i.e. alle Elemente aus B sind ganz
tiber A) heifst B ganz iiber A.

Definition 4.1.8 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus also B ist eine A-
Algebra. Die A-Algebra heifst B ganz falls B ganz iiber f(A) ist.

Lemma 4.1.9 Sei f: A — B eine A-Algebra. Es gilt

B ist als A-Modul endlich erzeugt < B ist eine endlich erzeugte A-Algebra und ist ganz iiber A.

Beweis. (=) Klar aus was wir bewiesen haben.

(<) Sei (z1,---,x,) eine erzeugende Familie von B als A-Algebra. Es gilt also
f(A)[x1, -+ ,x,] = B. Da B ganz iiber A ist sind alle z; ganz und dieser Modul
ist endlich erzeugt. -

Proposition 4.1.10 Seien A C B C C Unterringe. Falls B ganz iiber A ist und C
ganz iiber B ist, ist C' ganz iiber A.

Beweis. Sei xz € C. Es gibt Elemente by, - - - ,b, € B mit 2" +b2" ' +---+b, = 0. Sei
B’ = Aby,---,b,]. Da alle b; ganz iiber A sind, ist B’ endlich erzeugt als A-Modul.
Aber z ist ganz iiber B’ also ist B’[z] endlich erzeugt iiber B’. Es folgt, dass B’[x]
endlich erzeugt iiber A ist. Da dieser Modul A[z] enthélt ist x ganz iiber A. -

Korollar 4.1.11 Sei A C B ein Unterring und C' der ganze Abschluss von A in B.
Dann ist C' ganz abgeschlossen in B.
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Beweis. Sei C der ganze Abschluss von C'in B. Dann ist C ganz iiber A und also
C Cc C. Da C C C folgt die Aussage. =

Proposition 4.1.12 Sei A C B mit B ganz iiber A.
1. Sei b C B ein Ideal und a = AN b. Dann ist B/b ganz iiber A/a.

2. Sei S C A multiplikativ. Dann ist S~'B ganz iiber S~!A.

Beweis. 1. Sei x € B. Dann gibt es a1, -+ ,a, € A mit 2" + a;2" ' +---+a, = 0.
Es folgt [z]" + [a1][z]"* + -+ - + [an] = 0.

2. Sei /s € S™'B mit x € B und s € S. Dann gibt es a1, -+ ,a, € A mit 2" +
ayx™t+ -+ 1, = 0. Es folgt (z/s)" + (ar/s)(x/s)" ' + -+ + (a,/s") = 0. -

4.2 Going-up Theorem

Proposition 4.2.1 Sei A C B zwei Integritiatsringe mit B ganz iiber A. Dann gilt

A ist ein Korper < B ist ein Korper.

Beweis. (=) Sei b € B mit b # 0. Dann gibt es Elemente ay,--- ,a, € A mit " +
a;b" 1+ .+a, = 0. Sei n minimal so, dass es eine solche Gleichung gibt. Falls a,, = 0
gilt (0"t +a b2+ - -+a,_1) = 0 also " 1 +a;b" 2+ -+a,_1 = 0 ein Widerspruch
zur minimalitéit. Es gibt also ein a;' € A und —b(0" ' +a;b" 2+ +a,_1)a; ' = 1.
Daraus folgt, dass b invertierbar in B ist.

(<) Sei a € A mit a # 0. Dann gibt es ein a=! € B. Wir zeigen ! € A. Da B ganz

iiber A ist gibt es Elemente a;,--- ,a, € A mit a™" + a;a """ +--- +a, = 0. Nach
Multiplikation mit a"~! folgt a™! +ay + -+ + a,a™ ! und also a™! = —(a; + -+ +
a,a™ ') € A. -

Korollar 4.2.2 Seien A C B Ringe mit B ganz iiber A. Sei q ein Primideal in B
und sei p = AN gq. Dann gilt

q maximal < p maximal.

Beweis. Der Ring B/q is ganz iiber A/p und beide sind Integrititsringe. Die Aussage
folgt aus der obigen Proposition. n

Korollar 4.2.3 Seien A C B Ringe mit B ganz iiber A. Seien q und q’ Primideale
mit qN A =q N A. Falls gilt q C ¢’ folgt g = ¢'.
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Beweis. Sei p =qNA=q' NA. Der Ring B, ist ganz iiber A,. Sei m = pA, das von
p erzeugte Ideal in A,. Dann ist m maximal in A,. Seien n und n’ die von q und ¢’
erzeugte Ideale in B,. Es gilt n C n’ und nN A, = m = n’ N A,. Da m maximal ist
sind auch n und n’ maximal. Es folgt n = n’. Es gibt aber eine Bijektion zwischen
Primideale in B die S = A\ p nicht treffen und Primideale in S™*'B = B,. Da
Ang=p=Ang,giltqnS=0=qg'NS. Es folgt q =¢'. -

Satz 4.2.4 Seien A C B Ringe mit B ganz iiber A. Sei p ein Primideal in A. Dann
gibt es ein Primideal q in B mit q = ANg. 0

Beweis. Wir haben ein kommutatives Diagramm

A——B

] s

A, —— B,.

Sei n maximal in B,. Dann ist m = nN A, maximal in A,. Dieser Ring ist aber lokal
mit maximalem Ideal pA,. Es folgt m = pA,. Sei ¢ = A\5'(n). Dies ist ein Primideal
in B und es gilt N A= X,"(m) =A"1(pA,) =p. .

Bemerkung 4.2.5 Sei Spec(A) = {p C A | p Primideal}. Fiir ein Ringhomomor-
phismus f : A — B haben wir eine Abbildung Spec(B) — Spec(A) definiert durch
g — f1(q). Der obige Satz bedeudet, dass diese Abbildung surjektiv ist, wenn A C B
und B ganz iiber A ist.

Satz 4.2.6 (Going-up Theorem) Seien A C B Ringe mit B ganz iiber A. Sei
p1 C --- C p, eine Kette von Primidealen in A und sei q; C -+ C @, mit m < n
eine Kette von Primidealen in B mit q; N A = p; fiir alle i € [1,m)].

Dann kann mann die Kette q; C --- C q,, ergdnzen in einer Kette von Primidealen
q1 C -+ C gy, so, dass q; N A = p; fiir alle ¢ € [1,n]. O

Beweis. Per Induktion nach n geniigt es die Aussage fiir m = 1 und n = 2 zu zeigen.
Wir haben ein kommutatives Diagramm

A B
A/pl > B/qh

wobei m4 und wg die kanonische Projektionen sind. Sei p = m4(p2). Da p; C po gilt,
ist p prim in A/p;. Der Ring B/q; ist aber ganz iiber A/p; also gibt es, nach dem
obigen Satz, ein Primideal ¢ C B/q; mit q N (A/p1) = p2/p1. Sei g2 = 75'(q). Dann
ist qo prim und es gilt g N A =7, (q N (A/p1) = 7, (p) = po. -
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4.3 Going-down Theorem

Proposition 4.3.1 Seien A C B Ringe und sei C der ganze Abschluss von A in B.
Sei S C A multiplikativ, dann ist S™'C' der ganze Abschluss von S~!'A in S71B.

Beweis. Wir wissen schon, dass S™'C' ganz iiber S™'A ist (weil C' ganz iiber A ist).
Sei jetzt b/s € ST'B ganz iiber S~'A. Dann gibtes a;, -+ ,a, € Aund sy, ,s, € S
so, dass

(b/8)" + (ar/s1) (b/$)"" + -+ (an/50) = 0.

Seit = s;---s, € S. Dank Multiplikation mit (ts)", gilt (tb)™ + a;8s9 -+ - s, (tb)" ! +
s s sy -5, qa, = 0. Bs folgt, dass tb ganz iiber A ist also th € C. Daraus
folgt b/s = bt /ts € S71C. m

Definition 4.3.2 Ein Integritdtsring A heifst ganz abgeschlossen falls A ganz ab-
geschlossen in seinem Quotientkorper Frac(A) ist.

Beispiel 4.3.3 Der Ring Z ist ganz abgeschlossen. Jeder faktorieller Ring A ist ganz
abgeschlossen. Z.B. ist k[ X1, - -+, Xn| ganz abgeschlossen sobald k ein Korper ist.

Proposition 4.3.4 Sei A ein Integrititsring. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. A ist ganz abgeschlossen;
2. A, ist ganz abgeschlossen fiir alle Primideale p;

3. A, ist ganz abgeschlossen fiir alle maximale Ideale m.

Beweis. Es gilt Frac(A) = Frac(A,) = Frac(Ay) also sind alle Ringe A, Ap und Ay,
in Frac(A) enthalten. Sei C' der ganze Abschluss von A in Frac(A). Dann ist C, (bzw.
Cw) der ganze Abschluss von A, (bzw. AAm) in Frac(A). Es gilt also

A ganz abgeschlossen < A — C' surjektiv;
A, ganz abgeschlossen & A, — C, surjektiv;
An ganz abgeschlossen < A, — C), surjektiv.

Die Aussage folgt jetzt aus Korolar 3.3.3. n

Definition 4.3.5 Seien A C B Ringe und sei a C A ein Ideal.

1. Ein Element x € B heift ganz iiber a falls es Elemente aq,--- ,a, € a gibt mit
4+ ax" t+ - +a, =0.

2. Die Menge @” aller Elemente in B die ganz iiber a sind heift ganzer Abschluss
von a
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Lemma 4.3.6 Seien A C B Ringe und sei a C A ein Ideal. Sei C der ganze Abschluss
von A in B. Sei (a)¢ das von a erzeugte Ideal in C' und sei y/(a)¢ sein Radikal. Dann
gilt

EB = (a)(;.

Insbesondere ist a” abgeschlossen fiir + und -. 0

Beweis. Seiz € aP. Dann gibt es Elemente a1, - - - , a, € a mit 2" +a 2" '+ - -+a, =
0. Es folgt x € C und 2" = —(a;2" '+ --- + a,) € (a)¢. Daraus folgt z € \/(a)c.

Sei x € y/(a)c. Dann gilt 2" € (a)c also gibt es Elemente y,---,y, € C und
Ty, Ty € amit 2" = Yy + - + TpYn. Sei M = Alyy, -+, y,]. Dann sind alle
y; ganz iiber A also ist M ganz iiber A und also endlich erzeugt als A-Modul. Sei
f i+ M — M definiert durch f(m) = 2™m. Da 2™ = x1y1+- - -+2,ypn, folgt "M C aM.
Daraus folgt, dass es Elemente ay,- - ,a,, € a gibt mit f™ +a; f™ ' +---+a, = 0.
Es folgt 2" + arz™™ Y 4 ... 4 g, =0 und x ist ganz iiber a. -

Proposition 4.3.7 Seien A C B Integrititsringe mit A ganz abgeschlossen. Sei
K = Frac(A), sei a ein Ideal in A und sei x € B ganz iiber a.

Dann ist x algebraisch iiber K und sein Minimalpolynom iiber K ist der Form X" +
a X"+ a, mit ap, -, a, € V.

Beweis. Da x ganz iiber a ist, ist « algebraisch iiber K und es gibt ay,--- , a, € a mit
" +a "+ ra, =0.Sei P = X"+a; X" ! +...+a, und x das Minimalpolynom
von x iiber K. Es gilt x|P. Sei L = Dk (x) ein Zerfallungskorper. Seien x1,--- , x,
die Nullstellen von y in L. Dann sind alle z; Nullstellen von P also ganz iiber a. Die

Koeffizienten von x sind in K und Polynome in den zy,--- ,x, also ganz iiber a. Da
A ganz abgeschlossen ist sind diese Koeffizienten in A und ganz iiber a. Nach dem
obigen Lemma folgt, dass diese Koeffizienten in /a sind. n

Satz 4.3.8 (Going-down Theorem) Seien A C B Integritéitsringe mit A ganz
abgeschlossen und B ganz iiber A. Sei p; D --- D p,, eine Kette von Primidealen in
Aund seiq; D -+ D ¢y, mit m < n eine Kette von Primidealen in B mit g, N A = p;
fir alle ¢ € [1,m].

Dann kann mann die Kette q; D --- D q,, ergénzen in einer Kette von Primidealen
q1 D -+ Dy, so, dass q; N A = p; fiir alle ¢ € [1,n]. O

Beweis. Per Induktion kann man ohne Einschrikung annehmen, dass m = 1 und
n = 2. Wir haben ein kommutatives Diagramm:

A——B

) s

Apl > Bq17
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wobei alle Abbildungen injektiv sind. Dank der Bijektion zwischen Primideale in By,
und Primideale in B, die in q; enthalten sind, miissen wir nur zeigen, dass es ein
Primideal q C By, gibt mit A;'(q N Ap,) = po. Sei f : A — By, die Komposition,
dies ist dquivalent zu f~1(q) = po. Nach Proposition 3.4.6 ist dies dquivalent zu:

p2 = fH(f(p2)) = p2 By, N A

Es gilt po C paB,, NA. Sei also x € py By, N A. Dann ist  der Form y/s mit y € poB
und s € B\ q;. Nach Lemma 4.3.6 mit B = C sind Elemente in poB ganz iiber ps.
Nach der obigen Proposition sind die Koeffizienten des Minimalpolynoms y, von y
iber K = Frac(A) in /ps = p2 (weil p, prim ist). Es gilt also

Y +ay" ot a, =0,
wobei a; € ps.
Da z € A folgt s = yx~!in K. Es gilt
s"+ay /e + 4 ag /2t = 0.

Die ist das Minimalpolynom von s iiber K: wenn es eine weitere Gleichung s" +
ajs '+ +a. =0 gibt mit r < s a, € K folgt y" + zajy™' + -+ + 2"al. = 0 ein
Widerspruch zur Minimalitéit von k. Wir schreiben u; = a; /2" also ist

sF s T by, =0
ein Minimalpolynom von s iiber K. Da s € B ganz iiber A ist, folgt aus der obigen
Proposition folgt, dass u; € A.

Angenommen x & po. Dann gilt 2'u; = a; € p, und also u; € p, fiir alle i. Daraus
folgt s* = —(uys*~1 + -+ 4+ uy) € poB C p1B C q;. Es folgt s € q; ein Widerspruch
und also z € ps. n

4.4 Nullstellensatz

Dank ganzen Ringen haben wir in der Vorlesung Einfiihrung in die algebraische Geo-
metrie den folgenden Satz bewiesen (Satz 3.2.1, Nullstellensatz 1).

Satz 4.4.1 (Nullstellensatz — algebraische Version) Sei k ein Korper und B ei-
ne endlich erzeugte k-Algebra. Falls B ein Korper ist ist k C B eine endliche Erwei-
terung. |
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5.1 Transzendenzgrad

Definition 5.1.1 Sei k C K eine Korpererweiterung.

Eine Familie x,--- , x, von Elementen aus K heifst algebraisch unabhingig oder
transzendent iiber k falls gilt

(P ek, - ,T,),P(x1, -+ ,2,) =0= P =0).

Proposition 5.1.2 Sei K C L eine Koérpererweiterung und seien S, T C K Teilmen-
gen. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

1. SUT ist algebraisch unabhangig iiber k und S NT = (J;

2. S ist algebraisch unabhéngig iiber k und 7T ist algebraisch unabhingig iiber
k(5);

3. T ist algebraisch unabhéngig iiber k und S ist algebraisch unabhéngig iiber
k(T).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass 1. und 2. dquivalent sind.

(1. = 2.) Da S UT algebraisch unabhéingig iiber k ist, ist auch S algebraisch unab-
héngig {iber k. Angenommen 7" sei algebraisch abhéingig iiber k(S), gibt es Elemente
t1,+++ ,t, € T und ein Polynom P € k(S)[Ty,---,T,] so, dass P(ty,--- ,t,) = 0.
Dank multiplikation mit einem Element aus k[S] konnen wir annehmen, dass P sei-
ne Koeffizienten in k[S] hat. Das Element P kann also als ein Polynom @ in S und
Ti,- -, T, betrachten werden mit Q(S,t,--- ,t,) = 0. Daraus folgt, dass P = @ = 0.

(2. = 1.) Da T algebraisch unabhingig iiber k(S) ist muss S N'7T = () gelten. Seien
1, Xy €S, b, ty, € Tund P € k[Xy,---, X, T1,- -+, T),] ein Polynom mit
P(xy, -+ ,xp,t1,- -+ ,ty) = 0. Wir betrachten P als Polynom @ in T3,---,T,, mit
Koeffizienten in k[zy, -+, x,] C k(S). Es gilt Q(t1, -+ ,t,) = 0 also Q = 0. Es folgt,
dass alle Koeffizienten von @) null sind. Diese Koeffizieten sind Polynome in k[S] und
also alle Koeffizienten von diesen Polynomen sind auch Null. Diese Koeffizienten sind
die Koeffizienten von P. Es folgt P = 0. n
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Korollar 5.1.3 Sei k C K ein Korpererweiterung und sei S C K. Die Menge S
ist genau dann algebraisch unabhéngig tiber k, wenn alle z € S transzendent iiber

k(S \ {x}) ist.

Beweis. Nach der obigen Proposition, falls S algebraisch unabhéngig ist, ist x tran-
szendent {iber k(S \ {z}).

Umbekehrt, seien xq, - - - , x, € S. Dann ist z,, transzendent iiber k(x1, -+, z,_1) und
per Induktion und nach der obigen Proposition folgt, dass (z1,--- ,x,) algebraisch
unabhéngig iiber k ist, also ist S algebraisch unabhéngig iiber k. n

Proposition 5.1.4 Sei k C K eine Korpererweiterung und sei k C k' eine algebrai-
sche Erweiterung. Sei S algebraisch unabhéngig iiber k, dann ist auch S algebraisch
unabhéngig iiber k'.

Beweis. Angenommen S sei algebraisch abhéngig iiber k’. Dann gibt es ein z € §
so, dass x algebraisch iiber k'(S\ {z}) ist. Da aber k' algebraisch iiber k ist, ist auch

K'(S\ {z}) algebraisch iiber k(S \ {z}) und also z ist algebraisch iiber k(S \ {z}).
Daraus folgt S algebraisch abhéngig. Ein Widerspruch. -

Definition 5.1.5 Sei k C K eine Koérpererweiterung. Eine Transzendenzbasis von
K iiber k ist eine Teilmenge B C K so, dass B algebraisch unabhéngig iiber k ist
und K akgebraisch iiber k(B) ist.

Beispiel 5.1.6 Sei K = k(X).
1. Dann ist B = {X} eine Transzendenzbasis von K iiber k.

2. Dann ist B = {X?} eine Transzendenzbasis von K iiber k.

Proposition 5.1.7 Sei k C K eine Korpererweiterung. Eine Teilmenge B C K ist
genau dann eine Transzendenzbasis, wenn B eine maximale algebraisch unabhéngige
Familie ist.

Beweis. Falls B eine Transzendenzbasis ist und x € K \ B. Dann ist = algebraisch
tiber k(B) und also ist B U {z} algebraisch abhéngig.

Umgekehrt, falls B eine maximale algebraisch unabhéngige Familie ist, ist B algebra-
isch unabhiingig iiber k und jedes Element von K ist algebraisch iiber k(B) (sonst
wire B U {z} algebraisch unabhéngig). -

Satz 5.1.8 (Satz von Steinitz) Sei k C K eine Korpererweiterung. Seien ST C
K so, dass S algebraisch unabhéngig iiber k ist und K algebraisch iiber k(T") ist.

Dann gibt es eine Transzendenzbasis B mit S C B C T 0
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Beweis. Sei X die Menge aller Teilmenge B C T so, dass S C B und B algebraisch
unabhéngig iiber k ist. Diese Menge ist induktiv (die Vereinigung von Elementen in
einer Kette ist ein Maximum) also gibt es eine maximale solche Teilmenge B. Diese
Teilmenge B ist algebraisch unabhéngig. Falls alle Elemente von T algebraisch iiber
k(B) sind, ist k(T") algebraisch iiber k(B). Es folgt, dass K auch algebraisch iiber k(B)
ist und B ist eine Transzendenzbasis. Wenn es ein ¢ € T' gibt so, dass ¢ transzendent
tiber k(B) ist, ist BU {t} in Y. Ein Widerspruch. n

Satz 5.1.9 Sei k C K eine Korpererweiterung. Dann haben alle Transzendenzbasen
die selbe Anzahl von Elementen. O

Beweis. Wir zeigen dies Falls es eine Transzendenzbasis B gibt mit |B| = n < oo.

Sei B’ eine weitere Transzendenzbasis. Es geniigt zu zeigen |B’'| < |B| (Analog wird
also gelten |B| < |B/|).

Wir verfahren per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist K algebraisch iiber k und jede
Transzendenzbasis ist die leere Menge.

Sei also n > 1 und sei € B’. Dann gibt es (Satz von Steinitz) eine Teilmenge
C' C B so, dass ¢ ¢ C und {z} UC eine Transzendenzbasis von K iiber k ist. Es gilt
C C B:falls x € B gilt C = B\ {z}. Fir z ¢ B, falls C = B gilt CU{z} 2 B
und C'U {zx} ist nich algebraisch unabhéingig (maximalitit von Transzendenzbasen).
Ein Widerspruch. Es folgt also |C] < n. Sei k' = k(z) und ¢’ = B"\ {z}. Dann sind
C' und ' linear unabhéngig iiber k' und K ist algebraisch iiber k'(C) = k(C' U {z})
und k'(C") = k(B’). Es folgt, dass C' und C’ Transzendenzbasen von K iiber k' sind
und also |C| = |C'|. Daraus folgt |B'| = |C'|+1=|C|+ 1 < n. -

Definition 5.1.10 Sei k C K eine Korpererweiterung.

Der Transzendenzgrad Trdeg,(K) von K iiber k ist die maximale Anzahl von
Elementen in einer algebraischen unabhéngigen Familie. Dies ist auch die Anzahl von
Elementen in einer Transzendenzbasis.

Ein paar Korollare vom obigen Satz.

Korollar 5.1.11 Sei k C K eine Korpererweiterung mit n = Trdeg, (K) und S C K.
Falls K algebraisch iiber k(S) ist gilt |S| > n. Falls |S| = n ist S algebraisch unab-
héngig.

Beweis. Nach dem Satz von Steinitz gibt es eine Transzendenzbasis B C S. n

Korollar 5.1.12 Sei k C K eine Korpererweiterung mit n = Trdeg, (K) und seien
Ty, Ty € K mit K =k(xp, -+, Z).

Dann gilt m > n. Falls m = n ist (z1,---,x,) eine Transzendenzbasis. Eine solche
Erweiterung heifit rein transzendent.
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Beweis. Nach dem Satz von Steinitz gibt es eine Transzendenzbasis B C {x1, - ,Z;n}.m

Korollar 5.1.13 Sei k C K eine Korpererweiterung mit n = Trdeg, (K). Fiir eine
algebraisch unabhéngige Familie S C K gilt |S| < n. Auferdem, falls |[S| = n ist S
algebraisch unabhéngig also eine Transzendenzbasis.

Proposition 5.1.14 Seien k C K C L Korpererweiterungen und seien S und T
Transzendenzbasen von K iiber k und von L iiber K.

Dann gilt SNT = () und S UT ist eine Transzendenzbasis von L iiber k.

Beweis. Der Korper L ist algebraisch {iber K(7T') und K(T') ist algebraisch iiber
k(SUT) = k(S)(T). Daraus folgt, dass L algebraisch iiber k(S UT) ist.

Aufserdem ist 7" algebraisch unabhéngig iiber K also auch iiber k(.S). Es folgt SNT =
() und S UT ist algebraisch unabhéngig iiber k. -

Korollar 5.1.15 Seien k C K C L Korpererweiterungen. Es gilt

Trdeg, (L) = Trdeg, (K) + Trdegy (L).

5.2 Noethersches Lemma

Satz 5.2.1 (Noethersches Lemma) Sei k ein Korper und A eine endlich erzeugte
k-Algebra so, dass A ein Integritéitsring ist. Sei K = Frac(A).

Dann gibt es algebraisch unabhéngige Elemente x4, -+, x, € A so, dass A ganz iiber
k[x1,- -+, z,] ist und n = Trdeg, (K). O
Beweis. Seiyy, -+, yn, eine erzeugende Familie von A als k-Algebra. Ohne Einschrén-
kung kénnen wir annehmen, dass yi,--- , ¥, algebraisch unabhéngig sind und dass
Yri1," "+ »Ym algebraisch iiber k[yy,- - ,y,] sind. Wir verfahren per Induktion nach
m.

Fiir m = r ist die Aussage klar. Wir nehmen also an, dass die Aussage fiir k-Algebren
mit m — 1 Erzeugern gilt. Das Element y,, ist ganz iiber k[yy, - - - , y_1]. Daraus folgt,
dass es ein Polynom P € kly1, -+, ym—1][T] gibt so, dass P(y1,- -+, ym) = 0.

Seien 11, - -, rp,—1 naturlische Zahlen. Wir setzen z; = y;—y" und A" = Kk[zq,- -+ , Zpm_1].
Dann gilt A = A'[y,,]. Es gilt P(z1 + 40}, -+ 21 + Y5~ ", Ym) = 0. Wir schreiben P
als Polynom in 2, -+, z,,_1, Ym. Fiir jedes Monom yfl -+ ykm oibt es ein Monom der

Form gyFmtrikit—trm—km-1 Wenn die r; gut gewiihlt sind z.B. mit r; > ry > - >
Fm_1 > 0 ist dieser Term der Term mit héherem Grad in y¥' .. yF=. Es folgt, dass
P4y, Zp 1yt g ) = Ay +Terme von Grad < N mit 0 # A € k. Es folgt,

dass y,, ganz iiber A’ = k[z1, -, zp,_1] ist also A = A’[y,,] ist ganz iiber A’. Nach In-
duktion gibt es algebraische unabhéngige Elemente x4, -+ ,z, € A =k[z1, -, Z;_1]
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so, dass A’ ganz iiber klzy, -+, x,| ist. Daraus folgt, dass A ganz iiber klzy, -+, ;)]
ist.

Wir zeigen jetzt, dass n = Trdeg,(K). Per Definition gilt n < Trdeg,(K). Alle
Elemente aus A sind ganz iiber k[zy,--- ,z,]. Sei a/b € K mit a,b € A und b # 0.
Seien by, - -+ , by € k[, -+, 2] mit ¥ +bbF "1 + ... 4+ b, = 0 und k minimal so, dass
es eine solche Gleichung gibt. Es folgt, dass by # 0 und also

b 4 b bR )b =

Daraus folgt
bt = (BF b0 b )b

Da b ganz iiber k[zy,--- ,z,] ist und da b,' € k(zy,---,z,) folgt, dass b~! alge-
braisch iiber k(zy,--- ,z,) ist und also auch a/b. Es folgt, dass K algebraisch {iber
k(zy, -+, z,) ist und also Trdeg, (K) < n. -

5.3 Dimension

Definition 5.3.1 Sei A ein Ring.

1. Die krullsche Dimension Kdim(A) von A ist die maximale Zahl n so, dass es
eine Kette pg C --- C p, C A gibt mit p; prim fiir alle ¢ € [0, n]. Falls es unendliche
Ketten gibt, ist Kdim(A) = oo.

2. Sei p ein Primideal in A. 1. Die lokale Dimension Kdim,(A) von A bei p ist
die krullsche Dimension vom lokalen Ring A,.

Bemerkung 5.3.2 Fiir A # 0 gilt Kdim(A) > 0 (es gilt co > 0).

Beispiel 5.3.3 1. Fiir A = k ein Korper, gilt Kdim(A) = 0.
2. Fiir A =7, gilt Kdim(A) = 1.

3. Fiir A =7 und p = (p), wobei p eine Primzahl ist, gilt Kdimp(A) = 1. Fiir p = (0),
gilt Kdimp(A) = 0.

Lemma 5.3.4 Es gilt Kdim(A) = sup Kdimy,(A). O

m maximal

Beweis. Die Aussage folgt aus der Bijektion {p C m | p prim} <> {q C A, | q prim}:
Sei pg € -+ - C p, eine Kette von maximalen Idealen in A. Falls p,, nicht maximal ist
konnen wir diese Kette mit einem maximalen Ideal m ergénzen: po C --- C p,, T m.
Insbesondere ist eine maximale Kette immer in einem maximalen Ideal enthalten. g
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Proposition 5.3.5 Seien A C B Integrititsringe mit B ganz iiber A und A ganz
abgeschlossen.

1. Sei n C B maximal und m = nN A. Dann ist m maximal und es gilt

Kdim(Ay,) = Kdim(B,).

2. Es gilt Kdim(A) = Kdim(B).

Beweis. 1. Aus Korollar 4.2.2 folgt, dass m maximal ist. Sei q; € --- € g, € n eine

Kette in B (zu dieser Kette gehorte genau eine Kette in B,). Sei p; = q; N A. Dank
Korollar 4.2.3 gilt p; € --- C p,, € m und also KdimA,, > KdimB,,.

Umgekehrt, fiir eine Kette p; C -+ C p,, € m gibt es (dank Going-down) eine Kette
g1 € - € g, € nund also KdimA,, < KdimB,,.

2. Aus 1. folgt, dass es fiir jedes n C B maximal ein m = nN A C A maximal gibt
mit Kdim,(A) = Kdim,(B).

Andersrum, dank dem Satz 4.2.4, gibt es fiir jedes m C A maximal ein ¢ C B prim
mit N A =m. Sei n C B maximal mit ¢ C n. Es gilt m =qgNA CnnN A und
das letzte Ideal ist maximal. Da m auch maximal ist gilt m = n N A und nach dem
Korollar 4.2.3 folgt n = q also ist ¢ = n maximal. Es folgt, dass es fiir jedes m C A
maximal ein n C B maximal gibt mit Kdim,(B) = Kdim,(A). Die Aussage folgt
daraus und aus dem obigen Lemma. n

Satz 5.3.6 Es gilt Kdim(k[Xy, -, X,,]) = n. O

Beweis. Sei A = k[X1, -+, X,]. Esgilt (0) € (Xy) € (X1, ,X,) also gilt Kdim(A) >
n. Wir zeigen die Gleichheit per Induktion nach n.

Sei pg C - -+ C p,, eine Kette von Primidealen. Falls pg # (0) konnen wir diese Kette
erginzen in (0) € pg € -+ € p,,. Wir kénnen also annehmen, dass py = (0). Sei
Q € p; mit @ # 0. Falls @) invertierbar ist gilt p; = A und wir setzen P = X;. Sonst
betrachten wir die Primzerlegung Q = P;--- P, von (). Da p; prim ist gibt es ein ¢
so, dass P = P; € p;. Da A faktoriel ist, ist (P) prim und es gilt (P) C p;. Ohne
Einschrinkung durfen wir also annehmen, dass p; = (P) mit P irreduzibel.

Wir setzen Y} = P und Y; = X; — X{* fiir i € [2,n]. Sei B = k[Y1,---,Y,]. Wir
zeigen, dass A ganz iiber B ist. Es geniigt zu zeigen, dass X; ganz iiber B ist. Es gilt
P(Xy,Ys+ X{2,---Y, + X{") = Y;. Wir schreiben P als Polynom in Xi,Ys,---,Y,.
Fiir jedes Monom X --- X*m gibt es ein Monom der Form X}tk +mmkn YWenp
die r; gut gewdhlt sind z.B. mit 7, > --- > r; > 0 ist dieser Term der Term
mit hoherem Grad in X7 .- X% Es folgt, dass P(X;,Ys + X', Y, + X'») =
AXY + Terme von Grad < N mit 0 # X € k. Es folgt, dass X, ganz iiber B ist. Der
Ring A ist also ganz iiber B. Es folgt, dass Frac(A) = k(X3, -+, X,,) algebraisch iiber
Frac(B) = k(Y1,---,Y,) ist. Daraus folgt, dass Trdeg, (Frac(B)) = Trdeg,(A) = n
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und dass die Familie (Y3,---,Y,,) algebraisch unabhéngig ist. Es folgt, dass B =
k[Y7,---,Y,] ein Polynomring ist und also dass B faktoriel. Daraus folgt auch, dass
B ganz abgeschlossen ist. Es folgt Kdim(A) = Kdim(B) und eine Kette po C -+ C pp
in A induziert eine Kette poN B C --- C p,, N B in B. Wir konnen also A mit B
erzetzen und (0) =po C (P)=p1 C - Cpp,mit o= (0) =po T q1 = (P)NB =
pNBC .- Cqy=pn,N B ersetzen.

Es gilt aber p; N B = (P)N B = (Y1) N B. Wir zeigen (Y1) = (Y1) N B, wobei (Y1)5
das von Y; erzeugte Ideal in B. Da Y] € B gilt (Y1) C (Y1) N B. Sei Q € (Y1) N B.
Dann gibt es R € A mit @ = Y1 R. Es gilt R = Q/Y; € Frac(B) und da R € A ist
R ganz iiber B. Da B ganz abgeschlossen ist, folgt R € B und also @ € (Y;)p. Wir
haben also B = k[Y},---,Y,] und die Kette (0) =qo € (Y1) =q1 € - -+ gy Diese
Kette induzierte ein Kette (0) € q2/(Y1) € -+ € 0.,/ (Y1) € B/(Y1) ~ k[Ya, -, Y,].

Per Induktion folgt m — 1 <n — 1 und also m < n. -

Satz 5.3.7 Sei k ein Korper und A eine k-Algebra so, dass A ein Integritétsring ist.
Sei K = Frac(A). Es gilt
Kdim(A) = Trdeg, (K).

Beweis. Nach dem notherschen Lemma gibt es algebraisch unabhéngige Elemente
x1,+ &, € A so, dass A ganz iiber k[xy,- -, x,] ist. Der Ring k[zq,- -, x,] ist ein
Polynomring also faktoriel und also auch ganz abgeschlossen. Es folgt Kdim(A) =
Kdim(k[xy, -, 2,]) = n. -
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6.1 Ketten und maximales Element

Proposition 6.1.1 Sei (X, <) eine geordnete Menge (i.e. eine Menge mit einer Ord-
nung). Die folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Jede Aufsteigende Kette z1 < xy < --- <z, <--- ist stationér.

2. Jede nicht leere Teilmenge von Y/ hat ein maximalies Element.

Beweis. (1. = 2.) Falls 2. falsch ist gibt es eine nicht leere Menge X C X ohne
maximales Element. Dann kann man per Induktion eine aufsteigende und nicht sta-
tiondre Kette konstruieren: man wihlt z; € X' beliebig. Falls x,, konstuirt ist, wihl
man x,., > x, (dies ist moglich, weil X kein maximales Element hat).

(2. = 1.) Sei (x)nen eine Aufsteigende Kette. Dann hat X = {z, | n € N} ein
maximales Element z,,. Es gilt also fiir n > m: x,, > z,, aber auch per Konstruktion
T < x, also z,, = xz,, fiir alle m > n. =

Definition 6.1.2 Sei M ein A-Modul und sei Y die Menge aller Untermoduln von
M.

1. Sei < die Ordnung iiber X' definiert durch N < P < N C P. Falls (X, <) eine
der beiden dquivalenten Aussagen von der obigen Proposition erfiillt, hat M die
aufsteigende Kettenbedingung oder acc (ascending chain condition). Ein
solcher Modul heifst noethersch

2. Sei < die Ordnung iiber X' definiert durch N < P < N D P. Falls (X, <) eine
der beiden dquivalenten Aussagen von der obigen Proposition erfiillt, hat M die
absteigende Kettenbedingung oder dcc (descending chain condition). Ein
solcher Modul heifst artinsch

Beispiel 6.1.3 1. Eine endliche abelsche Gruppe (und also auch ein endlicher Z-
Modul) ist noethersch und artinsch.

2. Der Ring A = Z als A-Modul ist noethersch: alle Ideal sind Hauptideale und
(a) C (b) gilt genau dann, wenn b|a. Da a nur endlich viele teiler hat, erfiillt Z (acc).

Es ist aber kein artinscher Modul: wir haben eine unendliche absteigende Kette (p) 2
)2 202
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3. Sei p eine Primzahl und sei G die Untergruppe von Q/Z aller Elemente deren
Ordnung eine Potenze von p ist:

a

G:{[ﬁ] EQ/Z\an,keN}.

Sei GG,, die Menge aller Elemente in G der Ordnung ein Teiler von p” i.e.

Gn:{[z%} e@/ZMeZ}.

Dies ist die einzige Untergruppe von G mit p” Elemente. Es gilt
GoCG1C--CG,C---
also G (als Z-Modul) ist nicht noethersch.

Andersrum sind die G,, die einzigen Untergruppen von GG und also ist GG artinsch.

4. Die Untergruppe H von Q der Form

H:{]%EQ/ZMGZ,ICGN}.

Es gilt Z C H und eine exacte Sequenz 0 — Z — H — G — 0. Insbesondere ist H
nicht noethersch und auch nicht artinsch.

5. Der Ring A = k[X] ist noethersch aber nicht artinsch als A-Modul (Kette k[X] 2
(X)2 2 (X7 2

6. Der Ring A = k[X3,---, X,,...] ist als A-Modul nicht noethersch (Kette (0) C
(Xy1) € -+ € (Xy,---,X,) € -+ und nicht artinsch (Kette k[.X;] 2 (X1) 2 -+ 2

—=

(X7) 2.

Bemerkung 6.1.4 Fiir Ringe ist (dcc) also artinsch viel stiarker als (acc) also noethersch.
Wir werden sehen, dass (artinsch = noethersch + Dimension Null).

Proposition 6.1.5 Sei M ein A-Modul. Es gilt
M ist noethersch < jeder Untermodul von M ist endlich erzeugt.

Beweis. (=) Sei N C M ein Untermodul. Sei X' die Menge aller endlich erzeugten
Untermoduln von N. Dies ist eine nicht leere Menge (der Nullmodul ist in X). Da M
(acc) hat gibt es ein maximales Element N’ in X. Wir zeigen N’ = N. Falls N' C N,
sein € N\ N’. Dann ist N'+ An endlich erzeugt mit N’ C N’+ An. Ein Widerspruch.

(<) Sei Ny C--- C N,, C -+ eine Kette von Untermoduln. Sei N = U, N,,. Dann ist
N ein Untermodul von M und also endlich erzeugt. Seien nq,--- ,n; Erzeuger von
N. Es gibt ein n grofl genug mit n; € N, fiir alle ¢. Daraus folgt N = N,, und die
Kette ist stationar. -
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U

Proposition 6.1.6 Sei 0 — M’ =% M % M” — 0 eine exakte Sequenz. Es gilt
1. M noethersch < M’ und M"” noethersch.

2. M artinsch & M’ und M" artinsch.

Beweis. Wir zeigen 1. Die zweite Aussage kann man analog beweisen.

(=) Eine Kette in M’ oder M" induziiert eine Kette in M via u oder v~'. Beide
induzierte Ketten sind stationéir und es folgt das die Anfangsketten auch stationér
waren.

(<) Sei My C -+ C M,, C --- eine Kette in M. Dann ist (v(M,)), eine Kette in
M" und also gibt es ein N” mit v(M,,) = v(Mp») fiir n > N”. Die Kette (u='(M,)),
it auch stationir: es gibt ein N’ mit v~ '(N,) = v} (Ny/) fiir n > N'. Sei N =
max(N', N"), n > N und m € M,. Es gilt v(m) € v(M,) = v(My) also gibt es ein
my € My mit v(my) = v(m) i.e. m —my € M, NKer(v) = M, NImu. Sei m" € M’
mit u(m') =m —m;. Es gilt m’ € u='(M,) = v~ (My) also m —m; = u(m’) € My.
Da M, € My folgt m € My. -

Korollar 6.1.7 Seien Mj,--- , M, eine Familie von noetherschen (bzw. artinschen)
A-Moduln. Dann ist &}_; M} noethersch (bzw. artinsch).

Beweis. Folgt aus der obigen Proposition per Induktion nach n dank der exaten
Sequenz 0 — M,, — ®}_ M), — @Z;iMk — 0. =

Definition 6.1.8 Ein Ring A heifit noethersch (bzw. artinsch) falls A noethersch
(bzw. artinsch) als A-Modul ist.

Beispiel 6.1.9 1. Ein Korper ist noethersch und artinsch als Ring.
2. Ein Hauptideal ist noethersch. Z.B. Z oder k[ X]. Die Beide sind aber nicht artinsch.

3. Der Ring k[ X7, -+, X,,, -] ist nicht noethersch und nicht artinsch.

Proposition 6.1.10 Sei M ein endlich erzeugter Modul. Es gilt
1. A noethersch = M noethersch,

2. A artinsch = M artinsch.

Beweis. Es gibt ein surjektiver Morphismus A" — M. Da A noethersch (bzw. ar-
tinsch) ist ist auch A™ noethersch (bzw. artinsch) und also auch M. -

Korollar 6.1.11 Sei A ein noetherscher Ring. Es gilt

M noethersch < M endlich erzeugt.
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Beweis. (=) Folgt aus der Definition von noethersch.

(<) Folgt aus der obigen Proposition. -

Proposition 6.1.12 Sei A ein noetherscher (bzw. artinscher) Ring und a ein Ideal.
Dann ist A/a ein noetherscher (bzw. artinscher) Ring.

Beweis. Bs gibt ein surjektiver Morphismus 7 : A — A/a. Ein Ideal b in A/a ist das
Bild 7(b) von einem Ideal a C b C A. Aber b ist endlich erzeugt als A-Modul also
muss b = 7(b) = b/a endlich erzeugt als A/a-Modul sein. -

6.2 Einfache Moduln und Lange

Definition 6.2.1 Ein Modul M heifst einfach falls der Nullmodul und M selber die
einzige Untermoduln von M sind.

Definition 6.2.2 Sei M ein A-Modul.

1. Eine Kette von Untermoduln von M ist eine Folge (M;);cp0,,) von Untermoduln
mit

M=My2 M 22 M,=0.
Die Zahl n ist die Lange der Kette.

2. Eine vollstdndige Kette von Untermoduln von M ist eine maximale Kette.

Lemma 6.2.3 Eine Kette M = My 2 M; 2 --- 2 M, = 0 is genau dann maximal,
wenn M;/M;,; einfach ist fiir alle 7. 0

Beweis. Ubung. n

Proposition 6.2.4 Falls M eine maximale Kette der Linge n besitzt, dann sind alle
maximale Ketten der Linge n. Aufserdem kann jede Kette in eine maximale Kette
erganzt werden.

Beweis. Sei (M) die minimale Linge einer maximalen Kette.

Sei N C M ein echter Untermodul. Wir zeigen ((N) < ¢(M). Sei M = M,, 2 --- D
My = 0 eine maximale Kette. Dann ist (IV;); mit N; = M; N N eine Kette in N.
Aukerdem gilt N;/N; 1 C M;/M;y. Da M;/M;,; einfach ist gilt N;/N;11 = 0 oder
Ni/Ni+1 = MZ/MZ+1 Im ersten Fall gllt Ni+1 = Nz Im zweiten Fall ist Ni/Ni+1
einfach. Wenn wir die N;;; mit N1 = N; weglassen ist (N;); eine maximale Kette
der Lénge kleiner (oder gleich) die Lénge von M. Es folgt /(N) < ¢(M). Falls die
beide iibereinstimmen gilt, fiir n = ¢(M) die Gleichung N;/N; 1 = M;/M;, fiir alle
i. Es folgt also N, = 0 = M, und N,y = N,_1/N,, = M,_1/M, = M,_;. Per
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Induktion zeigen wir N; = M;: es gibt ein kommutatives Diagramm mit exakten
Zeilen
0— Niz1 —= N; —= N;/Niy1 —=0

.

0— M;y1 —= N;—— N;/N;y1 —=0

Es folgt aus dem schlangen Lemma, dass die Enthaltung N; C M; ein Isomorphismus
ist also N; = M;. Daraus folgt N = M ein Widerspruch.

Sei n die Lénge einer Kette. Wir zeigen jetzt, dass n < ¢(M). Sei My =M 2 --- D
M, = 0 eine Kette. Es gilt (M) > ((M;) > --- > ¢(M,) = 0. Per Induktion folgt
(M) > n.

Es folgt, dass jede maximale Kette der Lénge ¢(M) ist.

Sei M = M, 2 --- D My =0 eine Kette. Falls n = ¢(M) ist die Kette schon maximal.
Sonst konnen wir diese Kette erweitern. Per Induktion folgt, dass jede Kette zu einer
maximalen Kette ergdnzen werden kann. =

Proposition 6.2.5 Ein A-Modul hat genau dann eine vollstindige Kette, wenn M
beide Bedingungen (acc) und (dcc) erfiillt.

Beweis. (=) Alle Ketten sind endlich also erfiillt M (acc) und (dcc).

(<) Wir konstruieren per Induktion eine vollstindige Kette. Wegen (acc) gibt es
einen maximalen Untermodul M; von M. Seien M; 2 --- 2 M, mit M;,; maximal
in M;. Dann erfiillt M,, (acc) und damit hat ein maximalen Untermodul M,, ;. Damit
haben eine Kette konstruirt und da M auch (dcc) erfiillt muss diese Kette endlich
sein (i.e. es gibt ein n mit M, = 0. Damit haben wie eine vollstindige Kette. n

Definition 6.2.6 Ein M Modul, der (acc) und (dcc) erfiillt heift von endlicher
Linge. Die Linge ¢(M) einer vollstandigen Kette heiftt Ldnge von M.

Proposition 6.2.7 Sei M von endlicher Linge und seien 0 = M,, C --- C M; =M
und 0 = M) € --- C M| = M zwei vollstindige Kette. Dann gilt n = m und
M;/M; 1 ~ M]/M;, ,, modulo Vertauchen.

Beweis. Wir wissen schon, dass vollstindige Kette die selbe Lange haben also n = m.

Sei j = max{i | M,y C M;}. Dann gilt M,, N M}, & M, (sonst gilt M, C M},
ein Widerspruch). Es folgt (die Ketten vollstindig) M}, N M, _; = 0. Es gilt also
M, © M, ,®M, 1 C Mj. Daraus folgt (die Ketten vollstindig) M} &M, = M;.

Es fOlgt M]/M]Jrl >~ Mnfl.

Setze N = M/Mnfl, NZ = Mi/Mnfl und NZ/ = (MZ/ -+ Mnfl)/Mnfl ~ Mz,/(MZ/ N
Mn—l)- Es gllt Mi/Mi—l—l ~ (Mi/Mn—l)/(Mi—l—l/Mn—l) = Nz/Nz—i—l Furj S 1 gllt
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N/ = M!/M, ;. Fiir j > i gilt N/ ~ M//0 = M/ und N',, = M/, + M, /M, , =
M;/Mn — 1.

Es gilt also N]/N/,, = (M]/M,_1)/(M],/M,—1) = M]/M],, fiir i < j—1. Es gilt

N{/Nj,y = M;/M;,, firi > jund N;/Ni , = (M;/M, )/(M;/M, ) = 0. Die
Aussage folgt per Induktionsannahme fiir V. n

u v

Proposition 6.2.8 Die Léinge ist eine addidive Funktion: Falls 0 — M’ — M —
M" — 0 eine exakte Sequenz ist, gilt /(M) = ((M') + ((M").

Beweis. Seien M' = M} 2 -+ 2 M) = 0und M" = M}/ 2 --- 2 M! =0
vollstandige Ketten. Dann ist

M=vM)D - D2v (M) =Kerv=TImu=uM)=ulM) D - Du(M)=0

eine Kette. Wir zeigen, dass diese Kette vollstandig ist. Daraus folgt (M) = n+m =
(M) + (M.

Falls es ein Untermodul N mit v~ (M) > N D v '(M/,,) gibt, folgt M/ >
v(N) D M/, und also (vollstandigkeit) v(N) = M;" oder v(N) = M/,,. Da Kerv C
v (M) C N folgt N = v~ }(M/,;) oder N = v~'(M/,). Falls es ein Untermo-
dul N mit w(M]) D N D wu(M],,) gibt, folgt (vollstandigkeit) N = u(M]) oder
N =u(M],,). -

Proposition 6.2.9 Sei k ein Koérper und V' ein Vektorraum. Die folgende Eigen-
schaften sind dquivalent

a. dimy (V) < oo
b. £(V) < o0

c. V hat (acc);
d. V hat (dcc).

Beweis. Ubung. n

Korollar 6.2.10 Sei A ein Ring so, dass es maximale Ideale my,---,m, gibt mit
(0) =my---m,. Dann gilt

A noethersch < A artinsch.

Beweis. Setze I, = m; ---m; und betrachte die Kette A D [} = my D [hb = mymy D
D) ]n =my---m, = (0) Es gllt Ik/Ik—I—l ~ Ik/mk+1Ik = Ik XA A/mk Also ist,
It/ 141 ist ein A/my1-Vektorraum. Es folgt (acc) < (dcc) fiir alle Iy, /I, ;. Daraus
folgt (acc) < (dcc) fiir A dank Proposition 6.1.6. -
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6.3 Noethersche Ringe

Proposition 6.3.1 Sei A ein Ring. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. A ist noethersch.

2. Jede aufsteigende Kette von Idealen ist stationér.

3. Jede nicht leere Menge von Idealen hat ein maximales Element.

4. Jedes Ideal ist endlich erzeugt.

Beweis. Folgt aus der Definition von noethersch, aus Proposition 6.1.1 und Proposi-
tion 6.1.5. n

Lemma 6.3.2 Sei f : A — B ein surjektiver Ringhomomorphimus. Falls A noethersch
ist, ist B auch noethersch. 0

Beweis. Folgt direkt da B ~ A/a mit a = Ker(f). -

Proposition 6.3.3 Sei A C B ein Unterring so, dass B endlich erzeugt als A-Modul
ist. Falls A ein noetherscher Ring ist, ist auch B ein noetherscher Ring.

Beweis. B ist noethersch als A-Modul also auch als B-Modul. -

Proposition 6.3.4 Sei A ein noetherscher Ring und S C A multiplikativ. Dann ist
S~ A noethersch.

Beweis. Sei b ein Ideal in S~'A. Dann ist b der Form b = S~'a mit a = A\~'b, wobei
A : A — S7!'A die kanonische Abbildung ist. Es gibt Elemente x,,--- ,, € a so,
dass a = (w1, -+ ,x,). Wir zeigen, dass b = (z1/1,--+,2,/1). Sei a/s € b = S~ 'a
mit @ € aund s € S. Es gibt a1, ,a, € A mit a = ayx1 + - - - + a,x,. Es folgt
as = ay/sry /14 -+ ay/sz,/1. -
Korollar 6.3.5 Sei A noethersch und p ein Primideal. Dann ist A, noethesch.

Satz 6.3.6 (Hilbertssatz) Sei A noethersch. Dann ist A[X] noethersch. O
Beweis. Siehe Einfiihrung in die algebraische Geometrie, Theorem 1.2.5. n

Korollar 6.3.7 Sei A noethersch. Dann ist A[X, -+, X,,] noethersch.

Korollar 6.3.8 Sei B eine endlich erzeugte A-algebra mit A noethersch. Dann ist
B noethersch.

Beweis. B ist der Form A[X},---,X,]/I, wobei I ein Ideal ist. -



71

Korollar 6.3.9 Sei B eine endlich erzeugter Ring oder eine endlich erzeugte k-
Algebra mit k ein Kérper. Dann ist B noethersch.

Proposition 6.3.10 Sei A ein noetherscher Ring und a C A ein Ideal. Dann gibt es
ein n mit (1/a)" C a.

Beweis. Seien x1,--- ,x, so, dass \/a = (z1,---,z,). Es gibt ky,--- &, mit zh e a.
Sei n = Y ,(k; — 1) + 1. Das Tdeal (v/a)" ist von alle Produkte 7' -- -z} erzeugt,
wobei Zj i; = n. Es gibt aber ein j mit ¢; > k; und also z{' - - ~x’;’" € a. -

Korollar 6.3.11 Sei A noethersch. Dann gibt es ein n mit n(A)™ = 0.

Beweis. Es gilt n(A) = 1/(0). Die Aussage folgt aus der obigen Proposition. -

6.4 Artinsche Ringe

Proposition 6.4.1 Sei A ein artinscher Ring und sei p prim. Dann ist p maximal.

Beweis. Sei p prim. Dann ist A/p ein artinscher Integritétsring. Sei x € A/p mit
x # 0. Dann ist die Kette A D () D --- D (™) D -- - stationér. Es gibt also ein n
mit (z") = (z"). Es gilt also 2" € (") i.e. es gibt ein y € A mit 2" = yz"*!. Es
folgt 2" (1 — xy) = 0. Da x # 0 und A/p Integritiatsring folgt 1 — zy = 0 und x ist
invertierbar. Es folgt, dass A/p ein Korper ist und also ist p maximal. n

Korollar 6.4.2 Sei A ein artinscher Ring. Dann gilt n(A) = R(A) (wobei n(A) das
Nilradikal ist und 2R(A) das Jacobson-Radikal ist).

Beweis. Folgt aus n(A) = Ny primP = N maxima™ = R(A). -
Proposition 6.4.3 Ein artinscher Ring hat nur endlich viele maximale Ideale.

Beweis. Sei X die Menge aller endlichen Durchschnitte m; N ---m, mit m; maximal.
Diese Menge hat ein minimales Element, weil A artinsch ist. Sei m; N --- Nm, ein
minimales Element und sei m ein maximales Ideal. Dann gilt m Nmy---Nm, =
myN---Nm,. Es folgt myN---Nm,. C m. Aus dem Vermeidungslemma folgt, dass es
ein 7 mit m; C m. Da m; maximal ist folgt m; = m also sind my, - - - , m,. alle maximale
Ideal von A. -

Proposition 6.4.4 Sei A ein artinscher Ring. Dann gibt es ein n mit n(A)™ = 0.



72 6 Ketten

Beweis. Die Kette n(A) Dn(A)?2 D --- Dn(A)" D --- ist stationir also gibt es ein n
mit n(A)"™ =n(A)" fiir alle m > n.

Angenommen n(A)" # 0,sei X' = {a C A | a Ideal und an(A)"” # 0}. Die Menge X' ist
nicht leer (z.B gilt a = A € X). Da A artinsch ist gibt es ein b € X minimal. Es gibt
also ein € b mit an(A)"™ # 0 also (z) € Y. Es gilt aber (z) C b. Aus der Minimalitét
folgt b = (). Es gilt (an(A)")n(A)" = z(n(A)"n(A)") = 2n(A)*" = zn(A)" # 0 also
zn(A)" € Y. Es gilt aber an(A)" C (z). Es folgt (z) = an(A)". Es gibt also ein
y € n(A)" mit z = xy. Es folgt © = 2" fiir alle k. Da y nilpotent ist folgt y* = 0 fiir
ein k und x = 0. Ein Widerspruch. n

Satz 6.4.5 Sei A ein Ring. Es gilt

A artinsch < A noethersch und Kdim(A) = 0.

Beweis. (=) Sei pg C -+- C p, C A eine Kette von Primidealen. Da A artinsch ist,
ist po maximal. Es folgt n = 0 und Kdim(A) = 0. Seien my,--- ,m, die maximale
Ideale von A (es sind nur endlich viele maximale Ideale). Dann gilt n(A) = R(A) =
my N ---Nm,. Es gibt aber ein n mit n(A)" = 0 also gilt m}---m? C (my---m,)" C
(m;yN---m)” = n(A)"” = 0. Aus dem Korollar 6.2.10 folgt, dass A genau dann
noethersch ist, wenn A artinsch ist. Daraus folgt die Aussage.

(<) Wir setzen, dass (0) als Produkt von Primideal darstellbar ist. Sei
Y ={I C A| I ist ein Ideal und enthélt kein endliches Produkt von Primidealen}.

Falls X # (), hat X ein maximales Element /. Dann ist I kein Primideal also es gibt
z,y € Amitzy € Tund z,y & I. Seien J = [+ (z) und K = I+(y). Esgilt I C J und
I C K alsosind J und K nicht in X. Es gibt also Primideale pq,--- ,p, und qq,--- , qs
so, dass py--+p, C Jund q;---qs C K. Aber es gilt JK C I* + 2l +yI + (xy) C I.
Es folgt p1--p.q1---qs C I und I ¢ 3. Ein Widerspruch. Es folgt, dass jedes
Ideal ein endliches Produkt von Primidealen enthélt. Insbesondere gibt es Primideale
my, -+, m, so, dass my ---m,. C (0). Es folgt my ---m, = (0). Aber da Kdim(A4) =0
sind alle Primideale maximal: fiir p prim gibt es m maximal mit p C m und dank

Kdim(A) = 0 folgt p = m maximal. Also sind die Ideale m; --- ,m, maximal. Aus
dem Korollar 6.2.10 folgt, dass A genau dann artinsch ist, wenn A noethersch ist.
Daraus folgt die Aussage. n

Lemma 6.4.6 Sei A ein lokaler artinscher Ring mit maximalem Ideal m. Dann gilt
1. m ist das einzige Primideal.
2. m=n(A) =R(A).

3. Jedes Element in A ist entweder nilpotent oder invertierbar. O
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Beweis. 1. Da A artinsch ist sind alle Primideale maximal. Da es nur ein maximales
Ideal gibt, folgt die Aussage.

2. Wir wissen schon, dass n(A) = R(A). Aus 1. folgt n(A) = Ny primp = m.

3. Sei x nicht invertierbar. Dann gilt x € m = n(A) also ist  nilpotent. -
Beispiel 6.4.7 Der Ring Z/p"Z ist artinsch und lokal.

Proposition 6.4.8 Sei A ein lokaler noetherscher Ring und m sein maximales Ideal.
Dann gilt genau genau eine der folgenden Aussagen:

1. m™ D m"*! fiir alle n > 0.

2. Es gibt ein n mit m™ = 0 und A ist artinsch.

Beweis. Falls m® = m™* gilt M = mM mit M = m". Da M endlich erzeugt ist
(A ist noethersch) folgt aus Nakayama, dass m"” = M = 0. Wir zeigen jetzt, dass A
artinsch ist. Sei p ein Primideal. Es gilt m™ = (0) C p alsom = y/m C /p = p und p
ist maximal. Es folgt Kdim(A) = 0 und A ist noethersch. -

Bemerkung 6.4.9 In der obigen Proposition, im zweiten Fall, fiir n minimal mit
m" = (0) gilt m* D m**! fiir alle k < n.

Satz 6.4.10 (Struktursatz der artinschen Ringe) Sei A ei artinscher Ring. Dann
gibt es eindeutig bestimmte (modulo Vertauschen) lokale artinsche Ringe Ay, - -- | A,

so, dass
A=A, x - x A,.

Beweis. Seien my, - -- ,m, die maximale Idealein A. Es gilt my - --m, C myN---Nm, =
n(A). Also gibt es ein n mit my---m? = (my ---m,.)"” C n(A)" = 0.

Es gilt /m? + /m? =m; +m; = A fiir ¢ # j. Aus Ubungsblatt 2 Aufgabe 1.5 folgt
m{ +m} = A also sind diese Ideale Teilerfremd. Aus dem chinesischem Restsatz folgt
mi---m=m{N---Nm’ und

A~ A/m} x - x A/m].

Wir zeigen, dass A/m! lokal und artinsch ist. Da dieser Ring ein Quotient von einem
artinschen Ring ist, ist der Ring artinsch. Sei m maximal in A/m?. Dann ist m =
7~1(m) maximal mit m? C m, wobei m : A — A/m? die kanonische Projektion ist.
Es folgt m = /m D y/m? = m; und also m = m;. Daraus folgt m = 7(m;) und A/m”
hat nur ein maximales Ideal und also ist lokal.

Umgekehrt, seien Ay, -, A, lokale artinsche Ringe mit A ~ A; x --- x A,. Es gilt
A= @,;A; als A-Modul und alle A; sind als A-Modul artinsch also ist A artinsch. Wir
zeigen, dass die A; durch A eindeutig bestimmt sind.
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Sei ¢; : A — A; die kanonische Projektion, sei a; = Kery;, sei m; das maximale
Ideal in A; und sei m; = ¢;'(m;). Da ¢; surjektiv ist, ist m; maximal. Nach dem
chinesischem Restsatz gilt: a;, und a; sind teilerfremd fiir alle ¢ # j also A = a;,+a; C
m; +m; und m; # m;. Nach dem chinesischen Restsatz gilt auch a; ---a, = a;N---N
a, = (0). Sei m maximal. Es gilt a; N---Na, = (0) C m also gibt es ein ¢ mit a; C m
(Vermeidungslemma) und ¢;(m) = m/a; ist maximal also ¢;(m) = m; und m C m,.
Es folgt m = m;. Die Ideale my,--- , m, sind also die maximale Ideale von A.

Wir zeigen jetzt, dass es fiir jedes i ein n; € N gibt mit m# O m*™ fiir k£ < n; und
mf =m}" fiir alle k£ > n; und auch, dass a; = m}*. Daraus folgt A; ~ A/a; = A/m}"
und die A; sind eindeutig durch A bestimmt.

Es gilt ¢;(m;) = m; und nach dem obigen Proposition gibt es ein n; mit mF O mi
fiir & < n; und m¥ = M = (0) fiir alle k > n,;. Es folgt m# O mF™ fiir k < n,
und p;(m¥) c mF = (0) fiir alle & > n;: Es folgt m¥ C a; fiir alle & > n;. Sei
x; = (1,---,1,0,1,--- 1), wobei die 0 an der i-te Stelle ist. Es gilt (x;) = a; und
also z; € m;. Es folgt a; = (z;) = (2F) C m¥ also a; C m¥ fiir alle k. Daraus folgt
mf =m;" = q; fiir alle £ > n; und die Aussage. =
Lemma 6.4.11 Sei A ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m und sei
k = A/m der Restklassenkorper. Dann ist m/m? ein endlich dimensionaler Vektor-

raum. 0

Beweis. Es gilt m/m? ¥ m®4 A/m = m®4 k. Da m ein endlich erzeugter Modul ist,
ist auch m/m? ~ m® 4 k ein endlich erzeugter k-Modul also ein endlich dimensionaler
k-Vektorraum. -

Proposition 6.4.12 Sei A ein artinscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m und
k = A/m der Restklassenkorper. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

1. A ist ein Hauptidealring.
2. m ist ein Hauptideal.

3. dimy(m/m?) < 1.

Beweis. (1. = 2.) Klar.

(2. = 3.) Sei * € A mit () = m. Dann ist [z] € m/m? ein Erzeuger von m/m? als
k-Vektorraum.

(3. = 1.) Da dimy(a/m) < 1, gibt es ein x € m so, dass [z] erzeugend in m/m? ist.
Nach Korollar 2.7.5 ist « erzeugend fiir m als A-Modul also m = ().

Wir zeigen, dass jedes Ideal a der Form a = (2") ist oder a = (0). Fiir a = A gilt
a=(1) = (z°). Sei a # (0).

Es gilt a C m. Das Ideal m ist aber nilpotent also gibt es ein k mit m* = 0 C a. Sei
n minimal mit a C m" aber m" ¢ a. Dies ist moglich, weil a # (0). Sei y € a \ m"*1.
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Da m = (x) gilt m® = (z"). Es gilt also y = az” fiir ein @ € A und y & (2™*).
Daraus folgt @ € (r) = m und also a ist invertierbar. Es folgt 2" = a~ly € a und
a= (fEn) =m". ]

Bemerkung 6.4.13 In der obigen Proposition, fiir dimy(m/m?) = 0 gilt m = m?
und also m = 0 nach Nakayama. Es folgt, dass A ein Korper ist.



7 Primare Zerlegung

In einem Ring gibt es eine Primzahzerlegung sobald der Ring faktoriel ist. Es gibt aber
sehr einfache nicht faktoriele Ringe. Zum Beispiel ist der Ring Z[iv/5] = {a 4 ibv/5 €
C | a,b € Z} nicth faktoriel: es gibt zwei Primzahlzerlegungen von 9:

3x3=9=(2+iV5)(2—iV5).

Wir werden aber sehen, dass es eine solche Zerlegung fiir Ideale gibt sobald der Ring
noethersch ist.

7.1 Primare ldeale

Definition 7.1.1 Ein Ideal a C A heift primér falls a C A und gilt (zy € a =
x € a oder 3 n mit y"a) fiir alle z,y € A.

Bemerkung 7.1.2 1. Primideale sond primér.

2. Ein Ideal a ist genau dann primér, wenn A/a # 0 und jeder Nullteiler in A/a ist

nilpotent.

Lemma 7.1.3 Sei f : A — B ein Ringhomomorphismus mit b C B primér. Dann
ist f~1(b) primér. 0

Beweis. Der Ring A/f~1(b) ist ein Unterring von B/b. Daraus folgt die Aussage. m

Proposition 7.1.4 Sei a C A primér. Dann ist y/a ein Primideal und dieses Ideal
ist das kleineste Primideal, das a umfast.

Beweis. Seien =,y € A mit xy € v/a und z € a. Dann gibt es ein n mit z"y" =
(xy)™ € a. Dann gilt " € a oder es gibt ein m mit y™™ € a. Es folgt x € y/a oder

y € va.

Sei jetzt p ein Primideal mit a C p und sei x € v/a. Dann gibt es ein n mit 2™ € a C p
also x € p. [ |

Definition 7.1.5 Sei a primér und p = y/a sein Radikal (ein ist ein Primideal). In
diesem Fall heifst a p-primér.
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Beispiel 7.1.6 1. Die primére Ideale von Z sind (0) und (p") fiir p eine Primzahl.

2. Sei a = (X,Y?) C k[X,Y]. Dann gilt k[X,Y]/a ~ k[Y]/(Y?) und die Nullteiler
sind nilpotent. Also ist a primér. Es gilt p = /a = (X,Y) und p?> C a C p. Es gilt
auch a # p? also sind primére Idale nicht immer Potenze von Primidealen.

3. Eine Potenze von einem Primideal ist auch nicht immer primér. Z.B. p = (XY —Z2?)
ist ein Primideal in k[ X, Y, Z]. Sei A = k[X,Y, Z] /(XY — Z?) und sei p = ([X],[Z]) C
A. Es gilt A/p ~ k[Y] also ist p prim. Es gilt aber [X][Y] = [Z?] € p? aber [X] & p?
und [Y]" g2 fiir alle n: sonst gilt [Y] € v/p2 = p Widerspruch.

Proposition 7.1.7 Falls v/a maximal ist, ist a primér. Insbesondere, die Potenze
von einem maximalen Ideal m sind m-primér.

Beweis. Sei m = y/a maximal. Es gilt v/a/a = n(A/a). Es folgt m/a = N primca/ap-
Da m/a ein maximales Ideal also auch Primideal von A/a ist, folgt m/a C p fiir
alle Primideale p von A/a. Da m/a maximal ist gilt p = m/a und A/a hat nur ein
maximales Ideal: m/a. Dieser Ring ist also lokal und m/a = n(A/a). Ein Element in
A/a ist also entweder invertierbar (in A/a\ m/a) oder nilpotent (in m/a).

Fiir m maximal gilt v/m” = m. Daraus folgt die letzte Aussage. n
Lemma 7.1.8 Sei p ein Primideal und seien ay,--- ,a, p-priméire Ideale. Dann ist
a; N---Na, /p-primér. -

Beweis. Es gilt /oy N---Na, =a N---Ny/a, =pN---Np =p. Selen z,y € A
mit zy € a;N---Na, und z € a;N---Na,. Dann gibt es ein ¢ mit xy € a; und = & a;.
Es folgt, dass es ein k gibt mit y* € a; C p =+/a; N ---Na,. Es gibt also ein m mit
yFm Ear N Noay,. -

Lemma 7.1.9 Sei a ein p-priméres Ideal und x € A. Dann gilt

l.zea= (a:2)=A.

2.7 ¢ a= (a:z)ist p-primér und /(a: z) = p.

B.xdp=(a:z)=a. 0
Beweis. 1. Folgt aus der Definition von (a:z) ={a € A | azx € a}.

2. Seien a,b € A mit ab € (a: ) also abr € a. Falls a & (a: x), gilt az € a und also
gibt es ein n mit b € a. Es folgt 0" € (a : z) und (a : ) ist primér.

Wir zeigen /(a:x) =p. Sei a € y/(a: z). Dann gibt es ein n mit a" € (a : ) also
mit a"x € a. Da z € a folgt, dass es ein m gibt mit a"™ € a also a € /a = p. Sei
a € p. Dann gibt es ein n mit " € a und also a"x € a. Es folgt a™ € (a: x) und die
Aussage.

3. Die Enthaltung a C (a : x) ist immer wahr. Sei a € (a: x) also ar € a. Da 2" &€ p
fiir alle n folgt y € a. n
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7.2 Primare Zerlegung

Definition 7.2.1 Sei a ein Ideal.

1. Eine priméire Zerlegung von a ist ein Darstellung von a als endlichen Durch-
schnitt von priméaren Idealen:

a=aq;N---Na,

mit a; primér fiir alle 7. Wenn a eine primére Zerlegung hat heifst a zerlegbar.

2. Wenn die Ideale \/a; paarweise verschieden sind und es gilt

ﬂ a; ¢ a; fiir alle 4, j
J#

heifst die obige Zerlegung minimal.

Bemerkung 7.2.2 Dank dem Lemma 7.1.8, kann man die Ideale a;,,--- , a;, durch
a;, N---Nay, ersetzen und die erste Bedingung von minimalen Zerlegungen ist erfiillt.

Satz 7.2.3 (Eindeutigkeit 1) Sei a zerlegbar und sei a = a;N- - -Na, eine minimale
primére Zerlegung von a. Let p; = (/a;. Dann sind die Ideale py,--- ,p, genau die

Primideale, die in der Familie (y/(a : x)).ca auftauchen. Insbesondere hingt diese
Menge nur von A ab und nicht von der Wahl der Zerlegung. 0

Beweis. Sei x € A. Es gllt (a :c) alﬂ ﬂan. z)=(a;:2)N---N(a,:z) und
also v/(a:z) = /(a1 : ‘N y/(a, : x). Es gilt aber /(a; :z) = p; fir x & o
und /(a; : z) = A fiir x E a;. Es folgt

\/Wzﬂm-

x&ai

Falls y/(a: ) prim ist, folgt aus dem Vermeidungslemma, dass es ein ¢ gibt mit
p; = (Cl : .I’)

Umgekehrt, da die Zerlegung minimal ist gibt es fiir jedes ¢ ein = € N;a; mit = & a;.

Es gilt also \/(a; : ) = p; und /(a; : ) = A fiir j # i. Daraus folgt \/(a: z) = p,.

Das Ideal y/(a : x) is sogar p;-primér. n

Beispiel 7.2.4 1. Seia = (X(X—1),XY) C A=Kk[X,Y]. Es gilt a = p; Npa, wobei
p1 = (X) ist prim und p, = (X — 1,Y) ist maximal.
Es gilt ﬁ:\/plﬂpQZJﬂﬂm:PlﬂPz:a-

2. Sei a = (X(X —1),XY) C A=kX,Y] mit t # 0. Es gilt a = p, N ps, wobei
p1 = (X) ist prim und py, = (X —¢,Y) ist maximal.
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Bs gilt va = /p1Npz2=yp1Nyp2=p1Np2=a.
3.Sei a = (X2, XY)C A=k[X,Y]. Esgilt a = p; Np3, wobei p; = (X) ist prim und
po = (X,Y) ist maximal.

In diesem Fall gilt p; C po und a = /p1 Np3 = /P1 N /P3 = p1 Npa = py. Das
Ideal a ist nicht p;-primir: es gilt XY € a aber X ¢ a und Y* ¢ a fiir alle k.

Definition 7.2.5 Sei a zerlegbar.

1. Die Primideale, die in der Familie (1/(a : x)),eca auftauchen heifien die assoziierte
Primideale von a. Diese Menge ist Ass(a) oder Ass(A/a) bezeichnet.

2. Falls p ein minimales assoziiertes Primideal von a ist, heift p minimales assozi-
iertes Primideal von a.

2. Falls p ein nicht minimales assoziiertes Primideal von a ist, heifit p eingebettetes
assoziiertes Primideal von a.

Bemerkung 7.2.6 Wenn man A/a als A-Modul betrachtet sind die assoziierte Prim-
ideale von a genau die Primideale der Form y/Ann(x), wobei z € A/a.

Definition 7.2.7 Sei M ein A-Modul.

1. Die Primideale, die in der Familie (1/(Ann(x))).en auftauchen heifsen die asso-
ziierte Primideale von M. Diese Menge ist Ass(M) bezeichnet.

2. Falls p ein minimales assoziiertes Primideal von M ist, heifst p minimales asso-
ziiertes Primideal von M.

2. Falls p ein nicht minimales assoziiertes Primideal von M ist, heifit p eingebettetes
assoziiertes Primideal von M.

Proposition 7.2.8 Sei a zerlegbar und sei p prim mit a C p. Dann enthéilt p ein
minimales assoziiertes Ideal von a.

Insbesondere sind die minimale assoziierte Ideale von a die minimale Primideale die
a enthalten.

Beweis. Sei p D a prim und sei a = a; N---Na, eine primédre Zerlegung. Sei p; = \/a;.
Dann gilt N;p; = N;/&; = /a C /p = p. Nach dem Vermeidungslemma gilbt es ein
1 mit p; C p. ]

Beispiel 7.2.9 Sei a = (X% XY) C k[X,Y]. Dann sind a = (X) N (X,Y)? =
(X) N (X?Y) zwei verschiedene primire Zerlegungen. Die Zerlegung ist also nicht
eindeutig. Nur die assozzierte Primideale sind eindeutig bestimmt. In dem Fall (X)
und (X,Y).
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Beispiel 7.2.10 In Z[iv/5] hat das Ideal a = (9) die primire Zerlegung (iibung):
(9) = (3,2+iV5) N (3,2 — iV5).

Proposition 7.2.11 Sei a zerlegbar und sei a = a; N---Na, eine minimale primére
Zerlegung. Sei p; = /q; fiir alle 7. Dann gilt

Upi:{xeAHa:x);éa}.

Insbesondere, falls das Nullideal (0) zerlegbar ist, ist die Menge N aller Nullteiler die
Vereinigung aller assoziierten Primideale von (0) (verg. mit Ubungsblatt 1 Aufgabe
4.2).

Beweis. Fiir jedes i gibt es ein z; € A mit p; = /(a : x;). Sei x € p;. Es gilt immer
a C (a: x). Wir zeigen, dass (a : ) 2 a. Es gibt ein n mit 2™ € (a : z;) also
x"r; € a. Insbesondere gilt 2" 'z; € (a : x). Falls 2" 'z; € a sind wir fertig. Sonst
gilt 2" 1x; € a und 2" ?z; € (a: ). Per Induktion folgt a C (a: x) oder z; € a. In
disem Fall folgt (a: z;) = A und p; = y/(a: z;) = A. Ein Widerspruch, weil p; prim
ist.

Umgekehrt, sei z € A mit (a: z) 2 a. Dann gibt es ein y € A\ a mit zy € a. Es folgt
ze€ (a:y). Esgilt (a:y) = (Ma; s y) = Ni(a; 1 y). Es folgt v/(a:y) =Ni/(a; 1 y) =
Ni, yza;,Pi- Day & a, gibt es ein ¢ mit y ¢ a; C p; und also z € \/(a: y) C p;.

Sobald die erste Aussage war ist, gilt fiir a = (0): U;jp; = {z | Ann(z) #0} = D. u

Korollar 7.2.12 Sei A ein Ring so, dass (0) zerlegbar ist. Sei D die Menge aller
Nulteiler. Es gilt

D= [J pmdn)= () p= N p.

pcAss(A) pcAss(A) pEAss(A), minimal

7.3 Lokalisierung

Proposition 7.3.1 Sei S C A multiplikativ und A : A — S7'A die kanonische
Abbildung. Sei a ein p-priméres Ideal.
1. Falls SNp # 0 gilt S™la = S71A.

2. Falls SNp =0, ist S~a ein S~'p-primires Ideal und es gilt a = A7}(S~1a).
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Beweis. 1. Sei s € S Np. Es gibt ein n mit s" € a und s" € S. Es folgt 1 = s"/s" €
S7'a und S7!'a = S7'A. Umgekehrt, gilt 1 € S~!a also gibt es eina € a und s € S
mit a/s = 1. Daraus folgt, dass es ein t € S gibt mit ta =s. Das=at €a C a=p
und s € S, folgt die Aussage.

2. Seien a/s,b/t € S™'A mit ab/st € S~'a. Dann gibt es z € a und s’ € S mit
ab/st = x/s'. Daraus folgt, dass es ein ¢’ € S gibt mit ¢'(abs’ — xzst) = 0. Es folgt
abs't’ € a. Da SNp = 0, folgt s't' ¢ a. Es gibt also ein n mit (zy)™ € a und also
2™ € a oder gibt es ein m mit y™™ € a. Daraus folt, dass S~'a primér ist. AuRerdem

gilt vV'S~la=S"1y/a=S"1p.

Wir zeigen jetzt a = A\™!(S~1a). Nach Proposition 3.4.1.3 gilt A™'(S7!a) = U,es(a :
s). Es gilt aber (a : s) = Anny/([s]) und also ((a : s) = a < [s] ist kein Nullteiler
in A/a). Da a primér ist gilt ((a : s) = a < [s] ist nicht nilpotent in A/a). Aber
wenn [s] nilpotent ist gibt es ein n mit [s]™ = 0 also s™ € a und s € p. Aber s" € S
und S Np # (. Ein Widerspruch. Also gilt fiir alle s € S: [s] nicht nilpotent und
(a:s)=a.Esfolgt a=A"1(S"1a). n

Definition 7.3.2 Sei S multiplikativ A : A — S7'A und a C A ein Ideal. Dann
setzen wir S(a) = A71(S71a).

Bemerkung 7.3.3 Es gilt a C S(a) C A.

Proposition 7.3.4 Sei S multiplkativ und a zerlegbar. Sei ¢ = a; N --- N a, eine
minimale primére Zerlegung. Sei p; = \/q; fiir alle 2. Durch umnummerierung diirfen
wir annehmen, dass es ein m gibt so, dass S die Ideale py,- - -, p,, nicht trifft aber S

62ifF6 Prsr, o Py

Dann sind
m

S7la= ﬁSlai und S(a) = ﬂ a

i=1 i=1

minimale primére Zerlegungen.

Beweis. Es gilt S™'a = NI_;S™'a; = N™,5 'a,. Auberdem sind die S~'a; S~ 'p;-

primér. Da die Ideale pq,--- ,p,, prim und paarweise verschieden sind und da alle
diese Ideal S nicht treffen, sind S~!p;,---, S !p,, auch paarweise verschieden. Falls
oS tay © S7hay folgt M, S(ay) = AN, oS ay) € ATH(S T ay). Da

S(aj) = a; fiir alle j < m, folgt N;;a; C N, a; C a;. Ein Widerspruch.

m

Wir setzen diese Zerlegung in A\~' ein. Es gilt S(a) = M2 a;. Falls 0%, ;_ja; C a
folgt Njzja; C N7, . qa; C ;. Ein Widerspruch und die Zerlegung ist minimal. m

Definition 7.3.5 Sei a ein Ideal und sei X' eine Teilmenge der Menge aller assozi-
ierten Primideale von a. Die Menge X' heifst isoliert falls gilt: fiir jedes p € X' und
jedes p’ assoziiertes Primideal von a mit p’ C p gilt p’ € X.
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Beispiel 7.3.6 Sei p ein minimales assoziiertes Primideal. Dann ist X' = {p} assozi-
iert.

Lemma 7.3.7 Sei Y isoliert.
1. Dann ist S = A\ U p multiplikativ.

peX

2. Sei p’ ein assoziiertes Primideal von a, dann gilt
(a) pe X =p' NS =0.
b) P gX=p ¢ Uesp=p NS £ 0

Beweis. 1. Seien s,t € S. Fall st € S, gibt es ein p € Y mit st € p und also s € p
oder t € p. Daraus folgt die Aussage.

2.a. Klar.

2.b. Falls p’ C Upexp folgt p’ C p (Vermeidungslemma). Da X isoliert ist folgt p’ € 2.
Ein Widerspruch. Die zweite Implikation ist klar. n

Satz 7.3.8 (Eindeutigket 2) Sei a zerlegbar und sei a = a;N- - -Na, eine minimale
primére Zerlegung. Sei p; = /a; und sei ¥ = {p;,---,p;,} isoliert. Dann ist der
Durchschnitt

a;, MN---Na;,
unabhéngig von der Zerlegung. 0

Beweis. Sei X isoliert. Dann ist S = A\ Upexp multiplikativ und S(a) = a;, N---Nay,,
ist eine primére Zerlegung von S(a). Insbesondere gilt a;, N---Na;,, = S(a) und hingt
nur von a und X ab. =

Definition 7.3.9 Sei a zerlegbar und a = a; N --- N a, eine minimale primére Zer-
legung. Die minimale Komponente der Zerlegung sind die Ideale a; so, dass
p; = y/a; ein minimales assoziiertes Primideal ist.

Korollar 7.3.10 Sei a zerlegbar. Dann sind die minimale Komponente einer Zerle-
gung unabhingig von der Zerlegung.

Beweis. Folgt aus dem obigen Satz mit X' = {p}, wobei p ein minimales assoziiertes
Primideal von a ist. [

Beispiel 7.3.11 Sei a = (X3, X?Y). Dann haben wir die folgende zwei minimales
primére Zerlegungen:

a=(X,Y)’N(X*) und a = (X*Y)N(X?).

Die assoziierte Primideale sind p; = (X) C py = (X, Y). Das Ideal p; ist minimal
und p, ist eingebettet. Man sieht, dass die beide Zerlegungen das Ideal (X?) (mit
v/ (X?) = (X)) als minimale Komponente haben aber, dass die weitere Komponente
von der Zerlegung abhingt.
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7.4 Noethersche Ringe

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass in einem noetherschen Ring, jedes Ideal a C A
zerlegbar ist.

Definition 7.4.1 Ein Ideal a heifst irreduzibel falls die Implikation
a=bNc= (a=Dbodera=c)
gilt fiir alle Ideale b und c.

Beispiel 7.4.2 FEin Primideal p ist irreduzibel: falls p = b N ¢ dann gilt nach dem
Vermeidungslemma b = p oder ¢ = p.

Bemerkung 7.4.3 Sei a C A ein Ideal.
1. a ist genau dann irreduzibel, wenn (0) C A/a irreduzibel ist.

2. Analog ist a genau dann primér, wenn (0) C A/a primér ist.
Lemma 7.4.4 Sei A noethersch. Ein irreduzibles Ideal ist primaér. O

Beweis. Wir kénnen in A/a arbeiten und zeigen, dass wenn (0) irreduzibel ist, dann
ist (0) primaér.

Seien z,y € A mit zy = 0. Wir betrachten die Kette Ann(z) C Ann(z?) C
-+ C Ann(z") C ---. Da A noethersch ist ist diese Kette stationdr. Sei n so, dass
Ann(z™) = Ann(z"™) fiir alle m > n.

Wir zeigen (0) = (z") N (y). Sei ay € (y) N (z™). Dann gilt ayz = 0. Es gilt auch ay =
bz" also bz" ! = ayxr = 0. Es gilt also b € Ann(z"™!) = Ann(z") also ay = bz" = 0.
Da (0) irreduzibel ist, gilt (z") = (0) oder (y) = (0) also 2™ = 0 oder y = 0. -

Lemma 7.4.5 Sei A noethersch. Jedes Ideal kann als endlichen Durchschnitt von
irreduziblen Idealen dargestellt werden. 0

Beweis. Sei Y die Menge aller Ideal die keine solche Darstellun haben. Falls X' nicht
leer ist hat Y ein maximales Element. Sei a ein solches Element. Dann ist a nicht
irreduzibel. Insbesondere gibt es eine Zerlegung a = b N ¢ mit a C b und a C ¢. Da
maximal war gibt es irreduzible Ideale by,--- b, und ¢;,--- , ¢, mit b = by N-N b,
und ¢ =¢;N---Neg. Esfolgt a=byN---Nb,.Ne¢yN---Neg und a hat eine Darstellung.
Ein Widerspruch. m

Satz 7.4.6 Sei A noethersch. Jedes echtes Ideal hat eine primére Zerlegung. 0

Beweis. Folgt aus den zwei obigen Lemmas. n
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Proposition 7.4.7 Sei A ein noetherscher Ring, sei m ein maximales Ideal und a
ein Ideal. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. a ist m-primér.

2. ya=m.

3. Es gibt ein n mit m"” C a C m.

Beweis. (1. = 2.) Klar.

(2. = 3.) Folgt aus Proposition 6.3.10: es gibt ein n mit m" = (y/a)" C a C y/a=m.
(3. = 1.) Es gilt m = vV/m" C v/a C y/m = m. Es folgt v/a = m. Aus der Proposition
7.1.7 folgt, dass a primar ist. -

Satz 7.4.8 Sei A noethersch und a ein Ideal. Die assoziierte Primideale von a sind
genau die Primideal in der Familie (a : 2)ca. 0

Beweis. Sei a = a;N---Na, eine minimale primére Zerlegung. Sei p; = /a;. Sei jetzt
b; = Njzi0;. Es gilt a C b;. Aukerdem gilt fiir alle z € b; \ a: y/(a: ) = Ng;5.0; = pi-
Sei jetzt n mit p? = (/a;)" C a;. Es gilt p’b; C a;b; C a; N b; = a. Sei m minimal
mit pI'b; C a. Dann gibt es ein # € p"~'b; mit = ¢ a. Es gilt ap; C p7"b; C a also
p; C (a:x). Aber da = € b; gilt auch /(a: z) = p,. Es folgt (a: z) =p,.

Andersrum, sei z € A so, dass (a : ) prim ist. Dann gilt \/(a: z) = (a : z) und ist
auch prim und also ein assoziiertes Primideal. =



8 Dedekinsringe und diskrete
Bewertungsringe

In diesem Kapitel wollen wir die noethersche ganz abgeschlossene Integritdtsringe
der Dimension 1 betrachten.

8.1 Eindimensionale noethersche Integrititsringe

Proposition 8.1.1 Sei A eine noetherscher Integritdtsring mit Kdim(A) = 1 und
sei a ein Ideal mit a # 0. Dann gibt es primére Ideale ay,- - - , a, mit

a=a;---a,
so, dass die Primideale p; = /a; paarweise verschieden sind.

Beweis. Sei a = a; N ---Na, eine minimale primére Zerlegung und sei p; = y/a;. Da
A ein Integritétsring ist, ist (0) prim und fiir p prim mit p 2 (0), ist p maximal (weil
Kdim(A) = 1). Da a # 0, gilt 0 C a C a; C p; und also sind alle p; maximal. Es
folgt, dass p; +p; = A fiir ¢ # j und also sind diese Ideale teilerfremd. Es folgt, dass
a; und a; paarweise teilerfremd sind und also gilt a; N ---Na, = a;---a,.

Sei a = a;---a, so eine Darstellung. Sei p; = /a;. Es gilt a C a;, C p; also ist
p; maximal. Es folgt, dass die p; paarweise teilerfremd sind und also a; N---Na, =
ay - - - a,. Es folgt, dass dies eine primére Zerlegung ist. Aufterdem sind alle Primideale
p; maximal und also auch minimale assoziierte Primideale. Daraus folgt, dass die
Zerlegung eindeutig bestimmt ist. n

Korollar 8.1.2 Sei A ein noetherscher Integrititsring der Dimension 1 so, dass alle
primére Ideal der Form p™ mit p prim sind.

Dann hat jedes Ideal a in A eine eindeutige Zerlegung der Form:
a:p?l ...p?‘*.

Beweis. Nach dem obigen Satz, gibt es eine eindeutige Zerlegung a = a; - - - a,., wobei
a; p;-primér ist und die Ideale p, paarweise verschieden sind. Nach voraussetzung,
gibt es ein «; mit a; = p;*. Daraus folgt die Aussage. n

Beispiel 8.1.3 Der Ring Z ist ein solcher Ring.
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8.2 Diskrete Bewertungsringe

Definition 8.2.1 Sei K ein Korper.

1. Eine diskete Bewertung von K ist ein Gruppenhomomorphismus v : K* — Z
so, dass v(x 4+ y) > min(v(z),v(y)).

2. Der Bewertungsring der Berwertung v ist die Menge A = {x € K* | v(x) >

0} U {0}

3. Ein Ring A heift diskret Bewertungsring, wenn es eine diskrete Bewertung
v : Frac(A) — Z gibt so, dass A = {z € K* | v(z) > 0} U{0}.

Bemerkung 8.2.2 Die Menge A = {z € K* | v(x) > 0}U{0} ist ein Unterring von
K und K = Frac(A).

Beispiel 8.2.3 1. Sei K = Q und p eine Primzahl. Wir schreiben % € Q* mit
x,y € Z\ {0}. Dann gibt es n,m und a,b € Z mit x = p"a, y = p™bund p fa,b. Wir

setzen
(5) = ()
v — = v E— =n-—-m.
Yy p"b

Dann ist v eine Bewertung. Diese Bewertung heifst p-adische Bewertung

2. Sei K = k(X) und P € k[X] irreduzibel. Wir schreiben % € k(X) mit Q, R €
Z\ {0}. Dann gibt es n,m und a,b € Z mit Q = P"A, R= P"B und P fA, B. Wir

setzen
v Q =0 pra =n—-m
R) ~\pmB) '

Dann ist v eine Bewertung. Diese Bewertung heiftt P-adische Bewertung.

Bemerkung 8.2.4 Sei v : K — Z eine dirkrete Bewertung. Dann gilt v(1) = 0: es
gilt v(1) = v(1 x 1) = v(1) + v(1). Es gilt auch 0 = v(1) = v(zz™") = v(z) + v(z™!)
also v(z7!) = —v(x) fiir alle z € K*.

Bemerkung 8.2.5 Sei v : K* — Z eine nicht triviale Bewertung (i.e. es gibt ein
x mit v(z) # 0). Dann gibt es ein y mit v(y) > 0: Falls v(x) > 0 sind wir fertig.
Sonst gilt v(z~!) = —v(z) > 0. Das Bild von v ist eine Untergruppe von Z und also
der Form nZ. Wir konnen eine neue Bewertung v’ = %v definieren und dann ist v’
surjektiv.

Dank der Bemerkung kann man also immer annehmen, dass v surjektiv ist. Ab jetzt
sind alle Bewertungen surjektiv.
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Lemma 8.2.6 Sei A = {z € K* | v(z) > 0} U {0} ein diskreter Bewertungsring.
Dann gilt

1. A ist lokal mit maximalem Ideal m = {x € K* | v(x) > 0} U {0}.

2. Fiir 2,y € A mit v(z) = v(y), gilt (z) = (y).

3. Die einzige nicht triviale Ideale von A sind der Form m; = {z € A | v(z) > k}U{0}.
4. Der Ring a ist noethersch.

5. Alle nicht triviale Ideale sind der Form (z") fiir ein x mit v(x) = 1.

6. Kdim(A) = 1 und m ist das einzige nicht triviale Primideal.

7. Alle nicht triviale Ideale sind der Form mF. 0

Beweis. 1. Es ist klar (Ubung), dass m ein Ideal ist. Sei x € A\ m. Dann gilt v(z) = 0
und also 0 = v(1) = v(zz™!) = v(x) + v(z™!). Es folgt v(z™') =0 und 27! € A.

2. Es gilt v(zy™') = v(z) — v(y) = 0 und also zy~! € A*. Daraus folgt die Aussage.

3. my ist ein Ideal (Ubung). Sei a ein Ideal und k = min{v(z) | x € a}. Es gilt a C my.
Sei x € a mit v(z) = k und sei jetzt y € my. Dann gilt v(yx™') = v(y) —v(z) >0
alsoyr~' € Aund y € (z) C a.

4. Die einzige Ideale bilden eine absteigende Kette A=mg Dm=m; D --- Dmy D
--+. Daraus folgt, dass jede Aufsteigende Kette stationéar ist.

5. Sei z € A mit v(z) = 1 (dies ist moglich, weil v surjektiv ist). Sei y € my, dann
gilt v(yz™) = v(y) — k > 0 also yz~" € A und y € (2F). Es folgt my C (2*). Da
v(x) = k folgt (2¥) C my, und also my = (z%).

6. Das Ideal (z¥) ist genau dann prim wenn k = 1. Also gibt es nur ein nicht triviales
Primideal: das maximale Ideal m.

7. Folgt aus 5. [

Proposition 8.2.7 Sei A ein noetherscher lokaler Integritatsring mit Kdim(A) =1
und sei m sein maximales Ideal und k = A/m der Restklassenkorper. Die folgende
Aussagen sind dquivalent:

1. Aist ein diskreter Bewertungsring.

2. A ist ganz abgeschlossen

3. m ist ein Hauptideal.

4. dim(m/m?) =1

5. Jedes Ideal ist der Form m* fiir ein k.

6. Es gibt ein 2 € A so, dass jedes Ideal der Form (z*) ist, fiir ein k.
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Beweis. Sei a ein Ideal mit a # 0 und sei a = a; N --- N @, eine minimale primére
Zerlegung. Sei p; = \/a,;. Dann sind die Ideale p; prim und paarweise verschieden. Es
gilt aber 0 # a C p; und also ist p; prim und nicht Null. Da Kdim(A) = 1 folgt, dass
p; maximal ist und also p, = m. Es gilt also »r = 1 und a ist m-primér. Es gibt also
ein n mit m” C a.

Es gilt auch m™ 2 m"*! fiir alle n (sonst ist A artinsch und also der Dimension 0).
(1. = 2.) Siehe Ubungsblatt 8.

(2. = 3.) Sei @ € m und n mit m™ C (a) aber m"~! ¢ (a). Sei b € m"1 \ a und
xr =a/b. BEs gilt z7! ¢ A (sonst gilt a|b also b € (a), Widerspruch). Es folgt, dass z~!
nicht ganz iiber A ist.

Wir zeigen, dass x~'m ¢ m. Sonst gilt z7'm C m also ist m ein A[z~']-Modul und
endlich erzeugt als A-Modul also auch als A[z~!]-Modul. Aber dieser Modul ist treu:
Sei E, : m — m die Multiplikation mit y € A[z~']. Falls E, = F, dann gilt ym = zm
fiir alle m € m und also (y —z)m = 0. Da es ein m € m mit m # 0 gibt folgt y —z = 0
und also dieser Modul ist treu. Es folgt, dass 7! ganz iiber A ist. Ein Widerspruch.

Es gilt aber z7'm = (b/a)m C (1/a)m"'m = (1/a)m™ C 1/a(a) = A. Also ist z7'm
ein Ideal in A mit 27 'm ¢ m also 27 'm = A. Es folgt m = ().

(3. = 4.) Sei x mit m = (). Es folgt m/m? = (z) und dim(m/m?) < 1. Da m # 0
folgt m # m? nach Nakayama.

(4. = 5.) Es gibt ein n mit m™ C a. Wir betrachten den Ring A/m”. Sei p prim in
A/m™. Dann gibt es ein Primideal p D m™ mit p/m” = p. Es gilt also p = m und
p =m/m". Also hat A/m” nur ein Primideal und also Kdim(A/m") = 0. Dieser Ring
ist artinsch und lokal mit maximalem Ideal m = m/m". Es gilt also dim(m/m?) = 1
und nach dem Beweis von Proposition 6.4.12 sind alle Ideal in A/m" der Form m".

Es folgt a/m™ = m* und also a = m*.

(5. = 6.) Es gilt m 2 m?%. Sei x € m\ m?. Es gibt ein 7 mit (z) = m” und also (z) = m.
Sei a ein Ideal, es gibt ein n mit a = m™. Es folgt a = (2").

(6. = 1.) Es gilt m = (z) und (2¥) 2 (2**1). Sei @ € A mit a # 0. Dann gibt es ein
k mit (a) = (2*). Falls es ein n gibt mit (a) = (z") folgt (z*) = (") und also n = k.
Wir setzen v(a) = k und v(a/b) = v(a) —v(b) fiir alle Elemente aus K *. Es gibt: v ist
ein Gruppenhompomorphismus. Seien a,b € A mit (a) = (™) und (b) = (2™). Ohne
Einschrinkung kénnen wir annehmen n < m. Es gilt (a + b) C (2") + (2™) = (2")
also (a + b) = (2¥) mit k& > n. Es folgt v(a + b) > min(v(a),v(b)). -
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8.3 Dedekinsringe

Satz 8.3.1 Sei A ein noetherscher Integritidtsring mit Kdim(A) = 1. Die folgende
Aussagen sind dquivalent:

1. A ist ganz abgeschlossen.
2. Jedes primires Ideal ist der Form p* fiir ein k und p prim.

3. Jeder lokal Ring A, mit p # 0 prim ist ein diskreter Bewertungsring. O

Beweis. (1. < 3.) Nach Proposition 4.3.4 ist A genau dann ganz abgeschlossen,
wenn alle A, ganz abgeschlossen sind. Aber A, ist lokal noethersch mit krullscher
Dimension 1. Aus dem obigen Satz folgt, dass A, genau dann ganz abgeschlossen ist,
wenn A, ein diskreter Bewertungsring ist.

(2. = 3.) Sei p ein Primideal und sei b ein Ideal in A,. Sei A : A — A, die kanonische
Abbildung und a = A7!(b). Wie im Beweis der vorherigen Proposition, ist b pA,-
primér und a ist auch priméar. Also gibt es ein Primideal q und ein n mit a = q".
Falls q # p gilt b = a, = (9"), = A,. Ein Widerspruch. Es folgt ¢ = p und b =
(p")p = (pAy)"™ und also ist b eine Potenz vom maximalen Ideal von A, und aus der
obigen Proposition folgt A, ist ganz abgeschlossen.

(3. = 2.) Sei a p-primér. Dann gibt es ein n mit a, = (pA,)". Sei q ein Primideal,
wir zeigen a, = (p"),. Falls q # p, gilt a ¢ q (sonst gibt es ein k mit p* C a C q
und also p C q. Da alle nicht triviale Primideal maximal sind folgt p = q). Es folgt
ag = Aq = (p")q. Es gilt auch a, = (pA,)" = (p"),. Daraus folgt a = p™. -

Definition 8.3.2 Ein Integrititsring, der die Aussagen des obigen Satz erfiillt heifst
Dedekinsring.

Korollar 8.3.3 In einem Dedekinsgring hat jedes Ideal eine eindeutige Zerlegung
als Produkt von Primidealen.

Beweis. Folgt aus dem obigen Satz und Korollar 8.1.2 m

8.4 Gebrochene lIdeale

Definition 8.4.1 Sei A ein Integritétsring und K = Frac(A). Ein A-Untermodul
von K heift gebrochenes Ideal falls es ein z € A\ {0} gibt mit M C A.

Fiir M ein gebrochenes Ideal setzt man (A: M) ={z e K | M C A}.
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Beispiel 8.4.2 1. Alle Ideale a C A sind auch gebrochene Ideale: la = a C A.

2. Sei u = ¢ € K, wobei a,b € A. Dann ist M = Au C K ein gebrochenes Ideal: es
gilt bM = Aa = (a) C A. Dieser Modul M oder dieses gebrochenes Ideal beschreibt
man mit (u). Ein solches gebrochenes Ideal heifst gebrochenes Hauptideal.

Lemma 8.4.3 Sei A ein Integritétsring und K = Frac(A).

1. Sei M C K ein endlich erzeugter A-Modul. Dann ist M ein gebrochenes Ideal.

2. Falls A nothersch ist sind alle gebrochene Ideale endlich erzeugte A-Moduln.
Beweis. 1. Sei (uy,---,u,) eine erzeugende Familie von M als A-Modul. Es gibt

x1, -, x, € A\ {0} so, dass z;u; € A. Sei © = 1 --x,. Dann gilt zu; € A und
M = x(Auy + - - - + Au,) C A.

2. Sei M ein gebrochenes Ideal und x € A mit z # 0 und @M C A. Dann ist a = 2 M
ein A-Untermodul von A also ein Ideal. Da A noethersch ist, ist a endlich erzeugt:
a = Aa; + -+ Aa, und es folgt, dass M = A% + ... + A%, -

Definition 8.4.4 Sei A ein Integritéitsring und K = Frac(A). Ein A-Untermodul
M C K heift invertierbar falls es ein Untermodul N C K gibt mit M N = A.

Lemma 8.4.5 Sei A ein Integritdtsring und K = Frac(A). Sei M C K ein A-
Untermodul.

1. Falls M invertierbar ist, ist der Modul N mit M N = A eindeutig bestimmt: es gilt
N=(A:M).

2. Falls M invertiebar ist, ist M endlich erzeugt und also ein gebrochenes Ideal.

3. Falls M = (u) ein gebrochenes Hauptideal ist, ist M invertierbar. 0

Beweis. 1. Es gilt N C (A: M) =(A: M)MN C AN = N. Daraus folgt N = (A :

2. Sei N mit MN = A. Dann gibt es Elemente z¢,--- ,x, € M und y,--- ,y, € N
mit >, z;y; = 1. Sei v € M. Es gilt © = >, z;(zy;). Aber z € M und y; € N also
xy; € MN = A. Es folgt M C Az + -+ + Ax,.

3. Sei N = (u™'). Es gilt MN = A. -
Bemerkung 8.4.6 Fiir M, N, P C K Untermoduln, gilt MN = NM, AM = M

und (MN)P = M(NP). Also ist die Menge Inv(A) aller invertierbare Moduln eine
Gruppe mit Inverse M~ = (A : M) und A ist die Einheit.

Proposition 8.4.7 Sei M ein gebrochenes Ideal. Die folgende Aussagen sind dqui-
valent:

1. M ist invertierbar.
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2. M ist endlich erzeugt und M, ist invertierbar fiir jedes Primideal p

3. M ist endlich erzeugt und M, ist invertierbar fiir jedes maximales Ideal m.

Beweis. (1. = 2.) Da M endlich erzeugt ist (M ist invertierbar) folgt aus Korollar
3.45 (A: M), = (A, : M,) und also M(A, : My) = Ag(A: M), = (M(A: M)), =
Ap-

(2. = 3.) Klar

(3. = 1.) Sei a = M(A : M). Dann ist a ein Ideal von A. Fiir m maximal gilt
Uy = Mn(An : My) = An. Es folgt a = A. -

Proposition 8.4.8 Sei A ein lokaler Intergrititsing mit maximalem Ideal m. Es gilt
A ist ein diskreter Bewertungsring <> jedes gebrochenes Ideal M # 0 ist invertierbar.

Beweis. (=). Sei x mit m = (x). Sei M ein gebrochenes Ideal und sei y € A mit
yM C A. Dann ist y M ein Ideal in A also der Form yM = (z"). Sei k = v(y), wobei
v die Bewertung ist. Es gilt y = uz® mit u € A*. Es folgt M =y~ 1(2") = (z"~*) und
M ist invertierbar.

(«<). Wir zeigen, dass A noethersch ist. Sei a C A ein Ideal. Dann ist a ein gebrochenes
Ideal und also invertierbar. Es folgt, dass a endlich erzeugt ist und A ist noethersch.

Wir zeigen, dass jedes nicht triviales Ideal der Form m™ ist. Sei X' die Menge aller
Ideale, die nicht dieser Form sind. Wir zeigen, dass X' = {0}. Die Menge X hat X' ein
maximales Element a. Es gilt a # m also a C m. Es folgt (A: m)a C (A: m)m = A.
Falls (A : m)a = A folgt a = m(A : m)a = mA = m ein Widerspruch also gilt
(A:m)a C A Esgilt a C (A: m)a. Falls a C (A : m)a, folgt (A : m)a ¢ X also
gibt es ein n mit (A : m)a = m". Es folgt a = m(A : m)a = m"™!. Ein Widerspruch.
Daraus folgt a = (A : m)a und also ma = m(A : m)a = a. Nach Nakayama folgt
a=20. n

Satz 8.4.9 Sei A ein Intergrititsing. Es gilt

A ist ein Dedekinsring <> jedes gebrochenes Ideal M # 0 ist invertierbar.

Beweis. (=). Sei M # 0 ein gebrochenes Ideal und p ein Primideal. Dann ist M, ein
gebrochenes Ideal und A, ein diskreter Bewertungsring. Also is M, invertierbar. Da
A noethersch ist, ist M endlich erzeugt. Es folgt, dass M invertierbar ist.

(<). Sei a C A ein Ideal. Dann ist a ein gebrochenes Ideal und also invertierbar.
Es folgt, dass a endlich erzeugt ist und A ist noethersch. Es geniigt zu zeigen, dass
fiir jedes Primideal p, der Ring A, ein diskreter Bewertungsring ist. Dafiir geniigt
es zu zeigen, dass jedes gebrochenes Ideal von A, invertierbar ist. Sei also M ein
begrochenes Ideal in A,. Dann ist b = (A, : M)M C A, ein Ideal in A,. Falls
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b invertierbar in A, ist, gilt A = (A : b)b = (A : b)(A : M)M und also ist M
invertierbar. Es geniigt also zu zeigen, dass jedes Ideal b C A, invertierbar ist. Ein
silches Ideal ist der Form b = a, mit a C A ein Ideal in A. Da a ein gebrochenes
Ideal ist, ist a invertierbar und also ist b = a, invertierbar. =

Korollar 8.4.10 Sei A ein Dedekinsring. Dann hat die Menge aller gebrochenen
Ideale eine Gruppenstruktur fiir die Multiplikation.

Die Menge alle gebrochene Hauptideale ist eine Untergruppe von dieser Gruppe.

Beweis. Diese Menge ist eine Teilmenge aller invertierbare Moduln. Aufterdem, falls
M, N gebrochene Ideale sind, ist M N en gebrochenes Ideal: es gibt =,y € A mit
xM C Aund yN C A. Es folgt zyM N C A.

Falls M = (u) und N = (v) gilt MN = (uv) und M~! = (u™!) also ist die Teilmenge
aller gebrochenen Hauptideale eine Untergruppe. n
Definition 8.4.11 Sei A ein Dedekinsring.

1. Die Gruppe aller gebrochenen Ideale heiftt Idealgruppe von A und ist mit J4
bezeichnet.

2. Die Untergruppe aller gebrochenen Hauptideale heiftt Hauptidealgruppe von A
und ist mit P4 bezeichnet.

3. Die Faktorgruppe Pic(A) = J4/Pa heift Idealfaktorgruppe.
Proposition 8.4.12 Es gibt eine exakte Sequenz von Gruppen
1 - A% = K* = Jy — Pic(4) — 1.

Beweis. Wir haben eiine Abbildung K* — .J4 definiert durch v — (u). Das Bild
ist Py also ist diese Sequenz exakt in Pic(A) und J4. Es geniigt zu zeigen, dass
N =Ker(K* — Jy) = A*. Fallsu € A*, gilt (u) = Au = A also u € N. Umgekehrt,
sei w € K* mit (u) = A. Es gilt u € A*. -



9 Zahlkorper

9.1 Spur und Norm

In diesem Abschnitt brauchen wir zuerst Resultate aus der Galoistheorie.

Definition 9.1.1 Sei k C K eine endliche Erweiterung und sei z € K. Dann ist
L, : K — K,y +— zy ein k-Endomorphismus.

1. Die Spur Trg(z) von z ist Trg(x) = Tr(L,).
2. Die Norm Nk (x) von z ist Ng(x) = det(L,).

In diesem Abschnitt wollen wir die Spur und die Norm von Elementen bestim-
men.

Beispiel 9.1.2 Sei k = R und K = C. Sei x = i = v/—1. In der Basis (1,i) ist die
Matrix von L, der Form
0 —1
(1)

Es folgt Tre/r(i) = 0= (i +7) und Ngjr(i) = 1 = .

Lemma 9.1.3 Sei k C K eine endliche Erweiterung mit n = [K : k] und sei x € K.
Sei x, = X%+ a1 X% ' + ... + a4 das Minimalpolynom von x iiber k. Dann gilt
r =% € Z und

Trg(z) = —ra; und Ngp(x) = (=1)"ay.

Beweis. Wir zeigen, dass der k-Vektorraum K eine Basis der Form (2'y;)ic(0,a-1],je[1.+]
hat mit y; = 1. Da y, das Minimalpolynom von z ist, ist die Familie (1, z,--- , 2%}

linear unabhéngig. Sei (xiyj)ie[o,d_l} Jjel1,,) eine linear unabhangige Familie. Es existiert
eine solche Familie (mit & = 1 und y; = 1 zum Beispiel). Falls diese Familie erzeugend
ist, sind wir fertig. Sonst gibt es ein y,11 & (z'y; | i € [0,d—1],7 € [1,7]). Wir zeigen,
dass (2'y;)icfo,d—1],je[1,r+1] linear unabhéingig ist. Seien \;; € k mit

d—1 r+1 d—1 r

Z Z )\mxiyj =0 also Y4112 = — Z Z )\z,jfb’iyja

=0 j=1 i=0 j=1
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wobei z = S o Nt Falls z # 0 gilt 27" € (1,2,---,297!) und also y41 €
(x'y; | i € [0,d —1],5 € [1,7]). Ein Widerspruch. Also gilt z = 0 und \;,; = 0 fiir

alle 7. Es folgt
d—1 r

Z Z )\i7jl‘iyj = O

i=0 j=1
und per Induktion ), ; = 0 fiir alle ¢ und j.

Sei also (2'y;)icqo,a—1],je[1,,] €ine Basis von K iiber k und sei A € My(k) die Matrix

0 0 -+ 0 —ay

1 0 --- 0 :
A=10 1 :

0 .0 —as

0 0 1 —a

Dann ist in der obigen Basis die Matrix von L, eine r X r-Blockmatrix der Form

A 0 --- 0
0 A :
. 00
0o -.- 0 A
Daraus folgt Trg (z) = rTr(A) = —ra; und Ngp(z) = det(A)” = (=1)"a). =

Lemma 9.1.4 Sei k C K eine endliche separable Erweiterung mit n = [K : k]. Dann
gibt es eine endliche Erweiterung k C L so, dass K ®, L ~ L™ als L-Algebren. 0

Beweis. Da die Erweiterung k C K separabel ist gibt es ein separables Element z € K
so, dass K = k(z) (Satz vom primitiven Element). Sei y, das Minimalpolynom von
x iber k. Es gilt n = [K : k] = deg(x.). Sei L = Di(x.) der Zerfalungskorper
von Y, iber k. Da x separabel ist sind die Nullstellen zq,--- ,x, von Y, paarweise
verschieden. In L[X] gilt also x,(X) = [[i,;(X — ;). Es folgt

n

K @ L =k(z) @ L ~ K[X]/(x,) @ L ~ L[X]/(xz) = LIX]/(J [ (X = 2:)).
i=1
Es gilt aber (] (X —z;)) = (X —21) - - - (X —2,). Da die Ideale (X —z;) maximale
Ideale sind, sind diese Ideale paarweise teilerfremd und also (X —z1)--- (X —x,) =
(X —x1)N---N(X — x,). Es folgt nach dem Chinesischen Restsatz, dass wir einen
Isomorphismus

n n

K& L~ LIX]/(J[(X — @) ~ [[ LIX)/(X =) = L”

i=1 i=1

haben. -
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Lemma 9.1.5 Seien k C K und k C L Erweiterungen. Dann ist die Menge aller
k-Algebrahomomorphismen von K nach L eine L-linear unabhingige Familie von
Homy (K, L) (der Vektorraum aller k-linearen Abbildungen von mit K nach L.

Beweis. Wir zeigen per Induktion iiber die Anzahl von Elementen, dass jede endliche
Familie von k-Algebrahomomorphismen L-linear unabhéngig ist. Fiir n = 0 ist die
Aussage klar. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir alle Familien mit weniger als
n — 1 Elementen gilt. Sei (ui,---,u,) eine Familie von nicht trivialen paarweise
verschiedenen k-Algebrahomomorphismen und seien a4, - -- ,a, € L mit ), a;u; = 0.
Fiir alle z,y € K gilt

Z a;(ui(x) — un(x))ui(y) = Z a;ui(zy) — un(z) Z a;ui(y) = 0.

i=1 i=1 i=1

Damit haben wir

i
L

a;(ui(x) — up(x))u; =0

™

1

und per Induktion a;(u;(x) —u,(z)) = 0 fiir alle z € K und allei < n—1. Da u; # u,
gibt es ein x mit u;(x) # w,(z) und es folgt a; = 0 fiir alle i < n — 1. Es folgt auch
a, = 0, weil u,, # 0. [

3

~—

Korollar 9.1.6 Sei k C K eine endliche separable Erweiterung mit n = [K : k].
Dann gibt es eine endliche Erweiterung k C L und n k-Algebrahomomorphismen
Uy, U, - K — L so, dass gilt

1. {uq, -+ ,u,} ist die Menge aller k-Algebrahomomorphimen von K nach L;
2. v X - X v, K@ L~ L" als L-Algebren, wobei v;(x ® y) = u;(z)y.

Beweis. Sei L so, dass ¢ : K ®¢ L ~ L™ Sei p; : L™ — L die i-te Projektion
und sei w; : K — L definiert durch w;(z) = p;(p(z ® 1)). Man {iberpriift leicht,
dass u; ein k-Algebrahomomorphismus ist und, dass uq, - - - , u,, paarweise verschieden
sind also ist (uy,--- ,u,) eine L-linear unabhingige Familie in Homy (K, L). Es gilt
aber Homy (K, L) = KY ® L ~ k" ®, L ~ L™ also gilt dim; Homy (K, L) = n und
(ug,- - ,u,) ist eine Basis. Aus dem obigen Lemma folgt, dass {u, -+, u,} die Menge
aller k-Algebrahomomorphimen von K nach L ist.

Auferdem ist v; : K@y L — L,x®y > u;(x)y wohl definiert und es gilt (da p; und ¢
beide L-linear sind): v;(z®y) = u;(x)y = pi(e(x®1))y = pi(p(z®y)) also v; = p;op
und vy X -+ X v, = ¢ ist ein [somorphismus. m

Korollar 9.1.7 Sei k C K eine endliche separable Erweiterung mit n = [K : k] und
seien k C L und uq,--- ,u, : K — L wie im obigen Korollar.

Sei x € K, dann gilt

n

Tri(z) = Zul(x) und Ngp(z) = Huz(x)

i=1
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Beweis. Sei Ly, : K @ L — K&« Ly®a — 2y ®a. Es gilt L,;, = L, ®

Id; und Tr(L, ) = Trgux(z) ® 1 und det(L,r) = Nga(r) ® 1. Aber K @y L ~

L™y ®a — (ui(y)a,---,u,(y)a). Dank dieser Identifizierung ist L, ; der Form

Lop(ur(9)a, -+, un(y)a) = (ua(59)a, -, un(zy)a) = (ts (2)us(y)a, < , n()1in (3)0).
die Matrix von L, j, der Form

u(z) 0 .- 0
0 ug(z) - :
: - . 0
0 e 0 uy(z)

Daraus folgt Tr(L, ) = > ¢, uwi(z) und det(L, ) = [}, ui(x) und die Aussage. m

Beispiel 9.1.8 Sei k = R und K = C. Sei L = C und uj,us : C — C definiert
durch uy(z) = z und wue(z) = z. Dann sind u; und uy R-Algebrahomomorphismen
und da [C : R] = 2 sind es die einzige R-Algebrahomomorphismen. Es gilt also
Tresm(z) = ta(z) + us(x) = 2 + & und Neya(s) =t (2)us(s) = 27 = |a?

Definition 9.1.9 Sei k C K eine Erweiterung und sei (zy,- -, z,) eine Familie von
Elementen aus K. Die Determinante D (21, - - - , ;) der Matrix (Trg i (2:25) )i jeping
heift Diskriminante von (zy,--- ,x,):

Diplw, -+ wn) = det((Trep(@in) )i jein)-

Korollar 9.1.10 Sei k C K eine endliche separable Erweiterung mit n = [K : K]
und seien k C L und wuq,--- ,u, : K — L wie im obigen Korollar.

Sei (z1,---,x,) € K eine Familie, dann gilt
Dip(w, -+ an) = det((ui()))ijepn)

Beweis. Sei U = (u;(z;)) und T = UTU = (t;4,7) mit t;; = Y, up(x;)ug(z;). Es gilt
TI'K/k(l‘Z’ZL‘j) = Zuk(xzxj) = Zuk(:pzuk(x]) = ti,j-
k k

ES fOlgt DK/k(ZL‘l, R ,ZL‘n) = det(T) = det(UTU) = det(U)2 = det((ui(xj))i7je[1,n])2..

Korollar 9.1.11 Sei k C K eine endliche separable Erweiterung. Dann ist die Bili-
nearform B : K x K — k definiert durch B(z,y) = Trg(2y) nicht ausgeartet.

Beweis. Sei (xq,---,x,) eine Basis von K als k-Vektorraum. Die Matrix von B
ist die Matrix (Trg/«(z:2;))ijepnn und ihre Determinant ist D (@1, -+, 2,) =
det((ui(z;))ijepn)? Aber ¢ : K @ L — L™,z @ y — (ui(x)y, -, u,(x)y) ist ein
Isomorphismus also ist (¢(xy1), -, p(z,)) eine Basis von L,. Es gilt aber p(z;) =
(ur(;), -+, up(;) also ist die Matrix (u;(2;))jen,n invertierbar. Daraus folgt die
Aussage. n
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9.2 Ein Endlichkeitssatz

Proposition 9.2.1 Sei A ein ganz abgeschlossener Integritiatsring und K = Frac(A).
Sei K C K’ eine endliche separable Erweiterung und sei B der algebraische Abschluss
von A in K'.

Dann gibt es eine K-Basis vy, - ,v, € K’ so, dass B C Avy + -+ -+ Awv,.

Beweis. Sei w € K'. Dann ist w algebraisch {iber K also gibt es xg,--- ,z, € K mit
row” + - -+ + x, = 0. Dank Multiplikation mit den Nennern gibt es ag, - ,a, € A
mit agw” + - - - a,, = 0. Dank Multiplikation mit ag_l erhélt man, dass u = apw ganz
iiber A ist. Daraus folgt, das modulo Muliplikation mit Elementen aus A kann man
eine Basis (wy,---,w,) von K’ iiber K ersetzen durch einer Basis (uy,- -+, u,) von
K" iiber K so, dass u; ganz iiber A ist fiir alle 4. Also gilt u; € B fiir alle 3.

Sei B : K' x K" — K die Bilinearfrom B(xz,y) = Trg//x(2y). Diese Bilinearform ist
nicht ausgeartet also gibt es eine Basis (vq, - - -, v,) von K’ iiber K so, dass B(u;, v;) =
0; j. Wir zeigen, dass B C Avy + - -+ + Aw,.

Sei x € B. Es gibt Elemente z; € K mit x = ) x;v;. Wir zeigen z; € A. Es gilt
u; € Bund x € B also xu; € B. Das Minimalpolynom von xu; hat also Koeffizienten
in A nach Proposition 4.3.7. Es folgt aus Lemma 9.1.3, dass Trg(zu;) € A. Daraus
fOlgt T, = Zj ZL‘jTI"K/k(’UjUi) = TrK/k(Zj xjvjui) = TI'K/k(l’Ui) € A. Es fOlgt T €
Avy + -+ Av, und also B C Av; + -+ - + Aw,. -

Korollar 9.2.2 Sei k ein Korper mit char(k) = 0 und A eine endlich ezeugte k-
Algebra so, dass A ein Integrititsring ist. Sei K der Quotientkorper von A und A der
ganze Abschluss von A.

Dann ist A ein endlich erzeugter A-Modul und insbesondere eine endlich erzeugte
k-Algebra.

Beweis. Nach Noetherschem Lemma gibt es eine Transzendenzbasis z1,--- ,x, € A
von K iiber k so, dass A ganz iiber A’ = k[xy, -, x,] ist. Sei K/ = k(zq,- -, x,).
Dann ist die Erweiterung K’ C K endlich. Der ganze Abschluss von A" in K ist
A. Nach der obigen Proposition gibt es Elemente vy,---,v, € K so, dass A C
A'vy+-- -+ A'v,. Der A-Modul M = A'vy + - - -+ A'v, ist endlich erzeugt und A’ ist
noethersch also ist M noethersch. Es folgt, dass A endlich erzeugt als A’-Modul ist
alsi ist A endlich erzeugt als A-Modul. Es folgt, dass A endlich erzeugt als A-Algebra
ist und also auch als k-Algebra. -

Die Aussage ist ohne Charakteristik-Annahme auch wahr (Siehe Serre local algera
Proposition 16 Seite 46):
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Theorem 9.2.3 Sei k ein Korper und A eine endlich ezeugte k-Algebra so, dass A
ein Integritdtsring ist. Sei K der Quotientkorper von A und A der ganze Abschluss
von A.

Dann ist A ein endlich erzeugter A-Modul und insbesondere eine endlich erzeugte
k-Algebra. m

Bemerkung 9.2.4 Diese Aussage ist fiir beliebige Integrititsringe nicht mehr wahr.
Ringe fiir die, diese Aussage gilt heifsen japanische Ringe.

9.3 Zahlkorper

Definition 9.3.1 1. Eine endliche Erweiterung von Q heift Zahlkorper.

2. Sei K ein Zahlkorper. Der ganze Abschluss von Z in K heifst Ring der ganzen
Zahlen in K.

Satz 9.3.2 Der Ring der ganzen Zahlen eines Zahlkorpers ist ein Dedekinsring.

Beweis. Sei K ein Zahlkérper und sei A der Ring der ganzen Zahlen in K. Die
Erweiterung Q C K is separabel, weil char(Q) = 0. Es gibt also Elemente vy, - - - , v, €
A so, dass A C Zvy + --+ + wv,. Der Ring A ist also ein Z-Untermodul von einem
endlich erzeugten Z-Modul. Da Z-noethersch ist, ist A endlich als Z-Modul also eine
endlich erzeugte Z-Algebra und somit ein noetherscher Ring.

Wir zeigen K = Frac(A). Da A C K, gilt Frac(A) C K. Sei € K. Dann ist
x algebraisch iiber Q und also gibt es Elemente ag,---,a, € Q mit a,z2"™ + --- +
ao = 0. Dank Multiplikation mit einem Element aus Z konnen wir annehmen, dass
ag, -+ ,a, € Z. Dank Multiplikation mit a”~! gilt fiir y = a,z: y" + byy™ ' + -+ +
b,-1 = 0 mit b; € Z. Es folgt, dass y ganz iiber Z ist und also y € A. Es folgt
r =y/a, € Frac(A).

Da A der ganze Abschluss von Z in K ist, ist A ganz abgeschlossen in K und ist A
ganz abgeschlossen.

Aus der Proposition 5.3.5 folgt, dass Kdim(A) = Kdim(Z) = 1. -

Bemerkung 9.3.3 Fiir K ein Zahlkérper und A der Ring der ganzen Zahlen, kann
man zeigen, dass Pic(A) endlich ist.



10 Vervollstandigung

10.1 Topologische Gruppen

Definition 10.1.1 Eine topologische abelsche Gruppe ist eine Gruppe G, die auch
ein topologischer Raum ist so, dass die Abbildungen G x G — G, (z,y) — x+y und
G — G, r — —uz stetig sind (in G X G benutzen wir die Produkttopologie).

Bemerkung 10.1.2 1. Eine abelsche topologische Gruppe ist nicht immer Hausdorff.
Falls {0} abgeschlossen ist, ist Ag = {(z,z) |z € G} abegschlossen: es gilt

Ag = pH0), wobei pn: G x G — G, p(z,y) =2 —y.

Dies ist dquivalent zu: G ist Hausdorff. Andersrum, falls G Hausdorff ist, ist {0}
abgeschlossen: sei # # 0 und seien U, V' Umgebungen von 0 und z mit U NV = 0.
Es folgt x ¢ V¢ aber V¢ ist abgeschlossen mit 0 € V¢ also {0} C V¢ & «.

Eine abelsche topologische Gruppe ist genau dann Haudorff, wenn {0} abgeschlossen
ist.

2. Sei a € G. Die Translation T, : G — G, T,(x) = a + = ist ein Homdomorphismus
(T, ist stetig mit inverse T"_,). Wenn man die Umbebungen von 0 kennt, kennt man
die Umbegungen von « fiir alle a € G. Um die Topologie zu bestimmen geniigt es
also alle Umgebungen von 0 zu kennen.

Lemma 10.1.3 Sei GG eine abelsche topologische Gruppe und sei H der Durchschnitt
aller Umbegungen von 0 in G:

H= N U.

U Umgebung von 0

1. Dann ist H eine Untergruppe von G.

2. H ={0}.

3. G/H ist Hausdorff.

4. G Hausdorff & H = {0}. O
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Beweis. 1. Seien x,y € H und sei U eine Umbegung von 0. Sei ¢ : G x G — G. Dann
ist ¢ 1(U) eine Umgebung von (0,0) und also gibt es Umbegungen V' und W von 0
mit V xW C o Y (U). Es folgt (z,y) € VxW C ¢ Y(U) und also 2 —y = p(x,y) € U.

2. Sei x € G. Es gilt

reH & —xeH
& —x € U fiir alle U Umgebung von 0
< 0 € U + « fiir alle U Umgebung von 0
& (0 € V fiir alle V- Umgebung von x

< x e {0}.

3. Die Gruppe G/ H ist eine abelsche topologische Gruppe fiir die Quotienttopologie.
Es gilt ({[0]} abgeschlossen < H abgeschlossen). Also ist {[0]} abgeschlossen und
G/H Hausdorff.

4. Folgt aus der obigen Bemerkung. n

10.2 Cauchyfolgen

Definition 10.2.1 1. Sei (x,)nen eine Folge von Elementen aus G. Diese Folge heift
Cauchy, falls gilt: fiir alle U Umgebung von 0 gibt es ein s(U) € N so, dass x,, —x,, €
U gilt fiir alle n,m > s(U).

2. Zwei Cauchyfolgen (x,,) und (y, ) heifen dquivalent falls gilt: fiir alle U Umgebung
von 0 gibt es ein s(U) € N so, dass x, —y, € U gilt fiir alle n > s(U) (i.e. limy (2, —
yn) = O)'

Lemma 10.2.2 1. Falls (z,) und (y,) Cauchyfolgen sind, ist auch (z,, — y,) eine
Cauchyfolge.

2. Die Relation (z,,) ~ (yn) < T, — Y — 0 ist eine Aquivalenzrelation.

Sei [z,,] die Klasse von (z,,) fiir ~.

3. Seien (x,) und (y,) Cauchyfolgen. Dann hingt die Klasse [z, — y,] nur von [z,]
und [y,] ab. Insbesondere ist die Menge aller Aquivalenzklassen eine Gruppe fiir +.

Beweis. Ubung. n

Definition 10.2.3 Sei GG eine abelsche topologische Gruppe. Die Menge aller Aqu/i\—
valenzklassen von Cauchyfolgen heifit Vervollstindigung von G und ist mit G
bezeichnet.
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Bemerkung 10.2.4 Sei z € G und (z,,) die Folge mit z,, = z fiir alle n € N. Dann
ist (x,) eine Cauchyfolge und es gibt eine Abbildung

~

p:G—=G
definiert durch ¢(z) = [z,], wobei z, = x fiir alle n.
Lemma 10.2.5 Die Abbildung ¢ : G — G ist ein Gruppenhomomorphismus. 0
Beweis. Ubung. m

Lemma 10.2.6 Es gilt

Kerp = H = n U.

U Umgebung von 0

Beweis. Es gilt x € Kerp < ¢(z) = [0] © (z,) — 0 mit z,, = z fiir alle n < fiir
jede Umgebung U gibt es ein s(U) mit z,, € U fiir n > s(U) < fiir jede Umgebung
UgiltrelU ©xec H. -

Korollar 10.2.7 G Hausdorft < ¢ ist injektiv.

Lemma 10.2.8 Seien G und G’ zwei abelsche topologische Gruppen und sei f :
G — @ ein stetiger Gruppenhomomorphismus.

1. Sei (z,,) eine Cauchyfolge in G, dann ist (f(x,)) eine Cauchyfolge in G'.

2. Dies definiert eine Abbildung f : G — G’ durch [z,] = [f(x,)]. Diese Abbilung ist
ein Gruppenhomomorphismus und das Diagramm

G f el @

fl 7|

YH —~

G/ —
ist kommutativ.

3. Seien f:G — G' und f': G' = G” zwei stetige Gruppenhomomorphismen. Dann

gilt f'of=fof. u

Beweis. Ubung. n
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10.3 Projektive Limes |

Definition 10.3.1 1. Eine Familie (A,),eny von Mengen und Abbildungen f;; :
A — A; fiir alle i < j so, dass f;; = Ida, und fi; = fijo f;, fiir alle ¢ < j <k heifit
projektives System oder inverses System

2. Sei (A;, fi;) ein projektives System. Der projektive Limes oder der inverse
Limes von (4, f; ;) ist die Menge

ILmAn = {(an) = HA” | fam(an) = ap, fiir alle n > m} .

n=0

Beispiel 10.3.2 Sei A eine Menge und (A,,),en eine Familie von Teilmengen so, dass
An41 C A, fiir alle n € N. Fiir alle j > 4, sei f;; : A; — A; die Enthaltung. Dann ist
die Abbildung

ﬁ A, — leAn
n=0

definiert durch a — (a),en eine Bijektion, wobei (a),en die konstante Folge ist.

Lemma 10.3.3 Falls alle A,, Ringe (bzw. Gruppen, bzw. Korper, bzw. A-Moduln...)
sind und alle Abbildungen f;; Ringhomomorphismen (bzw. Gruppenhomomorphis-
men, bzw. Kérperhomomorphismen bzw. A-Modulhomomorphisen...) sind, ist auch
@An ein Ring (bzw. eine Gruppe, bzw. ein Korper bzw. ein A-Moduln...). 0

Beweis. Ubung. n

Beispiel 10.3.4 1. Sei p eine Primzahl und A,, = Z/p"Z. Dann gibt es eine (surjek-
tive) Abbildung f, ., : A, = Z/p"Z — A, = Z/p™Z fiir alle n > m. Der inverse
Limes

Z, = \imZ/p"Z
heitt Ring der p-adischen Zahlen.
2. Sei k ein Korper, A = k[X] und m = (X). Sei 4,, = A/m" = k[X]/(X™). Dann gibt
es eine (surjektive) Abbildung f, ., : A, — A, fiir alle n > m. Der inverse Limes

KIX]] = lim A,
heifst Ring der formalen Potenzreihen. Es gibt ein Isomorphismus
k[X]] — {ZanX” | a, € k} .
n=0
Die Abbildung is gegeben durch S70°  a, X* = ([327—5 ax X*])nen.
Analog definiert man k[[X1, -+, X,]].
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10.4 Projektive Limes und Vervollstandigung

Ab jetzt betrachten wir spezielle topologische abelsche Gruppen: wir nehmen an, dass
G eine Basis aller Umgebungen von 0 der Form

G=GyDoG;D---DG, D~

hat, wobei (G,, eine Untergruppe ist. Mit anderen Worter ist eine Teilmenge U C G ge-
nau dann eine Umgebung von 0, wenn es ein n gibt mit G,, C U.

Beispiel 10.4.1 Sei p eine Primzahl. Die p-adische Topologie von Z ist dank der
Basis (p"Z)nen von Umgebungen von 0 definiert.

Allgemeiner, sei A ein Ring und a C A eine Ideal. Die a-adische Topologie von A ist
die Topologie definiert dank der Basis (a"),en.

Lemma 10.4.2 Die Untergruppen G, sind offen und abgeschlossen. 0

Beweis. Sei x € (G,,. Dann ist x + G, eine Umgebung von x,, aber da G,, eine Gruppe
ist folgt x,, + G,, C G, also ist G,, offen. Es folgt, dass x + G,, offen ist fiir alle z € G.
Insbesondere ist Uygc, (2 + G,,) offen. Es ist aber das Komplement von G,, und also
ist GG, abgeschlossen. -

~

Satz 10.4.3 Es gibt ein Isomorphismus G ~ @(G/Gn) O

Beweis. Sei ¢, : G — G /G, die kanonische Projektion und ¢, ,, : G/G, — G/Gp, =
(G/G,)/(Gyn/G,) die kanonische Projektion. Es gilt ¢, 0 on = @i

Sei (z,,)nen eine Cauchyfolge in G. Fiir jede Zahl n gibt es ein s(n) € N mit ), —x; €
G, fiir alle k, [ > s(n). Die Folge (pn(xk))ken ist also stationdr. Sei &, = ¢, (xy) fiir
k> 0. Es gilt 05, (&) = @nm(@n(xr)) = m(zr) = &y fiir alle k£ > 0. Es folgt, dass
(gn)neN € I&H(G/GN)

Dies definiert eine Abbildung ¢ : G — l&n(G/Gn) und man iiberpriift (Ubung), dass
es ein Gruppenhomomorphismus ist.

Sei (2, )nen € Kerp. Es gilt &, = 0 fiir alle n. Also gilt ¢, (zx) = &, =0 fiir alle k > 0
i.e. o € G, fiir alle k > 0. Es folgt lim., z,, = 0 und also [(z},),en] = 0.

Sei (&,)nen € @(G/Gn) Sei x,, € G mit @, (x,) = &,. Wir zeigen, dass (z,)nen eine
Cauchyfolge ist und dass ¢, (zy) = &, fiir k> 0.

Fir k > n, gilt p,(2r) = & = ©en(&k) = Crnler(ar)) = on(xy) also zp — x, € G,
Insbesondere ist (x,),en eine Cauchyfolge. Auferdem gilt o, (z)) = &, fiir alle £ > 0.

Es folgt o((2y)nen) = (§n)nen. u
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10.5 Projektive Limes Il

Definition 10.5.1 Seien (4;, f; ;) und (B;, g; ;) zwei projektive Systeme. Ein Mor-
phismus ¢ : (4;, fi ;) = (B, ¢;;) von projektiven Systemen ist eine Familie von
Abbildungen ¢; : A; = B; so, dass ; o fji = gji © ¢;-

Dann ist die Abbildung @¢n : l&lAn — @Bn, (an)nen = (@n(an))nen wohl
definiert.

Definition 10.5.2 Ein projektives System (A;, f; ;) heifit surjektiv falls alle Abbil-
dungen f;, : A; — A; fiir j > 7 surjektiv sind.

Proposition 10.5.3 Seien (A;, fi;) , (A}, fi;) und (A, f;) drei projektive Systeme
von A-Moduln. Seien w : (A}, fi;) — (A, fij) und v : (A, fi;) — (A7, fi;) zwei

i.j
Morphismen von projektiven Systemen so, dass alle Abbildungen A-linear sind und

0—A 5 A, 5 A =0

eine exakte Sequenz ist, fiir alle n € N. Ein solches Datum heifit exakte Sequenz
von projektiven Systemen und ist mit

0— (A}, fl;) = (Ai, fij) = (AL f) =0
dargestellt.

1. Dann ist die Sequenz

Iimu lim v
0 lim A, 5 lim A, & lim A/
exakt.

2. Falls (Af, fi ;) surjektiv ist, ist die Sequenz

: / anu : l.&nv : "
0= lim A} "= lim A, "= lim A} — 0
exakt.

Beweis. 1. Sei (al)nen € Ker(l'&n w). Dann gilt u,(al,) = 0 fiir alle n und also a], = 0
fiir alle n.

Sei (a))nen € m A7 Dann gilt lgnv(l&nu(a’n)) = (v(u(al,))nen = 0.

Sei (a)nen € Ker(limv). Es gilt v,(a,) = 0 also gibt es ein a], € Al mit u(a,) = a,.
Es gilt auch w,,( ;Lm(a;)) = fum(u(an)) = fom(an) = an = uy(al,). Da u), injektiv
ist, folgt f,, ,.(a;,) = a;, und (a;,) € Hm A, mit l&nu(a%) = (ap).

2. Sei (a)pen € lim A, Wir zeigen, per Induktion nach n, dass es eine Familie

(am)mefo,n) gibt mit a,, € A, und f;;(a;) = a, fiir alle ¢, j € [0,n] mit j > 4.
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Fiir n = 0 ist die Aussage klar. vy ist surjektiv. Sei (@, )mepo,n—1) eine solche Familie.
Es geniigt zu zeigen, dass es ein a,, € A,, gibt mit f, ,_1(a,) = a,—1 und v,(a,) = al.

Da v, surjektiv ist gibt es ein b, mit v,(b,) = a,.. Es folgt v,_1(fun-1(b,)) =
V(b)) =l (al) =al_,. Also gilt f,, ,—1(bn)—an—1 € Ker(v,—1) = Im(up—1).

n,n—1 n,n—1

Sei also @, | € A/, mit u,_ 1( ) = fnn 1(bn) — an—1. Da alle f}  surjektiv sind
gibt es ein a], € A’n mit fr’L,nf (a n) = a,, ;. Sei a, = b, —uy,(a,). Es gilt v,(a,) =
Un (b)) — v (un(ay, )) . Es gilt auch f,,,1(an) = fan-1(bn) = fan-1(un(ay)) =
fn,n—l(b )_un 1( n,n— 1( )) - fnn 1( )_un 1( ) - fnn 1( ) fnn 1( )

Gp—1 = Ap—1- |

U

Korollar 10.5.4 Sei 0 — G’ = G = G” — 0 eine exakte Sequenz von abelschen
Gruppen und sei (G, ),en eine absteigende Familie von Untergruppen die eine Topo-
logie iiber G definieren.

Seien G/, = G,,NG’ und G = v(G,,). Diese Untergruppen von G’ bzw. G” definieren
eine Topologie iiber G’ bzw. G” und es gibt eine exakte Sequenz

T~

AN RN}

Beweis. Wir haben eine exakte Sequenz 0 — G'/(G' N G,) = G'G, /G, — G/G, —
G"/v(G,) — 0. Aufkerdem ist das System (G”/G"),en surjektiv. Die Aussage folge
aus der Proposition. -

Korollar 10.5.5 Sei GG eine abelsche Gruppe mit Untergruppen (G, ),en, die ein
Topologie definieren. Dann gilt G/G,, ~ G/G,,.

Beweis. Sei m : G — G /G, die kanonische Projektion. Die Topologie in G/G” ist
gegeben durch die Familie (7(Gy))gen. Aber fiir k > n gilt 7(Gy) = 0. Sei (x,,) eine
Cauchyfolge fiir [, m > 0 gilt x; —z,,, € 7(G,,) = 0 also ist (x,,) stationdr. Sei x = x,,
fiir m > 0. Dann sind die Folgen (z,,) und (z) (die konstante Folge) dquivalent. Es

folgt G/Gr, = G/Gh.
Die Aussage folgt jetzt aus dem obigen Korollar mit G’ = G,, und G" = G/G,,. =

Korollar 10.5.6 Es gilt G~ G- die Vervollstindigung ist vollsténdig.

Beweis. Es gilt G ~ @(@/é;) ~ @(G/Gn) ~G n

Definition 10.5.7 Eine abelsche topologische Gruppe G heift vollstdndig falls ¢
G — G ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 10.5.8 1. Die Vervollstindigung ist vollsténdig.
2. Eine vollstédndige Gruppe ist Hausdorff.

Beispiel 10.5.9 1. Die p-adische Zahlen Z, sind die Vervollstdndigung von Z mit
der Topologie (p"Z)pen-

2. Die formale Reihen k[[X]] sind die Vervollstéindigung von k[X| mit der Topologie
(m™)en, wobei m = (X).
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10.6 Beispiele Z, und k[[X]]

Proposition 10.6.1 Seien (p"Z) bzw. (X™) eine Basis der Umgebungen von 0 in Z
bzw. k[X].

1. Die topologische Gruppen Z und k[X] Z sind Hausdorff. Insbesondere gilt Z C Z,
und k[X] C k[[X]].

2. Ein Element x in Z, bzw. in k[[X]] ist genau dann invertierbar, wenn z nicht durch
p bzw. X teilbar ist.

3. Ein Element in Z, bzw. k[[X]] ist der Form up™ bzw. uX", wobei u € Z) bzw.
u € K[[X]]*.

4. Die Ringe Z, und k[[X]] sind lokale Integritétsringe.

—_

Beweis. 1. Sei z € Ker(Z — Z) bzw. z € Ker(Z — k[X]). Dann ist  durch p" bzw.
a" fiir alle n teilbar. Es folgt x = 0.

2. Sei (z,,) invertierbar und sei (y,,) = (x,)~!. Dann gilt (z,y,) = (1) und also x; # 0
in Z/pZ. Falls p = (p) ein Teiler von (x,) ist, gilt p|z, fiir alle n also z; = 0. Ein
Widerspruch.

Andersrum, falls p kein Teiler von (z,,) ist, gibt es ein n so, dass p kein Teiler von z,,
in Z/p"Z ist. Es folgt, dass p kein Teiler von z,, ist fiir alle n (weil z,, = x,,, (mod p")
fir n < m und z, = z,, (mod p™) fiir n > m). Daraus folgt, dass z,, in Z/p™7Z
invertierbar ist fiir alle m. Sei z, = x,;! in Z/p"Z. Es gilt (z,,)(2,) = (z,2,) = (1) = 1.

Analog folgt die Aussage fiir k[[X]].

3.Sei x € Z, = @(Z/p"Z). Dann ist z der Form = = (z,)peny mit x,, € Z/p"Z so,
dass fom(x,) = xy, fir fo., @ Z/p"Z — Z/p™Z. Sei k = min{n | x, # 0}. Dann
gilt 7y = 0 € Z/p*Z. Sei fm : Z/p"Z — Z/p™Z dann teilt p*~! das Element
x, € Z/p"Z fiir alle n > k also gibt es ein y, € Z/p"7Z mit x, = p* Ly, und p fy,
fiir alle n > k. Insbesondere ist y, invertierbar in Z/p"Z fiir alle n > k. Seien

|1 firn<k ds — 1 firn <k
Yn = y, fiirn > k. "yt fiirn > k.

Es gilt (yn)(zn) = (ynzn) = (1) also ist (y,) invertierbar. Es gilt auch (z,) =
()"~ (yn).
Analog folgt die Aussage fiir k[[X]].

4. Sei m das von p erzeugte Ideal in Z,. Ein Element x € Z, ist genau dann invertier-
bar, wenn = ¢ m ist. Es folgt, dass Z, lokal mit maximalem ideal m ist.

Seien z,y € Z, mit zy = 0. Es gibt v € Z,; und n € N mit y = up”. Es folgt uzp™ = 0
und also xp™ = 0. Es geniigt also die Implikation pr = 0 = = = 0 zu zeigen. Sei
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r = (x,), es gilt pr,, = 0 fiir alle n. Es folgt x, = p"~! (mod p") fiir alle n. Es gilt
aber z,,_; = x, (mod p"~1) fiir alle n. Es folgt z,,_; = 0 fiir alle n und z = 0.

Analog folgt die Aussage fiir k[[X]]. -
Beispiel 10.6.2 In Zy gilt 1 +2+--- 42"+ -.. = —1.

InZ,gilt 1+p+-+p' 4=

In k[ X]] gilt 1+ X+ + X"+ ... = 2.

Definition 10.6.3 Der Quotientkérper von Z, ist Q, = Frac(Z,). Der Quotientkor-
per von k[[X]] ist k((X)) = Frac(k[[X]]).

Wir schreiben Elemente aus Z, in der folgenden Form

[e.e]
n
(xn) = E anp
n=0
. n—1 k
wobei z,, = ), app".

Proposition 10.6.4 Es gilt

1 —1
Q, =7, H und k(X)) = K[X])[X )

Fiir jedes Element x in Q, bzw. k((X)) gibt es also ein n so, dass
xr = Z ap® baw. x = Z ap X",
k=—n k=—n
wobei ay € Z/p"Z bzw. a; € k.

Beweis. Da Z, lokal mit maximalem Ideal m = (p) ist, gilt Q, = Z, [%] . Ein Element

z € Q, ist also der Form = = y/p" mit y € Z,. Wir schreiben y = > "7 axp*. Es
folgt z = >0 apinp”.

Analog folgt die Aussage fiir k[[X]]. n
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10.7 Weitere Eigenschaften

10.7.1 Noethersche Ringe

Definition 10.7.1 Sei M ein A-Modul und a C A ein Ideal. Dann definiert (a”M),en
eine Topologie und M eine Vervollstindigung.

Lemma 10.7.2 Sei M ein A-Modul.

1. Dann ist M ein A-Modul.

2. Falls f : M — N ein Modulhomomorphismus ist, ist f stetig (a"M C f~!(a"N)
ist eine Umbegung von 0) und f: M — N ist auch stetig. 0

Satz 10.7.3 Sei A ein noetherscher Ring, sei a C A ein Ideal und A die a-adische
Vervollstidndigung. Dann ist der A-Modul A flach. 0

Proposition 10.7.4 Sei A ein noetherscher Ring, sei M ein endlich erzeugter A-
Modul, a C A ein Ideal und A M die a-adischen Vervollstandigungen. Es gilt M ~
M ®, A.

Korollar 10.7.5 Sei A ein noetherscher Ring und 0 — M’ — M — M"” — 0 eine
exakte Sequenz von endlich erzeugten A-Moduln. Dann gibt es eine exakte Sequenz
0—=+M —-M—M"—Q0.

Satz 10.7.6 Sei A ein noetherscher Ring und a C A ein Ideal. Sei A die a-adische
Vervollstandigung. Dann ist A noethersch. O

Korollar 10.7.7 Die Ringe Z, und k[[X1, - - -, X,]] sind noethersch.

10.7.2 Lokale noethersche Ringe, Dimension ||

Proposition 10.7.8 Sei A ein noetherscher lokal Ring und m sein maximales Ideal.
Sei A die m-adische Vervollstindigung von A. Dann ist A lokal mit maximalem Ideal

~

m.

Aukerdem ist A Hausdorff und fiir M ein endlich erzeugter A-Modul ist M auch
Hausdorff.

Definition 10.7.9 Sei A ein noetherscher lokaler Ring und sei m das maximale Ideal.
Wir schreiben d(A) fiir die minimale Anzahl von Erzeugern in m.

Satz 10.7.10 Es gilt d(A) = Kdim(A). O

Dank Nakayama haben wir:
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Korollar 10.7.11 Sei A ein noetherscher lokaler Ring und sei m das maximale Ideal
und k = A/m der Restklassenkorper. Es gilt Kdim(A) < dimy m/m?.

Satz 10.7.12 Es gilt Kdim(A) = Kdim(A). .

Definition 10.7.13 Sei A ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m
und k = A/m der Restklassenkoérper. Der Ring A heift regulér falls gilt Kdim(A) =
dimy m/m?.

Proposition 10.7.14 Sei A ein noetherscher Ring A mit Kdim(A) = 1. Dann gilt
A regulir < A Dedekin.

Satz 10.7.15 Sei A ein lokaler noetherscher reguldrer Ring. Dann ist A faktoriell.
Insbesonder ist A ein Integritiatsring und ist ganz abgeschlossen. 0

Satz 10.7.16 Sei A ein lokaler noetherscher Ring mit maximalem Ideal m. Sei A die
m-adische Vervollstiandigung von A. Dann gilt

A regulir & A regulér.
Satz 10.7.17 (Cohen Struktursatz) Sei A ein lokaler vollstindiger regulirer Ring
mit Kdim(A) = n so, dass A einen Ring enthélt. Dann gilt
A ~K[[Xy, -, X,

wobei k der Restklassenkorper ist. O
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