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Premiére partie .

Algebre Commutative



1. Anneaux et idéaux

1.1. Anneaux

Définition 1.1.1 1. Un anneau (A, +, x) est un triplet formé d’un ensemble A et de
deux lois de composition + : Ax A — A, (z,y) — x+yet X : AXA— A, (z,y) = xy
telles que :

1. (A,+) est un groupe abélien d’élément neutre 0;
2. la multiplication est associative : on a z(yz) = (zy)z pour tout x,y, z € A.

3. la multiplication est bilinéaire : on a x(y + z) = zy + xz et (x + y)z = xz + yz
pour tout x,y,z € A.

4. Unité : il existe un élément 1 € A tel que 21 = x = 1x pour tout = € A.

2. Un anneau (A, +, X) est dit commutatif si on a xy = yx pour tout =,y € A.

Dans ce cours tous les anneaux seront commutatifs.

Remarque 1. Dans un anneau, on a toujours Ox = 0 = x0 : en effet, on a 0z =
(04 0)x = 0x + 0x et donc 20 = 0x = 0.

2. On peut avoir ’égalité 1 = 0. Dans ce cas, on a
r=1lr=0r=0

pour tout x € A. I’anneau A n’a donc qu’un élément, I’élément nul : A = {0}. Par
abus de notation, on écrit alors A = 0. Cet anneau est appelé ’anneau nul.

3. Les éléments 0 et 1 sont uniques.

Définition 1.1.3 Un morphisme d’anneaux (ou encore morphisme dans la caté-
gorie des aneaux, on en reparlera plus tard) est une application f: A — B, ou A et
B sont des anneaux telle que

1. f(x+y)= f(z)+ f(y) pour tout z,y € A
2. f(zy) = f(x)f(y) pour tout z,y € A
3. f(1) =1.

Remarque Soient f: A — B et g: B — C des morphismes d’anneaux. Alors g o f
est un morphisme d’anneaux.
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Définition 1.1.5 Un sous-anneau B de A (ou sous-objet dans la catégorie des
anneaux) est un sous-ensemble B C A tel que

1. z —y € B pour tout z,y € B
2. xy € B pour tout z,y € B
3. 1eB.

Remarque Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Alors Imf = f(A) est un
sous-anneau de B.

Définition 1.1.7 Soit (4;);e; une famille d’anneaux. Alors le produit

HAi = {(24)ier |zi € A; pour tout i € I}

el

muni des opérations (z;) + (y;) = (z; + y;) et (z:)(y;) = (z:y;) est un anneau avec
0= (0;) et 1 = (1;) comme élément nul et unité et s’appelle I’anneau produit.

1.2. Idéaux

Définition 1.2.1 Soit A un anneau. Un idéal a de A est un sous-ensemble a C A
tel que

1. 0 € a;
2. x —y € a pour tout z,y € a;
3. xy € a pour tout x € a et y € A.

Exemple Le sous-ensemble {0} est un idéal appelé ’idéal nul. On le note simple-
mant 0.

Remarque Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Alors Kerf est un idéal de A.
Comme le montre la proposition suivante, tous les idéaux sont de cette forme.

Plus généralement, si b C B est un idéal de B, alors f~1(b) C A est un idéal de A.

Proposition 1.2.4 Soit A un anneau et a un idéal.

1. L’addition [z] + [y] = [z + y] et la multiplication [z][y] = [zy] sont bien définies et
munissent A/a d’une structure d’anneau d’élément nul [0] et d’unité [1].

2. La projection canonique 7w : A — A/a, z — [x] est un morphisme d’anneau surjectif.

Preuve. Exercice. -



Théoréme 1.2.5 Soit f : A — B un morphisme d’anneau et a un idéal de A.

1. 11 existe un morphisme d’anneau f : A/a — B tel que f = f o7 si et seulement si
a C Kerf.

2. L’application f est injective si et seulement si Kerf = a.

3. L’application f est surjective si et seulement si f est. O
Preuve. Exercice. -

Proposition 1.2.6 Soit a C A un idéal. On a une bijection entre 'ensemble des
idéaux b C A tels que a C b et 'ensemble des idéaux b C A/a :

{b idéal de A tel que a C b} — {b idéal de A/a},
avec b — b/a et b — 771(b).

Preuve. Exercice. ]

1.3. Opérations sur les idéaux

Définition 1.3.1 Soit A un anneau.

1. Soient a et b des idéaux de A. La somme de a et b est définie par a+b = {x+y €
A| x €a,y€b}. Clest encore un idéal (exercice).

2. Plus généralement, soit (a;);c; une famille d’idéaux. Alors la somme ) . a; =
{3,z € A| x; € a;,x; # 0 pour un nombre fini de ¢ € I} est un idéal appelé la
somme des idéaux (a;);e;.

Remarque 1. La somme a+ b (resp. > . a;) est aussi appelé idéal engendré par a et
b (resp. (a;);er). C'est le plus petit idéal contenant a et a (resp. (a;)cr).

2.Sia=(z)et b= (y),onécrit a+b=(z)+ (y) = (z,y). Plus généralement, si
a; = (x;) pour tout i € I, on écrit ) . a; = > .(x;) = (x; |¢ € I). Pour I = [1,n], on
écrit (z; i € I) = (x1,--- ,xp).

Remarque Soit A un anneau.

1. Soient a et b des idéaux. Alors I'intersection a N b est un idéal.

2. Plus généralement, soit (a;);c; une famille d’idéaux. Alors l'intersection M;a; est un

idéal (exercice).

Exemple Soient n,m € Z. On a (n)+(m) = (pged(n,m)) et (n)N(m) = (ppem(n, m)).
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Définition 1.3.5 Soit A un anneau.

1. Soient a et b des idéaux. L’idéal produit ab est 'idéal
ab = (zylr € a,y € b)

(I'idéal engendré par tous les produits xy avec z € a et y € b).

2. Plus généralement, soit (ai)i[Ln] une famille finie d’idéaux. On définit 1’idéal pro-
duit par récurrence : a;---a, = (--- ((aya2)az) - - - a,). C'est I'idéal engendré par les
¢léments de la forme x; - - - x,, ot x; € a; pour tout i € [1,n] :

a -0, =(z1--x, | T; € q; pour tout i € [1,n]).

3. En particulier, si a est un idéal, on définit a” comme l'idéal engendré par les
éléments de la forme x; - - - z,, avec z; € a pour tout i € [1,n] :

n

a" = (x1---x, | z; € a pour tout i € [1,n]).
Remarque On a l'inclusion ab C anb.

Exemple Pour a = (2) =b C Z,onaab C anb. En effet, on a ab = (2)(2) = (4) C
(2)=(2)N(2)=ankb.

Proposition 1.3.8 On a (distributivité : a(b + ¢) = ab + ac.

Preuve. Exercice. -

1.4. Diviseurs de zéro, éléments nilpotents,
éléments inversibles

Définition 1.4.1 Soit A un anneau.

1. Un élément = € A est dit diviseur de zéro s’il existe y € A tel que y # 0 et
xy = 0. Un anneau A # 0 dont le seul diviseur de zéro est 0 est appelé anneau
intégre.

2. Un élément z € A est dit nilpotent s’il existe un entier n > 1 tel que 2" = 0. Un
anneau dont le seul élément nilpotent est 0 est appelé réduit.

3. Un élément = € A est dit inversible §'il existe un y € A tel que xy = 1. L’élément
y est uniquement déterminé et est appelé inverse de x. On le note 2~!. On note par
A* I'ensemble des éléments inversibles de A.



Remarque 1. Un élément nilpotent est toujours diviseur de zéro (sauf dans le cas
ou A = 0). Par contre, les diviseurs de zéros ne sont pas toujours nilpotents. Par
exemple, dans Z /67, les élément 2 et 3 sont diviseurs de zéro mais pas nilpotents.

2. ’ensemble (A, X) est un groupe commutatif.

3. Un sous-anneau d’un anneau intégre est encore un anneau intégre (exercice).

Définition 1.4.3 Soit z € A. L’ensemble (z) = {zy € A |y € A} est un idéal. C'est
I'idéal engendré par x. Un idéal de cet forme s’appelle idéal principal. Un anneau
dont tous les idéaux sont principaux est appelé anneau principal.

Remarque Soit x € A. Onaz € A* & (z) = A.

Définition 1.4.5 Un corps est un anneau (A, +, x) tel que 1 # 0 et A* = A\ {0}
(c’est-a-~dire que tout élément non nul est inversible).

Proposition 1.4.6 Soit A un anneau. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A est un corps;
2. Les seuls idéaux de A sont 0 et A;

3. tous les morphismes d’anneaux f : A — B avec B # 0 sont injectifs.

Preuve. (1. = 2.) Soit 0 # a C A un idéal. Il existe alors un = dans a tel que = # 0.
Alors x est inversible et on a A = () C a C A donc a = A.

(2. = 3.) Le noyau Kerf est un idéal et on a f(1) = 1 # 0 donc Kerf # A. On en
déduit Kerf = 0 et f est injective.

(3. = 1.) Soit € A non inversible. Posons a = (z). On a (z) C A donc A/a # 0. Par
hypotheése, on doit avoir que 7 : A — A/a est injective donc a = Kerr = 0. On en
déduit z = 0. [

1.5. Idéaux premiers et maximaux

Définition 1.5.1 Soit A un anneau.

1. Un idéal p C A est dit premier si p # A et si 'implication suivante est vraie :
(xry €p=x €pouy € p) pour tout z,y € A.

2. Un idéal m C A est dit maximal si m # A et si on a 'implication (m C a C A =
a=moua= A) pour tout idéal a C A.

Proposition 1.5.2 Soit A un anneau et soient p,m C A des idéaux.
1. L’idéal p est premier si et seulement si A/p est intégre.

2. I’idéal m est maximal si et seulement si A/m est un corps.
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Preuve. 1. Supposons p premier. Tout d’abord, comme p # A, on a A/p # 0. Soit
maintenant [z] un diviseur de zéro dans A/p. 1l existe donc [y] € A/p avec [y] # 0 tel
que [x][y] = 0. Sur les éléments =,y € A ceci se traduit par : y € p et xy € p. Comme
'idéal est premier ceci impose x € p et donc [z] = 0. L’anneau quotient est intégre.

Réciproquement, supposons que A/p est intégre. En particulier A/p # 0 et donc
p # A. Soient x,y € A tels que xy € p. Alors on a [z][y] = [xy] = 0 et donc [z] = 0 ou
[y] = 0 (Paneau A/p est intégre) ce qui se traduit par x € p ou y € p et donc l'idéal p
est permier.

2. On a une bijection entre les idéaux de A/m et les idéaux de A contenant m. On en
déduit les équivalences : A/m est un corps < les seuls idéaux de A/m sont 0 et A/m
& les idéaux de A contenant m sont m et A ce qui est équivalent au fait que m est
maximal. =

Remarque On voit que tout idéal maximal est premier mais que la réciproque est
fausse. Par exemple, 0 est un idéal premier de Z mais n’est pas maximal (on a0 C (2)).

Corollaire Soit f : A — B un morphisme d’anneau et soit b un idéal premier de B.
Alors f71(b) est un idéal premier de A.

Preuve. Soit g : A — B/b avec g = mo f. On a Kerg = f~!(b). On a donc un
morphisme d’anneaux injectif g: A/f~(b) — B/b et donc A/f~'(b) est isomorphe
a un sous-anneau de B/b. Ce dernier est intégre donc A/f~1(b) aussi. n

Remarque L’assertion ci-dessus est fausse si on remplace "idéal premier" par "idéal
maximal". Ainsi par exemple, pour f : Z — Q,z — z Uinclusion, on a f~(0) = 0
qui n’est pas maximal dans Z alors que (0) est maximal dans Q. C’est par contre
toujours un idéal premier.

Proposition 1.5.6 Soit f : A — B surjectif et b C B maximal, alors f~!(b) est
maximal dans A.

Preuve. Soit a = Kerf. On a B ~ A/a. On peut donc supposer que f est la projection
canonique 7 : A — A/a. L’assertion découle maintenant de la Proposition 1.2.4. g

L’énoncé suivant est équivalent a I’axiome du choix. Nous I'utiliserons sans preuve.

Lemme 1.5.7 (Lemme de Zorn) Soit S un ensemble non vide muni d’une relation
d’ordre < (une relation d’ordre est une relation R telle que R est reflexive : on a xRz
pour tout z € S, R est transitive : (xRy et yRz = xRz) pour tout z,y,z € S et
(xRy et yRx = x =vy).

Une chaine T d’éléments de S est un sous-ensemble de S vérifiant la condition
suivante : x < y ou y < x pour tout x,y € T.

Si toute chaine a une borne supérieure (i.e. il existe x € S tel que y < z pour tout
y € T), alors a S un élément maximal.
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Remarque Un ensemble ordonné non vide tel que toute chaine a une borne supérieure
s’appelle ensemble inductif.

Un corollaire du lemme de Zorn est le résultat bien utile suivant.

Théoréme 1.5.9 Tout anneau non nul a un idéal maximal. O

Preuve. Soit A un anneau non nul et soit S ’ensemble des idéaux propres de A
c’est-a-dire
S={IC A|Iidéal de A}.

L’ensemble S est non vide (il contient 'idéal nul) et ordonné par la relation a < b <
a C b. L’ensemble S est inductif : soit 7" une chaine, alors

b:Ua

acT

est un idéal : si z,y € b, alors il existe a,a’ € T tels que = € a et y € a’. Mais on a
a C d’ ou d C a. On peut donc supposer @’ C a. On a alors z +y,xy € a C b. On
a aussi b C A :sinon 1 € b donc il existe a € T tel que 1 € a et donc a = A, une
contradiction. L’'nsemble S est donc inductif et a un élément maximal qui est un idéal
maximal de A. m

Corollaire Soit a C A un idéal, alors il existe un idéal maximal m de A tel que
aCm.

Preuve. Posons m = ~1(m), avec 7 : A — A/a la projection canonique et M un idéal
maximal de A/a. n

Corollaire Soit x € A un élément non inversible, alors il existe un idéal maximal m
de A avec x € m.

Preuve. Soit a = (x). On a a C A. L’assertion découle du corollaire précédent. n

1.6. Anneaux locaux

Définition 1.6.1 Un anneau A est dit local si A contient un unique idéal maximal
m. Le corps A/m s’appelle le corps résiduel de A

Proposition 1.6.2 Soit A un anneau et m C A un idéal.
1. Si A\ m= A%, alors A est un anneau local d’idéal maximal m.

2. Si m est maximal et tout élément de la forme 1+ x avec x € m est inversible, alors
A est local d’idéal maximal m.
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Preuve. 1. Soit m’ un idéal maximal. On a m’ C A\ A* = m donc m’ = m.

2. Soit z € A\ m. On a (z) + m = A. On a donc des éléments y € m et z € A tels
que 1 =y +xz. On a donc zz = 1 —y. Soit u = (1 — y)~! (par hypothese 1 — y
est inversible). On a zzu = 1 et z € A*. On en déduit A\ m C A*. L’inclusion
réciproque est toujours vraie (les éléments de m ne peuvent étre inversibles), on a
donc A\ m = A* et I'assertion découle de 1. n

1.7. Radical

Lemme 1.7.1 L’ensemble n(A) = /0 = {z € A | x nilpotent} est un idéal de A
appelé nilradical de A.

Le quotient A/n(A) n’a pas d’élément nilpotent non nul et est donc réduit.
Preuve. Exercice. -

Proposition 1.7.2 Le nilradical n(A) est I'intersection de tous les idéaux premiers

de A :
n(A) = ﬂ p.

pCA idéal permier

Preuve. Soit n’ I'intersection ci-dessus et soit z € n(A). On a 2™ = 0 € p pour tout
idéal premier p et donc x € p. On en déduit x € n'.

Réciproquement, soit z € A\ n(A) et soit
S ={a|acC Aidéal et 2" & a pour tout n > 1}.

L’ensemble S ordonné par a < b < a C b est inductif : il est non vide car n(A) € S
et si T est une chaine de S, alors

b:Ua

acT

est un idéal. S’il existe n > 1 tel que 2™ € b alors il existe a € T tel que " € a, une
contradiction au fait que a € T'C S. On a donc que b est une borne supérieure de T’
et que S est inductif donc a un élément maximal p.

Nous montrons maintenant que p est premier. Soient y, z € A\p, alorsonap C (y)+p
et p C (2) +p. On en déduit (y) +p € Set (2) +p € S. Il existe donc n,m > 1 tels
que z" € (y) +p et 2™ € (2) + p. On a alors "™ € (yz) +pet (yz) +p € S. En
particulier, on a yz € p et p est un idéal premier.

Nous en déduisons que x ¢ p avec p un idéal premier et donc z € n’. On a donc
A\n(A) C A\ et donc v’ C n(A). -
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Définition 1.7.3 Soit a C A un idéal, le radical de a est I’ensemble

Va={x € A|il existe n > 1 tel que 2" € a}.

Proposition 1.7.4 Soit a C A un idéal.
1. Alors \/a est un idéal.

2. Alors A/+/a est réduit.
3.0naa=+a< Afa est réduit.

4. Le radical v/a est l'intersection des idéaux premiers contenant a :

va= (] p

aCyp, idéal premier

Preuve. 1. Soit m: A — A/a, on a v/a=r"1(n(A/a)).
2.0naA/va~(A/a)/(va/a) = (A/a)/n(A/a) qui est donc réduit.
3.0n a A/aréduit & n(A/a) =0< A/Va=A/a & a=a.

4. Vient de l'égalité /a = 77 (n(A/a)) avec m: A — A/a la projection canonique et
de la proposition précédente pour A/a. -

Définition 1.7.5 Le radical de Jacobson 9i(A) est I'intersection des idéaux maxi-
maux de A :

R(A) = m m.

mC A idéal maximal
Proposition 1.7.6 Soit x € A, on a I’équivalence

r €R(A) < 1 —xy € A" pour tout y € A.

Preuve. (=) Soit x € R(A) et y € A. Si 1 — xy n’est pas inversible, alors il existe
un idéal maximal m tel que 1 —2zy € m. On a donc 1 = 1 — 2y + zy € m, une
contradiction.

(<) Soit = € R(A). 1l existe alors un idéal maximal m tel que x ¢ m. On a alors
m C (z)4+metdonc (z)+m=A Onadoncuny € Aetun z € mtels que 1 = xy+=2
i.e. 1 —xy = z € m. On en déduit que 1 — xy n’est pas inversible. n
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1.8. Lemme chinois

Définition 1.8.1 Deux idéaux a,b C A sont dis premiers entre eux si on a
a+b=A.

Soit A un anneau et soient ay,--- ,a, des idéaux. On définit le morphisme d’anneaux
suivant f : A — [, A/a; par f(z) = ([2]a,, -, [%]a,), OU [x]q, est la classe de x dans
A/Cli.

Proposition 1.8.2 (Lemme Chinois) Soit A un anneau et ay,--- ,a, des idéaux
de A.

1.Si les idéaux (a;);cq1,,) sont deux a deux premiers entre eux, alors on a [ [, a; = N;a;,.

2. Le morphisme f est surjectif si et seulement si les idéaux (a;);cp1,n sont deux a
deux premiers entre eux.

3. Le morphisme f est injectif si et seulement si N;a; = 0.

Preuve. 1. On procéde par récurrence sur n. Le cas n = 2 est laissé en exercice (voir
feuille 1). Supposons donc n > 2. Posons b = H?:_ll a; =N'Ja. Onaa; +a,=Aet
donc des éléments x; € a;, y; € a, tels que z; +y; = 1. On en déduit

b9$1...xn_l:(1—y1)...<1—yn_1)51(mOdan>.
Onadoncb+a,=Apusa;---a,=ba,=bNa,=a;N---Na,_1Na,.

2. (=) Nous montrons que a; et ay sont premiers entre eux (et de méme on aura que
a; et a; sont premiers entre eux pour tout ¢ # j). Comme f est surjective, il existe
x € A tel que f(z) =(1,0,---,0). On en déduit z =1 (mod a;) et donc 1 — = € a.
Onaalorsl=(1—-z)+zx€a;+ayet A=a; +as.

(<) Il suffit de montrer qu’il existe z € A tel que f(z) = (1,0,---,0) (de méme on
aura (0,---,0,1,0---,0) € Imf). Pour ¢ > 2, on a des éléments x; € a; et y; € a; tels
que z; +y; = 1. Soit £ =yg -+ y,. Ona alors x = (1 —x5) -+ (1 —z,) =1 (mod ay)
et € a; pour tout ¢ > 2. On en déduit f(z) = (1,0,---,0).

3. On a Kerf = N;a;. ]
1.9. Lemme d’évitement

Proposition 1.9.1 Soit A un anneau.

1. Soient pq, - -- ,p, des idéaux premiers et soit a un idéal tel que

n
aC U pi.
=1
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Alors il existe un indice @ tel que a C p;.

2. Soient ay,- -, a, des idéaux et p un idéal premier tel que

n n
ﬂai C p (resp. ﬂai =p).
i=1 i=1

Alors il existe un indice i tel que a; C p (resp. a; = p).

Preuve. 1. Sans restriction, on peut supposer que n est minimal tel que a C U ;p;.
On montre que n = 1. Supposons donc que n > 2. Pour tout j € [1,n], on a

ag U pi.

i=1,i#j

On peut donc choisir z; € a '\ Uiy sy Pie Onaalorszj €pjetx =21+ 29+ -2, € a.
Il existe donc un indice 7 tel que x € p;. Sii > 2, onaxy =x —Tg---T; T € Py,
une contradiction. Si x € py, alors z9 -+ -2, = x — 1 € p;. Comme p; est premier, on
aun j > 2 tel que z; € p;, une contradiction.

2. Si a; ¢ p pour tout i € [1,n], on peut alors choisir x; € a; tel que x; & p pour tout
i €[1,n] et on pose x = z1---x,. On a x € a; pour tout ¢ donc = € p. On en déduit
qu’il existe un ¢ tel que x; € p, une contradiction. =

1.10. Conducteur

Définition 1.10.1 Soient a et b des idéaux de A. Le conducteur de b vers a est
I’ensemble

(a:b)={zx € A|zbCa}l.

Si a = 0, le conducteur (0 : b) s’appelle aussi I’annulateur de b. On écrit alors
Ann(b) = (0:b). Si b = () est principal, on écrit Ann(b) = Ann(z).

Remarque 1. Let conducteur est un idéal (exercice).

2. On a Ann(0) = A.

3. L’ensemble des éléments diviseurs de zéro peut s’ecrire : U Ann(x).
x#0



2. Modules

2.1. Definition

Définition 2.1.1 Soit A un anneau. Un A-module est un groupe abélien (M, +)
muni d’une multiplication scalaire A x M — M, (a,m) — am telle que

L. a(lm+m') =am + am’ pour a € A et m,m' € M,
2. (a+b)ym =am+bm pour a,b € Aet me M,

3. a(bm) = (ab)m pour a,b € Aet m € M,
4

. Im =m pour m € M.

Remarque Cette définition est équivalente a la donnée d’un groupe abélien M et d’un
morphisme d’anneaux A — End(M), ot End(M) désigne ’anneau des morphismes
de groupes de M dans lui méme.

Remarque Le groupe trivial M = {0} est un A-module pour tout anneau A avec
a0 = 0. Ce module s’appelle module trivial ou module nul.

Exemple 1. L’anneau A est un A-module avec pour multiplication A x A — A,
(a,m) — am.

2. Si A = k est un corps, on retrouve la notion d’espace vectoriel : (A-module) =
(k-espace vectoriel).

3.51 A=17, on a (A-module) = (groupe abélien), avec nm =m+ --- +m.
—

4. Pour A = k[X] avec k un corps, on a (A-module) = (k-espace vectoriel muni d’un
endomorphisme f), avec pour multiplication Xm = f(m).

Définition 2.1.5 Soit A un anneau.

1. Un morphisme de A-modules est une application f: M — N, ou M et N sont
des A-modules telle que

L. fim+4+m') = f(m)+ f(m) pour m,m’ € M et
2. f(am)=af(m) pour a € Aet m € M.
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L’ensemble des morphismes de A-modules de M dans N se note Hom, (M, N) (ou
encore Hom(M, N)).

2. Un isomorphisme de A-modules est un morphisme de A-modules bijectif.

Remarque 1. La composition de deux morphismes de A-modules est encore un
morphisme de A-modules.

2. Un isomorphisme de A-module f : M — N peut aussi étre caractérisé de la maniére
suivante : f : M — N est un isomorphisme si et seulement s’il existe g : N — M tel

que fog=1Idy et go f = 1dy,.

3. L’ensemble Hom (M, N) est encore un A-module pour les opérations (f + g)(m) =
f(m) +g(m) et (af)(m) = af(m).

4. Soient g : M" — M et h: N — N’ deux morphismes de A-modules. Alors on a des
morphismes de A-modules induits par la composition :

Hom(M, N) — Hom(M', N) und Hom(M, N) — Hom(M, N’)
définis par f+— foget fr>hof.

5. On a un isomorphisme de A-modules Hom(A, M) ~ M dont les bijections réci-
proques sont données par f — f(1) et m — (E,, : A — M), avec E,,(a) = am.

2.2. Sous-modules

Définition 2.2.1 Soit M un A-modules. Un sous-A-module ou sous-module N
de M est un sous-groupe N de M tel que an € N pour a € A et n € N.

Remarque Les sous-A-modules de 'anneau A vu comme A-module sont les idéaux.

Lemme 2.2.3 Soit f : M — N un morphisme de A-modules. Alors Kerf et Imf
sont, des sous-A-modules.

Plus généralement, soient M’ C M et N’ C N des sous-A-modules, alors f~'(N’) et
f(M") sont des sous-modules de M et N respectivement.

Preuve. Exercice. -

Tous les sous-modules peuvent étre réalisés comme noyau d’un morphisme de mo-
dules.
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Lemme 2.2.4 Soit N C M un sous-A-module. Alors le quotient M /N du groupe
M par son sous-groupe N peut-étre muni d’une structure de A-module en posant
[m] + [m'] = [m +m/] et a[m] = [am)].

La projection canonique 7 : M — M/N est alors un morphisme de A-modules et on
a Kerm = N.

Preuve. Exercice. -

Proposition 2.2.5 Soit f : M — N un morphisme de A-modules et M’ C M un
sous-A-module et soit 7 : M — M /M’ la projection canonique.

1. 11 existe un morphisme de A-modules f : M/M’' — N tel que f = fox si et
seulement si M’ C Kerf.

Si un tel morphisme existe, alors on a
2. Kerf = Kerf/M'.

3. L’application f est injective (resp. surjective) si et seulement si Kerf = M’ (resp.
f est surjective).

Preuve. Exercice. -

Corollaire Soit f: M — N un morphisme de modules, alors on a un isomorphisme
M/Kerf ~ Imf.

Définition 2.2.7 Soit f : M — N un morphisme de modules. Le conoyau Coker f
de f est le quotient Cokerf = N/Imf. Il mesure la (non)surjectivité de f

Définition 2.2.8 Une suite exacte de modules est une chaine de morphisme de
modules
"'_)Mi—l f:>1 Mz&Mz—i-l_}

telle que Imf;_; = Kerf; pour tout i.

Remarque 1. Une chaine 0 — M s N est exacte si et seulement si f est injective :
Kerf = Im0 = 0.

9. Une chaine M %5 N — 0 est exacte si et seulement si f est surjective : N = Ker( =
Imf.

Proposition 2.2.10 Soit f : M — N un morphisme de A-modules. On a alors des

suites exactes
0—Kerf > M —Imf —0

0 —Imf — N — Cokerf — 0
0 — Kerf - M — N — Cokerf — 0.

Preuve. Nous montrons la derniére et laissons les deux premiéres en exercice. L’ap-
plication Kerf — M est injective et I'application N — N/Imf = Cokerf est sur-
jective. Il suffit donc de montrer que Ker(N — Cokerf) = Im(M — N) = Imf et
Ker(M — N) = Im(Kerf — M). Les deux premiers sont égaux a Imf et les deux
derniers a Kerf. -
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2.3. Operations sur les modules

Lemme 2.3.1 Soit (M;);c; une famille de sous-A-modules de M. Alors Ny M; est
un sous-A-module.

Soit £ C M un sous-ensemble de M. Alors il existe un plus petit sous-module
contenant F.

Preuve. Exercice. -

Définition 2.3.2 Soit M un A-module et £ C M un sous-ensemble. Le plus petit
sous-module de M contenant F est appelé le sous-module engendré par FE.

Remarque 1. Si F = U;c;M; avec (M;);cr une famille de sous-modules, alors le
sous-module engendré par E est la somme

i€l i€l

ZMZ»: {sz | z; € M; et x; # 0 pour un nombre fini deiel}.

2. 81 E={my,---,m,}, alors le sous-module engendré par E est de la forme

Aml_i_..._f_Amn:{Zaimi|ai6Apourt0uti€]}.

i=1
Proposition 2.3.4 Soit M un module.

1. Soient P C N C M des sous-modules. On a un isomorphisme

(M/P)/(N/P) ~ M/N.

2. Soient P, N C M des sous-modules. On a un isomorphisme
(N +P)/N~P/(NNP).

Preuve. 1. Soient myy/y : M — M/N et Tvyp s M — M/ P les projections canoniques.
Comme P C N = Kermyy, il existe un morphisme 7y /n : M/P — M/N tel que
Ty/N = Tuyn © Ta/p- Ce morphisme est surjectif (car my/n est surjectif) et on a
Kermyyn = N/P d’ott le 1.

2. Soit f: P — (N + P)/N définit par f(p) = [p]. Alors on a f surjectif. En effet,
soit [n+p| € (N + P)/N, avec n € N et p e P. Alors on a f(p) = [p] = [n + p]. De
plus on a Kerf = N N P. On en déduit le résultat. n

Définition 2.3.5 Soit M un A-module et soit a C A un idéal. Le produit aM est

I’ensemble
aM = {Zaimi In>1,a; € a,m; € M}

=1
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Remarque Le produit aM est un sous-module de M. C’est le sous-module engendré
par les éléments de la forme am avec a € a et m € M.

Définition 2.3.7 Soit M un A-module et soient N, P C M des sous-modules.
1. Le conducteur (N : P) de P dans N est ’ensemble

(N:P)={a€A|aP C N}.
Si N =0, le conducteur (0 : M) s’appelle ’annulateur de M, on le note Ann(M).

2. Un module M est dit fidéle si Ann(M) = 0.

Remarque 1. Le conducteur et I’annulateur sont des idéaux.

2. Le module M est fidéle si et seulement si 'application A — End(M) associée est
injective. Le noyau de cette application est 'annulateur :

Ann(M) = Ker(A — End(M)).
Exemple 1. Soit A =7Z et M = 7Z/nZ. On a alors Ann(M) = nZ.

2.S0it A =Zet M =Z/nZx7Z/mZ. Alors on a Ann(M) = nZNmZ = ppcm(n, m)Z.

Lemme 2.3.10 Soit M un A-module et soit a C Ann(M) C A un idéal. Alors M
est un A/a-module pour la multiplication [a]m = am.

Preuve. 11 suffit de monter que cette multiplication est bien définie. Soit a’ € a, on a
(a4 a)ym =am + a'm = am car a’ € a C Ann(M). -

Corollaire Soit M un A-module. Alors M est un A/Ann(M)-module fidéle.

Exemple Soit A =7Z et M = Z/nZ. Alors M est un Z/nZ-module fidéle.

2.4. Somme directe et produit

Définition 2.4.1 Soit A un anneau.

1. Soient M et N deux A-modules. La somme directe M & N de M et N est
I'ensemble M x N muni de l'addition (m,n) + (m/,n’) = (m+m/,n+n’) et de la
multiplication a(m,n) = (am, an).

2. Plus généralement, soit (M;);c; une famille de A-modules. La somme directe
@ierM; de la famille (M;);c; est 'ensemble

EB M; = {(m;)ier | m; € M; et m; = 0 sauf pour un nombre fini d’indices i € I}
icl



21

muni de 'addition (m;)ier + (m})icr = (m; +m})icr et de la multiplication a(m;);er =
(@my)ier.

3. Soit (M;);er une famille de A-modules. Le produit [[,_, M; de la famille (M;);c;
est 'ensemble

L1 M = {(ma)ier | mi € M3}

el
muni de l'addition (m;)ier + (m})icr = (m; +m});cr et de la multiplication a(m;);er =
(ami)ier-

Remarque 1. La somme directe et le produit sont des A-modules.

2. Si I est fini, alors @®;c;M; et [],.; M; sont isomorphies. En général, la somme

directe ®;crM; est un sous-module du produit Hie ; M; et on a

P M ¢ [ M.
i€l el

Exemple L’ensemble A™ avec ’addition composante par composante et la multi-
plication diagonale par un scalaire est un A-module. C’est la somme directe (et le
produit) de la famille de modules suivante : (M;);cr, avec I = [1,n] et M; = A pour
tout 7 € [1,n].

Plus généralement, si I est un ensemble, ’ensemble
AD = {(x)ier | x; € A et x; = 0 sauf pour un nombre fini d’indices ¢ € I}
est la somme directe de la famille (M;);cr, avec M; = A pour tout ¢ € [1,n]. De méme
Al = {(z:)ies | z; € A}
est le produit de la famille (M;);c;, avec M; = A pour tout ¢ € [1, n].

Définition 2.4.4 Un module est dit libre, s’il existe un ensemble I tel que M est
isomorphe a AD.

Un module s’appelle libre de type fini, s’il existe un entier n tel que M est isomorphe
a A"

2.5. Modules finiment engendrés

Définition 2.5.1 Un module M est dit finiment engendré ou de type fini s’il
existe un nombre fini d’éléments mq,--- ,m, € M tels que M = Am; +--- + Am,,.

Proposition 2.5.2 Un module M est de type fini si et seulement s’il existe un
morphisme surjectif f: A" — M.
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Preuve. Soit z; le i-éme élément de la base canbonique de A" i.e. x; = (0,---,0,1,0,)
ot le 1 est a la i-éme place. On a A" = Axy + -+ + Ax,. On en déduit M = f(A) =
Af(xy) + -+ Af(x,) et donc la famille (f(xy),---, f(z,)) engendre M.

Réciproquement, soit (mq,---,m,) € M une famille génératrice de M. Soit alors
f : A™ — M Dapplication définie par f(aq,- - ,a,) = aymy + - - a,m,. On vérifie
aisément que f est un morphisme de A-modules et par définition, il est surjectif d’ou
le résultat. [

Exemple Le A-module A est libre et de type fini.

Remarque Un sous-module d’un module de type fini n’est pas toujours de type fini.

Par exemple, soit A = k[Xy, -+, X,, -] anneau des polynémes en une infinité
d’indéterminées. Alors le A-module M = A est de type fini (1 est un générateur).
Soit maintenant N = (Xi,--, X, ) I'idéal engendré par les variables. C’est un

sous-module de M = A mais il n’est pas de type fini. En effet, s’il était de type fini,
on aurait besoin d’'un nombre fini de variables pour décrire tous ses éléments ce qui
n’est pas le cas.

2.6. Suite exactes |

Proposition 2.6.1 Soit N un A-module.

1. Soit 0 — M’ % M % M”" une suite exacte. Alors il existe une suite exacte
0 — Hom(N, M') % Hom(N, M) - Hom(N, M").

2. Soit M' =% M _1> M" — 0 une suite exacte. Alors il existe une suite exacte
0 — Hom(M", N) % Hom(M, N) % Hom(M’, N).

Preuve. 1. Les applications @ et v sont définies de la fagon suivante : u(f) =uo f et
B(f) = vo .

Soit f': N — M’ tel que f’ € Kera. On a u(f’) = uo f' = 0 et comme u est injective,
on a en déduit f' = 0.

Soit f': N — M'. On a v(u(f")) =vouo f'=0 (onavowu=0, car Imu C Kerv).

Soit f : N — M tel que f € Kerv. On a o(f) = vo f = 0. Soit n € N, on a
v(f(n)) = 0 donc f(n) € Kerv = Imu. Il existe donc un unique élément m’ € M’
tel que f(n) = u(m'). On pose f': N — M', n — m/. On vérifie (exercice) que f’
est linéaire. Par ailleurs, on a a(f")(n) = uwo f'(n) = u(m’) = f(n). On en déduit
f=u(f") € Ima.

2. Les applications @ et © sont définies comme suit : u(f) = fou et 0(f) = fow.
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Soit f” : M" — N tel que f” € Kerv. On a o(f”) = f" ov = 0 et comme v est
surjective, on en déduit f” = 0.

Soit f”: M" — N. On a a(o(f")) = f"ouov =0 (onavou=0,car Imu C Kerv).

Soit f: M — N tel que f € Keru. On a f(Imu) = 0. Soit m” € M". Choisissons
m € M tel que v(m) = m”. Nous montrons que f(m) ne dépend pas du choix de
ce m. En effet, soit my; € M tel que v(my) = m”. On a v(my) = v(m) et donc
my —m € Kerv = Imu. On a donc f(my —m) =0 et f(my) = f(m). L’application
[’ M" — N, m" — f(m) est ainsi bien définie et linéaire (exercice). On a par
ailleurs o(f")(m) = f" ov(m) = f”"(m”) = f(m). On en déduit f = o(f”) € Imv. u

Proposition 2.6.2 (Lemme du serpent) Soient M’ % M 5 M” — 0 et 0 —

Qa

N % N % N” deux suites exactes et soient ff: M — N, f: M — N et
f": M" — N" tels que les deux lignes du milieu du diagramme suivant forment un
diagramme commutatif :

Ker(f!) s Ker(f) «oos Ker(f7) -2 \

M—tM—" M 0
f_ ....................... f./ ................................ e b f,/./ ................. ./
0 N —* =N L N"

1. Alors il existe une application § : Ker(f”) — Coker(f’) telle que la suite suivante
soit exacte :

Ker(f') — Ker(f) — Ker(f") N Coker(f') =% Coker(f) N Coker(f").
2. On a ’équivalence (u : Ker(f’) — Ker(f) injective < u injective).
3. On a I'équivalence (b : Coker(f) — Coker(f") surjective < v surjective).

Preuve. 1. Soit m’ € Kerf’. On pose a(m') = u(m'). On a f(u(m)) = a(f'(m')) =
a(0) = 0. On en déduit u(m) € Ker(f) et u : Ker(f') — Ker(f) est bien défini.
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De méme on a v(m) € Ker(f”) pour tout m € Ker(f) et v : Ker(f) — Ker(f"),
v(m) = v(m) est bien défini.k

Soient 7' : N — Coker(f’), 7 : N — Coker(f) et 7" : N” — Coker(f”) les projections
canoniques. Soit 7'(n') € Coker(f’) = N/Im(f’). On pose a(n'(n')) = w(a(n')) et
on montre que ceci ne dépend que de 7'(n’) (et pas de n'). Soit n} € N’ tel que
7©'(n}) =7'(n'). Onan) —n € Im(f’) : il existe donc m’ € M’ tel que n} = n'+ f'(m’).
On en déduit 7(a(n))) = w(a(n’)) + w(a(f'(m))) = a(n’) + 7(f(u(m’))). Comme
m(Im(f) =0, on a w(a(n})) = w(a(n’)) et a : Coker(f") — Coker(f) est bien défini.
De méme, on définit b : Coker(f) — Coker(f").

On définit maintenant 0. Soit m” € Ker(f"). Soit m € M tel que v(m) =m”. On a
alors b(f(m)) = f"(v(m)) = f"(m") =0 et donc f(m) € Kerb = Ima. Il existe donc
un unique élément n’ € N’ tel que a(n') = f(m). On pose §(m”) = 7'(n’). On montre
que §(m”) ne dépend pas du choix de m : soit my; € M tel que v(m;) = m” = v(m).
On a v(m; —m) = 0 donc m; — m € Kerv = Imu. Il existe donc m’ € M’ tel que
my =m+u(m’). On a donc f(my) = f(m)+ f(u(m')) = f(m) + a(f'(m')). On en
déduit f(mq) = a(n’)+a(f'(m')) = a(n’+ f'(m')) et n' 4+ f'(m')) est 'unique élément
vérifiant cette relation (car a est injectif). On a donc 7'(n’ + f'(m’)) = 7' (n’) (car
' (Imf") = 0). On en déduit que 6(m”) est bien défini.

On vérifie (exercice) que u, v, a, b et § sont linéaires.

Montrons maintenant que la suite est exacte.

En Ker(f). Soit m’ € Ker(f’). On a v(u(m’)) = v(u(m’)) = 0 car Imu = Kerv. Soit
m € Ker(f) tel que v(m) = 0. On a alors v(m) = 0. On en déduit qu’il existe un
m' € M’ tel que u(m’) =m. On a a(f'(m')) = f(u(m')) = f(m) = 0. Comme a est
injective, on a f'(m’) = 0 et m’ € Ker(f’). On a donc a(m’) = u(m') = m.

En Ker(f”). Soit m € Ker(f) et posons m” = v(m) = v(m) € Ker(f”). On a
f(m) =0 et il existe donc un unique élément 0 = n’ € N’ tel que a(n’) = f(m) = 0.
On a é(m”) =x'(n') = 7'(0) = 0.

Soit m” € Ker(f") tel que 6(m”) = 0. Soit m € M avec v(m) =m”. Ona f(m) € Kerb
et il existe donc un n’ € N’ tel que a(n’) = f(m). Par définition, on a §(m”) = 7'(n’).
On en déduit 7'(n') = 0 donc n’ € Im(f’). 1l existe donc m’ € M’ tel que f'(m') =n'.
Ona alors f(u(m’)) = a(f'(m)) = a(n’) = f(m) et donc m — u(m') = my € Ker(f).
On en déduit m = u(m’) +my et m” = v(u(m’)) + v(my) = v(imy) = v(my).

En Coker(f’). Soit m” € Ker(f"”). On prend m € M tel que v(m) = m”. On a
f(m) € Kerb et il existe un n’ € N’ tel que a(n') = f(m). Par deﬁnltlon, on a
d(m") =x'(n'). On a aussi a(6(m”)) = a(n'(n')) = w(a(n')) = n(f(m)) = 0.

Soit 7'(n') € Kera. On a 0 = a(n’(n’)) = m(a(n’)). On en déduit a(n’) € Imf. Prenons
m € M tel que f(m) = a(n') et soit m"”" = v(m). On a f"(m") = f'(v(m)) =
b(f(m)) = b(a(n')) = 0. On a alors m” € Ker(f”) et par définition de § on a
d(m") =x'(n).

(m
0.
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Ei/rzo()joke(l]"(f). Soit 7/(n) € Coker(f') avecn’ € N'. On a b(a(n'(n'))) = «"(b(a(n'))) =

Soit 7(n) € Kerb tel quen € N. On a 0 = b(w(n)) = ”(b(n)). On a donc b(n) € Imf”.
Prenons m” € M" tel que f”(m”) = b(n) et prenons m € M tel que v(m) = m”.
On a b(f( ) = f"(v(im)) = f”( ") = b(n). On a donc n — f(m) € Kerb = Ima.
Prenons n’ € N’ tel que a(n’) = (m). Onaa(n’'(n')) = w(a(n')) = w(n—f(m)) =

m(n) —x(f(m)) = m(n).

2. (<) Soit m’ € Ker(f’) tel que a(m') = 0. On a alors u(m’) = 0 et comme u est
injective, on a m’ = 0.

(=) Soit m’ € M’ tel que u(m') =0. On a 0 = f(u(m’) = a(f'(m')) et comme a est
injective, on a f’(m’) = 0. On a a donc m’ € Kerf’ et u(m’) = u(m') = 0. Comme u
est injective, on en déduit m’ = 0.

3. («=) Soit 7"(n") € Coker(f") avec n” € N". Soit n € N tel que b(n) = n". On a
b(m(n)) = 7"(b(n)) = =" (n").

(=) Soit n" € N”. Alors on a 7"(n") € Coker(f”) Soit
tel que b(w(n)) = ©”(n"). On a alors 7”(b(n)) = b(n(n)) = «”(n"). On en déduit
b(n) —n” € Kerr” = Imf”. Soit m” € M"” tel que f”"(m”) =n" —b(n) et soit m € M
tel que v(m) = m". On a b(n + f(m)) = b(n) + b(f(m )) b(n) + f"(v(m)) =
b(n) + f"(m”) =b(n) +n” —b(n) =n". -

m(n) € Coker(f) avecn € N

Définition 2.6.3 Une fonction ¢ : {A-modules} — 7Z s’appelle additive, si on a
(M) = (M) 4+ £(M") pour tout suite exacte courte 0 — M’ — M — M" — 0.

Exemple Soit A = k un corps, alors la fonction /(M) = dimy M est une fonction
additive : pour toute suite exacte 0 — M’ — M — M"” — 0, on a M" ~ M/M' on a
dim M" = dim M — dim M’ (en effet M" ~ M/M").

Remarque Si ¢ est une fonction additive, on a toujours £(0) = 0 : en effet, on a la
suite exacte courte “triviale” suivante : 0 - M'=0— M =0— M" =0 — 0. On
doit donc avoir £(0) = £(0) + £(0) et donc £(0) =

Lemme 2.6.6 Soit
05 My =2 My 55 - 25 M, 2% 0
une suite exacte. Alors pour tout ¢ € [0,n — 1], on a une suite exacte courte

0— Imu;,_1 — M, — Keruiﬂ — 0.

Preuve. Comme Imu; = Keru,;,;, on a un morphisme surjectif M; — Keru,,; défini
+1, +
par m; — u;(m;). Le noyau est Keru; = Imu;_;. -
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Corollaire Soit ¢ une fonction additive et soit
00— My—M —---—=M,—0

une suite exacte. Alors on a

Preuve. Par le lemme précédent, on a £(M;) = {(Imu;_1) + ¢(Keru; 1) = {(Keru;) +
¢(Ker(u;11) pour tout i € [0,n — 1]. On en déduit

n n—1
Z(—l)ié(Mi) =Y (—1)"%(Kerw;) + £(Ker(ui1) + (—1)"(M,) = ((Keruy).
=0 i=0
Comme ug est injective, on a Kerug = 0 et ¢(Kerug) = 0. =

2.7. Lemme de Nakayama

Proposition 2.7.1 Soit M un module de type fini et soit a C A un idéal. Soit
f € End(M) tel que f(M) C aM.

Alors il xiste des éléments aq,--- ,a, € a tels que

" Haf" 4+ +a,ddy = 0.
Preuve. Si M = A™ et a = A, alors c’est le théoréme de Cayley-Hamilton. On va s’en
inspirer.

Soient my, - - - ,m,, des générateurs de M. On a f(m;) € aM donc il existe des éléments
a;; € atels que f(m;) = >°7 | a;jm;. On a donc Y77 (8;;f(m;) — a;ym;) = 0 et

donc
n

> (i f — aijldy)(my).

j=1

On considére maintenant la matrice P = (P;;); jeq1,n) € Mn(End(M)) définie par
Pij=0i;f — ai;ldum.

Soit Com(P) sa comatrice. On a Com(P)T P = det(P)I,, € End(M). Soit (my,--- ,m,) €
M". On a P(mq,---,my,)T =0 ce qui nous donne

det(P) 1, (mq, - - ,mn)T = Com(P)TP(ml, . ,mn)T =0

et donc
det(P)m; = 0 pour tout i € [1,n].



27

Comme my,--- ,m, est génératrice, on a det(P) = 0 comme élément de End(M).
Mais la matrice P est de la forme

f— G1,1IdM _a1,2IdM T —a1,nIdM
—a2,1IdM f— a2,2IdM —az,nIdM
_an,IIdM e _an,n—lIdM f - an,nIdM

donc I'équation det(P) = 0 est de la forme f*+ayf" '+ -+ a,Idy = 0 ce que 'on
cherchait a démontrer. -

Corollaire Soit M un A-module de type fini et a un idéal tel que aM = M. Alors il
existe un élément x € A tel que z =1 (mod a) et M = 0.

Preuve. Soit f =1dy; et x =14 a; + --- + a, avec a; € a donné par la proposition
précédente. On a x = 1 (mod a) et zIdy = 0 donc xM = 0. n

Corollaire (Lemme de Nakayama) Soit M un A-module de type fini et a C A
un idéal tel que a C R(A) et aM = M. Alors M = 0.

Preuve. D’aprés le corollaire précédent, il existe un z = 1 (mod a) tel que zM = 0.
On a aussi z = 1 — y avec y € R(A). On en déduit (cf. Lemme 1.7.6) que z est
inversible et donc M =z~ 'aM = 270 = 0. =

Corollaire Soit M un A-module de type fini et N un sous-module de M. Soit
a C R(A) un idéal tel que M = aM + N. Alors M = N.

Preuve. On a a(M/N) = M/N. D’aprés le Lemme de Nakayama on a M/N =0 et

donc M = N. -
Corollaire Soit A un anneau local d’idéal maximal m et soit M un A-module de
type fini. Soient my,--- ,m, € M tel que [m4],--- ,[m,] est une famille génératrice
de M/mM.

Alors (myq, -+ ,my,) est génératrice pour M.

Preuve. Soit N = Amy + -+ -+ Am,,. L’application N — M — M /mM est surjective.
On a donc N +mM = M. Comme m C SR(A), on a par le résultat précédent I’égalité
M = N. ]

2.8. Produit tensoriel

Nous construisons & partir de deux A-modules M et N un nouvel A-module M ® 4
N.
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Définition 2.8.1 Soient M, N et P des A-modules. Une application f : M x N — P
est dite A-bilinéaire si pour tout a,b € A, tout m,m’ € M et tout n,n’ € N on a :

— flam +bm’,n) = af(m,n) +bf(m',n)
— f(m,an +bn') = af(m,n) + bf(m,n’).

Lemme 2.8.2 Soit f: M x N — P une application bilinéaire et soit g : P — ) un
morphisme de A-modules. Alors la composée g o f est bilinéaire.

Preuve. Exercice. m

Définition 2.8.3 Un A-module E s’appelle produit tensoriel de M et N si les
propositions suivantes sont vérifiées :

1. Il existe une application bilinéaire 7g : M X N — E et

2. pour toute application bilinéaire f : M x N — P, il existe une unique application
linéaire Lf : E — P telle que LJ@ o= f.

Proposition 2.8.4 Soient E et F' deux produits tensoriels de M et N. Alors E et
I sont isomorphes.

Preuve. Par le premier point de la définition, il existe des applications bilinéaires
g M XN — Eetnmp: MxN — F.Par le second point de la définition, il existe
des morphismes uniques LEF :E — F et LfE : F'— FE tels que p = LfF omg et
mp = LE_omp. Nous montrons que LY et LL sont inverses I'un de I'autre.

Nous avons une application bilinéaire f = LI o LY onp: M x N — E telle que

f=LE oLE omg=LE omp=mg. Parle second point de la définition, il existe un
seul morphisme Lf tel que L} o mp = f = mp. Mais Idg o mp = mp donc L} = Idg.
On a aussi f = LE o LY omp et L? = LI o LI et de la méme maniére, on a

LE oLE =1dg.

De méme LY oLr =1Idp. On en déduit que LL et LZ sont inverses I'un de 'autre.g

Ainsi, s’il existe, le produit tensoriel est unique a isomorphisme prés. Nous mon-
trons maintenant qu’il existe un produit tensoriel. Pour cela considérons le module

libre

(MxN) _ . _ sauf pour un nombre fini
A {('D'MXN%A ‘ pm,n) =0 d’éléments (m,n) € M x N |~

Pour (m,n) € Mx N, il existe une application ¢, ») telle que

1 pour (m',n') = (m,n)
() (M, 1) :{ 0 sinon.
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Lemme 2.8.5 Le systéme (Q(m,n)) (mn)cmxn forme une base de AMXN) Plyus précisé-
ment, le systéme (¢(m,n))(m7n)e Mmxn est linéairement indépendant et pour ¢ € AMN ),

on a
(m,n)eMxN
Dans la somme ci-dessus, n’apparait qu'un nombre fini de termes ¢(m, 1)@ (mn) non

nuls.

Preuve. Exercice. n

Les applications

Plam+bm/ n) — AP (mm) — b@(m/,n) et P(m,an+bn’) — AL (mn) — bso(m,n’)

MxN MxN)

sont des éléments de A ). On considére le sous-module suivant de A(

L= <<10(am+bm’,n) - aﬁp(m,n) - b@(m',n), Sp(m,an—l-bn’) - agp(m,n) - bso(m,n’)>

Définition 2.8.6 On pose M ®4 N = A(MXN)/L et notons p : AMN) s M @, N
la projection canonique. Pour (m,n) € M x N, on note m ® n = p(P(m,n)) I'image de
P(mn) dans M @4 N.

Lemme 2.8.7 On a
1. (am+bm')@n =a(m®@n)+ b(m' @ n).
2. m® (an+bn') =a(m®n)+bmen).

Preuve. Exercice. -

Lemme 2.8.8 La famille (m ® n)(nnemxn est une famille génératrice du A-module
M®s N.

Preuve. C’est I'image de la base (¢(m.n))m.n)erxn- -

Soit m: M XN — M® 4N 'application définie par 7(m,n) = m®n.

Proposition 2.8.9 La paire (M ®4 N, 7) est un (le) produit tensoriel de M et N.

Preuve. Par le Lemme 2.8.7, 'application 7 est bilinéaire ce qui montre le premier
point de la définition.

Soit maintenant f : M x N — P une application bilinéaire. Nous montrons qu’il
existe une application linéaire Ly : M ®4 N — P telle que f = Ly om.

Commencons par définir une application linéaire g : AM*N) — P Comme la famille
(@(mn)) mmyemxn est une base, il suffit de définir g(¢mn)). On pose g(Yumn)) =
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f(m,n). Montrons que g|;, = 0. Comme (Q(am+bm’n) — @P(mn) — OP(m’ n)s P(m,an+bn’) —
AP (mn) — b(p(m,n/)) est une famille génératrice de L, il suffit de montrer que

9(Pamtbm ) = 6P (mmn) = bP(mr ) = 9(Pim,an+in’) = @Pmm) — b)) = 0.
Mais g est linéaire et f bilinéaire donc
g(@(am+bm’,n) — @GP(mn) — b@(m/,n)) = g(@(am—i-bm’,n)) - ag(@(m,n)) - bg(@‘)(m’,n)))
f(am + bm,a TL) - af(ma TL) - bf(mla n)
0

De méme, on montre que g(Qm.antbn’) — @Pmn) — bPmny) = 0.

On peut donc factoriser g par le quotient et on obtient un morphisme de A-modules
Li: M®sN — P, tel que le diagramme suivant est commutatif :

AMXN) 9 P

|

AMXN) /T, — M @, N.

Nous montrons que Ly om = f, en effet on a

Lf © 7T(m, n) = Lf(m ® n) = Lf(p(sp(m,n))) = g(gp(m,n)) = f(man)
Comme m ®n est génértrice, 'application Ly est déterminée par Ly(m®n) = f(m,n)

et donc par f. Elle est unique. =

Définition 2.8.10 Soit M, .- , M, une famille de A-modules. Une application f :
M, x --- x M, — P s’appelle n-linéaire si pour tout i € [1,n] et tout m; € M; tel
que j # i,application f; : M; — P définie par f;(m;) = f(mq,---,m,) est linéaire.

Définition 2.8.11 Un A-module E s’appelle produit tensoriel de M;,--- , M, si
les proposition suivantes sont vérifées :

1. Il existe une application n-linéaire g : My X --- X M,, — P et

2. pour tout application n-linéaire f : My x --- x M, — P, il existe un unique
morphisme L]]? : E— P tel que Lf omp = f.

Proposition 2.8.12 Soit My, --- , M, une famille de A-modules.
1. Soient F et F' deux produits tensoriels de My, - -+, M,,. Alors E et F' sont isomorphes.

2. 11 existe un produit tensoriel (M; @4 - -+ ®4 M, ) de My,--- , M,.

Preuve. Exercice. -
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Proposition 2.8.13 Soient M, N, P trois A-modules. Alors il existe des isomor-
phismes uniques

1. MR@AN~2NQu M

2. M@sN)@sP=2M@uNRs4P~M®s(N®sP)
3. (M®&N)®s P~ (M®sP)d (N®sP)

4. AQaM~M

tels que

L. m@n—=n®m
2.(men)@p->meOn®p— me (nQp)

3. (mn)@pr— (M p,np)

4. a @ m — am.

Preuve. Exercice. -

2.9. Suites exactes Il

Proposition 2.9.1 Soient f : M — M'et g : N — N’ des morphismes. Alors il existe
un unique morphisme f®¢g: M@4N — M'®@4 N’ tel que f@g(m®n) = f(m)@g(n).

Preuve. Exercice. -

u

Proposition 2.9.2 Soit M’ — M — M" — 0 une suite exacte et N un A-module.
On a alors une suite exacte

M @4 N"29%W Mo, NS v e N = 0.

Preuve. Soit Y. m! ®@mn; € M" ®4 N, tel que m € M" et n; € N. Soit m; € M tel
que v(m;) =m!. Alorson a (v®@Idy)(D>_, m; ®@n;) =D . v(im;) @n; =Y, m @n; et
donc v ® Idy est surjective.

Soit m' ®@n € M' @4 N, tel que m' € M" et n € N. Alors on a (u® Idy)(m' @ n) =
uw(m’)@n. On en déduit (v@Idy)(u@Idy)(m' @n) = v(u(m'))®n = 0@n = 0. Comme
m’ @ n est génératrice de M’ @4 N , on en déduit que Im(u ® Idy) C Ker(v ® Idy).

Soit P = Im(u ® Idy) € M ®4 N. Comme P C Ker(v ® Idy) et comme v ® Idy
est surjective, il existe un morphisme surjectif f : M ®4 N/P — M"” @4 N tel que
f(Im ®n]) = v(m) @n.

Montrons que ce morphisme est un isomorphisme. Soit G : M" x N - M ®4 N/P
défini par G(m”,n) = [m ® n], ot m € M est tel que v(m) = m”. Cette application
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n’est a priori pas bien définie car elle dépend du choix de I’élément m € M tel
que v(m) = m". Soit my € M un qutre élément tel que v(m;) = m” = v(m). On a
v(my —m) = 0 donc m; —m € Kerv = Imu. On en déduit (m; — m) ® n € P donc
[m1 ® n] = [m ® n]. L’application G est donc bien définie et on v{erifie (exercice)
qu’elle est bilinéaire. On a donc un morhisme g : M”" @4 N — M ®4 N/P tel que
gm” ®@n) = [m®n], ot m € M est tel que v(m) = m”. Nous montrons que g et f
sont inverses I'une de l'autre. On a f(g(m” ®n)) = f(m®n) =v(m) @n=m"&n
et g(f(Im ®nl)) = g(v(m) ® n) = [m @n]. n

Nous allons donner une seconde preuve plus conceptuelle de la proposition précédente
en utilisant les catégories.

2.10. Catégories

Nous introduisons dans ce paragraphe le langage des catégories de maniéres infor-
melles. Une catégorie est formé de ses objets et de ses morphismes qui doivent
satisfaire un certain nombre d’axiomes. Plus précisément, une catégorie C a un
“ensemble” Obj(C) d’objets (ce n’est pas nécessairement un ensemble en fait) et
pour toute paire d’objets (A, B) un ensemble de morphismes de A vers B dans
la catégories, noté Home (A, B). Les morphismes vérifient les trois conditions sui-
vantes :

Composition Pour f € Hom¢(A, B) et ¢ € Home(A, B), il existe un morphisme
obtenu par “composition” g o f € Hom¢ (A, C)

Identité Pour tout objet A, il existe un morphisme Id4 € Home(A, A) tel que foldy =
f et 1dsog= g pour tout f et g composables.

Associativité La composition est associative c¢’est-a-dire (f og)oh = fo(goh).

Un morphisme f € Hom¢ (A, B) dans la catégorie C est appelé isomorphisme s'il
existe g € Home(B, A) tel que gof = 1Id4 et fog = Idp.

Exemple Voici quelques catégories bien connues (k un corps et A un anneau) :

Categorie Objets Morphismes
des ensembles ensembles applications
des groupes groupes morphismes de groupes
des anneaux anneaux morphismes d’anneaux
des corps corps morphismes de corps
des k-espaces vectoriels k-espaces vectoriels applications k-linéaires
des A-modules A-modules applications A-linéaires
des espaces topologiques | ensembles munis d’une topologie | applications continues
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Les foncteurs sont les “morphismes” entre catégories. Plus précisément, un foncteur
F : C — D de la catégorie C' vers la catégorie D est la donnée d’une “correspondance”

For; : Obj(C) — ODj(D)
et pour chaque couple d’objets A, A’ de C' d’une application

Fyor : Morg (A, A') — Morp(Foni(A), Fonj(A”)) cas d'un foncteur covariant ou
Fyvor : Morg (A, A') — Morp(Foni(A'), Foni(A)) cas d'un foncteur contravariant

qui vérifie les conditions suivantes :
Fuor(Ida) = Idgg,;a) pour tout A objet de C
Pour f € Hom¢ (A, B) et g € Hom¢(A, B) on a

Fror(go f) = Fuor(9) © Fyor(f)  pour un foncteur covariant ou
Fyor(go f) = Fuo(f) © Fyor(g) pour un foncteur contravariant.

Par exemple, pour un A-module N, on a le foncteur suivant de la catégorie A-
mod des A-modules dans elle méme : Homy (N, —) : A-mod — A-mod défini par
Homy (N, —)(M) = Homyu (N, M). On a vu que c’est un foncteur covariant. On a
aussi le foncteur Homy(—, N) : A-mod — A-mod défini par Homs(—, N)(M) =
Hom (M, N). C’est un foncteur contravariant.

Définition 2.10.2 Soit A un anneau.

1. Un foncteur covariant F' de la catégorie des A-modules associe a chaque
objet (A-module) M T'objet (A-module) F(M) de telle sorte que

a. pour f € Hom(M, N), il existe un F(f) € Hom(F (M), F(N)),
b. pour tout f: M — N et tout g: N — P,ona F(g)o F(f)=F(go f) et
c. on a F(Idy ) = Idp) pour tout objet M.

2. Un foncteur contravariant dela catégorie des A-modules associe a chaque
objet (A-module) M T'objet (A-module) F(M) de telle sorte que

a. pour f € Hom(M, N), il existe un F(f) € Hom(F(N), F(M)),
b. pour tout f: M — N et tout g: N — P,ona F(f)o F(g) = F(go f) et
c. on a F(Idy) = Idp) pour tout objet M.

Définition 2.10.3 1. Soit F' un morphisme covariant. Le foncteur I’ est dit exact
a gauche si la chaine suivante

0— F(M)— F(M)— F(M")

et exacte pour toute suite exacte 0 — M’ — M — M".



34 2. Modules

2. Soit F' un foncteur covariant. Le foncteur F' est dit exact & droite si la chaine
FM") —- FM)— FM")—0

est exacte pour toute suite exacte M’ — M — M" — 0.

3. Soit F' un foncteur contravarianrt. Le foncteur F' est dit exact & gauche si la
chaine
0= F(M") = F(M)— F(M')

est exacte pour tout suite exacte M’ — M — M" — 0.

4. Soit F un foncteur contravariant. Le foncteur F est dit exact a droite si la chaine
FM')— F(M)— F(M") =0
est exacte pour toute suite exacte 0 — M’ — M — M".

Exemple Soit A un anneau et N un A-Modul.

1. Le foncteur M +— Hom(N, M) est covariant exact a gauche. On note ce foncteur
Hom(N, —)

2. Le foncteur M — Hom(M, N) est contravariant exact a gauche. On note ce foncteur
Hom(—, N)

3. Le foncteur M — M ® 4 N est covariant exact a droite. On note ce foncteur —® 4 NV

Définition 2.10.5 1. Une paire (F,G) de foncteur covariants est dite paire de
foncteurs adjoints s’il existe des isomorphismes

Uy - Hom(M,G(N)) ~ Hom(F (M), N)

tels que pour tout morphismes f: M — M’ et g : N — N’, les diagrammes suivants
sont commutatifs :

Hom(M', G(N)) —L>Hom(M,G(N))  Hom(M,G(N)) 2 Hom(M, G(N'))

WMI’Nl - jWM’N WM,Nj g lWM,N/
Hom(F(M'), N) —— Hom(F (M), N) Hom(F (M), N) — Hom(F (M), N').

Le foncteur F' s’appelle adjoint a gauche de G et le foncteur G s’appelle adjoint a
droite de F.

2. De méme, on peut définir des paires de foncteur adjoints contravariants. Funktoren.

Proposition 2.10.6 Les foncteurs (— ®4 N, Hom(N, —)) forment une paire de fonc-
teurs adjoints.
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Preuve. Soit F(M)= M ®4 M et G(P) = Hom(N, P). Nous montrons tout d’abord
I'isomorphisme Hom(F (M), P) ~ Hom(M, G(P)) c’est-a~dire qu’il existe un isomor-
phisme

@y p: Hom(M ®4 N, P) ~ Hom(M, Hom(N, P)).

Soit ¢ : M ®4 N — P. Alors on a une application bilinéaire ¢’ : M x N — P définie
par ¢'(m,n) = p(m @ n). Nous définissons @, p(¢) : M — Hom(N, P) comme suit :
Dy p(p)(m) : N — P est Papplication @y p()(m)(n) = ¢'(m,n) = ¢(m @n). On
vérifie (exercice) que les applications @y p(¢)(m), Parp(p) et @y sont linéaires
(Papplication (¢, m,n) — ¢'(m,n) = p(m @ n) est trilinéaire).

Soit ¢ : M — Hom(N, P). L’application M x N — P, (m,n) — ¥(m)(n) est

bilinéaire. Il existe donc une unique application linéaire ¥y, p(zp) M &4 N — P telle
que ¥ p(¢)(m @ n) = ¢(m)(n).

Nous montrons que ¥y p et @y p sont inverses 'une de 'autre. On a @y p(Var p(1))(m)(n) =
U p(¢)(m@n) = ¥(m)(n). Par ailleurs, on a Wy p(Pas p(@))(m&n) = @prp(@)(m)(n) =
p(m @ mn).

Nous vérifions maintenant que les diagrammes de la définition ci-dessous sont com-
mutatifs. Soit f: M — M’ on a (Warpo f)(¥)(m @n) =(f(m))(n). On a aussi

(F'(f) o¥np)(¥)(m @ n) = ¢(f(m))(n). De maniére analogue, on montre que le
second diagramme est également commutatif. -

Lemme 2.10.7 Soit A un anneau.

1. Une chaine de morphismes 0 — M’ % M 5 M" est une suite est exacte si
et seulement si pour tout A-module N, la chaine suivante est une suite exacte :

0 — Hom(N, M’) % Hom(N, M) = Hom(N, M").

2. Une chaine de morphismes M’ < M 2 M" — 0 est une suite exacte si et seulement
si pour tout Amodule N, la chaine suivante est une suite exacte : 0 — Hom(M", N) >

Hom(M, N) % Hom(M’, N).

Preuve. Nous savons déja que si 0 — M’ = M = M" (resp. M’ 5 M S M" —0)
est une suite exacte, alors 0 — Hom(N M") % Hom(N, M) 2 Hom(N, M") (bzw.

0 — Hom(M"”,N) = Hom(M, N) = Hom(M’, N)) est aussi une suite exacte pour
tout N.

1. Soit N = A. Alors on a Hom(N, M) = Hom(A, M) ~ M avec f — f(1) et
m +— (a — am). Modulo ces isomorphismes, I’application Hom(N, M") % Hom(N, M)
est exactement ’application u : M’ — M. Ce résultat en découle.

2. Soit N = M"/Imv et # € Hom(M", N) la projection canonique. L’application
() : M — N = M"/Imv est donnée par v(7)(m) = w(v(m)) = 0, car Imv = Kerr.
On a donc v(m) = 0 et comme v est injective, on a 7 = 0. En particulier, on a
M"/Imv = 0 et Imv = M"”. L’application v est surjective.
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Soient N = M" et Idp» € Hom(M”, N). On avou = Idym ovou = vou(ldy~) = 0.
On en déduit Imu C Kerwv.

Soit N = M/Imu et 7 € Hom(M, N) la projection canonique. On a u(w)(m') =
mou(m') = m(u(m’)) =0, car Imu = Kerr. On a donc u(7) = 0 et 7 € Keru = Imo.
On a donc un f € Hom(M”, N) tel que m = 0(f) = f o v. Soit maintenant m € Kerv.
On a w(m) = fowv(m) =0 et donc m € Imu. n

Proposition 2.10.8 Soit (F,G) une paire de foncteurs adjoints covariants (resp.
contravariants). Alors on a 1’équivalence

F est exact a droite < G est exact a gauche.

Preuve. (=) Soit 0 — N' — N — N” une suite exacte et soit M un module. Alors on
a une suite exacte 0 — Hom(F (M), N') - Hom(F (M), N) — Hom(F (M), N"). On
en déduit la suite exacte 0 — Hom(M, G(N')) — Hom(M, G(N)) — Hom(M, G(N')).
Ceci étant vrai pour tout M, le lemme précédent nous dit que la suite 0 — G(N') —
G(N) — G(N") est exacte et G est exact a gauche.

(=) Soit M" — M — M"” — 0 une suite exacte et N un module. Alors on a une suite
exacte 0 — Hom(M" ,G(N)) — Hom(M,G(N)) — Hom(M',G(N)). On en déduit
la suite exacte 0 — Hom(F(M"),N) — Hom(F (M), N) — Hom(F(M'), N). Ceci
étant vrai pour tout N, le lemme précédent nous dit que la suite F(M') — F(M) —
F(M") — 0 est exacte et F' est exact a droite.

La preuve pour des foncteurs contravariants est semblable. n
Corollaire Le foncteur — ® 4 N est exact a droite.

Preuve. C’est un adjoint & gauche du foncteur Hom(/N, —) qui est exact a gauche. g
Définition 2.10.10 Un foncteur est appelé exact s’il est exact a gauche et a droite.
Définition 2.10.11 Un A-module M est dit plat si le foncteur — ® 4 M est exact.

Proposition 2.10.12 Soit N un A-module. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. N est plat;

2. pour tout suite exacte 0 — M’ — M — M"” — 0 la suite 0 - M' @4 N —
M4 N — M'®4sN — 0 exacte.

3. Si f: M — M est injective, alors f @ Idy : M’ @4 N — M ®4 N est injective.

Preuve. (1. < 2.) C’est la définition de la platitude.

(2. & 3.) Cest le fait que le produit tensoriel est exact a droite. m
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2.11. Restriction et extension des scalaires

Remarque Soit f: A — B un morphisme d’anneaux et N un B-module.
1. Alors B est un A-module pour la multiplication scalaire a - b = f(a)b.

2. Plus généralement, N est un A-module pour la multiplication scalaire a-n = f(a)n.

Définition 2.11.2 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et N un B-module.
La structure de A-module définie sur N par a-n = f(a)n s’appelle structure de
A-module obtenue par restriction des scalaires.

Exemple 2.11.3 Un C-espace vectoriel est aussi un R-espace vectoriel par restriction
des scalaires.

Proposition 2.11.4 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et N un B-module.
Si N est de type fini comme B-module et si B est de type fini comme A-module, alors
N est de type fini comme A-module.

Preuve. Soit nq,--- ,ng une famille génératrice de N comme B-module et soit
by, -+ ,b, une famille génératrice de B comme A-module. Soit n € N. Alors il
existe des scalaires Ay, -+, \; € B tels que n =Y. \;n;. Pour tout ¢ € [1, k], il existe
des scalaires (a;;)jen 0 tels que A; = 3 a; ;b;. On a alors

k

r
n = E ai,jbjni

i=1 j=1
et la famille (bjn;)icp rjen,r est une famille génératrice de N comme A-module.

Remarque Lorsque A= K, B= L et N = M sont des corps avec K C L C M des
extensions finies, on restrouve le théoréme de la base télescopique (voir le cours de
théorie de Galois).

Lemme 2.11.6 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et soit M un A-module.
Alors B ® 4 M est un B-module pour la multiplication scalaire b(b' ® m) = bb' @ m.

Preuve. Exercice. m

Définition 2.11.7 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et soit M un A-module.
La structure de B-module définie sur B ®4 M par b- ()' @ m) = bt/ ® m s’appelle
structure de B-module obtenue par extension des scalaires.

Exemple 2.11.8 Soit I'espace vectoriel R”. Alors R" ®@g C est isomorphe & 'espace
vectoriel C". C’est I'opération usuelle de complexification souvent utilisé pour les
endomorphismes des espaces vectoriels réels.
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Proposition 2.11.9 Soit f : A — B un morpihsme d’anneaux et soit M un A-
module de type fini. Alors B ®4 M est un B-module de type fini.

Preuve. Soit mq,--- ,m, une famille génératrice de M comme A-module. Soit b@m €
B ®a M. 11 existe alors des éléments ay,--- ,a, € A tels que m =Y, a;m;. On a donc
Yo fla)b(I®@m;) =3, b®aym; =b®m et la famille (1 ® m;);cp,n est génératrice
de B®4 M comme B-module. =

2.12. Algebres

Définition 2.12.1 Soit A un anneau.
1. Une A-algébre B est un anneau B muni d’un morphisme d’anneaux f : A — B.

2. Soient f: A— Betg:A— C deux A-algébres. Un morphisme de A-algébres
de B vers C' est un morphisme d’anneaux ¢ : B — C tel que ¢ est A-linéaire.

Remarque Une A-algébre B est un A-module pour la multiplication scalaire a - b =
f(a)b. De plus on a les régles de calcul usuelles suivantes :

Loa(b+V)=ab+al

2. (a+d)b=ab+db

3. (aad’)b = a(a'b)

4. a(bt') = (ab)b' = b(ab)
5. al =aet 1b=0.

Lemme 2.12.3 Soient f: A — Bet g: A — C deux A-algébres.

1. Alors B®4 C est une A-algébre pour la multiplication (b® ¢)(b' ® ') = bb' ® ¢’ et
I'application A - B®4 C, a — f(a) ® g(a).

2. Les applications B - B4 C, b—b®1et C - B®asC, c+— 1® c sont des
morphismes d’anneaux.

Preuve. 1. L’application BxC' x BxC — B® 4C définie par (b, ¢, b, ) — bb' @cc est
4-linéaire. Il existe donc une application linéaire B®4 C ®4 B®4C — B ® C définie
par bcRb' @ — b ®cc. On en déduit que application BRAC X BRAC — B4 C
définie par (b ® ¢,b @ ) — b ® ¢ est bilinéaire. On vérifie qu’elle est associative
et quel’ona (b®c)(1®1)=(1®1)(b®c) =b®c, et donc B®,4 C est un anneau.
L’application A — B ®4 C défine par a — f(a) ® g(a) est un morphisme d’anneau et
donc B ®4 C' est une A-algébre.

2. Exercice. ]
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Remarque Le morphisme d’anneaux B —+ B ®4 C, b — b® 1 n’est pas toujours un
morphisme de A-algébres.

Par exemple, soient A = B = C = k, avec k un corps. Soient f = g = Idy.
L’application ¢ : B — B ®4 C est donnée par z — x ® 1 = z(1 ® 1). L’application
f®g:A— B®,C estdonnée par (f @g)(z)=r®@r=2(1®z)=12*(1®1). On a
done (f(2)y) = p(ry) =zy(l@ 1) et (f@g)(z) p(y) = (@@z)(y®1) =y @z =
Py(1e 1) #zy(1® 1) = o(f(2)y).

Exemple Soit B un anneau et A = Z. Alors 'application f : A — B définie par
fn)=nb=1+---+1
n—fois

est un morphisme d’anneaux et tout anneau est donc aussi une Z-algébre.

Définition 2.12.6 Soit A un anneau.

1. Un morpihsme d’anneaux f : A — B est dit fini si B est un A-module de type fini.
On dit alors que B est une algébre finie sur A.

2. Un morphisme d’anneaux f: A — B est dit de type fini s’il existe des éléments
x1, - ,T, € B tels que tout élément de B peut s’exprimer comme polyndéme a
coefficients dans f(A) en les 1, - -+ ,z,. On dit alors que B est une algébre de type
fini ou finiment engendrée sur A.

3. L’anneau A est dit finiment engendré, si A est une Z-algebre de type fini.

Remarque Une A-algébre B est de type fini si et seulement s’il existe un morphisme
d’nnaeaux surjectif A[Ty,---,T,] — B.
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Dans ce chapitre, on généralise la construction du corps des fractions.

3.1. Anneaux

Définition 3.1.1 Soit A un anneau. Un sous-ensemble S C A est dit multiplicatif
sileSetsiona: (z,y€ S =zyeS9).

Exemple 1. Soit A un anneau, allors S = A est multiplicatif.

2. Soit A un anneau, alors S = A* est multiplicatif.

3. Soit A un anneau, alors S = A\ {Nullteiler} est multiplicatif.

4. Soit A un anneau et p un idéal premier, alors S = A\ p est multiplicatif.
5. Soit A un anneau, alors S = {f" | n > 0} est multiplicatif.

6. Soit A un anneau et a un idéal, alors S = 1+a ={l1+z € A |z € a} est
multiplicatif.

6. Soit A un anneau intégre, alors S = A\ {0} est multiplicatif.

Définition 3.1.3 Soit A un anneau et S C A un sous-ensemble multiplicatif. On
définit une relation d’équivalence = sur le produit A x S par

(a,s) = (d',s') = 3t €S, tlas' —a's) =0.
Lemme 3.1.4 La relation = est une relation d’équivalence.
Preuve. Exercice. m

Définition 3.1.5 On écrit a/s ou encore ¢ pour la classe d’équivalence de (a, s) pour
la relation =. On note S~'A 'ensemble des classes d’équivalence.

Exemple Soit A=Zet S=7)\{0}. Alors S7'A = Q.
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Proposition 3.1.7 Soit A un anneau et S C A un sous-ensemble multiplicatif.

1. Alors S7!'A est muni d’une structure d’anneau pour les opérations suivantes avec
0=0/let1=1/1:

a a as’+ds ad ad

— J— —_ et —— = —

s & ss’ ss  ss’
2.0nas/le(StA)*,
3. L’application A : A — S7'A, a + a/1 est un morphisme d’anneaux.

Preuve. 1. On vérifie (exercice) que les opérations sont bien définies et on vérifie
(calcul d’école) qu’elles définissent une structure d’anneaux.

2.0na (s/1)(1/s) =1/1.

3.0naX1)=1/1, Ma+b) = (a+b)/1 =a/1+b/1 = Xa)+ \(D) et A\(ab) = ab/1 =
(a/1)(b/1). .

Remarque Le morphisme A — S~'A n’est pas nécessairement injectif. Par exemple,
si0eS,onal(a-1—s-0)=0et donc a/s=0/1. On a donc

0
a_ 1 pour tout & € S7'A et donec ST'A =0.
s s

L’application A : A — S™1A est application nulle.

L’anneau S~ A peut également étre défini via une propriété universelle.

Proposition 3.1.9 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux tel que f(s) € B*
pour tout s € S. Alors il existe un unique morphisme d’anneaux g : S™'A — B tel

que f =goA\.

Preuve. On définit g : S'A — B par g(a/s) = f(a)f(s)~!. On vérifie que cette
définition ne dépend pas du choix du représentant. Soit donc a//s’ € S7!A tel
que a'/s" = a/s. 1l existe alors un ¢t € S tel que t(as’ — a’s) = 0. On en déduit
f@&)(f(a)f(s)—f(a')f(s)) = 0. Comme f(t) est inversible, on a f(a)f(s')—f(a")f(s) =
0 et donc f(a)f(s)™! = f(a')f(s')~'. L’application g est bien définie et on vérifie
(exercice) que c’est un morphisme d’anneaux.

Montron que f = go\. Soit a/s € ST'A. On a g(\(a)) = g(a/1) = f(a)f(1)~' = f(a).

Montrons maintenant 'unicité de g. Soit  : S™'A — B un autre morphisme d’anneaux
tel que f =hoX. Ona h(a/s) = h(a/1)h(1/s) = h(a/1)h((s/1)7') = h(a/1)h(s/1)7 .
On a donc h(a/s) = h(Aa))h(A(s)) ™" = f(a)f(s)™" = g(a/s). n
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Lemme 3.1.10 Soit S C A un sous-ensemble multiplcatif.

1. Pour s € S, on a A(s) € ST1A*.

2. Soit a € A. On a (A(a) = 0 < il existe s € S tel que sa = 0).

3. Tout élément de S™'A est de la forme A(a)\(s)™', ota € Aet s € S.

Preuve. 1. On a \(s) = s/1 € ST1A*.
2.0naMa) =0« a/l =0<« (il existe s € S tel que sa = s(a — 0) = 0).
3.0n aa/s= Aa)\(s)™". -

Ces propriétés caractérisent le morphisme A : A — S71A.

Proposition 3.1.11 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux tel que
1. pour s € S, on a f(s) € B*;
2. pour a € A, on a (A(a) =0 = il existe s € S tel que sa =0);
3. tout élément de B est de la forme f(a)f(s)™!, aveca € Aet s € S.
Alors il exise un isomorphisme g : S™'A — B tel que f = go \.

Preuve. On pose g(a/s) = f(a)f(s)~!. Par la Proposition 3.1.9 ceci est bien défini,
¢’est un morphisme d’anneaux et on a f = go X\. Montrons que g est un isomorphisme.

Soit a/s € Kerg. On a g(a/s) = f(a)f(s)™! = 0 et comme f(s) est inversible, on a
f(a) = 0. On a donc un élément t € S tel que ta =0 et donc t(a-1—s-0) =0. On
en déduit a/s = 0 et g est injective.

Soit b € B. Il existe a € A et s € S tels que b = f(a)f(s)™'. On a donc b =
g(a/1)g(s/1)t = g(a/1)g(1/s) = g(a/s) et g est surjective. n
Exemple 1.Ona: S7'A=0% 0€ S & S contient des éléments nilpotents.

2. Soit A un anneau intégre et soit S = A\ {0}. Alors S™'A = Frac(A) est le corps
des fractions de A.

3. Soit S = A\ p, ou p est un idéal premier, alors on note S™1A = A,.

4. Soit A =7 et p = (p), avec p un nombre premier. Alors on a

A, = {% €Q|a,beZavec pged(b,p) = 1}.

5. Soit f € Aet S={f"|n >0} Onnote ST'A = A[f!].

6. Soit A =7Z et f = p, avec p un nombre premier. Alors on a

A[p_l]:{z%EQMLGZ, nzO}.
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3.2. Modules

Définition 3.2.1 Soit A un anneau, soit S C A un sous-ensemble multiplicatif et M
un A-module. On définit la relation d’équivalence = sur M x S par

(m,s) = (m',s") & FtesS, t(sm—sm')=0.
Lemme 3.2.2 La relation = est une relation d’équivalence.
Preuve. Exercice. .

Définition 3.2.3 On écrit m/s ou encore  pour la classe d’équivalence de (m, s)
pour la relation =. On note S™'M I’ensemble des classes d’équivalence.

Lemme 3.2.4 L’ensemble S~'M est un S~!A-module pour I'addition et la multipli-
cation scalaire définies par

m m  s'm+sm/ ,am _ am
—F—=—%¢t -——=—.
S s ss’ st st
a1 L . m  am
En particulier S™ M est un A-module pour la multiplication scalaire a— = —.
S S
Preuve. Exercice. -

Exemple 1. Si S = A\ p avec p un idéal premier, on note S~'M = M,
2.51S ={f"|n>0}, avec f € A, on note S™'M = M;.

Remarque On a (m/s =0 < il existe un ¢t € S tel que tm = 0).

Lemme 3.2.7 La correspondance M — S™'M est un foncteur : pour tout morphisme
de A-modules f : M — N, il existe un morphisme de S~!A-modules S~'f : S™1M —

S—IN défini par
—1p (MY _ f(m)
S f(s>_ s

Preuve. On vérifie que c’est bien défini. Soit m'/s’ = m/s. Il existe un ¢t € S tel que
t(ms' —m's) = 0. On a donc 0 = f(t(s'm — sm’)) = t(s'f(m) — sf(m’)) et donc

f(m) _ f(m/)
s s
On vérifie (exercice) que f est un morphisme de modules. -

Définition 3.2.8 Le foncteur M +— S~'M s’appelle foncteur de localisation.

Proposition 3.2.9 Le foncteur de localisation est exact.



44 3. Localisation

Preuve. Soit M’ % M % M une suite exacte. Alors il existe une chaine S~ %"
STIM S50 STIM” on S~lu(m’/s) = u(m)/s et v(m/s) = v(m)/s pour m' € M,
m € M et s € S. On en déduit S~'o(S™ u(m//s)) = S~ v(u(m’)/s) = v(u(m'))/s =
0/s =0 et donc ImS~'u C KerS~1v.

Soit m/s € KerS™'v. On a v(m)/s = 0 et donc il existe un t € S tel que tv(m) = 0.
On a donc v(tm) = 0 et tm € Kerv = Imu. Soit donc m’ € M’ tel que u(m') = tm.
On a u(m'/ts) = u(m')/ts = tm/ts = m/s et donc m/s € Imu. n

Corollaire Soit N C M un sous-module. Alors S™'N — S™'M est injective et on
peut voir SN comme un sous-module de S~'M :

S_IN:{g|n€Nets€S}CS‘1M:{§|m€Mets€S}.

Corollaire Soient N, P C M des sous-modules. Alors on a
1.SYN+P)=S"'N+S'P;

2.5 (NNP)=S'NNnS'p;

3. STHM/N) ~ S *M/S™'N comme S~ A-modules.

Preuve. 1. Exercice.

2.8ire STINNS P alorsonaz=/s=p/s’,oune N,pe Pets, s €S.On
en déduit qu'il existe ¢ € S tel que t(s'n — sp) = 0. On a donc N > ts'n =tsp € P et
ts'r = tsx € NN P puis z = tsz/ts € S~'(N N P). L'inclusion inverse est claire.

3. La suite 0 - N — M — M/N — 0 est exacte et donc la suite 0 — S™IN —
STIM — STYM/N) — 0 est exacte. Le résultat en découle. -

Proposition 3.2.12 On a un isomorphisme S™'M ~ M ®4 St A de S~ A-modules.
Les isomorphismes sont donnés par m/s — m® 1/s et m® a/s — am/s.

Preuve. L’application M x S™'A — S™'M définie par (m,a/s) — am/s est A-
bilinéaire. L’application M ®4S™1A — S™'M, m®a/s + am/s est donc bien définie.
On vérifie qu’elle est S~! A-linéaire.

L’application m/s — m ® 1/s est bien définie : si m'/s" = m/s, il existe t € S mit
t(s'm—sm’) =0.Onaalors m'®1/s' = m'Qts/s'ts =tsm'®@1/s'ts =tsm®1/s'ts =
m ®ts/s'ts = m ® 1/s. Cette application est S™!A-linéaire (exercice).

Ces applications sont inverses I'une de l'autre : on a m/s — m ® 1/s — m/s et
m®a/s—am/s—am®1/s=m®a/s. -

Corollaire Le A-module S7!'A est plat.

Preuve. Soit M’ — M — M" une suite exacte. Alors S™'M’ — S™'M — S7'M" est
exacte et donc M’ ®45'A - M ®4S'A— M"®4 S A est exacte. -
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Proposition 3.2.14 Soient M et N deux A-modules. Alors il existe un unique
isomorphisme de S™!A-modules f : ST'M ®g-14 STIN — S™HM @4 N) tel que
f((m/s) @ (n/s')) = (m@mn)/ss'.

Preuve. On a S™T'M ®@g-14 STIN ~ (M @4 S7'A) ®g-14 STIN = M ®4 N ®4
ST1A = S7Y(M ®4 N) (voir aussi le Lemme 3.3.7). L’inverse de f est donné par
(m®mn)/s—m/s@n=m®en/s. -

Corollaire Pour un idéal premier p, on a un isomorphsme de A,-modules :

Mp ®Ap Np ~ (M XA N)p

3.3. Propriétés locales

Définition 3.3.1 Une propriété P d’un anneau A (resp. d’'un module M) est dite
locale si on a

P est vraie pour A (resp. M) < P est vraie pour A, (resp. M,) pour tout idéal premier p C A.

Proposition 3.3.2 Soit A un anneau et M un A-module. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. M =0;
2. M, = 0 pour tout idéal premier p C A;
3. M, = 0 pour tout idéal maximal m C A.

En particulier, la propriété (M est le module nul) est locale.

Preuve. Les implications (1 = 2) et (2 = 3) sont claires.

(3 = 1) Supposons M # 0. Soit m € M tel que m # 0. Soit alors a = Ann(m) =
{a € Al am =0}. Ona Im =m # 0 et donc a C A. Soit m un idéal maximal tel
que a C m. On a m/1 € M, = 0. 1l existe donc s € A\ m tel que sm = 0 et donc
s € Ann(m) = a C m, une contradiction. -

Corollaire Soit A un anneau et soit f : M — N un morphisme de A-modules. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective (resp. surjective) ;
2. fy: My, — N, est injective (resp. surjective) pour tout idéal premier p C A;
3. fp : My, — N, est injective (resp. surjective) pour tout idéal maximal m C A.

En particulier les propriétés (f est injective), (f est surjective) et (f est bijective)
sont locales.
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Preuve. L’application f est injective (resp. surjective) lorsque Kerf = 0 (resp.
Cokerf = 0). Mais la suite

0—>Kerf—>Mi>N—>Cokerf—>O
est exacte et la localisation est exacte donc la suite
0 — (Kerf), — M, ELN Ny, — (Cokerf), — 0

est aussi exacte pour tout idéal premier p C A. On a donc Ker(f,) = (Kerf), et
Coker(f,) = (Cokerf),. On déduit de la proposition précédente que les assertions
(Kerf = 0), (Kerf, = 0 pour tout idéal premier p) et (Kerf, = 0 pour tout idéal
maximal m) sont équivalentes. Les assertions pour I'injectivité et la surjectivité en

découlent. -
Corollaire Soit n € N un entier et soit (z1,---,x,) une famille génératrice de
A" Alors (xq,--+,x,) est une base i.e. application f : A" — A" définie par
flay, -+ ,a,) =ayxy + -+ + a2, est un isomorphisme.

Preuve. L’application ci-dessus est surjective. Soit N = Kerf. Nous avons une suite
exacte 0 — N — A" 55 A" 5 0 et montrons N = 0.

Il suffit de montrer que N, = 0 pour tout idéal maximal m. En remplacant A par
Ay et N par Ny, on peut supposer que A est un anneau local d’idéal maximal m. Le
quotient k = A/m est un corps.

Lemme 3.3.5 Lasuite 0 = k®4 N - k®4 A" — k®4 A" — 0 est exacte.

Preuve. On a une suite exacte m@4 N - AR N - k®4 N — 0. Comme A est plat
comme A-module, on a une suite exacte 0 > m®4 A" - AR A" > k®4 A" — 0.

On obtient un diagramme commutatif a lignes exactes :

6
0 P ~
Mm@y N ——N——>koy N—>0
J

Le conoyau de 'application N — A" (resp. k@4 N — k®4 A") est A" (resp. k@4 A™)
et 'application vers ce conoyau est f (resp. Idy® f). Le noyau de I'application N — A"
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est 0 (cette application est injective). Soit P le noyau de 'application k@ 4 N — k® 4 A™.
Par le lemme du serpent, la suite 0 - P - m®4 A" - A" — k®, A" est exacte.
Mais lapplication m®4 A™ — A™ est injective (car A™ est plat). On en déduit P = 0.g

Par ailleurs, on a k@4 A" = (k ®4 A)" = k™ et donc la derniére application de la
suite exacte du lemme précédent est un isomorphisme de k-espaces vectoriels. On a
donc 0 = k®AN:A/m®AN:N/mN.

Le sous-module N est de type fini (cf. Exercice 2 feuille 3) et par Nakayama on a
N =0. ]

Proposition 3.3.6 soit A un anneau et M un A-module. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. M est un A-module plat ;

2. M, est un Ay,-module plat pour tout idéal premier p C A;

3. M est un Ay-module plat pour tout idéal maximal m C A.
En particulier la propriété (M est plat) est locale.

Preuve. (1 = 2) Nous comengons par un lemme.
Lemme 3.3.7 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et M un A-module.

1. Soit N un B-module. Alors on a un isomorphisme de B-modules N @5 (B® 4 M) ~
N®s M.

2. Si M est un A-module plat, alors B ® 4 M est un B-module plat.

Preuve. 1. La structure de A-module de N est donnée par a-n = f(a)n. Le structure
de B-module de N ® g M est donnée par b- (n ® m) = bn ® m.

Soit ¢ : N x Bx M — N ®4 M Dapplication définie par ¢(n,b,m) = bn ® m.
Elle est A-bilinéaire en les deux derniéres variables et se factorise donc en une
application N X (B ®4 M) défnie par (n,b ® m) — bn ® m. Cette application est
B-bilinéaire. Il existe donc une application B-linéaire ¢ : N @p(B®a M) — N ®4 M,
n® (b®m) — bn ® m. De la méme maniére, il existe une appllication A-bilinéaire
Y :NxM— N®g(B®s M) définie par (n,m) = n® (1 ® m). On en déduit
une application A-linéaire ¢ : N@4 M — N ®@p (B®@s M), n@m — n® (1 @m).
Cette application est aussi B-linéaire. En effet, on a 1(b- (n @ m)) = ¥(bn @ m) =
bn® (1®m) =bp(n®m).

Nous montrons que ¢ et v sont inverses l'une de l'autre. On a o((n @ m)) =
pn®(1®m)) =n@met YEne (bom))) =Ybnem) = (1em) =
n®b-(1em))=n® (b®m).

2. Soit N' — N — N" une suite exacte de B-modules. Alors la suite N'®@pg(AR4 M) —
N®Rp(ARa M) — N"®@p(A®a M) est exactement la suite N'@4 M — N @4 M —
N"®4 M. Comme M est plat, cette derniére est exacte. n
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On a M, ~ A, ®4 M. Par le lemme précédent, on a que M, est plat car M est plat.
L’implication (2 = 3) est claire.

(3 = 1) Comme le produit tensoriel est exact a droite, il suffit de montrer que pour

. . Id
une suite exacte 0 — N’ i> N, la suite 0 = M ®4 N’ ﬂf M ®4 N est encore
exacte. Pour tout idéal maximal m C A, les suites suivantes sont exactes (la premiére
parceque la localisation est exacte et la suivante parceque M,, est plat) :

de ®fm

0— N 2 Ny et 0— My ®4, N My ® 4, Na.

On vérifie cependant aisément que l'on a (Idy; ® f)n = Idas, ® fm. On en déduit que
(Idps ® f)m est injective pour tout idéal maximal m C A. Par conséquent Idy, & f est
injective. n

3.4. ldéaux et localisation

Proposition 3.4.1 Soit A un anneau et soit S C A un sous-ensemble multiplicatif.

1. Soit a un idéal de A. Alors on a (\(a)) = S~ 'a.

2. Soit b un idéal de S7'A. Alors b est de la forme S~'a pour un idéal a de A. Plus
précisément, on a b = S7H(A71(b)).

3. Soit a un idéal de A. On a A™'(S7ta) = A7 ((A(a))) = Uges(a : s).

4. Un idéal a de A est de la forme A7'(b) pour un idéal b C S™'A, si et seulement si
aucun élément de S n’est envoyé sur un diviseur de zéro dans A/a. Dans ce cas, on a

a=XA"1(S"(a)).
5. On a des bijections réciproques p — S~'p et g — A7!(q) entre les ensembles

{p C A | p idéal premier tel que pN S =0} <+ {q C S~'A | q idéal premier }.

6. Soient a et a’ des idéaux de A. On a
a. STl a+d)=5"ta+ S
b. S~ ad') = (S ta)(S! ’)

.S Hand)=S5"tansS!

) =
S—la=S"1/a.

o

aF
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Preuve. 1. On a A(a) C S~'a et donc (A(a)) C S™'a. Soit a/s € S~'a tel que a € a
et s€S. Onaalorsa/s=1/s-a/l=1/s-\a) € (A(a)).
b.

2. Ona S7H(ATH(b)) = (AM(AT1(0)))) = ((b)) =

3. Soit @ € A71(S7!(a)). On a A(a) = d/s, ou a’ € aet s € S. On en déduit qu’il
existe t € S tel que t(as —a’) = 0 et donc tsa = ta’ € a. On a donc a € (a : ts).
Réciproquement, soit a € (a: s), on a sa = a’ € a. On en déduit A(a) = a/1 = sa/s =
a'/s € S a.

4. Soit a de la forme a = A7!(b). On a alors S™!(a) = b. Soit s € S et 5 la classe de
s dans A/a. Si § est diviseur de zéro, il existe a € A tel que a # 0 et a5 = 0. On a
donc sa €aeta€ (a:s). Par3.,,onaac A" (S (a)) =A"1(b) =aic a=0une
contradiction.

Réciproquement, si aucun élément de S n’est envoyé sur un diviseur de zéro dans
A/a, nous montrons que a = A~'(S7!(a)). On a toujours a C A™}(S~!(a)). Soit donc
a € \71(S7(a)). Par 3., il existe un s € S tel que sa € a. On a donc sa = 0 dans
A/a. Comme 5 n’est pas diviseur de zéro, on a a =0 et a € a.

5. Soit p un idéal premier tel que p NS = (). Nous montrons que S~!p est un idéal
premier. Notons que SNp = @) impose que S~'p C S'A. Soient a/s et a’/s’ dans S~ A
tels que (a/s)(a’/s’) € S™'p. On a alorsun b € p et un t € S tels que aa’/ss’ = b/t. 1l
existe donc t' € S tel que t'(aa’'t — bss’) = 0. On en déduit tt'aa’ = t'bss’ € p. Comme
t,t' € S,onat,t’Zp. Onadonca €poud €petdonca/se S poud/s €S p.

Pour p idéal premier tel que pN.S =0, ona0+#35€ A/p et comme A/p est intégre,
on a que § n’est pas diviseur de zéro. On a donc p = A71(S~1(p)).

Réciproquement, par 2., on a S~ (A7!(q)) = g.
6. Exercice. [
Proposition 3.4.2 On a n(S7'A) = S7'n(A).

Preuve. Soit a € n(A) tel quea™ =0.Ona (a/s)" =a"/s" =0et a/s € n(S~'A) pour
tout s € S. Réciproquement, soit a/s € n(S7*A). On a a"/s" = (a/s)™ = 0. Il existe
donc t € S tel que ta™ = 0 et donc (ta)” = 0. On a donc a/s = ta/ts € S~'n(A). u

Proposition 3.4.3 Soit p un idéal premier. Il existe une bijection q — q, et v —
A~!(t) entre les ensembles suivants :

{9 C A | q C pidéal premier } +— {v C A, | v idéal premier }.

Preuve. Soit S = A\p. OnaqnS =0 < q C p. Lassertion résulte de la Proposition
3.4.1.5. n

Proposition 3.4.4 Soit M un A-module de type fini. Alors on a S~'Ann(M) =
Ann(S™'M).
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Preuve. Soit a € Ann(M), soit s € S et soit m/t € ST'M, avecm € M et t € S. On
a am = 0. On en déduit a/s-m/t = am/st =0 et a/s € Ann(S™1M).

Réciproquement, soit a/s € Ann(S™'M) et soient my,--- ,m, des générateurs de
M. Pour tout i € [1,n], on a am;/s = a/s-m;/1 = 0. Il existe donc t; € S tel que
tam; = 0. On a donc ¢ - - - t,am; = 0 pour tout ¢ € [1,n] et donc t; - - - t,a € Ann(M).
On en déduit a/s =t;---t,a/t; - -t,s € ST'Ann(M). -

Exemple Soit A =7 et M = Q/Z. Commengons par montrer que Ann(M) = 0. En
effet, soit a € Ann(M). Alors am = 0 pour tout m € M. En particulier, a[l/p] =0
pour tout nombre premier p donc [a/p] = 0 ou encore a/p € Z ce qui signifie que p
divise a pour tout nombre premier p. L’entier a est donc divisible par tous les nombres
premiers et ainsi a = 0. On en déduit

S™'Ann(M) = S0 = 0.

Soit S = Z\ {0}. Montrons maintenant que S~'M = (. En effet, un élément de ce
module est de la forme [a—éb] avec a € Z et b,s € Z\ {0}. On a alors
o/t _ Mol _ b [/t 0 _
s bs bs bs bs
Mais alors Ann(S™*M) = Ann(0) = {z € S'A | zy = 0 pour tout y € S~ M} =
S1A = Q donc

Ann(S™'M) = Q.

En particulier on a pas S™'Ann(M) = Ann(S~'M) et ceci prouve que Q/Z n’est pas
un Z-module de type fini.

Corollaire soient N, P C M des sous-modules avec P de type fini. Alors on a
STYN:P)=(S7IN,S7IP).

Preuve. On a un morphisme P — P + N/N défini par p — [p]. Ce morphisme
est surjectif : en effet, on a [p + n] = [p]. On a donc que P + N/N est de type
fini. Nous montrons (N : P) = Ann(P + N/N). Soit a € (N : P). Alors on a
a(P+ N) = aP + N C N et donc a(P + N/N) = 0 et a € Ann(P + N/N).
Réciproquement, soit @ € Ann(P + N/N). Alorson a a(P+ N) C N et donc aP C N
et a € (N : P). On en déduit

STY(N:P) =S"'Ann(P + N/N) = Ann(S~(P + N/N))
=Amn(S™'P+ S7IN/STIN) = (S7IN : 571P).

Proposition 3.4.7 Soit f: A — B un morphisme d’anneaux et soit p C A un idéal
premier. On a une équivalence :

(il existe un idéal premier q C B tel que f~*(q) =p) < (p = f~H(f(p))))-
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Preuve. Soit q C B premier tel que p = f~1(q). On a f(p) C qet f71(f(p)) C
f~H(a) = p. On en déduit p = f~1((f(p)))-

Réciproquement, soit p premier tel que p = f~1((f(p))). On pose S = f(A\p) C B.
C’est un ensemble multiplicatif. En effet, 1 = f(1) € f(A\p) =S et pour z,2' € S
il existe a,a’ € A\ p tels que f(a) =z et f(a') = 2’. On a alors aa’ € A\ p donc
v’ = [(@)f (@) = flad) € 5.

Ona (f(p))NS =0. En effet, si z € (f(p)) NS, il existe a € A\ p tel que f(a) ==z
donc a € f~1((f(p))) = p, une contradiction. On en déduit que S~!(f(p)) est un idéal
distinct de S™!B. En effet, si on avait S7'(f(p)) = B alors on aurait 1 € S~'(f(p))
et donc il existe s € S tel que s =s-1 € (f(p)), une contradiction.

Soit maintenant m un idéal maximal de S~ B tel que (f(p)) C met soit A : B — S™'B.
On pose ¢ = A~!(m), c’est un idéal premier de B.

Nous montrons que f~!(q) = p. Soit a € p, on a A(f(a)) € A(f(p)) € S~ (f(p)) Cm
et donc f(a) € q. Réciproquement, soit a € f~(q). Sia € p, on a f(a) € S. Mais on
a f(a) € g donc SNq# 0. On en déduit \q = S~'q = S~ B, une contradiction. g
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4.1. Eléments entiers

Définition 4.1.1 Soit B un anneau et A un sous-anneau de B. Un élément x € B
est dit entier sur A s’il existe un polynoéme P € A[X] de coefficient dominant 1 tel
que P(z) = 0 ou encore §'il existe des éléments a; € A pour i € [1,n] tels que

2"+ a4+ 4 a, = 0.
Remarque Les éléments de A sont entiers sur A.

Exemple Soit A = Z et B = Q. Un élément = € Q est entier si et seulement si
x € 7 (exercice).

Proposition 4.1.4 Soit A C B un sous-anneau et soit z € B. On a équivalence
entre :

1. z est entier sur A;

2. Alzx] est un A-module de type fini;

3. Alx] C C avec C un sous-anneau de B qui est de type fini comme A-module;
4.

il existe un A[x]-module fidéle M, qui est de type fini comme A-module.
Preuve. (1. =2.) On a 2" = —(a12""" ' + -+ + a,z") pour tout r > 0. On a donc
que A[z] est engendré par la famille finie (1,--- , 2" ).

(2. = 3.) 1l suffit de prendre C' = A[z].

(3. = 4.) On pose M = C. Soit P € Alzx] tel que P € Ann(M) i.e P- M = 0. Comme
leC=M,onaP=P-1=0donc Ann(M) =0 et M est fidéle.

(4. = 1.) Soit M un Alx]-module fidéle tel que M est de type fini comme A-module.
Soit f: M — M lapplication A-linéaire définie par f(m) = xm. Soit a = A. Par la

Proposition 2.7.1, il existe des éléments ay,--- ,a, € a = A tels que f* + a, f"! +
-+ +a,Idy = 0. Pour tout m € M, on a alors (" + a2 ' +- - -+ a,)m = 0. Comme
M est fidéle, on en déduit 2" + a1zt +--- +a, = 0. -
Corollaire Soient xy,--- ,z, des éléments entiers sur A. Alors A[zy, -+, x,] est un

A-module de type fini.
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Preuve. Par la proposition précédente, on a que Afz1] est un A-module de type fini.

Par récurrence, on obtient que A[zy, -+ ,x,_1] est de type fini sur A. Mais x,, est entier
sur A donc aussi sur Alxy, -, z,_1]. Le A-module Alzy,--- ,x,] est donc de type
fini sur A[zq,--- , 2,1 et Alzy,-- ,x,_1] est de type fini sur A. Par la Proposition
2.11.4, on en déduit le résultat. -

Corollaire Soit A C B un sous-anneau. L’ensemble des éléments de B entiers sur A
forme un sous-anneau de B contenant A.

Preuve. On sait déja que les éléments de A sont entiers sur A. Soient =,y € B entiers
sur A. Alors C' = A[z,y] est un A-module de type fini contenant A[z +y] et A[zy]. De
la Proposition précédente (cas 3.) on en déduit que x + y et zy sont entiers sur A. g

Définition 4.1.7 Soit A C B un sous-anneau.

1. Le sous-anneau de B formé des éléments entiers sur A s’appelle la fermeture ou
cloture intégrale de A dans B. On la note a’

2. Si A est égale a sa cloture intégrale dans B (i.e. A = ZB), on dit que A est
intégralement clos dans B.

3. Lorsque B est la cloture intégrale de A dans B (i.e B = ZB) ou encore si tous les
éléments de B sont entiers sur A, on dit que B est entier sur A.

Définition 4.1.8 Soit f : A — B un morphisme d’anneaux (c’est-a-dire que B est
une A-algébre). La A-algébre B est dite entiére lorsque B est entier sur f(A).

Lemme 4.1.9 Soit f : A — B une A-algébre. On a équivalence entre
1. B est un A-module de type fini;

2. B est une A-algébre finiment engendrée sur A et entiére sur A.

Preuve. (=) Découle de ce qui précede.

(<) Soit (1, ,x,) une famille génératrice de B comme A-algébre. On a alors
f(A)[z1,--- ,z,) = B. Comme B est entier sur A, les ¢léments z; sont aussi entiers
et le module B est aussi de type fini. -

Proposition 4.1.10 Soient A C B C C' des sous-anneaux. Si B est entier sur A et
si C est entier sur B, alors C' est entier sur A.

Preuve. Soit z € C. 1l existe des éléments by, --- , b, € B tels que 2" + bjz" ' + .- +
b, = 0. Soit B’ = Alby,- - ,b,]. Comme tous les b; sont entiers sur A, le A-module B’
est de type fini. Comme x est entier sur B’ le B’-module B’[z] est de type fini. On
en déduit que B’[x] est de type fini comme A-module. Comme A[z] est contenu dans
cet anneau, on a bien que x est entier sur A par la Proposition 4.1.4.3. n
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Corollaire 4.1.11 Soit A C B un sous-anneau et soit C' la cloture intégrale de A
dans B. ALors C' est intégralement clos dans B.

Preuve. Soit C' la cloture intégrale de C' dans B. Alors " est entier sur A donc
0" ¢ C. Comme on a toujours C' C " on a le résultat. n
Proposition 4.1.12 Soient A C B tels que B est entier sur A.

1. Soit b C B un idéal et a = ANb. Alors B/b est entier sur A/a.

2. Soit S C A une partie multiplicative. Alors S™!B est entier sur S~ A.

Preuwve. 1. Soit z € B. Alors il existe a1, - - - ,a, € A tels que 2" +a 2" 1 +---+a, = 0.
On en déduit [z]" + [aq][z]* ™t + -+ + [a,] = 0.

2. Soit x/s € S7'B avec x € B et s € S. Il existe a;, -+ ,a, € A tels que 2" +
™t + -+ 1z, = 0. On en déduit (z/s)" + (a1/s)(x/s)" 1+ -+ (a,/s") =0. m

4.2. Théoreme “Going-up’

Proposition 4.2.1 Soit A C B avec B intégre et entier sur A. On a I’équivalence
A est un corps < B est un corps.

Preuve. (=) Soit b € B tel que b # 0. 1l existe ay,---,a, € A tels que b" +
ab" ' + .- +a, = 0. Soit n pour qu’il existe une telle relation. Si a, = 0, alors
b(b" ' + bt + -+ a,1) = 0 donc b + @b+ - +a, 1 = 0 ce qui
contredit la minimalité de n. On a donc a, # 0 et il existe a,' € A. On a alors
—b(b" '+ a1b"? + - +a,_1)a,;’ =1 donc b est inversible.

(<) Soit a € A tel que a # 0. Comme B est un corps, il existe a~! € B. Montrons

que a~! € A. Comme B est entier, il existe a;,--- ,a, € A tels que a™™ + aja " +
-+ + a, = 0. En multipliant par a"~! on obtient a=! 4+ a; + --- + a,a™ ! et donc
at=—(a;+ - +aa"t) € A -

Corollaire Soient A C B des anneaux avec B entier sur A. Soit q un idéal premier
de B et soit p = ANg. On a alors

q maximal < p maximal.

Preuve. L’anneau B/q est entier sur A/p et est intégre. L’assertion découle directement
de la proposition. -

Corollaire Soient A C B des anneaux avec B entier sur A. Soient q et q’ des idéaux
premiers tels que gNA=q' NA. SiqCq,alorsq=¢q.
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Preuve. Soit p = qNA = q'NA. L’anneau B, est entier sur A,. Soit m = pA, 'idéal de
A, engendré par p. Alors m est I'unique idéal maximal de A,. Soient n et n’ les idéaux
de By, engendrés par q et q'. On vérifie (exercice) quen C n’ et nN A, =m =n'NA,.
Comme m est maximal, les idéaux n et n’ sont maximaux. On a donc n = n’. On utilise
maintenant la bijection entre idéaux premiers de B ne rencontrant pas S = A\ p et les
idéaux premiers de S™'B = B,. Comme ANq=p=ANg,onaqnS=0=qg'NS
d’on il découle que q = ¢'. -

Théoréme 4.2.4 Soient A C B des anneaux avec B enter sur A. Soit p un idéal
premier de A. Alors il existe un idéal premier q de B tel que ¢ = ANq. 0

Preuve. On a un diagramme commutatif

A——DRB

wl e

Ap e Bp.

Soit n maximal dans B,. Alors m = nN A, est maximal dans A,. Cet anneau est local
d’idéal maximal pA,, on a donc m = pA,. Soit g = A5'(n). C’est un idéal premier de
BetonaqgnA=\,'"(m)=\"1(pA,) =p. -

Remarque Soit Spec(A) = {p C A | p idéal premier }. Pour un morphisme d’anneau
f: A — B on a une application Spec(B) — Spec(A) définie par q — f~!(q). La
proposition précédente nous dit que si B est entier sur A, cette application est
surjective.

Théoréme 4.2.6 (Going-up Theorem) Soient A C B des anneaux avec B entier
sur A. Soit p; C --- C p, une suite d’idéaux premiers de A et soit q; C --- C g, avec
m < n une suite d’idéaux premiers de B telle que q; N A = p; pour tout i € [1,m].

Alors on peut compléter la suite q; C -+ C ¢, en une suite d’idéaux premiers

g1 C -+ C qyn tels que q; N A = p; pour tout i € [1,n]. O

Preuve. Par récurrence, il suffit de montrer I’énoncé pour m =1 et n =2. On a un
diagramme commutatif

A B
Ml lﬂB
A/py — B/,

ou T4 et mp sont les projections canoniques. Soit p = m4(py). Comme p; C po, I'idéal
p est premier dans A/p;. L’anneau B/q; est entier sur A/p; donc il existe, par le
théoréme précédent, un idéal premier ¢ C B/q; tel que q N (A/p1) = p2/p1. Soit
q2 = 75" (q). Alors on a gy premier et q; N A =7, (4N (A/p1) = 7, (p) = po. n



Deuxieme partie .

Application a la géométrie



5. Ensembles algébriques

Soit k un corps.

5.1. Premiéres définitions

Définition 5.1.1 Soit n € N.

1. L’ensemble k™ des n-uplets x = (x1,...,2,) € k™ est appelé espace affine de
dimension n sur k. On le note aussi A, (k).

2. Pour x = (x1,...,2,) € A,(k) et pour un polyndéme P € k[X7,..., X,], on utilisera
la notation P(x) := P(xy,...,2,).

3. Soit S C k[X71, ..., X,] un sous-ensemble. On pose

V(S)={x € A,(k) | P(z) =0 pour tout P € S}.
L’ensemble V' (S) s’appelle ’ensemble algébrique associé a S.
4. Pour un ensemble fini S = { Py, ..., P}, on utilisera la notation V' (S) = V(Py, ..., P.).
Exemple 1. L’ensemble vide () est un ensemble algébrique. En effet, on a V(1) = ().
2. L’espace affine tout entier A, (k) est un ensemble algébrique V(0) = A, (k).
3. Pour n =1 et S # {0}, 'ensemble V(S) est fini.

Lemme 5.1.3 Soit n = 1. Les ensembles algébriques de A;(k) sont (), A;(k) et tous
les ensembles finis de A (k).

Preuve. Exercice. -

Exemple 1. Pour n = 2, les ensembles algébriques de Ay(k) sont de la forme
suivante : (), As(k), tous les sous-ensembles finis de Ay (k) et enfin les “courbes planes”.
Par exemple, on a les ensembles algébriques suivants

V(X,Y) = {(0,0)}, V(X(X —1),Y) = {(0,0),(1,0)}, V(X) = Droite,
V(X?+Y?—-1)= Cercle, V(Y? - X(X —1)(X + 1) = Courbe elliptique.
2. Un point (ay,...,a,) € A, (k) = k™ est toujours un ensemble algébrique. En effet,

on a |'égalité :
{(ar,...,an)} =V(Xi —a1,..., X, — an).
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Lemme 5.1.5 Soient S C S’ deux sous-ensembles de k[Xi,...,X,]. Alors on a
V(S") C V(S).
Preuve. Exercice. m

Lemme 5.1.6 Soit S C k[Xj,...,X,]. Notons (S) l'idéal engendré par S. On a
V(S5) =V({(5)).

Preuve. On a S C (S) et donc, d’aprés le Lemme 5.1.5, on obtient V ((S)) C V(95).
Réciproquement, soit z € V(S) et P € (S). Il existe des éléments Py,..., P, € S et
Q1,...,Qr € K[Xy,..., X,] tels que P = PiQ; + ...+ P.Q,. On en déduit

P(z) = Pi(z)Qi(2) + ... + P (2)Qr(2).

Comme z € V(S), on a Pi(z) = ... = P.(z) = 0 et on en déduit P(x) = 0 i.e
x € V((S)). -
Remarque Deux sous-ensembles de k[X7, ..., X,]| peuvent définir les mémes en-

sembles algébriques. Par exemple, on a
V(X) =V(X?) = V(X"

pour tout k > 1.

5.2. Anneaux noethériens

Définition 5.2.1 Soit A un anneau et [ un idéal.

1. L’idéal I est dit finiment engendré, s’il existe des éléments aq,--- ,a, € A tels
que I = (ay,...,an).

2. Un anneau est dit noethérien, si tous ses idéaux sont finiment engendrés.

Exemple 1. Un anneau principal est noethérien.

2. En particulier, les anneaux Z et k[X] sont noethériens.

Proposition 5.2.3 Soit A un anneau commutatif. On a équivalence entre les propo-
sitions suivantes :

1. 'anneau est A noethérien ;

2. toute suite croissante d’idéaux Iy C I, C ... C I, C ... est stationnaire i.e. il
exite un N € N tel que I,, = Iy pour tout n > N.

3. Toute famille non vide d’idéaux (I))xea a un élément maximal.
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Preuve. (1. = 2.) Soit I =, I,. Alors I est un idéal. Comme A est noethérien, il
existe des éléments ay,...,ar € A tels que I = (aq,...,a;). Pour tout i € [1,k], il
existe donc n; tel que a; € I,,,. Soit N = max;{n;}, on a a; € I,, C Iy pour tout i.
On a donc I = (ay,...,a;) C Iy et I = Iy. On a donc I,, C I = Iy pour tout n et
I, = Iy pour tout n > N.

(2. = 3.) Supposons que la famille (1)) e n’a pas d’élément maximal. On construit par
récurrence une suite croissante non stationnaire d’idéaux. Soit I; := I, un éléments
de la famille. Coome il n’est pas maximal, il existe Ay € A tel que I) C I, :=1,,. Si
on a déja construit Iy C ... C [, comme [, n’est pas maximal, il existe un \,;; € A
tel que I, C L1 =1y,

(3. = 1.) Soit [ un idéal et £ = {.J finiment engendré avec J C I}. Comme (0) C E,
la famille £ n’est pas vide et a donc un élément maximal J. Si J C I, alors il
existe un élément a € I tel que a ¢ J. Alors I'idéal J + (a) est de type fini et on a
J C J+ (a) C I. Ceci contredit la maximalité de J, donc J = I et [ est finiment
engendré. n

Exemple 3. L’anneau des polynéomes A = k[X1,..., X,,,...] avec un nombre infini
d’indéterminées n’est pas noethérien. En effet, on a la suite croissante non stationnaire
d’idéaux suivante : (0) C (X;1) € (X1, X2) € ... C (Xy,..., X,) C ...

= =

Théoréme 5.2.5 Soit A un anneau noethérien. Alors A[X] est aussi noethérien. o

Preuve. Soit I un idéal de A[X] et soit
D ={0}U{aec A|3 P eI de coefficient dominant a}.

Montrons que D est un idéal de A. Soient a,a’ € D avec a + a' # 0 et soit b € A.
Il existe des polynoémes P, Q) € I de coefficients dominants respectifs a et a’. Soit
k = min(deg P, deg Q). Comme I est un idéal, on a T = X4€Q-*Fp 4 XdesP=k() c |
(on peut remarquer que deg(7T) = max(deg(P),deg(Q))) et T a un coefficient égal &
a+a’. On en déduit a +a’ € D. On a aussi bP € [ qui a pour coefficient dominant
ab, donc ab € D et D est un idéal.

Comme A est noethérien, I'idéal D est finiment engendré. 1l existe donc des éléments
ai,...,a, € Atelsque D = (ay,...,a,). Pouri € [1,r], soit P; € [ un polynéme dont
le coefficient dominant est a; et soit d; = deg P;. Posons d = max(dy, . ..,d,).

Pour m < d nous définissons
D,,={0}U{a€ A| 3 P eI avec deg(P) < m et de coefficient dominant a}.

Comme ci-dessus, on peut montrer que D,, est un idéal de A. Il est donc de type fini
et on écrit Dy, = (b1, - .-, by, m). Pour tout m < d et tout i € [1,r,,], soit Q;m € I
un polynome tel que deg(Q;,») < m et de coefficient dominant b; ,,,.
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Nous montrons maintenant que I est engendré par les polynoémes P, ..., P, et tous
les polynomes (Q;m)m<d,ic[irm,]- Soit I’ I'idéal engendré par ces éléments. On a I' C 1.
Supposons que I’ C I et soit P € I\ I’ un Iément de degré minimal pour cette
propriété.

Sion a deg P > d, soit alors a son coefficient dominant. On a a € D, donc on peut
écrire a = a1c1 + ... + a,c, avec ¢q,...,¢. € A. Le polynéme

T = Xdegp_dlclpl + ...+ Xdegp_dTCTPT

a donc a pour coefficient dominant. Si T'= P, on a P € I’ ce qui est absurde. Sinon,
ona P—TeI\I avec deg(P —T) < deg P ce qui cntredit la minimalité.

Si deg P = m < d, soit toujours a son coefficient dominant. On a a € D,,, et on peut
écrire a = by jc1 + ... + by mcy,, avec ¢y, ..., ¢, € A et le polynome

—d —d
T — Xm eng,mleLm + . Xm egQrm,mcerrm’m

a pour coefficient dominant a. Si T'= P, alors P € I’ ce qui est absurde. Sinon, on a

P—TeI\I avec deg(P —T) < deg P ce qui contredit la minimalité. n
Corollaire Soit A un anneau noethérien. Alors A[X, ..., X,] est noethérien.
Corollaire L’aneau k[X7, ..., X,] est noethérien.

Corollaire Soit V(.S) un ensemble algébrique. Alors il existe des polynémes P, ..., P, €

k[X1,...,X,] tels ue
V(S)=V(P,...,P,).

Preuve. On a V(S) = V((S)) et comme k[X7,..., X,] est noethérien, 'idéal (S)
est finiment engendré. Il existe donc Pi,..., P, € k[Xy,...,X,] tels que (S) =
(Pr,....P)={P,...,P}). Onadonc V(S) =V(P,...,P). n

5.3. Premiéres propriétés

Lemme 5.3.1 Soit (S))ea une famille de sous-ensembles de k[ X7, ..., X,] et soit
(I))rea une famille d'idéaux de k[ X7, ..., X,]. Alors on a

V(S =V (U SA> et (\V(IL)=V (Z IA) .

AeA AeA AeA AeA

En particulier, une intersection quelconque d’ensembles algébriques est encore un
ensemble algébrique.

Preuve. Exercice. -
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Lemme 5.3.2 Soient [ et J des idéaux de k[X1,...,X,]. On a alors
V(INJ) =V UV(I) = V(L)

En particilier, une union de deux ensembles algébriques est encore un ensembles
algébrique.

Preuve. Ona IJ CINJ CI,J.Onendéduit V(IJ)DV(INJ)DV(I)UV(J). 1
suffit donc de montrer Uinclusion V(I.J) C V(I) UV (J).

Soit x € V(IJ) avec = ¢ V(I). Il existe alors P € I tel que P(x) # 0. Soit Q € J,
alors PQ € 1J, donc P(z)Q(z) = (PQ)(z) =0 (car z € V(IJ)). Comme P(x) # 0,
on en déduit Q(z) = 0 pour tout @ € J et donc x € V(J). -
Corollaire Soient [1,..., I, des idéaux de k[ X, ..., X,]. Alors on a
VI)U...UV() =V, L)=V(LN---N1).

En particulier, une union finie d’ensembles algébriques est encore un ensemble algé-
brique.

Preuve. Par récurrence grace au lemme précédent. n
Corollaire Tout sous-ensemble fini de A, (k) est un ensemble algébrique.

Preuve. On a vu que tout point est un ensemble algébrique (Exemple 5.1.4.(2)). On
conclue par le corollaire précédent. -

Définition 5.3.5 Soit P € k[ X7, ..., X,] tel que P # 0. L’ensemble algébrique V' (P)
est appelé hypersurface de A, (k) d’équation P.

Proposition 5.3.6 Tout ensemble algébrique est une intersection finie d’hypersurface
de A, (k).

Preuve. Soit S C k[X7,..., X,] et V(S) I'ensemble algébrique correspondant. D’aprés
le Corollaire 5.2.8, il existe des polynomes P, ..., P. € k[X1,...,X,] tels que V(5) =
V(Py,...,P.). Par le Lemme 5.3.1, on a V/(S) = V(P)N...NV(F,) ce qui prouve le

résultat. -

5.4. Idéal d’'un ensemble

Définition 5.4.1 Soit V un sous-ensemble de A, (k). L’idéal de V est ’ensemble

I(V)={P e€k[Xy,...,X,] | P(x) =0 pour tout z € V}.
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Lemme 5.4.2 Soit V' C A, (k). Alors I(V') est un idéal de k[X1,..., X,].

Preuve. Exercice. -
Exemple On a [(0) = k[Xq,..., X,].

Lemme 5.4.4 SiV C W C A, (k), alors on a I(V) D I(W).

Preuve. Exercice. -

Lemme 5.4.5 Soit V' C A, (k) et I C k[X3,---,X,] un idéal.

1.OnaV CV((V)).

2.0nalcCI(V(])).

3.0nalI(V)=1LV(IV))).

4. Ona V(I)=V(I(V(I))).

Preuve. 1. Soit z € Vet P€ I(V). On a P(xz) =0 donc x € V(I(V)). On en déduit
VcV({I(V)).

2. Soit P € I et x € V(I). On a P(x) = 0 donc P € I(V(I)). On en déduit
[ I(V(I)).

3.Parl.,onaV C V(I(V)). Par le lemme précédent, on en déduit I(V') D I(V(I(V))).
Soit maintenant P € I(V) et soit z € V(I(V)). On a P(z) = 0 et donc P €
IV (I(V)))-

4. Par 2., ona I C I(V(I)). Par le lemme précédent, on en déduit V(1) D V(I(V(I))).
Soit maintenant x € V(I) et soit P € I(V(I)). On a P(z) = 0 et donc = €
V(I(V(I)))- -

Lemme 5.4.6 Soit V' C A, (k), on a I’équivalence (V' est un ensemble algébrique <
V(I(V))=V).

Preuve. Si 'V est algébrique, on a V- = V(I) et par le lemme précédent, on en déduit
V=V({I)=V{IVI)=VIV)).

Réciproquement, si V' =V (I(V)) alors c’est un ensemble algébrique. n
Exemple 1. Si V n’est pas algébrique, on a pas 'égalité V' = V(I(V')). Par exemple,

soit

V={reR=A(R)|0<z<1}.

Alors I(V) = {0} : un élément P € I(V) C R[X] a une infinité de racines et est donc
nul. Par contre, on a V(I(V)) =A;(R) =R D V.

2. L’inclusion I C I(V(I)) est en général une inclusion stricte. Il y a deux raisons a
cela :
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(a) Sik n’est pas algébriquement clos, alors les ensembles algébriques ne “voient”
pas toutes les solutions. Par exemple soit k =R et I = (X?+Y2+1). On a
V() =V(X?2+Y?2+1)=0et donc I CR[X,Y]=I1(V(])).

(b) L’opération V(—) ne “voit” pas les puissances supérieures. Par exemple, soit

[=(X?) Ck[X].OnaV()={0}et I(V(I)) = (X) 2 (X?) =1.

Nous étudierons plus en détail le lien entre I et I(V(I)). Ce sera notamment le
sujet des différents théorémes des lieux d’annulation de Hilbert : les fameuse “Hilbert
Nullstellensatze”.

Proposition 5.4.8 Soit k un corps infini et soit n > 1. Alors on a I(A,(k)) = (0).

Preuve. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1, soit P € I(A;(k)). Comme k
est infini, le polynéme P a une infinité de racines. On a donc P = 0.

Supposons le résultat vrai pour n — 1 variables. On considéde P comme un polynéme
en X, et a coefficients dans k[X7,..., X, 4] :

P=> rX.,
avec 1; € k[ X1, ..., X,_1]. Soit (ay,...,a,_1) € k"', Alors on a un polynéme

,,,,,
i

dans k[X,]. Pour tout a, € k", on a P,, ., ,(a,) = P(ay,...,a,) = 0. Le po-

,,,,,

lynéme est donc nul : P,, .., = 0 i.e. ri(a1,...,a,-1) = 0 pour tout i et tout
(ai,...,an_1) € k"1 On en déduit r; € I(A,_;(k)) pour tout i. Par récurrence, on a
r; = 0 pour tout 7 et donc P = 0. -

Exemple L’énoncé précédent est faux pour un corps fini. En effet, soit k = F,. On a
X?1— X € I(A(k)).

Exemple 1. Soit a = (ay,...,a,) € A,(k). On a
I({a}) = (X - CL1,...,X _an)'

L’inclusion D est claire. Réciproquement, soit P € I({a}). On a P € k[X,...,X,)]
et P(a) = 0. On considére la division euclidienne de P par X — a;. On obtient
P=(X —a1)Q1 + Ry avec Ry € k[X3,...,X,] et 0 = P(a) = Ry(a). Par récurrence,
on obtient P = @ +r avec Q € (X —ay,..., X —a,) et r € k. Comme P(a) =0 on
obtient r = 0 et le résultat.

2. Soit k infini et soit I = I(V(Y? — X?)) € k|X,Y]. On a (Y2 — X?) C I. Reé-
ciproquement, soit P € I. On considére la division de P par Y2 — X3. Il existe
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donc @, R € k[X,Y] avec degy (R) < 2 c’est-a-dire R(X,Y) = A(X)Y + B(X) avec
A, B € k[X] tels que

P=(Y?—XQ(X,Y)+ AX)Y + B(X).

Pour t € k, on a (3,t?) € V(Y2 — X3). On en déduit P(3,1?) = 0 et donc A(t*)t® +
B(t*) = 0. En écrivant A(X) = >, ax X" et B(X) = Zj b; X7, on obtient

Z akt2k+3 + Z bthj = 0.
k J

Comme k est infini, tous les coefficients doivent s’annuler : a; = 0 et b; = 0 pour tout
k et tout j. On en déduit A=B=0et P e (Y2 - X3).

5.5. Fonctions régulieres

Définition 5.5.1 Soit V' C A, (k). La k-algebre I'(V') = k[ X7, ..., X,,]/I(V) s’appelle
algébre affine de V' ou encore algébre des fonctions réguliéres sur V.

Proposition 5.5.2 Soit V' C A, (k), 'anneau I'(V') est réduit ou encore 'idéal I(V)
est radical, ou encore I(V) = /I(V).

Preuve. Soit P € k[X1,...,X,] tel que [P] € I'(V') est nilpotent. On a donc P™ € I(V)
et donc P"(x) = 0 pour tout z € V. On en déduit P(z) = 0 pour tout € V' et donc
PeI(V)i.e [P]=0. n



6. Topologie de Zariski

6.1. Définition

Remarque On peut définir une topologie d’un ensemble M en donnant la famille 7
des fermés de cette topologie. Il doivent alors vérifier les axiomes suivants :

(T1) Les ensembles () et M sont des éléments de T,
(T2) une union finie d’éléments de T est encore un élément de T,

(T3) une intersection quelconque d’éléments de 7 est encore dans 7T .

Remarque Soit 7 la famille des ensembles algébriques de A,,(k). D’aprés I’'Exemple
5.1.2; le Lemme 5.3.1 et le Corollaire 5.3.3, les trois axiomes (T1), (T2) et (T3)
ci-desus sont vérifés et on a donc une topologie.

Définition 6.1.3 La topologie de Zariski de A, (k) est la topologie dont les fermés
sont les ensembles algébriques.

Définition 6.1.4 Soit V' un sous-ensemble de A, (k). La topologie de Zariski sur
V est la topologie induite par la topologie de Zariski de A, (k).

Remarque La topologie de Zariski est trés différente de la topologie usuelle. Il y a
beaucoup moins d’ouverts et de fermés et les ouverts sont trés “gros”.

Par exemple, d’arés le Lemme 5.1.3, les fermés de A;(R) = R sont ), R et les ensembles
finis. L'intervalle |0, 1[ n’est ni ouvert ni fermé.

Lemme 6.1.6 Soit V' C A, (k). Alors 'adhérence de V' pour la topologie de Zariski
est donnée par

V=V{IV)).

Preuve. On a V-.C V(I(V)) et comme V(I(V)) est algébrique, il est fermé. On a
donc V C V(I(V)). Soit maintenant Z fermé tel que V C Z. Alorson a Z = V(I(Z))
et I(V) D I(Z). On en déduit V(I(V)) C V(I(Z)) = Z et donc V(I(V)) est le plus
petit fermé contenant V. -

Définition 6.1.7 Soit P € k[X7, -, X,,]. Le complémentaire de I'’hypersurface V' (P)
s’appelle 'ouvert standard défini par P et se note D(P). On a donc

D(P) = Au(K)\ V(P) = {x € A,(K) | P(x) # 0}.
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Proposition 6.1.8 Un ouvert de la topologie de Zariski est une union finie d’ouverts
standards.

Preuve. Soit U un ouvert. Alors A, (k) \ U est fermé et donc de la forme V(S5).
Par le Corollaire 5.2.8, il existe des polynomes Py, --- , P, € k[Xy, -, X,] tels que
V(S)=V (P, --,P). Par le Lemme 5.3.1, on a V(S) =V(P)N---NV(F,). On en
déduit
U = An(k)\V(S) = An(k)\ (V(P)N---NV(F))
= (An()\V(P))U--- U (An(k) \ V() = D(P) U---UD(F)

et le résultat en découle. -

6.2. Irréductibilité

Lemme 6.2.1 Soit X un espace topologique. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1. si X = F1 U Fy avec F et F, fermé, alors X = F; ou X = I}
2. si U; et U, sont des ouvert de X tels que U; N Uy = 0, alors U; = () ou Uy = 0.
Preuve. 11 suffit de poser U; = Ff ou F; = Uf pour i € [1,2]. n

Définition 6.2.2 Soit X un espace topologique non vide.

Si X vérifie 'une des deux propositions équivalentes du lemme précédent, alors on dit
que X est irréductible.

Si X n’est pas irréductible, on dit alors qu’il est réductible.

Exemple Pour la topologie usuelle sur R, les sous-ensembles irréductibles sont les
points (exercice).

Définition 6.2.4 Un espace topologique X est dit connexe, si on a I'implication
(U; et Uy ouverts tels que Uy UUs = X et Uy NUy =0) = (U =0 ou Uy = 0).
Lemme 6.2.5 Si X est irréductible, alors il est connexe.

Preuve. Soient U; et U, ouverts tels que Uy UU; = X et Uy NU; = ). Alors on a
U1 = @ ou U2 = @ ]

Définition 6.2.6 Soit X un espace topologique. Un sous-ensemble Y C X est dit
dense si on a Y N U # () pour tout ouvert non vide U de X.

Proposition 6.2.7 Soit X un espace topologique irréductible et soit U un ouvert
non vide. Alors U est dense et irréductible.
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Preuve. Soit U’ un autre ouvert non vide. Si U N U’ = (), alors U = ) ou U’ = (), une
contradiction.

Soient U; et U, des ouverts de U tels que U; N Uy = (). Alors ce sont aussi des ouverts
de X tels que U; NUy = (. On a donc U; = 0 ou Uy = 0. -

Proposition 6.2.8 Soit X un espace topologique et Y un sous-ensemble muni de la
topologie induite.

1. Si Y est irréductible, alors son adhérence Y 'est aussi.

2. Soit U un ouvert de X. Alors 'es applications Y — Y et Z — Z N U forment des
bijections réciproques entre les ensembles {Y C U | Y fermé irréductible de U} et
{Z € X | Z fermé irréductible de X avec Z NU # (}.

Preuve. 1. Soient Fy et F, des fermés de Y tels que [} U F, = Y. Par définition,
il existe des fermés Z; et Z, de X tels que F; = Z; NY. On voit donc que F
et F, sont fermés dans X. Ainsi F1 NY et F5 NY sont fermés dans Y tels que
Y=YNY=YN(FUFR)=(YNF)U(NF). Comme Y est irréductible, on a
FFNY=YouFRNY=YetdoncY CFiouY CF,.OnendéduitY Cc F} = F}
ouY CF,=FyetdoncY =F,ouY = F,.

2. Soit Y_C U fermé et irréductible. Alors Y est fermé et irréductible et on a
DY CcYnU.

Soit Z fermé irréductible tel que ZNU # 0. Alors on a que Y = ZNU est ouvert dans
Z et fermé dans U, il est non vide et d’apres la Proposition 6.2.7 il est irréductible.

Les applications ci-dessus sont donc bien définies. Il reste & voir qu’elles sont inverses
I'une de l'autre.

Soit Y C U fermé et irréductible. On a Y C U NY. Réciproquement, comme Y est
fermé dans U, il existe un F' fermé de X tel que Y = FNU C F. Onadonc Y C F
et YNUCFNU=Y.0Onendéduit Y =Y NU.

Soit Z fermé irréductible de X tel que ZNU # (. Ona ZNU C Z et comme Z est
fermé, on a ZNU C Z. Soit F = Z\ (ZNU). Alors F est fermé dans Z et on a
Z =FUZnNU. Comme Z est irréductible, on en déduit F = () ou ZNU = (. La
seconde égalité n’étant pas possible,ona F=0et Z=UN Z. -

Proposition 6.2.9 Soit V' un ensemble algébrique, on a les équivalences
V est irréductible < I(V') est un idéal premier < I'(V) est un anneau integre.

Preuve. On a déja vu que la seconde équivalence est vraie. Montrons la premiére.

Supposons V' irréductible et soient Py, Py € k[X1,- -, X,] tels que PiP, € I(V). On
pose F; = V(P,) NV pour i € {1,2}. Les ensembles F; et F, sont fermés dans V.
Soit x € V, on a P(x)Py(z) = (P1Py)(z) = 0 donc Pi(z) = 0 ou Py(x) =0. On a
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doncz e V(P)=Fiouz e V(P) =FieV=(VnNF)U(VNFEF). On en déduit
V C Fy U Fy. mme V est irréductible, on a V C Fy = V(P)) ou V C Fy, = V(P,). On
adonc P, € I(V)ou P, € I(V).

Réciproquement, supposons que I(V) est premier et soient Fj et Fy des fermés de
Vavec V. = FfUF, Siona F; C Vet F, €V, alors on a aussi [(V) C I(F})
et I(V) € I(F,) (sinon on aurait V = V(I(V)) = V(I(F;)) = F; car ce sont
des ensembles algébriques). Soient alors P, € I(F;) \ I(V) pour i € {1,2}. On a
PPel(FHUFE) =1(V)et P, ¢ I(V) pour i € {1,2} ce qui contredit le fait que
I(V) est premier. [

Corollaire Si k est infini, alors A, (k) est irréductible.
Preuve. On a I(A,(k)) = (0) et T'(Ay(k)) = k[X31,- -+, X,,] est un anneau intégre. m

Exemple Pour k fini, 'espace affine A, (k) est réductibe, c’est la rénion de ses points.
Chaque point forme une “composante irréductible” (voir plus loin).

Corollaire (Prolongement des égalités algébriques) Soit k un corps infini et
soit V' C A, (k) un ensemble algébrique. Soit P € k[Xy, -, X,] tel que P(x) =0
pour z ¢ V. Alors on a P = 0.

Preuve. On a A, (k) = V(P)UV. Comme A, (k) est irréductible et que V' C A, (k)
on doit avoir V(P) = A, (k). n

Corollaire Soient A, B € M,(k), on a xap = XBA-

Preuve. Soit P(A, B) = xap — xBa- C’est un polynéme en les coefficients de A et B.
Pour B inversible, on a xap = Xp(ap)p-1 = XB4a donc P(A, B) = 0 pour B inversible.
Comme ’ensemble des paires (A, B) avec B non inversible est un fermé algébrique
(c’est V(det(B)), il est donné par I'annulation du polynéme en B : det(B)), on en
déduit P = 0. n

6.3. Composantes irréductibles

Définition 6.3.1 Un espace topologique X est dit noethérien si toute suite décrois-
sante de fermés est stationnaire i.e. pour toute suite

1D ULy D+ Dhp D
avec Z, fermé, il existe un N tel que Z, = Zy pour tout r > N.

Exemple Le corps R muni de la topologie usuelle n’est pas noethérien. En effet, la
suite décroissante de fermés [0, %} n’est pas stationnaire.
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Lemme 6.3.3 L’espace affine A,,(k) muni de la topologie de Zariski est noethérien.

Preuve. Soit Z1 D Zy D -+» D Z, D --- une suite décroissante de fermés de A, (k).
Alors on a Z, = V(I(Z,)) et I(Z,) C I(Zy) C --- C I(Z,) C --- est une suite

croissante d’idéaux de k[X, -+, X,,]. Comme cet anneau est noehérien, il existe un
N tel que I(Z,) = I1(Zy) pour r > N. On adonc Z, =V (I(Z,)) =V(I(Zn)) = Zn
pour r > N. =

Lemme 6.3.4 Soit X un espace topologique noethérien et soit Y C X. Alors Y est
noethérien pour la topologie induite.

Preuve. Soit Z1 D Zy D -+ D Z, D --- une suite décroissante de fermé de Y. Pour
tout r, il existe un fermé F, de X tel que Z, =Y N F,. On pose Z/ = FyN---NF,.
Alors la suite Z] D Z5, D --- D Z! D --- est une suite décroissante de fermé de X. IL
existe donc un N tel que Z| = Z); pour r > N. On a donc

Zy=ZN---NZ.=YNnF)Nn----NYNE)=YN(FN---NE)=YNZ.
Onendéduit Z, =Y NZ =Y NZy=2y. n
Corollaire Tout sous-ensemble de A, (k) muni de la topologie de ariski est noethérien.

Définition 6.3.6 Soit X un espace topologique. Une composante irréductible de
X est un fermé irréductible maximal de X.

Exemple 1. Soit k un corps fini et V' C A, (k). Alors les composantes irréductibles
de V sont les points de V.

2. Soit k un corps infini et V=V (XY) C Ay(k). Alors les composantes irréductibles
de V sont V(X) et V(Y). En effet, soit Z une composante irréductible. Comme Z est
irréductible, fermé et maximal, on doit avoir que I(V') C I(Z) et que I(Z) est un idéal
premier minimal pour cette propriété. On a donc XY € [(Z) et donc (X) C I(Z) ou
(Y) C I(Z). Comme (X) et (Y) sont des idéaux premiers, on en déduit par minimalité
I(Z)=(X)ouI(Z)=(Y)etdonc Z=V(X)ou Z=V(Y).

Proposition 6.3.8 Soit X # ) un espace topologique noethérien. Alors X est union
finie de ses composantes irréductibles Xq,--- , X, :

X=X1U---UX,.

Preuve. Pour tout sous-ensemble Y de X, on dit que Y vérifie (P) si Y est union
finie de fermés iréductibles. Il nous siffit de montrer que X vérifie (P).

Soit M = {Y C X | Y est non vide, fermé et ne vérifie pas (P)}. Nous allons montrer
que M est vide. Supposons que M n’est pas vide. Comme X est noethérien, I’ensemble
M admet un élément minimal. En ffet, sinon, on choisit Z; € M. Si Z; est minimal,
on a fini. Sinon, il existe un Zy C Z; tel que Zy € M. On procéde par récurrence. Un
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des éléments Z, ainsi construits doit tre minimal sinon, on a construit une chaine
Z1 D+ D Z, D --- non stationnaire.

Soit donc Z minimal dans M. On a Z # () et Z n’est pas irréductible. Il existe donc
deux fermés propres F) et Fy, de Z tels que Z = F; U F,. Part minimalité, on a
Fy, Fy & M donc Fy (resp. F3) est union finie de fermés irréductibles. La méme chose
est aussi valable pour Z, une contradiction puisque Z ne vérifie pas (P).

Il existe donc un nombre fini de fermés irréductibles Xi,---, X, de X tels que

X =X, U---UJX,. Montrons que tout sous-ensemble irréductible de X est contenu
dans I'un des X;. On a

Y=YNY=YNn(X;U---UX,)=(YNX)U---U((YNX,).

Comme tous les Y N X; sont fermés dans Y et que Y est irréductible, il existe un 7 tel
que Y C Xj;. Les éléments maximaux de la famille (X;);cq1 ) sont donc les composantes
irréductibles de X. -

Corollaire Tout ensemble algébrique a un nombre fini de composantes irréductibles.

Preuve. Comme V C A, (k) et que A, (k) est noethérien, on a le résultat. n

6.4. Espaces compacts et séparés

Définition 6.4.1 Un espace topologique X est dit séoaré ou de Hausdorff si pour
tout z, 2" € X avec x # /, il existe des voisinages ouverts U et U’ de x et 2’ tels que
unu’ =1.

Lemme 6.4.2 Soit V' un ensemble algébrique contenant un nombre infini de points.
Alors V' n’est pas séparé.

Preuve. Comme V n’a qu'un nombre fini de composantes irréductibles, on peut sans
restriction supposer que V' est irréductible. Soient x, 2’ € V avec x # z’. Si U et U’
sont des voisinages de x et 2/, alors ils sont non vides et ouverts. Ils doivent donc se
rencontrer ce qui rend 1’égalité U N U’ = () impossible. n

Exemple Si V est fini, alors chaque point est ouvert et fermé et V' est séparé.

Définition 6.4.4 Soit X un espace topologique.

1. Si de tout recouvrement ouvert (Uy)aea on peut extraire un sous-recouvrement fini
(U, )ien ), alors on dit que X est quasi-compact.

2. Si X est séparé et quasi-compact, il est dit compact.
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Lemme 6.4.5 Un espace topologiue est quasi-compact si et seulement si pour toute
famille de fermés (F))aea tels que

mF/\:@7
AeA

il existe une sous-famille finie (F}, )1, telle que

() Fs = 0.
=1

Preuve. 11 suffit de poser Uy = FY. n

Définition 6.4.6 Soit V' C A, (k) et soit P € k[Xy,---,X,]. Les ouverts Dy (P) =
D(P) NV sont appelés ouverts standards de V.

Proposition 6.4.7 Soit V' un ensemble algébrique.
1. Tout ouvert de V est union finie d’ouverts standards.

2. L’espace topologique V' est quasi-compact.

Preuve. 1. Soit U un ouvert de V' et U’ un ouvert de A, (k) tel que U = V N U".
Il existe des polynoémes Py, --- , P, tels que U' = D(P;)U---U D(P,) et on a donc
U=Dy(P)U---UDy(P).

2. Soit (Uy)rea une famille d’ouverts de V' telle que
U=V

D’apreés 1., on peut supposer que tous les Uy sont des ouverts standards donc Uy, =
Dy (Py) avec Py € k[ X1, -+, X,)]. Soit [ = (P\ | A € A). Comme k[X7,---,X,] est
noethérien, il existe une sous-familles Py,,--- , Py, telle que [ = (Py,, -+, P,).

Montrons que V' = Dy (Py,) U+ --UDy(Py,). Soit x € V' \ (Dy(Py,)U---UDy(Py,)).
On a Py,(z) = 0 pour tout ¢ € [1,7]. Mais il existe au moins un indice A € A
tel que Py(z) # 0. Comme P, € I, il existe des polynomes Qq,---,Q, tels que
Py =3""_, Q;Py,. On obtient P\(x) = 0, une contradiction. -
Exemple Soir X = R.

1. X est séparé mais pas quasi-compact pour la topologie usuelle.

2. X n’est pas séparé mais est quasi-compact pour la topologie de Zariski.



7. Nullstellensatz

7.1. Version algébrique

Théoréme 7.1.1 (Nullstellensatz 1) Soit k un corps et soit A une algébre de type
fini sur k. Si A est un corps, alors c’est une extension algébrique de k. O

Preuve. Soient (x1,---,x,) des générateurs de A. Nous montrons le résultat par
récurrence sur r. Sir =0, on a A = k et le résultat est vrai. Supposons donc r > 1 et
posons K = k(z1). Alors A est une K-algébre et c’est un corps. De plus (zo,- -, z;)
engendrent A sur K. Par récurrence, on a donc que A est une extension algébrique de
K. 1l existe donc des polynémes Py, -+ , P, € K[X] de coefficient dominant 1 telq que
P;(z;) = 0 pour tout i € [2,7]. Les coefficients de ces polynomes sont de la forme }ngig

avec ), R € k[X]. Soit F' le produit de tous les dénominateurs de tous les coefficients
des P;. On pose a’ = F(i:l) et A’ = k[z1,d'] la sous-algébre de A engendrée par x;
et a’. On a alors P, € A'[X] pour tout i € [2,r]. Comme P;(x;) = 0, les éléments x;
sont entiers sur A’. Comme (z9,--- ,z,) engendre A, l'algébre A’ est entiére sur A.

Comme A est un corps, il en est de méme de A’

Nous utilisons ce fait pour montrer que x; est algébrique sur k. Sinon, il est trans-
cendant et on a A" = k[xy, d'] = k[, %] Montrons que x = 14z, F(x;) n’a pas
d’inverse dans A’ (ce qui sera une contradiction puisque A’ est un corps. Soit y un

inverse dans A’, alors il est de la forme

avec P € k[X] et m € N. Soit m minimal pour qu'une telle expression exist. On a

P(x)
F(zy)™

l=xy=(1+xF(r1))

Apreés multiplication par F'(z1)™, on a (P(X)(1+ F(X)) — F(X)™)(z1) = P(x1)(1 +
21F (1)) — F(21)™ = 0. Comme x; est transcendent, on obtient P(X)(1+ X F (X)) =
F(X)™. Puisque F(X) et 1 + X F(X) sont premiers entre eux, on obtient que F'(X)
doit diviser P(X). Il existe donc un @ € k[.X]. tel que P(X) = F(X)Q(X). On a

alors
P(x1) _ F(x1)P(xy) _ Q(z1)
F(zy)™ F(zy)™ F(zy)m=t

y:
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ce qui contredit la minimalité de m.

L’élément x; est donc algébrique sur k et 'extension k C K = k(x1) est algébrique.
Mais on a vu que I'extension K C A est aussi algébrique, on a donc que 'extension
k C A est algébrique. -

7.2. Versions géométriques

Théoréme 7.2.1 (Nulstellensatz 2) Soit k un corps algébriquement clos. Les
idéaux maximaux de k[Xy, -, X,,] sont de la forme (X; —ay, -+, X,, — a,) avec

(a1,~~~ ,(ln) EAn(k) 0O

Preuve. Soit M = (X7 —ay,--+, X, — ap) et soit f : k[Xy,---,X,] — k défini par
f(P) = P(ay, - ,ay,). Alors f est un morphise de k-algébres et est surjectif. Par
ailleurs, on a MM C Ker(f) et on peut factoriser f par f : k[Xy, -+, X,]/9M — k tel
que f([P]) = f(P) = P(ay,--- ,a,). Si maintenant P € Ker(f). En faisant la division
euclidienne par X; — a; puis Xy — ao, - -+ , X,, — a, on obtient

P = (Xl — al)QI(Xlu e 7Xn> 4. (Xn - an)@n(Xla e 7Xn> + A
Comme P € Ker(f), on a doit avoir
0= Play, - ,a,) = A

On en déduit P € M et Ker(f) = M. On voit donc que k[ X7, -+, X, ]/ ~ k et M

est maximal.

Réciproquement, si 9 est maximal, soit A = k[Xy, -+, X,,]/9. Alors A est une
k-algébre de type fini et ¢’est un corps. Par le Nullstellensatz 1, I’extenskion k C A
est algébrique. Mais comme k est algébriquement clos, on a A = k. On pose alors
a; = [X;] € A=k Ona [X; —a] = [X;] —a = 0 donc X; —a; € M. On a alors
(X1—ay, -, X, —a,) C M. Comme (X; —ay,---,X, —a,) est maximal, on obtient
(X1 —ay, -, X, —a,) =M. -

Exemple Si k n’est pas algébriquement clos, le résultat n’est plus vrai. Par exemple,
on a RIX]/(X?+1) ~Cet (X?+1) est un idéal maximal mais n’est pas de la forme
(X —a) = I(a) quelque soit a € R = A;(R).

Corollaire (Nulstellensatz 3) Soit k algébriquement clos et soit I C k[ X7, -+, X,)]
un idéal propre. On a V(I) # 0.

Preuve. Soit I C k[Xi,---,X,] et soit 9 un idéal maximal tel que I C M C
k[ X1, -+, Xp]. On a V(OM) C V(I). Par le Nullstellensatz 2, on a I = (X; —
ai, -, Xn — ay). On en déduit V(I) D {(ay, -+ ,a,)} # 0. -
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Exemple Si k n’est pas algébriquement clos, le résultat n’est plus vrai. Par exemple,
onak=R:V(X?+Y?+1)=0.

Corollaire (Nulstellensatz 4) Soit k un corps algébriquement clos et soit I C
k[ X1, -, X,] un idéal. Alors on a

I(V(I) = V1.

Preuve. Soit P € v/I. 1l existe r tel que P" € I. Comme I C I(V(I)), on a P" €
I(V(I)) et donc P € \/I(V(I)). Mais I(V(I)) = /I(V(I)) donc P € I(V(I)).

Réciproquement, comme k[ X7, - -, X,,] est noethérien, il existe P, --- , P, dans 'an-
neau k[Xy,---,X,] tels que I = (P,---,P). Soit P € I(V([)), on définit un
idéal dans anneau k[Xi,- -, X,, X,,11] des polyndémes avec une variable de plus
par J = (P, ,P.,1 — X, 1P). Soit V.= V(J) C A,41(k) et soit z € V. On
a P(z) = -+ = P.(zr) = 0 et donc P(x) = 0. On a aussi 1 — 2,1 P(x) = 0 et
donc 1 = 0, une contradiction. On a donc V' = (). Par le Nullstellensatz 3, on a
J = k[Xy, -+, X, Xsi1]. En particulier, on a 1 € J et il existe des polynomes

le T 7@7‘7 QT+1 de k[X17 e 7Xn’ X"“"l] tels que
1=PQ1+ - +PQ +(1—-Xu1P)Qri1.

On pose X,, 11 = 1%. On a alors

1 1
1 :Pl(X17"' aXn)Ql(le"' 7Xnaﬁ)+"'+Pr(X1>"' 7Xn)Qr(X1>"' 7XmF)'
On écrit ); comme polynéme en X, .. On a Q; = ZZ;O Ri,kXSH avec R €
k[X1, -+, X,]. On a donc
d.
1 ~ R}
iX7'”7Xn7_ = ’
i P) k=0 Pt

Soit d = max(d;), on a PQ;(X:, -+, X,,5) € k[Xi,--+,X,] pour tout i et on
obtient

pd — Py (X, 7Xn>PdQ1(X1)"' ’Xn7%)_|_..._|_
FP (X, e, X)) PIQ (X, -+ m}lj) e (P, - ,P)=1

On en déduit P € V1. -
Exemple Si k n’est pa algébriquement clos, le résultat n’est plus vrai. Par exemple,

on apour k =Ret I = (X?+Y?+ 1), les égalités V(I) = ) et donc I(V(I)) =
KX, Y] DVI=1
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7.3. Conséquences géométriques

Proposition 7.3.1 Soit k un corps algébriquement clos.

Il existe un bijection décroissante (contravariante) définie par V' +— I(V') d’application
réciproque I — V' (I) entre I’ensemble {ensembles algébriques de A, (k)} et 'ensemble
{I idéal radical de k[X7, -, X,]}.

De plus on a

1. V irréductible < I(V') premier < I'(V) intégre.
2. V a un seul élément < (V) est maximal < I'(V) = k.

Preuve. Si V est un ensemble algébrique, on a V/(I(V)) = V. Si I est un idéal radical,
on a par la Nullstellensatz 4 : I(V(I)) =1 = 1.

1. Voir la Proposition 6.2.9.

2. Soit V' un ensemble avec un unique élément et soit I un idéal tel que (V') C I. On
aV(I) Cc V(I(V))=V.En particulier, V(I) =V ou V(I) = (. Dans le premier cas,
on a par le Nullstellensatz 4 : I(V) = I(V(I)) = VT et donc I C I(V) et I = I(V).
Dans le second cas, on a par le Nullstelensatz 3 : [ = k[X3,---, X,,]. On a donc que
I(V') est maximal.

Si V est tel que 1(V') est maximal, alors I'(V') est un corps, c’est aussi une k-algébre de
type finie et par le Nullstellensatz 1, on voit que U'extension I'(V') de k est algébrique.
Comme k est algebriquement clos, on en déduit I'(V) = k.

Si maintenant I'(V') = k, alors (V') est un idéal maximal et par le Nullstellensatz
2,ona (V)= (X1 —ay, -+, X, —a,) pour un (ay,---,a,) € A,(k). On en déduit
V=V{IV))={(ar,-- ,an)}. .
Plus généralement, on montre le résultat suivant.

Proposition 7.3.2 Soit k algébriquement clos et soit V' C A, (k) un ensemble algé-
brique. On a I’équivalence

V est fini < I'(V) est un espace vectoriel de dimension finie.

Preuve. (=). Soit V' = {vy,---,v.} et soit f : k[Xy,---,X,] — k" définie par
f(P) = (P(v1),---, P(v,)). On a

Ker(f) ={P ek[Xy, -, X,]| P(v;) =0 pour tout ¢ € [1,7]}
=I(V).

En particulier, f se factorise par f: I'(V) = k[X1,- -+, X,,] — k" qui est injective. On
a donc dimy I'(V) < dimy k™ = 7.
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(«<). Soit [X;] la classe de X; dans I'(V). Comme I'(V') est de dimension finie, la
famille ([1], [Xi], -+, [X]],---) est liée. Pour tout i € [1,n], il existe donc des scalaires
a; ; tels que

@3, [ X"+ aig [XP T+ a1 = 0

et a;4, # 0. On a alors P, = aLdini + aiydi,lei_l + - Faol € (V). Siz =
(x1,,+ ,x,) € V, alors P;(z) = 0 et donc z; est une racine de P;. Il n’existe qu'un
nombre fini de telles racines ce qui impose |V] < oco. n

Définition 7.3.3 Soit A un anneau.

2

1. Un élément r € A est dit idempotent si on a r* = r. Un idempotent est dit

trivial sir =0our = 1.

2. L’anneau A est dit connexe si ses seuls éléments idempotents sont triviaux.

Lemme 7.3.4 Un anneau est non connexe si et seulement si il est produit A; x As
de deux anneaux non nuls. O

Preuve. Si A = Ay x Ay avec A1 # 0 # As, alors on pose r = (1,0). Ona 1 #r #0

mais 2 = r donc I'anneau n’est pas connexe.1.

Réciproquement, soit  un idempotent non trivial. Alors 0 # r # 1 et on pose ' = 1—r.
Le lemme Chinois nous donne alors 'isomorphisme A ~ A/(r) x A/(1 —r). n

Proposition 7.3.5 Soit k un corps algébriquement clos. Un ensemble algébrique
V C A, (k) est connexe si et seulement si I'(V') est connexe.

Preuve. Supposons que V n’est pas connexe et soient V) et V5 des unions de com-
posantes connexes de V telles que V =V, U V5 et Vi NV, = (. Ce sont des fermés
de V et sont donc des ensembles algébriques. Par ailleurs, on a V; NV, = () donc
par le Nullstellensatz 3, on a I(Vy) + I(Vs) = I(Vi N Vo) = k[ Xy, -+, X,,]. Il existe
donc P € I(V;) et Q € I(Va) tels que P+ @ = 1. On pose r = [P] € I'(V). On a
pour z € V lalternative (exclusive) z € Vj ou x € V;. Dans le premier cas, on a
P(z) = 0. Dans le second cas, on a P(z) =1 — Q(z) = 1 et P(xz) = 1. Dans tous les
cas P(r)? = P(z) donc P> — P € I(V) ce qui impose r* = r. Mais r(z) = 0 pour
x € Vy et r(x) =1 pour z € Vo donc r est un idempotent non trivial.

Réciproquement, si I'(V') a un idempotent non trivial r. Soit P un polynéme tel que
r = [P] et posons ) =1 — P. On considére V}, = V(P)NV et Vo =V(Q)NQ. On
voit que si x € V) NV, alors P(x) =0 et Q(z) = 0. Mais 1 = P(x) + Q(x) = 0, une
contradiction donc x ne peut exister et V; NV, = 0. Si x € V, alors comme r% = r,
ona P?— P € I(V) et donc P*(z) — P(x) = 0. On en déduit P(z) =0 ou P(z) =1
c’est-a-dire P(z) =0 ou Q(x) = 0. On a donc z € V; U V; donc V = V; N V. Comme
r n’est pas trivial, ona P € I(V) et Q =1— P ¢ I(V) donc il existe x € V tel que
P(z) #0et 2’ €V tel que Q(z') #0. On a alors z € V\ V] et 2’ € V' \ V5. Ainsi V)
et V5 sont non vides et V' n’est pas connexe. =
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Définition 7.3.6 Soit V' un ensemble algébrique et soit W C V un fermé. L’idéal
de W dans V est I'image de I(W) dans I'(V) par 'application canonique py :

k[ X1, -+, Xn] = T(V).
Remarque On a I(W) = py,'(Iy/(W)). En particulier, on a
L. Iy(W)={f eDl(V)| f(z) =0 pour tout x € W}.
2. T(W) ~T'(V) /Iy (W).
On a donc
3. Iy (W) est radical.
4. Iy (V) premier < I(V) premier
5. Iw (V) maximal < I(V) maximal.

Proposition 7.3.8 Soit k un corps algébriquement clos et soit V' C A, (k) un en-
semble algébrique.

1. 11 existe une bijection décroissante (contravariante) V' +— Iy (W) d’appllication

réciproque I — V(p;;'(I)) entre les ensembles {sous-ensemble algébriques de V'} et
{I idéal radical de I'(V')}.

De plus on a
2. W irréductible < Iy, (W) premier < I'(W) intégre.
3. W a un seul élément < Iy (W) maximal < I'(W) = k.
4. W est fini & dim I'(W) < o0.

4. W est connexe < I'(IV) est connexe.

Preuve. On a une bijection

{W c A, (k) | W algébrique } <» {I(W) | I(W) radical}.
On peut restreindre cette bijection a

{W C V| W algébrique } «+> {I(W) D I(V) | I(W) radical }.
Comme on a (I(W) radical < Iy, (W) radical), on obtient une bijection
{IW) D I(V) | I(W) radical } <> {Iy (W) C T'(V) | Iy (W) radical }.

On en déduit les assertions 2,3,4 et 5. n
Corollaire Soit V' un ensemble algébrique. On a des bijections

V 4 {idéaux maximaux de I'(V)} <> Homy_ 1. (I'(V), k).

Remarque L’ensemble Homy_ a1, (I'(V), k) est I’ensemble des morphismes de k-algébres.
En particulier, pour f € Homy_a,(I'(V),k) on a f(1) =1 et f n’est pas nulle.

Définition 7.3.11 Soit v € V. On écrira M, pour l'idéal maximal de I'(V') défini
par M, = Iy ({v}).
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Définition 8.0.1 Soient V' C A, (k) et W C A,, (k) des ensembles algébriques et soit
¢ : V — W une application.

1. L’appllication ¢ est de la forme ¢ = (1, -+, pm) avec p; : V. — k pour tout
i € [1,m]. Les applications @; sont les composantes de ¢

2. L’application ¢ est dite reguliére s’il existe [P;] € I'(V) tel que p;(z) = P;(x) pour
tout i € [1,r] et tout x € V.

3. L’ensemble des applications réguliéres de V' dans W est noté Reg(V, W).

4. Une application réguliére ¢ : V' — W est appelé isomorphisme s’il existe une
application réguliere ¥ : W — V telle que p oy = Idy et ¥ o p = Idy.

Exemple Soit V' C A, (k) un ensemble algébrique.
1. Les éléments ¢ € I'(V) induisent des applications réguliéres ¢ : V — k = A; (k).
2. Si on écrit les éléments = € k™ = A, (k) comme des vecteurs en colonne

151

Ty,
et si M € M,(k) est une matrice carrée de taille n, alors ¢y @ A, (k) — A, (k) définie
par p(z) = Mz est une application réguliére. On a

— oy isomorphisme < M € GL, (k)

— Dans ce cas ;-1 est 'inverse.
3. Soit V.C A,(k) et soit ¢ : V. — k™ avec m < n la projection définie par
©n) = (z1,-+ ,xy). Alors @ est réguliére.
Plus généralement, pour {iy,--- ,i,} C [1,n], la projection ¢(z) = (x;, -+, x;,) est
une application réguliére.
4. Soit V =V (Y — X?) et soit p : V — A(k) définie par p(x,y) = z. Alors ¢ est un
isomorphisme d’inverse ¢ : A;(k) — V défini par ¢(z) = (z, 2?).
5. L’application ¢ : A;(k) — V(X3 +Y? — X?) définie par ¢(t) = (2 — 1,t(t* — 1))
est une application réguliére mais n’est pas un isomorphisme (elle n’est pas injective).
6. L’application ¢ : A;(k) — V(X?—Y?) définie par p(t) = (t2,1®) est une application
réguliére, elle est bijective mais ce n’est pas un isomorphisme (voir Exemple 8.1.14).
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8.1. Le foncteur I'

Nous avons défini une application V' — I'(V'), nous allons voir que c’est en fait un fonc-
teur contravariant : si on a une application réguliére ¢ : V' — W alors on définit un mor-

phisme de k-algebres I'(¢) = ¢* : T(W) — I'(V).

Définition 8.1.1 Soit ¢ : V — W une application réguliére et soit f € I'(IW). On
pose I'(0)(f) = ¢*(f) = foe.

Remarque Comme f € I'(W) défini une fonction f : W — k, alors I'(p)(f) = ¢*(f)
définit aussi une fonction I'(p)(f) = ¢*(f) : V — k.

Lemme 8.1.3 Soit ¢ : V' — W une application réguliére et soit f € I'(W). On a
L(@)(f) = ¢ (f) e (V).

Preuve. On a f = [P] € D(W) pour un P € k[Y;,---,Y,,]. Soient Pp,--- P, €
k[X1, -, X,] tels que ¢; = [P;] € T'(V). On a donc

F(@)(f)(vla"' 77]71) = f<901<vla"' 77]71)7"' 790m<U17"' ,Un))
= P(Pl(Ula"' 7Un)7"' ,Pm(vl,"' 7Un)>‘

On en déduit T'(¢)(f) = [P(Py, -+, Py)] avec P(Py,--- , P,) € k[Xy,---, X,]. On
obtient F'(p)(f) € I'(V). -

Corollaire Une application réguliére est continue pour la topologie de Zariski.

Preuve. Soit ¢ : V. — W une application réguliére et soit U C W un ouvert, on
veut montrer que ¢~ '(U) est ouvert. Comme les ouverts standards forment une
base de la topologie, on peut supposer que U est standard de la forme U = Dy, (f)
avec [ € T'(W). On a alors Dy (f) = {w € W | f(w) # 0}. Soit maintenant

g=fop=¢"f=T(g)(f):V =k Ona

e (Dw(f)) ={veV|ew) € Dw(f)}
={veV | fle(v)) # 0}
={veV|glv) #0}.

Comme g € T'(V), on obtient ¢~!(V) = Dy/(g) qui est un ouvert standard. -

Exemple Toute les applications continues pour la topologie de Zariski ne sont pas
régulieres. Par exemple, exp : R — R est continue mais pas réguliére. Il est claire
qu’elle n’est pas réguli/‘ere : 'exponentielle n’est pas un polynéme. On vérifie qu’elle
est continue. Les fermés V de R sont V = 0, V = R ou |V] < oo. On a donc
exp 1 (V) =0, exp™ (V) = R ou |exp }(V)| < oo. L’ensemble exp~ (V) est donc
fermé et exp est continue.
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Lemme 8.1.6 Soit ¢ : V' — W une application réguliére et soit f € I'(W).
L’application I'(p) : T'(W) — T'(V') est un morphisme de k-algébre. O

Preuve. L’application est bien définie par le Lemme 8.1.3. On a F( )Wf + f
(f+[)op = foptflop=T(p)(f)+I()(f'). De méme on a I'(p)(ff') = ()

(fop)(f op)=T()(/)T(P)(f) et D()(Af) = (Af) oo =A(fop) = AT(0)(f
Exemple Soit k un corps.

1. Soit V' = V(P) avec P € k[X,Y], soit W = A;(k) et soit ¢ : V — k = Ay(k) la

premiére projection définie par ¢(z,y) = x. On a

) =
i
)-m

L) : T(A1(k)) = kK[X] = (V) = k[X, Y]/(P), Q(X) = [Q(X)].

2. Soit V =A(k), W =V (X3 —-Y3) et ¢ : V — W définie par p(t) = (*,t3). On a
D(p) : T(W) = k[X, Y]/(X* = Y?) = T(W) =K[T], [Q(X,Y)] = Q(T*, T?).

Lemme 8.1.8 I est un foncteur contravariant de la catégorie Ens-Alg des ensembles
algébriques (dont les morphismes sont les applications réguliéres) vers la catégorie
k-Alg des k-algébres i.e on a

1. Pour ¢ € Reg(V, W) et ¢ € Reg(W, X), on a ¥ o p € Reg(V, X) et
L(¢op) =T(p) o L(1).
2. On a P(Idv) = Idp(v) |

Preuve. 1. La premiére assertion vient du fait que la composée de deux polynoémes
est encore un polynéme. De plus, pour f € ['(X), on a

L(oe)(f) = foop=TW)(f)opr=T(p)(T¥)(f)) = (L(p) o T(¥))(f)

2. C’est clair. -
Lemme 8.1.9 Soit ¢ : V — W une application régulére et soit v € V. On a

L)~ (M) = My(-
Preuve. On a T'()™ (M) = {f € T(W) | f(@(v)) = 0} = Mw). n

Remarque Une conséquence du lemme précédent est que application I'(¢) déter-
mine l'aplication ¢.

Proposition 8.1.11 L’application I' : Reg(V,W) — Homy_a1(I'(W),I'(V)) est
bijective.
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Remarque On dit alors que le fonction I' est pleinement fidéle.

Preuve. Soient p,1 € Reg(V, W) tels que I'(¢) = T'(¥). On a ¢ = (@1, -+, pm) et
Y= (Y1, -, ). Soit f; =[Y;] e (W), on a

F(Qp)(fjxml’ T 71771) = fj((p(l’l, T 7‘/En)) = ij(xh T 7$n>'
En particulier, on a ¢; = I'(¢)(f;) = I['(¥)(f;) = ¥;. On an déduit ¢ = .

Soit # : I'(W) — I'(V) un morphisme de k-algébre. Posons ¢; = 6([Y;]) ['(V) pour
tout j € [1,m]. On définit ¢ = (1, , ©m)-

Montrons que ¢ est une application de V' dans W. Soit donc v € V', nous montrons
que ¢(v) € W. Comme W = V(I(W)), il suffit de montrer que P(p(v)) = 0 pour
tout P € I(W). On a

P(p(v)) = Plp1(v), -+ om(v))
= PO([Xa]), -+, 0([Xm]))
=0(P([X4], -, [Xm)])) 0 est un morphisme de k-algébre
=0([P)) P +— [P] est un morphisme de k-algébre
=0(0) [P] =0 dans I'(W) car P € I(W)

On a donc ¢ € Reg(V,W) et il reste /‘a montrer que I'(¢) = 6. Comme I'(¢ et
0 sont des morphismes de k-algebre, il suffit de montrer que ces deux applications
coincident sur des générateurs, par exemple les [Y;]. Il suffit donc de montrer que
I'(e)([Y5]) = 0([Y;)) pour tout j € [1,m]. On a

d’ou le résultat. -

Corollaire Une application réguliére ¢ € Reg(V, W) est un isomorphisme si et
seulement si I'(¢) est un isomorphisme.

Preuve. Soit ¢ : W — V une application réguliére tell que ¥op = Idy et po) = Idy.
On a D)o T($) = [(¥o) = D(Idy) = Idrgy) et T(4)o D) = Dlpovy) = D(Idy) =
Idp(w).

Réciproquement, si I'(p) : T(W) — T'(V) est un isomorphisme, soit § = T'(p)~! :
['(V) — I'(W) son inverse. 1l existe une (unique) application réguliére ¢ : W — V
telle que I'(y)) = 6. On a alors I'(p 0 ¢p) = I'(¢)) o I'(¢) = Idpawy = I'(Idw ). On obtient
p o1 =Idy. De méme, on a ¥ o ¢ = Idy et ¢ est un isomorphisme. n

Exemple Soit k infini. L’application réguliere ¢ : V = A;(k) - W = V(Y2 — X?)
définie par ¢(t) = (12,¢3) est bijective mais n’est pas un isomorphisme. En effet,
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si ¢ était un isomorphisme, 'application I'(¢) : I'(W) — I'(V) serait aussi un
isomorphisme. Mais on a (car k est infini) ist) I(W) = (Y? — X?) et

D(p) « kX, Y]/(Y? = X7) = K[T], T(p)(P) = P(T*,T°).

Pour un P quelconque, si on écrit P =37, -a;;X'Y7, on a

D()(P) = P(T*,T%) = Y a;;T*"%.

1,5=0

En particulier, on a T" ¢ Im(I'(p)) et I'(¢) n’est pas surjective donc n’est pas un
isomorphsme.

Définition 8.1.15 Un foncteur F': C — D est appelé équivalence de catégories
si F' est pleinenement fidéle et essentiellement surjektif i.e. pour tout B € Obj(D)
il existe un A € Obj(C) tel que Fon;(A) ~ B.

Théoréme 8.1.16 Soit k un corps algébriquement clos.

Le foncteur I" est une équivalence entre la catégorie Ens-Alg des ensembles algébriques
avec pour morphismes les applications réguliéres et la catégorie red-k-Alg des k-
alébres réduites de type fini. 0

Preuve. Nous savons déja par la Proposition 8.1.11) que I' est pleinement fidéle. Il
reste /‘a montrer qu'il est essentiellement surjectif. Soit donc A une k-alébre réduite
de type fini. Comme elle est de type fini, il existe des générateurs (z1,--- ,x,) et donc
un morphisme surjetif de k-alébres f : k[ Xy, -, X,,] = A, P — P(x1,--+ ,x,). Soit
I =Ker(f). Ona A ~k[Xy, -, X,]/I et comme A est réduite, I'idéal I est radical.
Par le Nullstellensatz 4, on a I = /I = I(V(I)). On obtient A ~ T'(V(I)). n
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