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1 Gruppen

1.1 Wiederholung

1.1.1 Gruppen, Untergruppen
Definition 1.1.1 Eine Gruppe ist eine Menge GG mit einer Verkniipfung GXxG — G,
(x,y) — x -y so, dass
1. Es existiert ein neutrales Element e in G mit e-z = x-e = z fiir alle z € G.
2. Die Verkniipfung ist assoziativ i.e. z-(y-z) = (x - y) - 2 fiir alle z,y, 2z € G.

3. jedes x € GG hat ein inverses Element y c G mit x -y =y -x =e.

Definition 1.1.2 Eine Gruppe G heift kommutativ oder abelsch falls z-y =y -«
gilt fiir alle z,y € G.

Beispiel 1.1.3 1. Z mit + ist eine Gruppe.

2. Sei n € Z und Z/nZ = {Restklassen modulo n}. Dann ist Z/nZ mit + eine
Gruppe.

3. Sei K ein Korper. Dann ist GL, (K) mit Matrixmultiplikation eine Gruppe.

4. S, die Permutationsgruppe mit o der Komposition von Abbildungen als Verkniip-
fung ist eine Gruppe.

Lemma 1.1.4 Sei G eine Gruppe und seien z,y, z Elemente in G.
1. Das neutrale Element eg ist eindeutig bestimmt.

2. Das inverse Element 27! von x ist eindeutig bestimmt.
Borzy=zrz=>y=zund yr =20 =y = 2,

4. (7YYt =

5. (xy) =yt O

Beweis. Siehe LAIL -
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Bemerkung 1.1.5 Sei n > 0 eine ganze Zahl. Aus 5. folgt per Induktion, dass
(z™)~t = (z7')". Wir schreiben x™ fiir (2")~! = (z7')" also ist z" fiir alle n € Z
definiert und es gilt 2"2™ = 2™ fiir alle n,m € Z.

Lemma 1.1.6 Seien G und G’ zwei Gruppen und sei (a,b)- (a’,b") = (ad’, bb’). Dann
ist G x G’ mit diesem Produkt eine Gruppe. O

Beweis. Ubung. n

Definition 1.1.7 Seien G und G’ zwei Gruppen. Das Produkt G x G’ mit Verkniip-
fung (a,b) - (a/,0') = (ad’, b)) heifst Produkt-Gruppe von G und G'.

Definition 1.1.8 Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifst Untergruppe
von G falls gilt:

1. 1€ H,

2. z,yce H=uo-y'ecH.

Lemma 1.1.9 Eine Untergruppe ist eine Gruppe. O
Beweis. Siehe LAI -

Beispiel 1.1.10 1. Sei G eine Gruppe. Dann ist H = {eq} die Trivialuntergruppe
eine Untergruppe von G.

2. Sei n € Z. Dann ist nZ = {m € Z | n teilt m} eine Untergruppe von (Z,+).

3. Sei K ein Korper. Dann ist SL,,(K) eine Untergruppe von GL, (K).

1.1.2 Gruppenhomomorphismen

Definition 1.1.11 Seien GG und G’ zwei Gruppen. Eine Abbildung f : G — G’ heifst
Gruppenhomomorphismus falls fiir alle x,y € G gilt f(zy) = f(z)f(y).

Beispiel 1.1.12 1. die Abbildung exp : (R,+) — (R, x) ist ein Gruppenhomo-
morphismus.
2. Sei K ein Korper. Dann ist det : GL,,(K) — (K*, x) = (K \ {0}, X) ein Gruppen-

homomorphismus.

Lemma 1.1.13 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus dann gilt fiir alle
red
fleg) = eqrund f(27') = f(x)™".

Beweis. Siehe LAIL -



Definition 1.1.14 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, dann heifst die
Teilmenge Ker(f) ={z € G | f(z) = ecr} von G der Kern von f.

Lemma 1.1.15 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Sei H eine Unter-
gruppe von G und H’ eine Untergruppe von G'.

1. Dann sind f(H) und f~!'(H’) Untergruppen von G’ und G.
2. Fiir H' = {ec} ist Ker(f) = f~*(H’) eine Untergruppe von G.
3. Fiir H = G ist das Bild f(G) von f eine Untergruppe von G’ O

Beweis. Siehe Ubungsblatt 0. n

Beispiel 1.1.16 Die Signatur ¢ : S, — {£1} ist ein Gruppenhomomorphismus.
Wir Schreiben A,, = Kere fiir die Alternierende Gruppe. Die Gruppe A, ist eine
Untergruppe von .S,,.

Lemma 1.1.17 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Die Abbildung f ist
genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {eg}. O

Beweis. Siehe LAIL -

Definition 1.1.18 Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus f : G — G’ heikt Iso-
morphismus oder Gruppenisomorphismus. Wenn G’ = G heift ein Gruppeniso-
morphismus Gruppenautomorphismus oder Automorphismus.

Lemma 1.1.19 Sei G eine Gruppe und g € G. Dann ist Int, : G — G definiert
durch Int,(h) = ghg™' ein Gruppenautomorphismus. 0

Beweis. Siehe Ubungsblatt 0. n

Definition 1.1.20 Sei G eine Gruppe und g € G. Dann heift Int, innerer Grup-
penhomomorphismus oder Konjugation mit ¢g. Gruppenautomorphismen, die
nicht dieser From sind heifen dufiere Automorphismen.

1.1.3 Recht und Links Klassen

Definition 1.1.21 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Man definiert die
Relation ~ durch
¢ ~g<< 3dh e Hmit g = gh.

Lemma 1.1.22 Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation und die Klasse eines
Element g € G ist die Teilmenge § = [g] = gH = {gh € G | h € H}. Die Aquivalenz-
klassen heifsen Linksklassen. 0



8 1 Gruppen

Beweis. Siehe Ubungsblatt 0. n

Definition 1.1.23 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe.

1. Die Menge aller Aquivalenzklassen heift Quotient von G nach H und ist G/H
bezeichnet.

2. Die kanonische Projektion ist die Abbildung G — G/H definiert durch g —
g=1lgl=gH.

Bemerkung 1.1.24 Analog kann man die Aquivalenzrelation ¢ ~p g < 3h €
H mit ¢’ = hg definieren. Die Aquivalenzklassen heifen Rechtsklassen Hg = {hg €
G | h € H} und die Menge aller Rechtsklassen ist H\G. Man kann auch die kanoni-
sche Projektion G — H\G durch g — Hg definieren.

Satz 1.1.25 Sei GG eine Gruppe und H eine Untergruppe von G.

1.Esgilt gHNgH' # 0 = gH = ¢H (m.aW. gH # ¢H = gHNgH' = 0).

2. Es gilt G = U, yeq/m 9H- O

Beweis. Siehe LAI. Wir geben trozdem einen Beweis.

1. Sei gh € gH N ¢g’H. Dann gibt es A’ € H' mit gh = ¢g'h’. Sei gh” € gH. Dann gilt
gh" = ghh™'h" = ¢Wh='h" € ¢’H also gH C ¢'H. Analog gilt ¢/H C gH.

2. Sei g € G. Dann gilt g € gH. Umgekehrt gilt gH C G. n
Korollar 1.1.26 (Satz von Lagrange) Es gilt |G| = |G/H||H]|.

Beweis. Die Gruppe G ist die disjunkte Vereinnigung aller gH fiir gH = g € G/H

also gilt
Gl= )" lgH|.

geG/H

Aber die Abbildungen gH — ¢'H und ¢’H — gH definiert durch a — ¢’¢'a und
a — g¢''a sind inverse von einander. Es gilt also |gH| = |¢'H| fiir alle g,¢' € G
und insbesondere fiir g’ = e gilt [gH| = |H|. Daraus folgt |G| = 3./ |9H| =

deG/H|H‘:‘G/H||H" ]
Definition 1.1.27 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G.

1. Die Ordnung von G ist |G| die Anzahl aller Elementen in G (die Mé&chtigkeit
von G).

2. Der Index von H in G ist [G : H] = |G/H|.

Korollar 1.1.28 Sie G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe. Dann sind
die Ordnung |H| und der Index [G : H] von H Teiler der Ordnung |G| von G.



1.2 Normalteiler

Definition 1.2.1 Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H von G heifst Normaltei-
ler falls fiir alle g € G gilt gHg~! C H. Man schreibt H < G.

Bemerkung 1.2.2 Eine Untergruppe H ist genau dann ein Normalteiler wenn gilt
ghg™! € H fiir alle g € G und alle h € H.

Lemma 1.2.3 Jede Untergruppe einer abelschen Gruppe G ist normal. O
Beweis. Klar. -

Lemma 1.2.4 Eine Untergruppe H ist genau dann Normalteiler, wenn gH = Hg
fiir alle g € G. 0

Beweis. Siehe Ubungsblatt 0. n

Beispiel 1.2.5 1. Die triviale Untergruppe {eg} und die Gruppe G sind Normalteiler
von G: {eq} <G und G« G.

2. nl. < 7.

3. SL,(K) <« GL,(K) aber SO, (K) 4GL,(K).

Lemma 1.2.6 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und seien H < G und
H <G

1. Dann ist f~1(H’) < G. Insbesondere gilt Kerf < G.

2. Falls f sujektiv ist, gilt f(H)<G". O
Beweis. 1. Sei g € G und h € f~1(H'). Dann gilt f(ghg™) = f(9)f(h)f(g)~' € H'
also ghg™ € f~Y(H').

2.Sei ¢ € G'und I € f(H).Dann gibt es ein h € H mit i’ = f(h). Da f surjektiv ist
gibt es ein g € G mit f(g) = ¢'. Dann gilt g'h'g'™" = f(g)f(h)f(g7") = f(ghg™") €
f(H). »

Satz 1.2.7 Sei H<G. Dann ist die Verkniipfung G/H x G/H — G/H, (g,3') — g9’
wohl definiert und G/H ist mit dieser Verkniipfung einer Gruppe. Auferdem ist die
kanonische Projektion G — G/H ein Gruppenhomomorphismus. O

Beweis. Seien a,b € G mit @ = g und b = §'. Wir zeigen, dass ab = ¢g¢’. Sei h € H
mit a = gh und W/ € H mit b = ¢'h/. Da ¢H = Hg' gibt es h” € H mit hg' = gh”.
Es gilt

ab = abH = ghg'W'H = g¢'W'W H = g¢'H = g¢¢'.
Die Verkniipfung ist also wohl definiert.
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Es gilt ge¢ = gec = g und analog gilt eqg = g also gilt eg = eg/y. Es gilt

=1 =1

9(7'3") = gg'v" = 9(¢'9") = (99')9" = 99'9" = (39')g"- Es gilt gg~L = gg~! = &G und
analog g=1g = €g. Daraus folgt auch, dass die kanonische Projektion ein Guppenho-
momorphismus ist. =

Definition 1.2.8 Sei H ein Normalteiler von G. Die Gruppe G//N heift Quotient-
gruppe von G nach H.

Beispiel 1.2.9 Die Gruppe Z/nZ ist die Quotientgruppe von Z nach nZ.

Satz 1.2.10 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, sei H ein Normalteiler
von G und sei p: G — G/H die kanonische Projektion.

1. Es gibt ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus f : G/H — G’ so,
dass das Diagram

G—1 -

| A

G/H

kommutiert, genau dann wenn H C Kerf.

Angenommen H C Kerf und sei f wie in 1.
2. Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn H = Kerf.
3. Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist. O

Beweis. 1. Sei f wie oben und sei h € H. Dann gilt f(h) = f o p(h). Aber p(h) =
[h] = hH = H = [eqg] = eg/u. Daraus folgt f(h) = f(eq/u) = eq da f ein
Gruppenhomomorphismus ist. Es folgt H C Kerf.

Umgekehrt sei H C Kerf. Sei g € G, wir setzen f([g]) = f(g) (die ist die einzige
Mogligkeit so, dass das Diagram kommutiert, dies zeigt, dass f eindeutig bestimt ist).
Sei ¢’ mit [¢'] = [g]. Es gibt h € H mit ¢’ = ghund es gilt f(¢') = f(gh) = f(g9)f(h) =
f(g9)ear = f(g). Also ist die Abbildung f wohl definiert. AuRerdem gilt f([g][g']) =

flgg']) = flgg) = f(9)f(g) = f([g])f([¢]) und [ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Dariiber hinaus gilt f o p(¢9) = f([g]) = f(g) und das Diagram ist kommutativ.

2. Sei f injektiv. Dann gilt Kerf = {eg/u}. Sei g € Kerf. Es gilt f([g]) = eq also
l9] € Kerf und da f injetiv ist, gilt [g] = eq/u. Es folgt gH = [g] = eq/u = H und
g€ H. Also Kerf € H und da H C Kerf folgt H = Kerf.

Umgekehrt sei H = Kerf und sei [g] € Ke_rf. Es gilt f(g9) = f([g]) = eq also
g € Kerf = H. Es folgt [g] = H = e/ und f ist injektiv.

3. Sei f surjektiv und sei ¢ € G'. Dann gibt es ¢ € G mit f(g) = ¢'. Es gilt
f(lg]) = f(g) = ¢’ also ist f auch surjektiv.

Umgelehrt, sei f surjektiv und sei ¢’ € G'. Es gibt [g] € G/H mit f([g]) = ¢'. Daraus
folgt f(g) = f([g]) = ¢’ und f ist surjektiv. -



11

Korollar 1.2.11 Sei f : G — G’ ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann
gilt G/Kerf ~ G'.

Beispiel 1.2.12 1. Es gilt GL,(k)/SL,(K) ~ k* (der Kernel des surjektiven Grup-
penhomomorphismus det : GL,, (k) — k> ist SL,(k)).

2. Es gilt C*/S! ~ R (der Kernel des surjektiven Gruppenhomomorphismus | - | :
C* — R>0 ist Sl)

2imr

3. Es gilt R/Z ~ S (der Kernel des surjektiven Gruppenhomomorphismus r + e
ist Z).

4. Es gilt S,,/A,, ~ {£1} (der Kernel des surjektiven Gruppenhomomorphismus ¢ :
Sy, — {1} ist A,).

Definition 1.2.13 Ein Diagram 1 H— G ! G’ 1 heifit exakte Se-

quenz,

e wenn alle Abbildungen Gruppenhomomorphismen sind,
e wenn ¢ injektiv ist,
e wenn f surjektiv ist und

e wenn i(H) = Kerf.

Bemerkung 1.2.14 Falls 1 H—~¢G ! G’ 1 eine exakte Sequenz ist,

gilt G ~G/H.

Beispiel 1.2.15 Es gibt (Siehe Ubungsblatt 1) eine exakte Sequenz
1 = A3 ~7Z/37 — Sy — {£1} ~Z/27 — 1.

Definition 1.2.16 Eine Gruppe G heifst einfach falls G und {eg} die einzige Nor-
malteiler von G sind.

Beispiel 1.2.17 1. Die Gruppe Z/nZ ist genau dann einfach, wenn p eine Primzahl
ist (Siehe Ubungsblatt 1).

2. Spéter zeigen wir, dass die Gruppe A, = Ker(e : S,, — {£1}) einfach fiir n > 5
ist.

Definition 1.2.18 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Der Normalisator
Ng(H) von H in G ist

No(H)={ge G| gHg ' = H}.
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Lemma 1.2.19 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe.
1. Der Normalisator Ng(H) ist eine Untergruppe von G.
2. Es gilt H < Ng(H) (also H ist Normalteiler in Ng(H)).

3. Sei K eine Untergruppe von G mit H < K. Dann gilt K C Ng(H) (i.e. Ng(H) ist
die grokte Untergruppe von G mit H < Ng(H)). 0

Beweis. 1. Es gilt egHeal = eqHeg = H also eq € Ng(H). Seien a,b € Ng(H).
Dann gilt aHa™! = H und bHb~! = H also b='Hb = H. Daraus folgt

(abMNH(ab ') ' =ab'Hba ' =aHa ' = H
und ab™! € Ng(H) und Ng(H) ist eine Untergruppe von G.

2. Klar.

3. Sei K eine Untergruppe mit H < K. Sei k € K. Dann gilt kH ! C K. Da K eine
Gruppe ist gilt auch k~! € K also k"'Hk C H und mit Linksmultiplikation mit &
und Rechtsmultiplikation mit k=1 folgt H C kHk™'. Daraus folgt kHk™' = H und
k e Ng(H) ]

Beispiel 1.2.20 Sei G = S3 und sei H = {(123) = Id, (213)} und A; = {(123) =
Id, (231), (312)}. Dann sind H und A3 Untergruppe von G und es gilt (siche Ubungs-
blatt 1)

Ng(H) = H und Ng<A3) = 53.

Satz 1.2.21 (Erster Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, H <G ein Normalteiler
von G und K C G eine Untergruppe von G.

1. Dann gilt HK = KH, KH C G ist eine Untergruppe, H<KH und K N H < K.

2. Die Abbildung f : K/(K N H) — KH/H definiert durch k(K N H) — kH ist ein
Isomorphismus also

K/(KNH)~ KH/H.

Beweis. 1. Sei h € H und k € K. Da H ein Normalteiler ist, gilt khk~' € H und
es folgt kh € Hk C HK. Daraus folgt KH C HK. Analog gilt k~*hk € H und
hk € kH C KH. Daraus folgt HK ¢ KH und KH = HK.

Da eg € H und e € K gilt e¢ € KH. Seien k, k' € K und h,h’ € H so, dass
kh,k'h € KH. Es gilt kh(K'h')™" = kbl "'k'' € KHK = KKH = KH. Daraus
folgt, dass K H eine Untergruppe ist.

Da H ein Normalteiler ist, gilt gHg~! C H fiir alle ¢ € G. Insbesondere fiir alle
g € KH und es folgt H< KH.



13

Seig € HNK und k € K. Es gilt kgk~! € K und da H ein Normalteiler ist, gilt
auch kgk=t € H. Also kgk ' e HNK und HNK < K.

2. Sei f: K — KH/H die Abbildung definiert durch f(k) = kH. Seien k, k' € K.
Es gilt f(kk') = kH - K'H = kk'H = f(kk' also ist f ein Gruppenhomomorphismus.
Seien k € K und h € H. Dann gilt f(k) = kH = khH und f ist surjektiv. Sei
ke KNH.Dann gilt f(k) = kH = H = exp/u also HNK C Kerf. Sei k € KKerf.
Dann gilt kH = f(k) = Hund k € H also k € KN H. Es folgt HN K = Kerf. Nach
Korollar 1.2.11 folgt, dass K/(HNK) ~ KH/H. n

Satz 1.2.22 (Zweiter Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe und seien H < G und
K<aGmit K C H.

1. Dann gilt K <H und H/K <G/K.
2. Die Abbildung f : (G/K)/(H/K) — G/H definiert durch gK - H/K — gH ist ein

Isomorphismus also

(G/K)/(H/K)~G/H.

Beweis. 1. Sei h € H C G. Da K <G gilt hKh™' = K und K < H.

Die Teilmenge H/K C G/K ist mx(H), wobei m : G — G/K die kanonische Projek-
tion ist. Da H < G und 7 surjektiv folgt, dass H/K <G/K.

2. Die kanonische Projektion 7y : G — G/H ist ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus und es gilt K C H = Kermy. Daraus folgt, dass es ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus F' = 7y : G/K — G/H gibt mit 7y = mx o F also F([g]x) = [9]u-

Wir zeigen, dass KerF' = H/K. Daraus folt, dass es ein Gruppenisomorphismus
F:(G/K)/(H/K) — G/H gibt mit F([[g|x]u/x) = [glu- Sei [g]x € KerF. Dann
gilt [eg|lg = F([9lx) = [g9]x also g € H und [g]x € H/K. Umgekehrt, sei [g]x € H/K
also [g]x = [h]|k fiir ein h € H i.e. es gibt ein k € K mit g = hk. Da K C H gilt
g € H. Daraus folgt [g]y = leg|ly und F([g]x) = [g]ly = |ec]n also [g]x € KerF.
Umgekehrt, sei [g]x € KerF. Es gilt [g]lg = F([g9]k) = [eq]n also g € H. Daraus folgt
[g]K c H/K m

1.3 Zentrum

Definition 1.3.1 Sei G eine Gruppe.
1. Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge
Z(G) ={g € G | gh = hg fiir alle h € G}.

2. Sei X C G eine Teilmenge. Der Zentralisator von G ist die Teilmenge

Za(X) ={g9 € G| gx = zg fiir alle z € X}.
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Bemerkung 1.3.2 Es gilt Z(G) = Z¢(G).

Beispiel 1.3.3 1. Sei GG eine kommutative Gruppe. Dann gilt Z(G) = G.
2. Sei G = S,. Dann gilt Z(S,,) = {Id} (Siehe Ubungsblatt 2) fiir n > 3.

Lemma 1.3.4 Sei G eine Gruppe und X C G eine Teilmenge.

1. Der Zentralisator Zg(X) ist eine Untergruppe.

2. Das Zentrum Z(@G) ist ein Normalteiler von G und Zg(X) und ist abelsch.
3. Es gilt G/Z(G) ~ {innere Automorphismen}.

4. Falls G/Z(G) zyklisch ist (sieche Definition 1.4.2 unten), gilt G = Z(G) also G ist
abelsch. 5

Beweis. 1. Es gilt eqx = xeg fiir alle x € G also ist eg € Zg(X). Seien g, h € Zg(X).
Es gilt gr0xg und ha = zh fiir alle z € X. Daraus folgt xh~! = h~ 'z fiir alle x € X
und xgh™! = gzh™! = gh™'x i.e. gh™' € Zg(X).

2. Nach der Definition gilt Z(G) C Zg(X). Sei z € Z(G) und g € G. Es gilt gzg™' =
g9 'z = z also gzg~! € Z(@). Daraus folgt, dass Z(G) ein Normalteiler in G und
Za(X) ist. Seien z, 2" € Z(G). Es gilt 22/ = 2'z also Z(G) ist abelsch.

3. Sei f : G — {innere Automorphismen} definiert durch f(g) = Int,. Diese Abbil-
dung ist surjectiv und es gilt f(gh) = Inty, = Int, o Int, (es gilt Int, o Int,(¢') =
Int,(hg'h™" = ghg'h~tg~' = (gh)g’(gh)~" = Intyn(g’)). Die Abbildung ist also ein sur-
jektiver Gruppenhomomorphismus. Sei g € Ker(f). Es gilt Int, = Id also Int,(h) = h
fiir alle h € G. Dies ist dquivalent zu ghg~! = h fiir alle h € H und auch zu gh = hg
fir alle h € G. Also Ker(f) = Z(G).

4. Seien g,h € G und sei 7 : G — G/Z(G) die kanonische projektion. Da G/Z(G)
zyklisch ist gibt es ein a € G mit G/Z(G) = ([a]). Insbesondere gibt es n,m

mit [g] = [a]” und [h] = [a™]. Es gibt also z,2’ € Z(G) mit g = a"z und h = a™2'.
Daraus folgt gh = a"za™z' = a™z'a™z = hg und G ist kommutativ. -

1.4 Erzeuger und Zyklische Gruppe

Lemma 1.4.1 Sei G eine Gruppe.

1. Sei (H;);c; eine Familie von Untergruppen von G. Dann ist (), , H; eine Unter-
gruppe von G.

2. Sei A eine Teilmenge von GG. Dann gibt es eine kleinste Untergruppe H mit A C H.q
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Beweis. 1. Siehe Ubungsblatt 1.

2. Sei (H;); die Familie aller Untergruppen von G die A enthalten (diese Familie
ist nicht leer da G eine solche Gruppe ist). Dann ist H = [,.; H; die minimale
Untergruppe die A enthilt m

Definition 1.4.2 1. Sei G eine Gruppe und A eine Teilmenge von G. Die kleinste
Untergruppe die A enthilt heift die von A erzeugte Untergruppe und ist (A)
geschrieben. Falls A nur einelementig ist: A = {g} schreibt man (A) = (g).

2. Eine Teilmenge A einer Gruppe G heikt erzeugend (man sagt auch A erzeugt
G) falls G = (A).

3. Eine Gruppe G heifst zyklisch falls es ein Element g € G gibt mit G = (g).

Beispiel 1.4.3 1. Die Gruppe (Z, +) ist zyklisch und 1 erzeugt Z.
2. Sei n € Z. Die Gruppe (Z/n,+) ist zyklisch und 1 erzeugt Z/nZ.
3. Die einfache Transpositionen (s;);cp1,n—1) definiert durch

ko firk¢ {i,i+ 1}

si(k) =< i+1 firk=1i
i fir k=i+1

erzeugen S, i.e. S, = (s; | i € [I,n — 1]) (Siehe LAITI).

Lemma 1.4.4 Sei G eine Gruppe und g € G. Es gilt (¢g) = {¢" | n € Z}. O
Beweis. Sein € Z. Da (g) eine Gruppe ist und enthilt g, gilt g=! € (g) und g" € (g)
also {g" | n € Z} C (g).

Umgekehrt, seien n,m € Z. Dann ist (¢")(¢g™)™' = ¢g"™ € {¢" | n € Z} und
eqg = ¢° € {g" | n € Z}. Daraus folt, dass {¢g" | n € Z} eine Untergruppe von G ist
und enthélt g. Also (g) C {¢" | n € Z}. -

Satz 1.4.5 Sei G eine zyklische Gruppe. Dann ist G isomorph zu Z oder Z/nZ. ¢

Beweis. Sei g € G so, dass G = (g). Sei f : Z — G definiert durch f(n) = ¢g". Dies
ist ein Gruppenhomomorphismus und nach dem obigen Lemma folgt f(Z) = G. Falls
f injektiv ist, ist f ein Isomorphismus und G ~ Z. Sonst sei N = Kerf. Dann ist N
eine Untergruppe von Z und es folgt N = nZ fiir eine n € Z (Siehe Ubunsblatt 0 oder
im Beweis von Korollar 1.4.7). Es folgt (nach Korollar 1.2.11) G =Z/N = Z/nZ. u

Korollar 1.4.6 Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe mit |G| = p.
1. Sei g € G mit g # eg. Dann gilt G ~ (g).
2. Es gilt G ~ Z/pZ.
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Beweis. 1. Sei H = (g). Dann gilt eq,g € H also |H| > 2. Nach dem Satz von
Lagrange gilt |H| teilt p also |H| =p = |G| und H = G.

2. Folgt vom obigen Satz. n
Korollar 1.4.7 Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Beweis. Die Gruppe G ist isomorph zu Z oder Z/nZ. Es wurde im Ubungsblatt 0
gezeigt, dass die Untergruppen zyklisch sind. Wir geben dennoch einen Beweis.

Angenommen G = Z. Sei H eine Untergruppe von Z. Falls H = {0} sind wir fertig.
Sonst ist H N Zsg # (. Sei m = min{r € H | r > 0}. Sei n € H. Dann gibt es k € Z
und r € [0,m — 1] mit n = km + r. Da H eine Gruppe ist gilt r = n — km € H und
da m minimal war, gilt » = 0. Daraus folgt H = mZ.

Sei G = Z/nZ und sei H eine Untergruppe von G. Sei 7 : Z — Z/nZ = G die
kanonische Projektion. Dann ist 7—!(H) eine Untergruppe von Z also gibt es ein
m € Z mit 7 Y(H) = mZ. Da die kanonische Projektion surjektiv ist, folgt H =
n(r Y H)) = m(mZ) = {k|m] = [mk] € Z/nZ}. -

1.5 Ordung eines Elements

Definition 1.5.1 Sei GG eine Gruppe und g € G. Die Ordnung ord(g) von g ist die
Ordung der Gruppe (g).

Lemma 1.5.2 Es gilt {k € Z>¢ | ¢* = eg} = ord(g)Z (wir setzen 0oZ = {0}). ¢
Beweis. Nach Satz 1.4.5 ist die Gruppe (g) isomorph zu Z oder Z/nZ.

Im ersten Fall gilt ord(g) = oo und im zweiten Fall gilt ord(g) = n. Auferdem ist
die Abbildung Z — (g) bzw. Z/nZ — (g) definiert durch k — ¢g* bzw. [k] — ¢* ein
Isomorphismus.

Im ersten Fall gilt {k € Z>¢ | ¢* = eg} = {0}. Im zweiten Fall gilt {k € Z | g* =

eq}={ke€Z|[k]|=0€Z/nZ} =nZ. -
Lemma 1.5.3 Sei G eine Gruppe und g € G mit ord(g) = n < oo. Dann gilt
n
ord(¢g™) = ———
&™) ggT(m,n)
fir alle m € Z. O

Beweis. Seien d = ggT(m,n), m' =% € Zund n’ = 5 € Z. Sei s = ord(g"™). Es
gilt g™ = (¢g™)° = eqg. Also gibt es k € Z mit ms = kn. Es folgt m’s = n’k. Da
ggT(m/,n") =1 folgt n’|s.

Es gilt (¢™)" = g™ = g™ = g™ = (¢")" = eq. Daraus folgt s|n’. Insgesamt
folgt s = n'. -

’
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Korollar 1.5.4 Die erzeugende Elemente von Z/nZ sind die Klassen [m| € Z/nZ
mit ggT(m,n) = 1.

Beweis. Sei [m] € Z/nZ mit Z/nZ = ([m]). Dann gilt [m] = m[1] und ord([1]) = n.
Daraus folgt ord(m) = n/ggT(m,n).

Die Klasse [m] ist aber genau dann erzeugend, wenn ord([m]) = n also n/ggT(m,n) =
n i.e. ggT(m,n) = 1. n
Beispiel 1.5.5 Die erzeugende Klassen in Z /47 sind [1] und [3].

Korollar 1.5.6 Sei n € Z. Die Gruppe Z/nZ hat fiir jedes m|n genau eine Unter-
gruppe der Ordnung m: die Gruppe

mZ/nZ = {[km| € Z | k € Z}.

Beweis. Dies wurde im Ubungsblatt 0 bewiesen. Wir geben dennoch einen Beweis. Sei
H eine Untergruppe von Z/nZ und sei d = min{k € Z-¢ | [k] € H}. Da [0] = [n] € H
gilt 0 < d < n. Sei [k] € H. Wir schreiben k = da + b mit a,b € Z und b € [0,d — 1].
Es gilt [k],[d] € H also [b] = [k] — a[d] € H. Da d minimal ist, folgt b = 0 und
k € dZ. Es folgt H = dZ/nZ = {lkd] € Z/nZ | k € Z} = ([d]). Aukerdem gilt
ord([d]) = =+ = 2 :=m. n

~ eeT(n,d) d

1.6 Derivierte Untergruppe

Definition 1.6.1 Sei G eine Gruppe, seien g, h € G und seien H, K C GG Untergrup-
pen.

1. Der Kommutator von g und h ist [g, h] = ghg 'h™!.

2. Der Kommutator [H, K] von H und K ist die Gruppe [H, K| = ([h,k] | h €
H und k € K).

3. Die derivierte Gruppe D(G) von G ist die Gruppe D(G) = [G, G] (manchmal
wird D(G) auch (G, G) bezeichnet).

Lemma 1.6.2 Sei GG eine Gruppe.

1. D(G) = {[g1, h] - [gn, hn) | 1 € Z>p und g;, h; € G}.

2. D(G) ist eine Normalteiler in G.

3. G/D(G) ist abelsch.

4. Sei N < G mit G/N abelsch. Dann gilt D(G) C N. Also ist D(G) die kleinste
Untergruppe so, dass G/D(G) abelsch ist. 0
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Beweis. 1. Sei H = {[g1,h1] - [gns hn] | 7 € Z>p und g¢;, h; € G}. Es gilt H C D(G).
Wir zeigen, dass H eine Untergruppe ist. Alle Produkte von Elementen aus H sind
noch in H. Es gilt [g,h]™! = [h, g] also ist das Inverses jedes Element aus H noch
in H und H ist eine Untergruppe. Daraus folgt D(G) C H da D(G) die kleinste
Untergruppe die alle Kommutatoren enthélt ist.

2. Seien g, h, k € G. Es gilt k[g, h]k™! = [kgk™!, khk~!]. Daraus folgt k[g, h|k~! €
D(G) und nach 1. kD(G)k™! C D(Q).

3. Seien g,h € G. Dann gilt [ghg™'h™'] = e in G/D(G) also [g][h] = [h][g] und
G/D(G) ist abelsch.

4. Seien g,h € G. Es gilt [ghg 'h ™| = [g]n[Mn]g] ¥ [P]N = [ec]n da G/N abelsch
ist. Daraus folgt ghg 'h™' € N und D(G) C N. -

1.7 Semidirekte Produkte

Lemma 1.7.1 Seien N und H zwei Gruppen und sei @ : H — Aut(N), h — &}, ein
Gruppen homomorphismus (wobei Aut(/N) die Gruppe aller Automorphismen von
N ist).

Sei N xt H i= N xg H := (N x H,%) mit

(n,h)x (n',h') = (n®@y(n'), hh').
Dann ist N x H eine Gruppe mit neutralem Element (ey, ez) und Inverse (n, h)~! =
(@h-1(n™"), h71). 0
Beweis. Es gilt (en, eg)x(n, h) = (enPe, (n),egh) = (Idy(n), h) = (n, h) und (n, h)*
(en,en) = (n®y(en), hey) = (n, h).

Es gilt (n,h) x (@-1(n"1),h7Y) = (n®y(Pp-1(n71)),hh71) = (n@hh i(n"Y,eq) =
(nIldy(n~Y),eqy) = (nntey) = (eN,eH). Es gilt auch (®,-1(n"1),h71) x (n,h) =
(Pp-1(nV)Bp-1(n), k7 h) = (Pr-1(n"n),ey) = (Pr-1(eq), en) = (en, ex).
Es gilt
(n,h)x (0, 1) % (n”,h")) = (n,h)* (n'®p(n"), L")
= (n®@p(n' @y (n")), hR'B")
= (n@h(n’)@hh/ (n”) hh,h”)
= (n®y(n'), hh') x (n", h")
— ((n, ) % (10, 1)) % (n, )
Daraus folgt, dass N x H eine Gruppe ist. n

Definition 1.7.2 Seien N und H zwei Gruppen und sei ¢ : H — Aut(N), h — &,
ein Gruppen homomorphismus. Das heift die Gruppe N x H := NxgH := (N x H, %)
mit Produkt (n,h) = (n',h') = (n®,(n’), hh') semidirektes Produkt von N und
H bzg. .
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Beispiel 1.7.3 Sei @ : H — Aut(N) definiert durch ¢, = Idy fiir alle h € H. Dann
gilt
(n,h) % (n',h') = (n®(n'), hh') = (nIdx(n'), hh") = (nn', ki)

und das semidirekte Produkt ist die Produktgruppe.

Lemma 1.7.4 Sei G = N x H und seien N = {(n,ey) | n € N} und H' =
{(en,h) | h € H}.

1. Dann ist H' eine Untergruppe von G und N’ < G.

2. Es gibt isomorphismen N ~ N’ und H ~ H’ definiert durch n — (n,ey) und
h — (GN, h)

3. Es gilt NN H' = {e¢} und G = N'H'. O

Beweis. 1. Die Abbildung 7 : G — H definiert durch 7(h) ist ein Gruppenhomomor-
phismus und Kerr = N’ also N'<G. Es gilt e € H' und (en, h)x(en, h') = (en, hh)
also H' ist eine Untergruppe von G.

2. Man tiiberpriift leicht, dass diese Abbildungen injektive Gruppenhomomorphismen
sind. Per Defnition sind diese Abbildungen surjektiv.

3. Esgilt NNNH' ={(en,en)} = {ec} und (n,h) = (n,ey)*(ey,h) also G = N'H'.n

Satz 1.7.5 Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe und N < G.

1. Falls gilt NN H = {eg} und G = NH. Dann ist fir ® : H — Aut(N) definiert
durch &5, (n) = hnh~! die Abbildung

f:Nx¢H— G, (n,h)— nh
ein Isomorphismus.
2. Falls zusétzlich gilt H < G, so wird der Isomorphismus zu f: N x H — G. 0
Beweis. 1. Es gilt
f((n,h) = (n', ) = f(n®(n'), hh') = nhn'h " hh' = nhn'W = f(n, h)f(n', K).
Daraus folgt, dass f ein Gruppenhomomorphismus ist. Da G = N ist diese Abbildung

surjektiv. Sei (n, h) € Kerf. Es gilt nh = eg alson =h™' und n € NNH alson = eg.
Daraus folgt h = e und f ist injektiv also ein Isomorphismus.

2. Seien h € H und n € N. Es gilt N > n~!(hnh™) = (n"'hn)h=' € H also
n~thnh=! = eg. Es folgt hn = nh und &,(n) =nund N x H =N x H. -
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Beispiel 1.7.6 1. Sei ¢ = (231), sei s = (213) und seien N = A3 = {Id, ¢, c*} und
H = {Id, s}. Da Az ein Normalteiler ist, sind Ints : A3 — A3 und Intyq : A3 — Aj
Gruppenautomorphismen und die Abbildung @ : H — Aut(A3), &, = Int, ist ein
Gruppenhomomorphismus.

Dank dem obigen Satz zeigt man, dass die Abbildung
Ag x H — Sg, (n,h) — nh

ein Gruppenisomorphismus ist.

2. Algemeiner gilt S, ~ A,, x {£1}.

2ikm

2. Diedergruppe. Sei R, ein regelméfiges Polygon. Zum Beispiel R, = {e =
[0,n — 1]}.

| k €

Sei D,, die Gruppe aller Isometrie die R, erhalten. Man zeigt, dass Dy, genau 2n
elemente hat. Sei O das Zentrum von R,, und seien Dy, - - -, D,, die Geraden die durch

O und eine Ecke laufen oder die durch O und die Mitte einer Kante laufen. Sei R

die Drehung um O von 27” und seien Si,---,S, die Spiegelungen an den Geraden

Dy,---,D,. Dann gilt
DQnZ{IdaRa"' aRn,Sh"' aSn}

Die Gruppe Dy, enthilt N = {Id, R, - - - , R"} und man iiberpriift leicht, dass N<Ds,,.
Sei H = {Id, S;}. Dann ist H eine Untergruppe von GG. Dank dem obigen Satz zeigt
man, dass die Abbildung

N x H — G, (n,h) — nh

ein Gruppenisomorphismus ist.

1.8 Operation einer Gruppe auf einer Menge

Definition 1.8.1 Sei GG eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation von G
auf X ist eine Abbildung G x X — X, (g,2) — ¢ - = mit den Eigenschaften:

1. Fiir alle x € X gilt e - x = .
2. Fiir alle g,h € G und alle x € X gilt (gh) -z =g - (h-z).
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Beispiel 1.8.2 1. Die triviale Operation G x X — X definiert durch ¢ -z =«
fiir alle g € G und =z € X.

. Die Linkstranslation G x G — G definiert durch g - h = gh (hier ist X = G).

. Die Linkstranslation auf einem Quotient G x G/H — G/H definiert durch
-1¢'lg = [gh|u (hier ist X = G/H wobei H eine Untergruppe ist).

2
2
g
3. Die Konjugation G x G — G definiert durch g-h = ghg™! (hier ist X = G).
4. S, x [1,n] = [1,n] definiert durch o -i = o(i).

4. GL,(K) x K™ — K™ definiert durch A-v = Awv.

Lemma 1.8.3 Sei G x X — X, (g,2) — ¢ - x eine Operation.

1. Dann ist die Abbildung @(g) : X — X definiert durch ¢(g)(x) = g-x eine Bijektion
von X und die Abbildung
¢ : G — Bij(X)

definiert durch g — &(g) ein Gruppenhomomorphismus.

2. Umgekehrt, sei @ : G — Bij(X) ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist G x X —
X definiert durch (g,z) — g -z = @(g)(z) eine Operation. 0

Beweis. 1. Wir zeigen, dass ®(gh) = @(g) o @(h). Es gilt

D(gh)(x) = (gh)-x =g - (h-x) = D(g)(h- x) = D(g) (2(h)(x)) = (2(g) o 2(h)) (2).

Daraus folgt, dass @(g) o (¢g7') = Idx = P(g~') o &(g) also ist P(g) bijektiv mit
?(g)™t = P(g7') und & ist ein Gruppenhomomorphismus.

2. Es gilt e¢ - v = P(eg)(r) = ldx(x) = z und g - (h-x) = &(g9)(@(h)(x)) =
(@(g) 0 D(h))(x) = P(gh)(x) = (gh) - . -

Definition 1.8.4 Sei G x X — X, (¢,x) — g - = eine Operation von G auf X.
1. Die Operation heifst transitiv, falls es fiir alle z, y € X ein g € G gibt mit g-z = y.
2. Eine Operation heifst treu falls (¢ -z =z fiir alle x € X) = (g = eq).

3. Sei z € X. Die Menge G-z = {g -z € X | g € G heift Orbit oder Bahn von
reX.

Man schreibt X/G = {G - x|z € X} fiir die Menge aler Bahnen. Diese Menge heisst
Quotient von X nach G.

4. Ein z € X heifst Fixpunkt falls g-z = x fiir alle ¢ € GG. Die Menge aller Fixpunkte
ist X geschrieben.

5. Fiir z € X heifit G, = {g € G | g - © = x} der Stabilisator von z.

6. Allgemeiner heift fiir Y C X eine Teilmenge Gy = {g € G | g-Y = Y} der
Stabilisator von Y.
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Bemerkung 1.8.5 Die Operation G x X — X ist genau dann treu, wenn der Grup-
penhomomorphismus @ : G — Bij(X) (sieche Lemma 1.8.3) injektiv ist.

Beispiel 1.8.6 1. Sei G x G — G die Linkstranslation. Dann ist die Operation
transitiv und treu. Daraus folgt

Satz 1.8.7 (Satz von Cayley) Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Dann ist G eine
Untergruppe von .S,,. 0

Beweis. Sei L : G — Bij(G) ~ S, definiert durch g — (L, : G — G, h — gh). Wir
zeigen, dass L injektiv ist also dass die Operation treu ist. Sei g € KerL. Es gilt
L, =1d¢ also Ly(h) = h fiir alle h € G. Daraus folgt gh = h und g = eg. -

2. Sei G x G/H — G/H die Linkstranslation auf dem Quotient G/H. Dann ist die
Operation transitiv und G, der Stabilisator des neutrales Elements ist H.

3. Sei G x G — G die Konjugation. Sei h C G. Dann ist der Stabilisator von h der
Zentralisator von h:

Gn={g€G|ghg™ =h}={g€G|gh=hg}=Zg(h).
4.Sei X = {H C G | H ist eine Untergruppe}. Dann ist G x X — X definiert durch
g+ H = gHg ! eine Operation. Es gilt
Gn={geGlg H=H}={geG|gHg ' =H}=Ne(H).
Es gilt auch
X¢={HeX|gHg'=Hfirallege G} ={H e X | HaG}.

Definition 1.8.8 Sei G x X — X eine Operation. Wir definieren auf X die Relation
r~ysyeG-x.

Proposition 1.8.9 Sei G x X — X eine Operation.

1. Die Relation x ~ y ist eine Aquivalenzrelation.

2. Die Aquivalenzklassen sind die Bahnen.

3. Sei z € X. Die Abbildung G/G, — G - x definiert durch [g] — ¢ - x ist wohl
definiert und bijektiv.

Beweis. 1. Es gilt x = e - x also x ~ x und ~ ist reflexiv.

Seien x,y € X mit x ~ y. Dann gilt y € G - x also gibt es ein g € G mit y = g - .
Dann gilt x = ¢~ -y und 2 € G - y also y ~ o und ~ ist symmetrisch.

Seien x,y,z € X mit z ~ y und y ~ z. Dann gibt es g,¢' € G mit y = ¢ - x und
z = ¢ -y. Daraus folgt z = ¢'g - x und x ~ z also ~ ist transitiv.
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2. Sei z € X. Die Aquivalenzklasse von zis {y € X |z ~y}={y € X |y € G-z} =
G-

3. Seien g, ¢ € G mit [g] = [¢']. Dann gibt es ein h € G, mit ¢’ = gh. Daraus folgt
g -x = (gh)-x=g-(h-z) = g-z und die Abbildung ist wohl definiert. Per Definition
einer Bahn ist diese Abbildung surjektiv. Seien ¢g,¢’ € G mit g - = ¢’ - x. Dann
gilt z = (¢7'¢') -z und g7'¢’ = h € G,. Daraus folgt ¢’ = gh und [g] = [¢]. Die
Abbildung ist injektiv. n

Korollar 1.8.10 (Bahnformel) Sei G x X — X eine Operation mit G endlich. Es
gilt
_ 1G]

G- z|=|G:G,] = )
6ol = (63 Gl = 1)

Beweis. Nach 3. im obigen Proposition gilt |G/G,| = |G - z|. Nach dem Satz von
Lagrange gilt |G/G.| =[G : G.] = |G|/|G.]|. n

Satz 1.8.11 (Bahngleichung) Sei G x X — X eine Operation mit X endlich.

Dann gilt
X[= ) |G-z|l= D> [G:G,]

[z]eX/G [z]eX/G

Beweis. Da die Bahnen die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation sind gilt
X = H G-x.
[z]eX/G

Daraus folgt die Behauptung. -

Korollar 1.8.12 Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe. Der kleinste
Primteiler von |H| sei grofer gleich [G : H]. Dann ist H <G

Beweis. Sei p der kleinste Primteiler von |H| und sei X = G/H. Sei H x X — X die
Linksoperation: h- gH = hgH. Sei x € X. Nach der Bahnformel ist |H - x| ein Teiler
von |H| also |H - z| = 1 oder |H - z| > p. Nach der Bahngleichung gilt

p>[G:H =|X|= Y |G-al.
[z]eX/H
Sei = [eg] € X. Dann ist x ein Fixpunkt |H - x| = [{z}| = 1. Daraus folgt
p—1> > G-a|
[zleX/H, z#[eq]

Da |G- x| =1 oder |G - x| > p muss |G - z| = 1 fiir alle z € X gelten. Also fiir alle
lg] € G/H gilt [hg] = [g] fiir alle h € G i.e. g~'hg € H fiir alle g € G und h € H i.e.
H<«G. n
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Beispiel 1.8.13 1. Wenn |G : H] der kleinste Primteiler von |G| ist, ist die Bedin-
gung erfiillt.

2. Insbesondere wenn [G : H] = 2 ist die Bedigung erfiillt und H < G.

Definition 1.8.14 Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe G heifit p-Gruppe
falls |G| = p* eine Potenz von p ist.

Korollar 1.8.15 Sei G eine p-Gruppe. Dann gilt |Z(G)| > 1.

Beweis. Sei |G| = p*. Sei X = G und G x X — X die Konjugation. Es gilt X¢ =
Z(G): sei z € Z(G). Dann gilt g - z = gzg~! = 2. Umgekehrt, sei z € X“. Dann gilt
g-z =z fiir alle g € G also gzg~! = 2 fiir alle g € G i.e. gz = zg fiir alle g € G.
Insbesondere gilt

2€ Z(G) < |G x| =1.

Nach der Bahnformel folgt
2 € Z(G)<p /|G- x|

Nach der Bahngleichung gilt

r=1xl= ) |Gal= Y |G-zl+ Y, |G-g

[z]eX/H []€X/G, zeZ(G) [z]€X/G, ©¢Z(G)

also p* = |Z(G)| + Xpex/a. sgz) |G - x]. Alle Terme in der Zweite Summe sind
durch p teilbar also muss |Z(G)| durch p teilbar sein. Daraus folgt |Z(G)| > 1. u

Satz 1.8.16 Sei p eine Primzahl und sei G eine Gruppe der Ordnung p?. Dann gilt
G ~Z/p*Z oder G ~ Z/pZ x 7] pZ. O

Beweis. Fall 1: Es gebe g € G mit ord(g) = p?. Dann gilt Z/p*Z ~ (g) = G.

Fall 2: Fiir alle g € G mit g # e¢ gilt ord(g) = p. Sei g € G\ {ec}. Dann gilt [(g)| =p
also es gibt h € G\ (g). Sei N = (¢g) und H = (h). Dann p = |N| = |H| der kleinste
Primteiler von |N und |H| ist und p > p = [G : N] = [G : H] gilt nach Korollar
1.8.12: N <G und H < G. Der Durchschnitt H N N ist eine echte Untergruppe von
H da he H\N. Also gilt |[H N N||p und |H N N| < p. Daraus folgt [N N H| =1
und N N H = {eg}. Da N und H normal sind gilt (N, H) = NH = HN. Dies ist
eine Untergruppe von G die N U {h} enthilt also |[NH| > p+ 1 und |NH]| teilt p?.
Daraus folgt [NH| = p?> und NH = G. Nach dem Satz 1.7.5 folgt G ~ N x H also
G ~7/pZ x L] pZ. [

Bemerkung 1.8.17 Fiir Gruppen G der Ordnung |G| = p? ist die Klassifikation
schon schwierieger: siche Ubungblatt 3 fiir den Fall |G| = 8 = 23. Die Gruppen der
Ordnung 8 sind isomorph zu

7./87, TJAZ x )27, 7.)27 x 7.J2Z x 7.J2Z, Ds, H.
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1.9 Symmetrische Gruppe

Definition 1.9.1 1. Ein Element o € S, heiltt r-Zykel falls es paarweise verschie-
dene Elemente z1,--- ,x, € [1,n] mit

o(xy) = xpyq fiir alle k € [1,r — 1],
o(x,) = x; und
o(z) = x fir alle x € [1,n] \ {z1,--- , 2, }.

2. Die Menge Supp(o) = {x1,- -, z,} heift Tréger des Zykels. Die Zahl r ist die
Linge des Zykels. Wir schreiben [z, - - , x,] fiir den Zykel der Lange r mit Trager

{:L‘la e 7=T7"}-

3. Zwei Zykel 0,0’ heifen fremd falls Supp(c) N Supp(c’) = 0.
Bemerkung 1.9.2 Eine Transposition ist ein 2-Zykel.

Satz 1.9.3 1. Fremde Zykeln kommutieren.

2. Jedes v € S,, ist ein Produkt fremder Zykel. Diese sind eindeutig bis auf Reihen-
folge. m

Beweis. 1. Seien 0,0’ fremde Zykel und sei z € [1,n]. Es gilt

x fiir « ¢ Supp(o) U Supp(o’)
o(o'(x)) =< o(x) firz e Supp(o)\ Supp(c’) p =od'(o(2)).
o'(z) fiir x ¢ Supp(c’) \ Supp(0)

2. Sei H = (v) die von v erzeugte Untergruppe. Wir lassen H operieren auf [1,n]
durch 4" - © = 4"(z). Seien B eine Bahn, sei r = |B| und sei 2; € B. Es gilt

B = {371,56’2 = ’Y(ﬂfl)a Ty = 7r71<:€1>}_

Sei op = [x1,- -+, 2,]. Es gilt

v = H 0B.

Be[l,n]/H

Umgekehrt zerlegt jede Faktorisierung v = [], o) die Menge X in Bahnen gegeben
durch die Triger von 0. Diese Bahnen und also die Zerlegung ist bis auf Reihenfolge
eindeutig bestimmt. -

Beispiel 1.9.4 Sei vy = (36451872) € Ss. Die Bahnen von v sind {1, 2, 4,5}, {2,6,8}
und {7}. Es gilt also
v = [1345][268][7] = [1345][268).
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Korollar 1.9.5 Sei v = oy - - - 0} die Zerlegung von v als Produkt fremder Zykel und
sei r; = ord(c;). Dann gilt ord(y = kgV(ry, -+, 7%).

Beweis. Seo d = kgV(ry,---,1%). Es gilt 44 = o¢. ..o = 1d also ord(y)|d. Umge-
kehrt fiir @ mit y* = Id gilt Id = y* = o{ - - - of und da die Tréger dijunkt sind gilt
g¢ = Id fiir alle ¢ € [1, k] also r;|a. Daraus folgt kgV (ry,- - ,7rx)|a. -

Lemma 1.9.6 (Konjugationsprinzip) Sei 0 = [z1,---,x,] ein r-Zykel und sei
v € S,. Dann gilt
yoy Tt = [y(w), - ().

Beweis. Siehe Ubungsblatt 4. -
Korollar 1.9.7 Sei n > 0. Es gilt S,, = ([1,2],[1,2,---,n]).

Beweis. Sei H = ([1,2],[1,2,---,n]). Sei 0 = [1,2,--- ,n]. Es gilt H > o"*[1,2]07" =
[0%(1),0%(2)] = [k + 1,k + 2]. Da die einfache Transpositionen [i,i + 1] die Gruppe
S, erzeugen, gilt H = 5,,. -

Definition 1.9.8 Sei £ > 0. Eine Operation G x X — X heifit k-transitiv falls
fiir x1,---xp € X paarweise verschiedene Elemente und yq,-- -y, € X paarweise
verschiedene Elemente es ein g € G gibt mit

g-x; =vy; fir alle i € [1, k.

Beispiel 1.9.9 Sei S, x [1,n] — [1,n] die Operation v - 2 = 7(z). Dann ist diese
Operation n-transitiv.

Lemma 1.9.10 Sei A4, x [1,n] — [1,n] die Operation gegeben durch v -z = ().
Dann ist diese Operation (n — 2)-transitiv. 0

Beweis. Seien w1, - - -, o € [1,n] paarweise verschieden und v, - - - y,_» € [1,n] paar-
weise verschieden. Seien x,_1, Ty, Yn_1,Yn S0, dass

{1‘1,-'- ’xn}: [1,Tl] :{yla"' ayn}'

Da S, n-transitiv operiert gibt es v € S, mit y(z;) = y; fiir alle ¢ € [1,n]. Fally € A,
sind wir fertig. Sonst, sei v = v o [x,_1, z,]. Dann gilt v/ € A, und ~(x;) = y; fiir
alle i € [1,n — 2].

mente es ein g € G gibt mit

g-x; =y; fiir alle ¢ € [1,k].
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Satz 1.9.11 1. In S, sind alle r-Zykel sind konjugiert.

2. Fiir n > 5 sind alle 3-Zykel konjugiert in A,,.

3. Jedes Element in A, ist ein Produkt gerader Anzahl von Transpositionen.
4. Ein r-Zyklus ist genau dann in A,,, wenn r ungerade ist.

5. Die Menge aller 3-Zykel erzeugt A,,. O

Beweis. 1.Seien o = [z, -+ ,x.Jund o' = [y, - ,y,] zwei r-Zykel. Da S,, n-transitiv
/

operiert, gibt es v € S,, mit y(z;) = y; fiir alle ¢ € [1,7]. Daraus folgt yoy~™! = o’.
2. Sei 0 = [x1, 29, 23] und ¢’ = [y1,92,y3]. Dan > 5 gilt n—2 > 3. Da A, n — 2-
transitiv operiert gibt es v € A, mit y(z;) = y; fiir alle ¢ € [1,3]. Daraus folgt

/

yoy~t =o'

3. Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen und per Definition von A,
sind Element in A,, Produkt gerader Anzahl von Transpositionen.

4. Sei 0 = [y, ,x,]. Es gilt 0 = [xq, xs|[x2, 3] - - - [x,_1, 2] also ist o ein Produkt
von r — 1 Transpositionen und es gilt e(o) = (—1)".

4. Sei [z, xo][x3, x4] oder [y, x5][xe, 23] ein Produkt von 2 Transpositionen mit x,
X9, T3, T4 paarweise verschieden. Es gilt

(21, Ta][23, 24] = [w1, T3, T [T1, T3, 24] und 21, ][0, 73] = [21, 72, 73]
und daraus folgt, dass alle Element in A,, Produkte von 3-Zykel sind. n

Korollar 1.9.12 Sei n > 2.
1. Es gilt D(S,,) = A,.

2. Es gilt
{Id} firn=2,3
D(A,)=¢ Vy, firn=4
A, firn>5

wobei V3 = {Id, [12][34], [13][24], [14][23]}.

Beweis. 1. Da S, /A, ~ {£1} ~ Z/2Z abelsch ist, gilt D(S,) C A, (Lemma 1.6.2).
Fiir n = 2 gilt A, = {Id} also A,, C D(S,). Fiir n > 3 gilt

[a, b, c] = [b, c][a, b][b, ][a, b] = [b, c][a,b][b,c] " [a,b] " = [[b, ], [a,b]] € D(S,).

Da A,, von den 3-Zykeln erzeugt ist, gilt A, C D(S,).
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2. Fiir n = 2,3 ist A,, abelsch also gilt D(A,) = {Id}. Fiir n = 4 gilt V; < A4 (Siche
Ubungsblatt 3) und A,/Vy ~ Z/37 ist abelsch. Nach Lemma 1.6.2 gilt D(A,) C Vj.
Umgekehrt gilt fiir a,b, ¢, d € [1,4] paarweise verschieden:

la,b][c,d] = la,b,cl[a,b,d][a,c,bla,d,b]
= [a, b, c|[a, b,d][a,b, ] a,b,d]~ = [[a,b, |, [a,b,d]] € D(A4).

Daraus folgt V), C D(Ay).

Sei n > 5, seien a, b, ¢ € [1,n] paarweise verschieden und seien z,y € [1,n] \ {a,b, c}.
Es gilt

[a,b,c] =la,b,x][a,c, ylla, x,bla,y, ]
= [a’ b7 "/L‘:I [a7 C7 y] [a’ b7 "/L‘:Iil[a’ C’ y:lil = [[a7 b’ :Ejl’ [a’ C’ y]] 6 D(An)'
Es folgt A, C D(A,) und da D(A,) C A, ist die Behauptung bewiesen. -

Man kann eingentlich das folgende Resultat zeigen (Siche Ubungsblatt 4 fiir den Fall
n=75).

Theorem 1.9.13 Die Gruppe A, ist einfach fiir n > 5. 0

1.10 Sylow Satze

Definition 1.10.1 Sei G eine Gruppe und sei p ein Primteiler von |G| so, dass
|G| = p“m wobei p fm.
Eine Untergruppe von GG der Ordnung p* heiflt p-Sylowuntergruppe.

Bemerkung 1.10.2 Sei G ine Gruppe und p eine Primzahl. Eine Untergruppe H
ist genau dann eine p-Sylowuntergruppe, wenn H eine p-Gruppe ist und [G : H] und
p teilerfremd sind.

Beispiel 1.10.3 Sei p eine Primzahl, sei F, = Z/pZ und sei G = GL,,(F,). Es gilt
n n n n— nn=l) n—
Gl=@"=D6"—p) " =p")=p = " -1@" =1 (p-1).

Um es zu zeigen, zihlen wir die Basen von F}) ab. In F} gibt es p" Elemente. Eine
Basis ist der Form (vy,---,v,). Der erste Basisvektor v; kann beliebig in F \ {0}
gewahlt werden also p” — 1 Mdoglichkeiten. Der zweite Basisvektor v, kann beliebig in
[y \ (v1) gewihlt werden also p" — p Méoglichkeiten. Nach Induktion kann vy kann
beliebig in ) \ (v, -+ ,vy,) gewihlt werden also p" — p* Moglichkeiten.

Sei H die Untergruppe von G, welche von oberen Dreieckmatrizen mit 1 auf der
Diagonal besteht. Dann gilt

n(n—1)

‘H|:p 2

und H ist eine Sylowuntergruppe von G.
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Lemma 1.10.4 Sei G eine Gruppe mit |G| = n = p*m mit p J/m. Sei H eine
Untergruppe von G und sei S eine p-Sylowuntergruppe von G. Dann gibt es ein
g € G so, dass gSg~' N H eine p-Sylowuntergruppe von H ist. Insbesondere hat H
auch eine p-Sylowuntergruppe. 0

Beweis. Sei X = G/S. Sei G x X — X die Linkstranslation auf dem Quotient
X = G/S definiert durch g - [¢'] = [g¢]. Der Stabilisator von [g] = ¢S ist gSg~!
(Siehe Ubungsblatt 4).

Per Einschrankung Operiert H auf X durch H x X — X mit h- [¢/] = [hg']. Der
Stabilisator Hy, von [g] = ¢S ist gSg~* N H (Siehe Ubungsblatt 4).

Die Gruppen gSg~!' N H sind p-Gruppen, da |¢gSg~' N H| die Ordnung |S| = p* teilt.
Wir zeigen, dass es ein g gibt so, dass |H/(gSg ' N H)| = [H : ¢Sg~' N H] und p
teilerfremd sind.

Falls es nicht der Fall ist gilt nach der Bahnformel |H-[g]| = |H|/|H{y| = |H/(9Sg~'N
H)| = [H : gSg~' N H| und teilt p die Zahl |H - z| fiir alle z = [g] € X. Nach der
Bahngleichung

m=|G/S|=|X|= ) |H-a|

[zleX/H

wiirde m durch p teilbar sein. Ein Widerspruch. n

Satz 1.10.5 (Erster Sylowsatz) Sei G eine Gruppe und p ein Primteiler von |G]|.
Dann hat G mindestens eine p-Sylowuntergruppe. 0

Beweis. Sei G eine Gruppe und p ein Primteiler von n = |G|. Nach dem Satz von
Cayley ist G isomorph zu einer Untergruppe von S,. Die Gruppe S, ist aber eine
Untergruppe von GL, (K) fiir jeden Koérper K dank der Abbildung

o— P,

wobei P, die Permutationsmatrix ist: P, = (a;;)ijeq,n mit a;; = 6,4),. Also fiir
K =T, ist G eine Untergruppe von GL,(F,). Da GL,(F,) eine p-Sylowuntergruppe
hat, hat G auch eine p-Sylowuntergruppe nach dem obigen Lemma. =

Korollar 1.10.6 (Satz von Cauchy) Sei G eine Gruppe und p ein Primteiler von
p. Dann gibt es ein Element der Ordnung p.

Beweis. Sei |G| = p®m mit p }/m und sei S eine p-Sylowuntergruppe von G. Sei
g € S\ {eg}. Dann gilt ord(g) # 0 und ord(g)|p® also ord(g) = p* fiir k£ > 1. Dann
k k

gilt ord(g?* ") = =D u

J— p _
T oggT(pkpRl) T op

Korollar 1.10.7 Eine Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe, wenn ord(g) eine
Potenz von p ist fiir jedes g € G.
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Beweis. Sei G eine p-Gruppe. Nach dem Satz von Lagrange ist die Ordnung jedes
Element einen Teiler von |G| also eine Potenz von p.

Umgekehrt, sei G eine Gruppe die keine p-Gruppe ist. Dann gibt es einen Primteiler
g von |G| mit p # ¢ und G hat ein Element der Ordnung g. n

Korollar 1.10.8 Sei p eine Primzal und G eine Untergruppe von .S, so, dass p ein
Teiler von |G| ist und G eine Transposition enthilt. Dann gilt G = S,.

Beweis. Es gilt |S,| = p! = pm mit p jm. Da p die Ordnung |G| teilt gilt |G| =
pm/ mit p fm’. Sei o0 € G der Ordnung p. Wir zeigen, dass o ein p-Zykel ist. Sei
0 =c - ¢k die Zerlegung von o in Produkt von r-Zykeln mit disjunkten Trager. Es
gilt ord(o) = kgV(ord(ey),--- ,ord(c)) nach Korollar 1.9.5. Insberonde muss p die
Ordnung ord(c;) fiir ein 4 teilen. Fiir so ein ¢ gilt ord(c¢;) = p und ¢; ist ein p-Zykel.
Also enthélt G eine Transposition 7 und ein p-Zykel o’

Sei 7 = [a,b]. Es gibt ein v € S, so, dass y7y~' = [1,2] (wihle v mit v(a) = 1
und v(b) = 2). Es geniigt zu zeigen, dass G’ = yGy~! = S, und es gilt YGy~! >
[1,2],0 = vy0o'y~! wobei o ein p-Zykel ist. Da o ein p-Zykel ist gibt es ein k mit
o®(1) = 2. AuRerdem gilt o* € (o) \ {Id} also 1 < ord(c*)|ord(c) = p. Es gilt
also ord(c*) = p und 0% = [1,2,23,--- ,x,]. Sei § € S, mit (1) = 1, §(2) = 2
und §(z;) = i fiir alle ¢ > 3. Dann gilt 6[1,2]6"1 = [1,2] und do*5~! = [1,2,--- ,p].
Die Gruppe G” = §G'6~! enthiilt [1,2] und [1,2,--- ,p] also nach Korollar 1.9.7 gilt
G" = S,. Daraus folgt G' = S, und G = 5,,. n

Korollar 1.10.9 Seien p und ¢ Primzahlen und G eine Gruppe der Ordnung |G| =
pFq' mit k,1 > 1 so, dass ¢ > p*. Dann gilt G ~ K, x K, wobei K, und K, beliechege
p- und g¢-Sylowuntergruppen sind.

Beweis. Nach Korollar 1.8.12 gilt K, <G. Sei H = K, N K,. Dann ist |H| ein Teiler
von p* = |K,| und ¢’ = |K,| also |[H| = 1 und K, N K, = {ec}. Daraus folgt, dass
die Abbildung K, x K, — G, (a,b) ~ ab injektiv ist. Da |K, x K,| = p*¢' = |G|,
folgt, dass diese Abbildung eine Bijektion ist also G = K,K,. Nach dem Satz 1.7.5
folgt G ~ K, x K,,. -

Satz 1.10.10 (Zweiter Sylowsatz) Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der
Ordnung |G| = p*m mit p fm.

1. Sei H eine Untergruppe von G die eine p-Gruppe ist. Dann gibt es S eine p-
Sylowuntergruppe von G mit H C S.

Sei k die Anzahl aller p-Sylowuntergruppen

2. Alle p-Sylowuntergruppe sind zueinander konjuguiert.

3. Es gilt k||G].

4. Es gilt k =1 (mod p) (also k teilt m). O
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Korollar 1.10.11 (Vom Satz 1.10.10.2) Sei G eine Gruppe und S ein p-Sylow-
untergruppe. Dann gilt

S <G < S ist der einzige p-Sylowuntergruppe von G < k = 1.

Beweis. Die letze dquivalenz ist klar da k£ die Anzahl von p-Sylowuntergruppen ist.

(=). Sei S eine p-Sylowuntergruppe mit S<G. Sei T eine weitere p-Sylowuntergruppe.
Nach Satz 1.10.10.2 gibt es ein ¢ € G mit gSg~! = T. Da aber S < G, folgt S =
gSg~t=T.

(«<). Sei S eine p-Sylowuntergruppe und sei ¢ € G. Dann ist gSg~! auch eine p-

Sylowuntergruppe. Daraus folgt nach Annahme, dass gSg~! =S und S < G. n

Beispiel 1.10.12 Sei G eine Gruppe der Ordnung 255. Dann ist G nicht einfach.
Tatséchlich gilt 255 = 3 x 5 x 17. Sei p = 17. Es gilt |G| = p®m mit « = 1 und
m = 3 x 5 = 15. Sei k die Anzahl von p-Sylowuntergruppen. Es gilt £ = 1 (mod p)
und k|m. Die Teiler von 15 sind 1, 3, 5 und 15. Da 3,5,15 # 1 (mod p) gilt k = 1.
Also ist K47 die einzige 17-Sylowuntergruppe und also ein Normalteiler. Es folgt, dass
G nicht einfach ist.

Beweis vom Satz 1.10.10. Wir zeigen 1. und 2. Sei H eine Untergruppe von G die
eine p-Gruppe ist und sei S eine p-Sylowuntergruppe. Nach Lemma 1.10.4 gibt es ein
g € G so, dass gSg~'NH eine p-Sylowuntergruppe von H ist. Da H eine p-Gruppe ist,
ist eine p-Sylowuntergruppe die ganze Gruppe also ¢Sg N H = H i.e. H C gSg™*.
Die Untergruppe ¢S¢g~! hat Ordnung |S| = p® und ist also eine p-Sylowuntergruppe.
Daraus folgt 1.

1

Falls H eine pSylowuntergruppe ist gilt H C ¢Sg~! und |H| = p® = |¢gSg~!| und es

folgt H = gSg~!. Dies zeigt 2.

3. Wir betrachten X = {p-Sylowuntergruppen} und die Operation G x X — X
definiert durch ¢g-S = gSg~!. Nach 2. ist diese Operation Transitiv also gilt G-S = X.
Nach der Bahnformel folgt, dass k = | X| = |G - 5] ein teiler von |G| ist.

4. Sei S eine p-Sylowuntergruppe. Wir betrachten die Einschrinkungen der obigen
Operation auf S i.e. S x X — X definiert durch s -7 = sT's™!. Sei S - T eine Bahn
dieser Operation. Nach der Bahnformel teilt |S - T'| die Ordnung |S| also gilt

1 fiir S-T ={T} i.e. T Fixpunkt oder
|S-T| = .
pa fiir ein a € N.

Sei also X* die Fixpunkte. Es gilt nach der Bahngleichung:
XI= > IS-al= > IS-al+ > [S-al=|X5+pb
[z]lex/S reXS [x]eX/S,xg XS

Also gilt & = | X| = | X®] (mod p). Es geniigt zu zeigen, dass X = {S} also | X°| = 1.
Sei T € X*°. Also ist T eine p-Sylowuntergruppe mit s7s~! = T fiir alle s € S. Sei
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H = (S,T). Dann sind S und T p-Sylowuntergruppe von H (beide sind schon p-
Sylowuntergruppe von G). Aukerdem gilt T C Ng(T) und weil sT's™! = T fiir alle
s € Sgilt auch S € Ny (T). Also gilt H = (S,T) C Ng(T). Daraus folgt H = Ny (T)
i.e. T'< H. Nach Korollar 1.10.11 hat H genau eine p-Sylowuntergruppe. Es folgt
S=T. -

Korollar 1.10.13 (Priméirzerlegung abelscher Gruppen) Sei G eine endliche
abelsche Gruppe. Dann ist fiir jeder Primteiler p von G die p-Sylowuntergruppe K,
von G eindeutig durch

K, ={g € G | ord(g) ist Potenz von p}

G= 1T K,

p Primteiler von |G|

gegeben und es gilt

Beweis. Sei K, eine p-Sylowuntergruppe. Da G abelsch ist K, ein Normalteiler also
ist K, die einzige p-Sylowuntergruppe. Da |K),| eine Potenz von p ist gilt K, C {g €
G | ord(g) ist Potenz von p}. Umgekehrt, sei g € G so, dass ord(g) eine Potenz von
p ist. Dann ist (g) eine p-Gruppe und also in einer p-Sylowuntergruppe enthalten. Es
folgt g € K, da K, die einzige p-Sylowuntergruppe ist.

Seien py,--- ,pg die Primteiler von |G| und sei f : Hle K,, — G definiert durch
flxy, -+ ,x) = 1 - - 2. Da G kommutativ ist ist f ein Gruppenhomomorphismus.
Sei (xq,- -+ ,xx) € Kerf. Dann gilt z125 - - -, = eg. Sei ord(x;) = pi*. Es folgt

ag op @2 Yk
— Py~ Py — P27 Py
eq = (x1---xp)P2 7P =1 :

Da ggT(pl*, p5* - - -pp*) = 1 gibt es a,b € Z mit ap]* + bps? - - - pp* = 1. Es folgt

apflll +bp§2 p:k

Ty =1 = eg.
Analog gilt z; = eg fiir alle ¢ und f ist injektiv. Sei
Gl =pi" -

Es gilt |K,,| = p;" und |Hf:1 K,,| = |G|. Daraus folgt, dass f bijektiv ist also ein
Isomorphismus. =

Beispiel 1.10.14 Sei G eine abelsche Gruppe der Ordnung |G| = p; - - - px. Dann
gilt
G>Z/pZ X ---7]ppZ.

Man kann sogar zeigen:

Theorem 1.10.15 Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es Zahlen aq, - - - , ay €
N mit
G~Z/nZ X - X L]aL.
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1.11 Auflosbare Gruppen

Definition 1.11.1 Sei G eine Gruppe. Die k-te derivierte Untergruppe D*(G)
ist definiert per Induktion durch

D°(G) = G, DY(G) = D(G) und D"(G) = D(D*(@)).
Beispiel 1.11.2 1. Fiir n > 5 gilt D°(S,) = S,,, D'(S,) = D(S,) = A,, D*(S,) =
D(D(S,)) = D(A,) = A, und per Induktion D*(S,) = A, fiir alle k > 1.
2. Fiir n = 4 gilt D°(S4) = Su, D'(Ss) = A4, D*(S1) = D(As) = Vi, D*(S4) =
D(Vy) = {Id} und D¥(Sy) = {1d} fiir alle k > 3.
Bemerkung 1.11.3 Sei G eine Gruppe. Es gilt

G = DG)>DYG)>---> DFG) > D) - -

und D*(G)/D*(G) ist abelsch.

Definition 1.11.4 Eine Gruppe G heift auflésbar wenn es eine Folge von Unter-
gruppen (G;)icp,m) gibt mit

e Gy =G und G, = {eg},
L] Gi+1 < Gl und
e GG;/G,yq ist abelsch.

Beispiel 1.11.5 1. Sei G abelsch, dann ist G auflésbar mit G; = {e¢} <Gy = G.

2. Die Gruppen S,, und A,, sind fiir n < 4 auflésbar mit den Folgen
{Id} = Al = Sl, {Id} = A2 < SQ, {Id} < Ag < Sg und {Id} < ‘/4 < A4 < 54.

Satz 1.11.6 Eine Gruppe G ist genau dann auflésbar, wenn es ein m gibt mit
D™(G) = {ea}- O

Beweis. (<). Sei G; = D(G). Dann ist G; eine Folge von Untergruppen, die die
Definition der Auflésbarkeit erfiillt.

(=). Sei (G)icp,m) eine Folge von Untergruppen mit Gy = G, G, = {ec}, Giz1 <G,
und G; /G,y ist abelsch. Wir zeigen, dass D'(G) C G; per Induktion nach i. Daraus
folgt, dass D™(G) C G,,, = {eg} also D™(G) = {eq}-

Es gilt D°(G) = G = Gy. Angenommen gilt D'(G) C G;. Da G;/G; 1 abelsch ist gilt
D(G;) C Gi;1. Daraus folgt

D(G) = D(D'(Q)) € D(G;) C Gigr.
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Korollar 1.11.7 Die Gruppen S,, und A, sind fiir n > 5 nicht auflésbar.
Beweis. Es gilt D*(S,) = D¥(A,) = A, fir k > 2 und n > 5. n

Satz 1.11.8 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus und sei H eine Unter-
gruppe von G.

1. Bs gilt f(D(H)) = D(f(H)).
2. Es gilt f(D*(G)) C D¥(@) fiir alle k.
3. Falls f surjektiv ist, gilt f(D*(G)) = D*(G’) fiir alle k. O

Beweis. 1. Folgt aus f([a,b]) = [f(a), f(b)].

2. Per Induktion nach k. Es gilt f(D°(G)) = f(G) ¢ G' = D°
men gilt f(D*(G)) C D*(G'). Dann gilt nach 1. f(D*Y(G)) =
D(f(D*(@))) € D(D*(G')) = DMH(G).

). Angenom—

(G
f(D(DX(G))) =

3. Per Induktion nach k. Es gilt f(D°(G)) = f(G) = G' = DY(&). Angenom—
men gilt f(D*(G)) = D¥(G’). Dann gilt nach 1. f(D¥Y(G)) = f(D(D*(Q))) =
D(f(D*(G))) = D(D¥(G")) = DM(G). n

Korollar 1.11.9 Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe und N ein Normalteiler.
1. Falls G auflosbar ist gilt H, N und G/N sind auflosbar.
2. Die Gruppe G ist genau dann auflésbar, wenn N und G /N auflésbar sind.

Beweis. 1. Sei m mit D™ (G) = {eg}. Es gilt D™(H) C D™(G) also ist H auflosbar.
Das gleiche gilt fiir N. Nach dem obigen Satz mit f : G — G/N die kanonische
Projektion gilt f(D™(G)) = D™(G/N) also D™(G/N) = {eq/n}-

2. (=). Folgt aus 1.

(«<). Seien m und r mit D™(N) = {eq} und D"(G/N) = {eg/n}. Sei [ : G — G/N
die kanonische Projektion. Nach dem obigen Satz gilt f(D"(G)) = D"(G/N) =
{ec/n}. Also gilt D"(G) C Kerf = N. Daraus folgt D"*"(G) = D™(D"(G)) C
D™(N) = {eg}. -

Korollar 1.11.10 Seien Gy, ---,G,, H und N Gruppen.

1. Das Produkt G; x --- X G, ist genau dann auflésbar, wenn G; fiir alle ¢ € [1, 7]
auflosbar ist.

2. Das semidirekte Produkt N x H ist genau dann auflésbar, wenn N und H auflésbar
sind.

Beweis. Siehe Ubungsblatt 5. n

Korollar 1.11.11 Jede p-Gruppe ist auflosbar.
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Beweis. Siehe Ubungsblatt 5. n

Satz 1.11.12 Sei G endlich auflésbar. Jede Folge von Untergruppen (G;)icp ) mit
Go = G, G, = {eg}, Giz1 <G; und G;/G;41 abelsch ldsst sich verfeinern in einer
Folge von Untergruppen (G});cp, mit

. Gj— G und G, = {ec,
e G/ <G} und
e G}/G! , ~ Z/p;Z fiir eine Primzahl p;. .

Beweis. Sei (G;)icp1, eine Folge die sich nicht verfeinern ldsst aber mit ein & so,
dass G}/Ggyq nicht von Primzahlordnung. Sei p ein Primteiler von G/Gyi1 und
r € Gy/Gry1 ein Element der Ordnung p ist (Satz von Cauchy). Dann gilt {e} C
(x) € Gi/Gri1. Da Gy /Gy abelsch ist gilt (x) 4Gy /Graq. Sei m: Gy — Gi/Griq die
kanonische Projektion und H = n~1((z)). Es gilt G},1 € H C Gy und Gy, < H <Gy,
Ein Widerspruch zur nicht Verfeinbarkeit. n

/2

.. _ Z/22 | Z/3L _ Z/2T
Beispiel 1.11.13 Es gilt S5, > Ay

S0y, P d, 234y B 1),



2 Ringe

2.1 Grundbegriffe

2.1.1 Definition
Definition 2.1.1 1. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + : R X
R— R, (a,b) —a+bund x : Rx R— R, (a,b) — ab so, dass
e (R,+) ist eine kommutative Gruppe mit O als neutrales Element,
e (ab)c = a(be) fiir alle a,b, ¢ € R,
e a(b+c) =ab+ ac und ba + ca = (b+ c)a fiir alle a,b,c € R,
e es gibt ein Ig € Rmita-1g = 1g-a = a fir alle a € R.
2. Falls x kommutativ ist i.e. ab = ba fiir alle a,b € R heifst R kommutativer
Ring.
Bemerkung 2.1.2 Sei R ein Ring.
1. Falls 1r = Og gilt R = {Og}. In diesem Fall heift R der Nullring.
2. Fiir alle a,b € R gilt
e Op-a=a-0gr=0pg

o (—a)(—b) = ab

Beispiel 2.1.3 1. (Z,+, x), (Q, +, x), (R, 4, x) und (C, +, x) sind Ringe.
2. (Z/nZ,+, x) in ein Ring.

3. Sei K ein Korper. (M, (K),+, x) ist ein Ring, wobei + bzw. x Matrixaddition
bzw. Matrixmultiplikation sind.

4. Fiir x € C, sei x — z die komplexe Konjugation. Die Menge der Quaternionen

H:{(_‘”ﬂ g)eMz(cHx,yec}

mit Matrixaddition und Matrixmultiplikation ist ein nicht kommutativer Ring.
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Definition 2.1.4 Seien R und R’ zwei Ringe. Das Produkt R x R’ mit (a,ad’) +
(b,b') = (a+b,a'+V') und (a, a’)(b,b") = (ab, a’'t’) ist ein Ring und heifit Produktring
von R und R'.

Definition 2.1.5 Sei R ein Ring.

1. Ein Element a € R heift Einheit oder invertierbar falls es ein b € R gibt mit
ab = ba = 1z. Mann schreibt R* fiir die Menge aller Einheiten:

R* ={a € R | ais eine Einheit}.

2. Ein Element a € R heift Nullteiler falls es ein b € R\ {0z} gibt mit ab = Oy
oder ba = Og.

Bemerkung 2.1.6 Sei R ein Ring.

1. Die Menge (R*, x) ist eine Gruppe. Insbesondere ist fiir a € R* das Element
b € R mit ab = ba = 1y ein Element in R* und ist eindeutig bestimmt. Wir schreiben
b=a"'.

2. Es gilt R* C R\ {Nullteiler}: sei b € R mit ab = Or oder ba = 0. Es gilt
Or =a tab=boder Og = baa™! = b.

Definition 2.1.7 Sei R ein Ring.

1. R heifst Nullteilerfrei falls (a € R Nullteiler = a = 0).

2. R heifit Intergritétring falls R # {Og}, R kommtativ und Nullteilerfrei ist.
3. R heifit Schiefkorper falls R* = R\ {0g}.

4. R heifst Korper falls R ein kommutativer Schiefkorper ist.
Beispiel 2.1.8 1. Der Ring Z ist ein Integrititsring.
2. Der Ring R = 7 /47 ist kein Integritétsring: Es gilt [2] # Og aber [2][2] = [4] = Og.

3. Der Ring H ist ein nicht kommutativer Schiefkorper.

Bemerkung 2.1.9 Sei R ein nullteilerfreier Ring und S ein Unterring. Dann ist S
nullteilerfrei.

Definition 2.1.10 Sei R ein Ring.

1. Der Polynomring zu R ist

R[X] = {Z X" | 7 # 0 nur fiir endlich viele k& }

k=0
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mit
<Z Tka) " (Z%Xk> =D (4 )X
k=0 k=0 k=0
(ZTka> X (ZT];Xk> = Z ( Z TQT;> Xk
k=0 k=0 k=0 \a+b=k
2. Per Induktion definiert man den Polynomring mit n Unbekannten zu R als

RIXy, -, Xo] = (R[Xy, -+ X ] ) [XG].

Bemerkung 2.1.11 Sei R ein Ring.

1. Sei P ein Polynom in R[X]. Dann definiert P eine polynomiale Abbildung fp :
R — R durch fp(r) = P(r).

2. Man sollte aber Polynome und polynomiale Abbildungen nicht verwechseln. Zum
Beispiel fiir R = Fy = Z /27 sind die Polynome P = 0 und Q = X + X? verschieden
aber die Abbildungen die sie definieren sind fp : Fy — Fy und fg : F; — F5 und es
gilt fp(x) =0 = fo(x) fiir alle z € Fy also fp = fg.

Lemma 2.1.12 Sei R ein nullteilerfreier Ring. Dann ist R[X] nullteilerfrei. 0

Beweis. Seien P, € R[X]\{0}. Wir schreiben P = >~} r.X* und m = >";" , s, X"
mit 7, # 0 # s,,,. Es gilt

PQ = f: ( > rasb> Xk = :f:th’f.
=0

k=0 \a+b=k

Insbesondere gilt ¢, = r,$,. Da R nulteilerfrei ist gilt ¢, # 0 also PQ # 0. =

2.1.2 Ringhomomorphismus

Definition 2.1.13 Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung f : R — R/,
wobei R und R’ ringe sind so, dass fiir alle a,b € R gilt

fla+b) = fla)+ f(b), f(ab) = f(a)f(b) und f(1r) = 1A
Lemma 2.1.14 Sei f: R — R’ ein Ringhomomorphismus.

1. Dann gilt f(R*) C R'™.

2. Die induzierte Abbildung f : R — R'™ ist ein Gruppenhomomorphismus. 0

Beweis. Ubung. n
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2.1.3 Unterringe und ldeale

Definition 2.1.15 Sei R ein Ring.

1. Eine Untergruppe R’ C R heift Unterring falls
e 1p € R und
e ab € R fiir alle a,b € R'.

2. Eine Untergruppe I C R heiftt Ideal falls ab, ba € I fiir alle a € [ und alle b € R.
Lemma 2.1.16 Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann gilt

I=R&1zel.

Beweis. Ubung. n

Beispiel 2.1.17 1. Z C Q C R € C C H sind Unterringe.
2. Sei R ein Ring. Die Menge {0g} ist ein Ideal und heifst Nullideal.

3. Sei R ein kommutativer Ring und r € R. Dann ist (r) = rR = {ra € R | a € R}
ein Ideal.

4. Zum Beispiel ist nZ C Z ein Ideal. Alle Ideale in Z sind dieser Form (schon alle
Untergruppen sind dieser Form!).

5. Sei K ein Korper und R = K[X]. Dann sind alle Ideale I in R der Form [ = (P)
fiir ein P € K[X] (Siehe LAII Ubungsblatt 8 Ubung 1).

Lemma 2.1.18 Sei f: R — R’ ein Ringhomomorphismus, seien S C Rund S’ C R’
Unterringe und I C R und I’ C R’ Ideale.

1. Dann sind f(S) und f~'(S") Unterringe von R’ und R. Insbesondere ist Imf ein
Unterring.

2. 1. Dann ist f~'(I') ein Ideal von R. Insbesondere ist Kerf ein Ideal.
3. Falls f surjektiv ist, ist f(I) ein Ideal in R'. 0

Beweis. Bilder und Urbilder von Untergruppen sind Untergruppen.

1. Esgilt 1g € S also 1g = f(1g) € f(S). Seien f(a), f(b) € f(S) mit a,b € S. Dann
gilt ab € S und f(a)f(b) = f(ab) € f(5).

Es gilt f(1g) = 1r € S" also 1z € f71(9’). Seien a,b € f~1(S) also f(a), f(b) € .
Dann gilt f(ab) = f(a)f(b) € S" also ab € f~(5").

2.Sei a € f7Y(I') und b € R. Dann gilt f(a) € I’ und f(ab) = f(a)f(b) € I’ und
fba) = f(b)f(a) € I
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3. Sei f(a) € f(I) mit a € I und sei b’ € R'. Da f surjektiv ist, gibt es ein b € R mit
f(b) = V. Es folgt ab,ba € I und f(a)f(b) = f(ab) € f(I) und f(b)f(a) = f(ba) €
f). .

2.1.4 Quotienten

Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann ist (R/I,+) eine Gruppe und die kanonische
Projektion 7 : R — R/I ist ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma 2.1.19 Sei R ein Ring und I ein Ideal.
1. Dann ist die Verkniipfung x : R/I x R/I — R/I, ([a], [b] — [ab] wohl definiert.

2. (R/1,+, x) ist ein Ring und die kanonische Projektion 7 : R — R/I ist ein
Ringhomomorphismus. 0

Beweis. 1. Seien a/,b' € R mit [a'] = [a] und [V'] = [b]. Es gibt ¢,d € I mit ' = a+c¢
und ¥ = b+d. Dann gilt a'b' = ab+ ad+ cb+cd und da ad, cb, cd € I gilt [a'b'] = [ab].

2. Ubung. [

Definition 2.1.20 Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann heift R/I mit [a] + [b] =
[a 4+ b] und [a][b] = [ab] der Quotientring.

Bemerkung 2.1.21 Sei R ein Ring und [ ein Ideal. Dann gilt I = Kerm, wobei
7w : R — R/I die kanonische Projektion. Also ist jeder Ideal der Kern eines Ringho-
momorphismus.

Satz 2.1.22 Sei f : R — R’ ein Ringhomomorphismus, sei I ein Ideal von R und
sei m: R — R/I die kanonische Projektion.

1. Es gibt ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus f : R/I — R’ so, dass das
Diagram

R—Ll-p

| A7

R/I
kommutiert, genau dann wenn [ C Kerf.
Angenommen I C Kerf und sei f wie in 1.
2. Die Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn I = Kerf.

3. Die Abbildung f ist genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist. 0
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Beweis. 1. Nach Satz 1.2.10.1 existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomor-
phismus f wie oben genau dann, wenn I C Kerf. Wir zeigen, dass f ein Ringhomo-
morphismus ist. Es gilt f([lg/]) = f(7(1r)) = f(1r) = 1r. Seien a,b € R. Es gilt

f(la][b]) = f([ab]) = f(m(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = f([a])f([b]).
2. Folgt aus Satz 1.2.10.2.
3. Folgt aus Satz 1.2.10.3. n

Korollar 2.1.23 Sei f : R — R’ ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann gilt
R/Kerf ~ R'.

Beispiel 2.1.24 Es gilt R[X]/(X%2+1) ~C.

2.1.5 Erzeuger

Lemma 2.1.25 Sei R ein Ring. Sei (R,)4ca ein Familie von Unterringe und sei
(I,)aca eine Familie von Ideale. Seien I und J zwei Ideale.

1. Dann ist (), 4 Ra ein Unterring

2. Dann sind (\,cqlo, I +J ={a+bec R |acI,bc J} Ideale.

3. Sei A C R eine Teilmenge. Dann gibt es ein kleinster Unterring S mit A C S.

4. Sei A C R eine Teilmenge. Dann gibt es ein kleinstes Ideal I mit A C 1. 0

Beweis. 1 + 2 Ubung.
3 + 4. Der kleinste Unterring bzw. das kleinste Ideal sind

ﬂ S und n I.

SDA, S Unterring IDA, I Ideal
Definition 2.1.26 Sei R ein Ring, A eine Teilmenge in R, S ein Unterring und 7, J
Ideale in R.

1. Der kleinste Unterring die S und A enthélt heift der von S und A erzeugte
Unterring.

Man schreibt S[A] fiir den von S und A erzeugten Unterring.
2. Das kleinste Ideal die A enthéilt heifst das von A erzeugte Ideal.

Man schreibt (A) fiir das von A erzeugte Ideal. Falls A = {a} schreibt man (A) = (a).
Ein solches Ideal heiftt Hauptideal.

2. Die Summe von [ und Jist dasIdeal I+ J={a+b€ R |a€ I,bec J}.

3. Das Produktideal von [ und J ist IJ = (ab | a € I,b € J) i.e. das von
Produkte ab mit a € I und b € J erzeugte Ideal.
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Beispiel 2.1.27 1. Z[v/2] = {a + bv/2 | a,b € Z} ist der von /2 erzeugte Unterring
von R.

2. Allgemeiner gilt fiir R kommutativ, S C R Unterring und r € R:
Sirj={P(r) e R| P e S[X]}.

3. Sei R ein kommutativer Ring und r € R. Dann gilt (r) = {ra € R | a € R}.

Bemerkung 2.1.28 Es gilt /J C INJ.

2.1.6 Isomorphiesitze

Satz 2.1.29 (Erster Isomorphiesatz) Sei R ein Ring und seien I, J Ideale.
1. Dann ist [ ein Ideal in 7 + J und I N J ist ein Ideal in J.

2. Die Abbildung J/(INJ) — (I + J)/I, [a]lins +— [a]; ist wohl definiert und ein
Gruppenisomorphimus. O

Beweis. 1. Klar.

2. Folgt aus dem ersten Isomorphiesatz fiir Gruppen. n

Satz 2.1.30 (Zweiter Isomorphiesatz) Sei R ein Ring und [ ein Ideal. Sei J D [
eine Untergruppe.

1. Dann ist J genau dann ein Ideal in R, wenn J/I ein Ideal in R/I ist.

2. Die Abbildung (R/I)/(J/I) — R/J, [lali)s/r — la]; ist wohl definiert und ein
Ringisomorphimus. 0

Beweis. 1. Sei J ein Ideal und seien [a] € J/I und [b] € R/I. Dann gilt [a][b] = [ab] €
J/I und [b][a] = [ba] € J/I da ab,ba € J.

Umgekehrt sei J/I ein Ideal. Seien a € J und b € R. Dann gilt [ab] = [a][b] € J/I
und [ba] = [b][a] € J/I also ab,ba € J.

2. Aus dem zweiten Isomorphiesatz fiir Gruppen folgt, dass die Abbildung wohl defi-
niert ist und ein Gruppenisomorphismus. Aber per Definition des Produkts ist diese
Abbildung ein Ringhomomorphismus. n

Korollar 2.1.31 Sei R ein Ring und I ein Ideal in Rund 7 : R — R/I die kanonische
Projektion. Dann ist die Abbildung

{ J1deal von R | J D I} — { J Ideal von R/I }, J s 7w(J)=J/I
bijektiv und es gilt R/J ~ (R/I)/n(J) = (R/I)/(J/I).
Beweis. Die Umkehrabbildung ist J — 7=1(J). -
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2.1.7 Primideale und maximale ldeale

Lemma 2.1.32 Sei R ein kommutativer Ring. Es gilt

R Korper < die einzige Ideale in R sind R und 0.
Beweis. (=). Sei I ein Ideal mit I # 0. Sei a € I mit a #. Dann ist a invertierbar
und es gilt 1z =a 'a € I also I = R.

(<). Sei @ € R mit a # 0 und sei = (a). Dann gilt I # 0 also [ = R und 1y € I.
Es gibt also ein r € R mit ra = ar = 1y also a ist invertierbar. n

Lemma 2.1.33 Sei f : K — R ein Ringhomomorphismus mit K ein Kérper und

R # 0. Dann ist f injektiv. O
Beweis. Der Kern Kerf ist ein Ideal. und f(1x) = 1r # Og also gilt Kerf # K. Da
K ein Korper ist hat K nur zwei Ideale: K und 0. Es folgt Kerf = 0. n

Definition 2.1.34 Sei R ein Ring und [ ein Ideal.
1. Das Ideal I heift Primideal, wenn [/ # R und fiir a,b € R gilt
(abeI)= (a€loderbel).

1. Das Ideal I heifs maximal, wenn I # R und fiir J ein Ideal gilt
(IcJ)=(J=1oder J=R).

Beispiel 2.1.35 Sei R = Z. Dann ist nZ genau dann ein Primideal, wenn n = 0
oder n eine Primzahl ist.

Lemma 2.1.36 Sei R ein kommutativer Ring und [ ein Ideal.

1. Das Ideal I ist genau dann ein Primideal, wenn A/l ein Integrititsring ist.

2. Das Ideal I ist genau dann maximal, wenn A/I ein Korper ist. O
Beweis. Das Ideal ist genau dann echt (I # R), wenn R/I # 0.

1. Sei I Primideal und seien [a], [b] € R/I mit [a][b] = [0]. Es gilt [ab] = [0] also ab € I.
Da I Primideal ist, gilt a € I oder b € I also [a] = [0] oder [b] = [0].

Umgekehrt, sei R/I Integritétsring und seien a,b € R mit ab € I. Dann gilt [a][b] =
[ab] = [0] also [a] = [0] oder [b] = [0]. Daraus folgt a € I oder b € I.

2. Sei m : R — R/I die kanonische Projektion. Sei / maximal und sei J ein Ideal
in R/I. Dann ist 7—!(J) ein Ideal in R mit I C 7~ %(J). Da I maximal ist, folgt
7~ Y(J) = I oder 771(J) = R. Es folgt J = n(7~Y(J)) = I/I = ([0]) oder J = R/I.
Nach dem Lemma 2.1.32 folgt, dass R/I ein Korper ist.

Umgekehrt, sei R/I ein Korper und sei J ein Ideal mit I C J. Dann ist 7(J) ein
Ideal in R/ also nach Lemma 2.1.32 gilt 7(.J) = ([0]) oder 7(J) = R/I. Daraus folgt
J=n"Ym(J)) =1 oder J = R und I ist maximal. -
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Beispiel 2.1.37 Sei R = Z[X]. Dann ist (X) ein Primideal aber nicht maximal:
es gilt Z[X]/(X) = Z Integrititsring aber kein Korper. Das Ideal (X,2) D (X) ist
maximal: Z[X]/(X,2) ~ Z/(2) = Fy ist ein Korper. Das Ideal (X?) ist kein Primideal.

Korollar 2.1.38 Ein maximales Ideal ist ein Primideal.
Beweis. Ein Korper ist immer ein Integritatsring. n

Beispiel 2.1.39 1. Das Ideal I = (X?+1) ist ein Primideal und sogar ein maximales
Ideal in R[X]: es gilt R[X]/(X?+1) ~ C aber kein Primideal in C[X]: es gilt X —i & I,
X+igIaber (X —i)(X+1)=X?+1€l.

2. Sei x € R", sei R = C°(R",R) und M, = {f € R | f(z) = 0}. Dann gilt
R/M, ~ R und <M, ist ein maximales Ideal in R.
Bemerkung 2.1.40 Aus dem Auswahl-Axiom kann man Zeigen

Satz 2.1.41 (Satz von Krull) Sei R ein Ring und [ ein Ideal mit I # R. Dann
gibt est ein maximales Ideal 99t mit 7 C 9. 0

Lemma 2.1.42 Sei f: R — R’ ein Ringhomomorphismus zwischen zwei kommuta-
tiven Ringe und sei I’ ein Ideal in R'.

1. Es gilt (I’ Primideal) = (f~'(I’) Primideal).

Sei f surjektiv

2. Es gilt (I’ Primideal) < (f~!(I’) Primideal).

3. Es gilt (I’ maximales Ideal) < (I maximales Ideal). O

Beweis. 1. Seien a,b € R mit ab € f~1(I'). Es gilt f(a)f(b) = f(ab) € I’ also
f(a) € I' oder f(b) € I'. Daraus folgt a € f~(I") oder b € f~1(I).

Da f surjektiv ist gilt R ~ R/Kerf und nach identifizierung von R’ mit R/Kerf
ist die Abbildung f : R — R’ mit der kanonischen Projektion 7 : R — R/Kerf
identifiziert.

2 und 3. Sei I’ ein Ideal in R' = R/Kerf. Sei I = 7 '(I'). Es gilt I D J und
I/J =mn(l)=1I'" Nach dem zwieten Isomorphiesatz gilt

R/I~(R/J)/(I)])=R/I.

Insbesondere ist R/I genau dann Integritdtsring bzw. Korper, wenn R’/I" Integri-
tatsring bzw. Korper ist. -

Beispiel 2.1.43 1. Sei f : R[X] — C[X] und I = (X? + 1) C C[X]. Dann gilt
Y1) = (X?+1) C R[X] und f~!(1) ist ein Primideal und maximal aber I ist nicht
maximal und kein Primideal.

2. Sei f : Z — Q die enthaltung. Sei I = (0) C Q. Dann gilt f~'(I) = (0) C Z. Das
Ideal [ ist ein Primideal in Q und sogar maximal aber f~!([) ist ein Primideal aber
nicht maximal.
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2.1.8 Teilerfremde Ideale

In diesem Abschnitt ist R ein kommutativer Ring.

Definition 2.1.44 Zwei Elemente a,b € R heiflen teilerfremd falls

(claund ¢[b = ce€ R*) fiir alle ¢ € R.
Beispiel 2.1.45 1. Seien n,m € Z. Dann sind n und m genau dann teilerfremd,
wenn ggT(n,m) = 1.

2. Sei K ein Korper und R = K[X,Y]. Dann sind X und Y teilerfremd: sei P mit
P|X und P|Y. Dann gilt P = X oder P = AX fiir A € K* und P =\ oder P = \Y
fiir A € K*. Es folgt P=X € K* C R*.

Definition 2.1.46 Sei R ein Ring. Zwei Ideale I und J heifen teilerfremd falls
I+ J=R.

Beispiel 2.1.47 1. Sei R =Z, [ = nZ = (n) und J = mZ = (m). Dann sind [ und
J genau dann teilerfremd, wenn n und m teilerfremd sind.

2. Sei K ein Korper und R = K[X,Y]. Seien I = (X) und J = (V). Dann sind [ und
J nicht teilerfremd: es gilt I 4+ J = (X)+ (Y). Sei P € I+ J. Dann gibt es Polynome
S, T € Rmit P = XR+ YT. Daraus folgt P(0,0) = 0. Insbesondere gilt 1 & I + J
und I + J # R.

Lemma 2.1.48 Sei R ein kommutativer Ring. Seien a,b € R und I = (a), J = (b).
1. Es gilt: (7 und I sind teilerfremd) = (a und b sind teilerfremd).
Sei R ein Hauptidealring i.e. alle Ideale I’ sind der Form I’ = (a') fiir ein o’ € R.

2. Es gilt: (I und [ sind teilerfremd) < (a und b sind teilerfremd). O

Beweis. 1. Es gilt (a) + (b)) = I + J = R. Es gibt also =,y € R mit 1 = az + by. Sei
¢ € R mit c|a und c|b. Es gibt also «, 5 € R mit a = ca und b = ¢3. Daraus folgt

1 =azx+ by = cax + cfy = c(ax + Py)

und c ist invertierbar.

2. (=) folgt aus 1. («=). Da R ein Hauptidealring ist gibt es ein ¢ € R mit (a)+ (b) =
I +J = (c). Es geniigt zu zeigen, dass ¢ € R* gilt: daraus folgt (¢) = R. Es gilt
a € (a) + (b) = (c) also gibt es ein @ € R mit a = ca i.e. c|a. Analog gilt ¢|b. Da a
und b teilerfremd sind folgt ¢ € R*. n
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Satz 2.1.49 (Chinesischer Restsatz) Sei R ein kommutativer Ringund Iy, --- , I,
paarweise teilerfremde Ideale. Dann ist die Abbildung

R/ﬂ[k‘ — HR/[kv [a] = ([G]R/hv T [a]R/In>'

wohl definiert und ein Isomorphismus. 0

Beweis. Die Abbildung ' : R — [[, R/Ix, a — ([a]gr/1,,- -+ ,[a]r/1,) ist wohl de-
finiert. Die obige Abbildung f wird wohl definiert sei sobald (), I, C Kerf’. Sei
a € [, Ik- Dann gilt a € I}, fiir alle k. Daraus folgt [a]r/;, = [0]r/7, und a € Kerf".

Wir zeigen Kerf’ = (), I;. Sei a € Kerf’. Dann gilt [a]g/;, = [0]g/s, fiir alle k& also
gilt a € I, fiir alle k und es folgt a € (), 1. Daraus folgt, dass f injektiv ist.

Es bleibt zu zeigen, dass f surjektiv ist. Es geniigt jetzt zu zeigen, dass f’ surjektiv
ist. Sei j € [1,n]. Wir zeigen zuerst, dass I; und [, _; /i teilerfremd sind. Fiir k # j
sind I; und [, teilerfremd also I; + I, = R und es gibt a;; € I; und by € I, mit
1 = a;; + by Daraus folgt

1= H(ang + bk) =Cj + ku
k#j k#j

wobei ¢; € I;. Da b, € I gilt Hk# b € I, fiir alle k& # j also Hk# b, € ﬂk# 1.
Daraus folgt 1 € I; + [\, Iy und R = I + (N, Ix- Sei dj = [, bx. Es gilt
c; + dj =1, ¢ € [j und dj € ﬂk;ﬁj[k-

Sei 7; : R — R/I; die kanonische Projektion. Es gilt m;(c;) = [¢j]r/r; = [0]r/z, da
Cj - ]j. Es gllt Wj(dj) = 7Tj(1 — Cj) = 7Tj(1) = [I]R/Ij- Und es gllt Wj(dg) = [dg]R/[j =
0] gyr, fiir £ # j da dp € Nz Ix und j € {k | k # (}.

Sei ([al]R/Ilu Tty [an]R/In) € [I, R/I und sei

n
a = E dgag.
(=1

Es gilt
mi(a) =Y mi(do)mi(ar) = [a;]ry1,-
=1
Daraus folgt f(a) = ([a1]r/n,, -+ [an|r/1,) und f ist surjektiv. -

Korollar 2.1.50 Seien n,m € Z teilerfremd. Es gilt
Z/mnZ ~ 7/mZ X Z/nZ.

Beweis. Da n und m teilerfremd sind, gilt nZ N mZ = mnZ. n
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Lemma 2.1.51 Sei n € Z. Dann gilt
(Z/nZ)* = {[m] € Z/nZ | m und n sind teilerfremd}.

Beweis. Siehe Ubungsblatt 6. n

Definition 2.1.52 Die Eulersche yp-Funktion ist die Abbildung ¢ : Z-g — N
definiert durch

o(n) = [(Z/nZ)*| = |{[m] € Z/nZ | m und n sind teilerfremd}|.
Bemerkung 2.1.53 Es gilt (1) = 1 und ¢(p) = p — 1 fiir p ein Primzahl.
Lemma 2.1.54 Sei p ein Primzahl und o € Nyg. Es gilt o(p®) = p* — p* L. 0

Beweis. Ein Element m € [1, p?] is genau dann teilerfremd mit p®, wenn p kein Teiler
von m ist. Die Elemente in [1, p®] die durch p teilbar sind, sind die Elemente pk mit

k € [1,p*1]. Es sind also genau p®~! Elemente die durch p teilbar sind und p® — p®—1
Elemente die durch p nicht teilbar sind. m
Lemma 2.1.55 Seien Ry,---, R, Ringe. Es gilt ([[, R)* = [[,(R}). O
Beweis. Ubung. n

Korollar 2.1.56 Sei n € Z und n = p{" -- - p% die Primzahlzerlegung. Es gilt

T

e(n) =] [ - ‘”HG‘%)

i=1

Beweis. Da die Zahlen p{" paarweise teilerfremd sind, sind die Ideale p}“Z paarweise
teilerfremd und es gilt

Z/nZ =17) 0 pYiZ ~ HZ/p‘“Z

Nach dem obigen Lemma gilt
p(n) = |(Z/nZ)* HZ/pf”Z | = H\ (Z/p2)| = Hw

Nach Lemma 2.1.54 folgt die Aussage. n
Satz 2.1.57 Sei n € Z. Dann ist die Abbildung
D (Z/nZ)" — Aut(Z/nZ)

definiert durch a — @,, wobei @, : Z/nZ — 7Z/nZ, x — ax ist ein Gruppenisomor-
phismus. O

Beweis. Siehe Ubungsblatt 6. n



48 2 Ringe

2.2 Quotientkorper

In diesem Abschnitt ist R ein Integritatsring.
Definition 2.2.1 Sei ~ die Relation auf R x (R \ {0}) definiert durch

(a,b) ~ (¢,d) < ad = be.
Lemma 2.2.2 Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation. O

Beweis. Es gilt ab = ba also (a,b) ~ (a,b). Seien (a,b) ~ (¢,d). Es gilt ad = be also
cb = da und es folgt (¢, d) ~ (a,b). Seien (a,b) ~ (¢,d) ~ (e, f). Es gilt ad = bc und
cf = de. Daraus folgt adf = bef = bde. Da d # 0 und R Integritédtsring folgt af = be
also (a,b) ~ (e, f). -

Definition 2.2.3 Sei Frac(R) = (R x (R\{0}))/ ~ die Menge aller Aquivalenz-
klassen fiir ~. Wir Schreiben ¢ fiir die Aquivalenzklasse [(a,b)] von (a,b).

Satz 2.2.4 Sei R ein Integrititsring.

1. Die Menge Frac(R) mit § + < = 24the ypd ¢ . £ = 9 jsf ein Korper.

2. Die Abbildung R — Frac(R), a +— { is ein injektiver Ringhomomorphimus. 0

Beweis. 1. Zuerst zeigen wir , dass die Addition und die Multiplikation wohl definiert
sind. Sei ¢ = £ und £ = £. Dann gilt & = 24 - becd _ oc Apalog ist die

Addition wohl definiert.

Da das Produkt in R assoziativ und kommutativ ist ist das Produkt in Frac(R) auch
kommutativ und assoziativ. Da R ein kommutativer Ring folgt, dass + kommutativ
ist. Man ﬁberprﬁft leicht, dass Y ein neutrales Element fiir + ist und es gilt 7

1
=t =¥ = Yalso ist (Frac(R) +) eine kommutatlve Gruppe. D1str1but1v1tatsgesetzt

b 1
uberpruft man leicht. Es gilt { 1 7 = ¢ also ist 1 ein neutrales Element fiir die
Multiplikation.

Sei § # % Dann gilt a # 0 also ist 3 wohl definiert. Es gilt ¢ - 2 = Z—g = % Also ist
Frac(R) ein Korper.

2. Es gilt € @b — also ist die Abbildung ein Ringhomomorphismus. Sei ¢ im Kernel.
Es gilt § = % und es folgt a = 0. -

a. b
1 1
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2.3 Noethersche Ringe

In diesem Abschnitt arbeiten wir mit kommutative Ringe.

Definition 2.3.1 Sei R ein kommutativer Ring und [ ein Ideal.

1. T heifst endlich erzeugt falls es endlich viele Elemente aq,--- ,a, € R gibt mit
I = (a1,~- ,an).

2. Ein Ring heifst noetherscher Ring falls alle Ideale endlich erzeugt sind.

Beispiel 2.3.2 1. Ein Hauptidealring ist ein notherscher Ring (alle Ideale sind von
einem Element erzeugt).

2. Insesondere sind Z und K[X] mit K ein Korper noethersche Ringe.
Satz 2.3.3 Sei R ein kommutativer Ring. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. R ist ein noetherscher Ring.

2. Jede aufsteigende Kette I; C Is C --- C I, C --- von Ideale ist stationér i.e.
es gibt ein N € N mit [,, = Iy fiir alle n > N.

3. Jede (nicht leere) Familie (1)) ea von Ideale hat ein maximales Element.

Beweis. (1. = 2.) Sei I = |J, I,,. Dann ist I ein Ideal: seien a,b € I, dann gibt es
n,mmit a € I, und b € I,,,. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen n < m. Also
a€l,Cl,und a+0bel, CI. Seijetzt c € R. Dann gilt ac € I,, also ac € I.

Da R noethersch ist gibt es Elemente aj,---,a; € R mit [ = (ay,---,ax). Per
Definition von I gibt es Zahlen n; mit a; € I, fiir jedes i. Sei N = max;{n;}. Dann
gilt a; € I, C Iy fiir jedes i. Daraus folgt I = (ay,---,ax) C Ix und also [ = Iy.

Es folgt I, C I = Iy fiir alle n und I,, = Iy fiir alle n > N.

(2. = 3.) Angenommen habe die Familie (1,)xc kein maximales Element. Wir kon-
struiren per Induktion nach n ein nicht stationére aufsteigende Kette von Ideale. Sei
I := I,, ein Elemente in der Familie. Da I; nicht maximal ist gibt es ein \y € A
mit Iy C Iy := I,,. Sei die Kette [; C --- C [, konstruiert. Da I, kein maximales
Element ist gibt es ein A\, 1 € A mit [, C I, := I,

n+1°

(3. = 1.) Sei [ ein Ideal und E = {J endlich erzeugtes Ideal mit J C I}. Da (0) C £
ist F eine nicht leere Familie von Ideale und hat also ein maximales Element J. Falls
J C I gibt es ein @ € I mit a ¢ J. Dann ist J + (a) endlich erzeugt und es gilt
J C J+ (a) C I. Ein Widerspruch zur Maximalitét. -

Beispiel 2.3.4 3. Der Ring R = R[zy, -+, X,,, - - -] mit unendlich viele Unbekannten
ist nicht noethersch: es gibt eine nicht stationire unendliche aufsteigende Kette von
Ideale: (0) g (Xl) g (Xl,XQ) g_ te g (Xl, s 7Xn) C ...

=

Theorem 2.3.5 Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist R[X] auch noethersch.
Korollar 2.3.6 Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist R[ X, - - -, X,,] auch noethersch.
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2.4 Teilbarkeit

In diesem Abschnitt arbeiten wir mit kommutative Ringe.

2.4.1 Assoziierte, irreduzibel und Primelemente

Definition 2.4.1 Sei R ein kommutativer Ring und seien a,b € R. Das Element a
teilt b oder ist ein Teiler von b (oder b ist von a teilbar) falls es ein ¢ € R gibt mit
b = ac. Man schreibt alb.

Bemerkung 2.4.2 Sei R ein kommutativer Ring und a,b € R.
1. Es gilt alb < (b) C (a).
2. Sei a invertierbar und b € R, dann gilt (b) C R = (a) also alb.

Definition 2.4.3 Sei R ein kommutativer Ring. Man definiert die Relation R auf
R durch
aRb < albund bla < (a) = (b).

Bemerkung 2.4.4 Aus der Definition folgt, dass R eine Aquivalenzrelation ist.
Lemma 2.4.5 Sei R ein Integrititsring und a,b € R. Es gilt

aRb < (Ju € R* mit a = ub).
Beweis. Falls a = ub mit v € R* gilt bla und b = u~'a also a|b und aRb. Umgekehrt,
sei aRb. Dann gibt es ¢,d € R mit a = bc und b = ad. Daraus folgt ab = abcd also
ab(l—cd) =0. Fallsa =0 folgt b=ad =0und es gilt a =0 =1-0=1-b. Anlog fiir
b = 0. Wir konnen also annehmen, dass a # 0 und b # 0. Da R ein Intergrititsring

ist folgt von ab(1l — ¢d) = 0, dass c¢d = 1 und ¢ und d sind invertierbar. Die Aussage
folgt. n

Ab jetzt ist R ein Integrititsring.

Definition 2.4.6 Elemente a,b € R heifsen assoziiert falls aRb.
Satz 2.4.7 Sei HI(R) die Menge aller Hauptideale in R. Die Abbildung
R/R — HI(R), a+ (a)
ist eine Bijektion. 0

Beweis. Ubung. n
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Definition 2.4.8 Sei a € R mit a # 0 und a ¢ R*.

1. Dann heift a Primelement falls gilt

(albc < alb oder alc) fiir alle b, ¢ € R.

2. Dann heifst a irreduzibel falls gilt

(a=bc = be R* oder c € R¥) fiir alle b,c € R.

3. Falls a nicht irreduzibel ist heisst a reduzibel.

Beispiel 2.4.9 Fiir R = Z sind die irreduzibel und die Primelemente die Primzah-
len.

Satz 2.4.10 Sei a € R mit a # 0 und a & R*.
1. Es gilt a Primelemente = a irreduzibel.
2. Es gilt a Primelement < (a) Primideal.

3. Es gilt a irreduzibel < (fiir alle b € R\ R* gilt (a) C (b) = (a) = (b)) i.e. (a)
ist maximal unter allen Hauptidealen. O

Beweis. 1. Seien b, ¢ € R mit a = bc. Da a ein Primelement ist gilt a|b oder a|c. Ohne
Beschrankung konnen wir annehmen, dass alb. Da a = bc gilt bla also aRb und es
gibt ein v € R* mit a = bu. Es folgt bc = a = bu und da R ein Integritatsring ist
folgt c = u € R*.

2. Per Definition.

3. (=). Sei a € R irreduzibel und b € R\ R*. Angenommen (a) C (b), dann gilt b|a
und es gibt ein ¢ € R mit a = bc. Da a irreduzibel ist, folgt ¢ € R*. Also a/Rb und

(a) = (b).

(«<). Sei a € R und seien b,c € R mit a = bc und b ¢ R*. Es gilt bla also (a) C (b)
und nach Annahme gilt (a) = (b). Daraus folgt aRb also es gibt ein u € R* mit
a = bu. Es folgt bc = a = bu und da R ein Integrititsring ist folgt ¢ = u € R*. n

Beispiel 2.4.11 Sei R = Z[iv/5] = {a + biv/5 € C | a,b € Z}. Dann ist 3 € R
irreduzibel aber kein Primelement. Seien z,y € R mit xy = 3. Wir schreiben = =
a+biv/5 und y = ¢ + div/5. Sei z — = die komplexe Konjugation. Es gilt

9 =3 x 3 =2yzy = 27yy = (a® + 5b*)(c* + 5d?).
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Es folgt a® + 5% € {1, 3,9}. Die einzige moglichkeiten fiir x und y sind also

a? + 5b? 1 3 9
+3
x +1 keine Losung | 4(2 + iy/5)
+(2 — i/5)
c? 4 bd? 9 3 1
+3
y +(2 +iv/5) | keine Losung +1.
+(2 —iv/5)

Insbesondere gilt x € R* oder y € R* also 3 ist irreduzibel. Analog kann man auch
zeigen, dass 2 + iv/5 und 2 — iv/5 irreduzibel sind.

Es gilt aber 3|9 = (2 +iv/5)(2 — iv/5) und 3 teilt weder 2 + iy/5 nor 2 — i/5: es gilt

24+ivs 2 1. 2—iv5 2 1

Daraus folgt, dass 3 kein Primelement ist.

Definition 2.4.12 Sei R ein Intergrititsring.
1. Ein Ideal I heifst Hauptideal falls es ein a € R gibt mit [ = (a).
2. Der Ring R heift Hauptidealring falls alle Ideale in R Hauptideale sind.

Satz 2.4.13 Sei R ein Hauptidealring und a € R mit a # 0 und a ¢ R*. Dann gilt

(a Primelement) < (a irreduzibel) < ((a) Primideal) < ((a) maximales Ideal).

Beweis. (a Primelement) = (a irreduzibel) folgt aus Satz 2.4.10.1.
(a Primelement) < ((a) Primideal) folgt aus Satz 2.4.10.2.
((a) maximales Ideal) = ((a) Primideal) folgt aus Korollar 2.1.38.

Da R ein Hauptidealring ist folgt aus folgt aus Satz 2.4.10.3: (a irreduzibel) < ((a)
maximales Ideal).

Die folgende Implikationen haben wir gezeigt:

(a Primelement) === (a irreduzibel)

11 ﬁ

((a) Primideal) < ((a) maximales Ideal).

Es folgt, dass alle Aussagen dquivalent sind. n
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2.4.2 Faktorielle Ringe

In diesem Abschnitt ist R ein Integritatsring.
Definition 2.4.14 Sei R ein Integrititsring und a € R.

1. Eine Primzerlegung von « is eine Sequenz py,--- ,p, € R mit p; Primelement
fiir alle 7 und aRpy - - - p,.

2. Eine Zerlegung von a in irreduziblen Elementen is eine Sequenz p,--- ,p, €
R mit p; irreduzibel fiir alle  und aRp; - - - p,.

Beispiel 2.4.15 In R = Z ist die Primzerlegung eine Zerlegung in irreduziblen Ele-
menten.

Lemma 2.4.16 Sei R ein Integritédtsring. Sei aRp; - - - p, eine Primzerlegungen und
aRq - - - qs eine Zerlegungen in irrediziblen Elementen. Dann gilt » = s und p;Rg;
modulo Umnummerierung. 0

Beweis. Per Induktion nach r+s. Fiir r+s = 0 ist die Aussage klar. Die Behauptung
sei wahr fiir r + s — 1. Es gilt p1Rq; - - - ¢ Da py eine Primzahl ist folgt, dass es ein
i € [1,s] gibt mit py|g;. Sei b € R mit ¢; = p1b. Da ¢; irreduzibel ist, folgt p; € R*
oder b € R*. Da p; Primelement ist p; ¢ R* also b € R* und p;Rgq;. Es folgt
P2 PR Hk# qr und die Behauptung folgt nach Induktionsannahme. m

Korollar 2.4.17 Jede Primzerlegung ist bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt.
Beispiel 2.4.18 In R = Z[i\/5] sind

3x3=9=(2+4/5)(2—iV5)
zwei Zerlegungen in irreduziblen Elementen. Es gilt aber 3 R2+iv/5 und 3 /R2—i+/5.

Definition 2.4.19 Ein Integrititsring R heifst faktoriell falls gilt
(E) (Existenz) Jedes a € R\ {0} hat eine Zerlegung in irreduziblen Elemente;

(U) (Einzigkeit = Uniqueness) Diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge eindeutig.

Die Haupteigenschaft hier ist (U): zum Beispiel erfiillt Z[iv/5] die Eigenschaft (E)
aber nicht (U).

Satz 2.4.20 Sei R ein noetherscher Integritétsring. Dann gilt (E). O
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Beweis. Wir betrachten die folgende Familie von Ideale:
A = {(a) Hauptideal | a # 0 und a hat keine Zerlegung in irreduziblen Elementen}.

Insbesondere fiir (a) € A gilt a ¢ R* und a ist nicht irreduzibel. Angenommen
(E) sei falsch. Dann ist A nicht leer. Da R noethersch ist gibt es ein maximales
Element (a) € A. Da a nicht irreduzibel ist gibt es b,c € R\ R* mit a = be. Es
gilt also (a) € (b) und (a) € (c). Aber da (a) maximal war gilt (b), (c) ¢ A. Es
gibt also Zerlegungen in irreduziblen Elementen bRp; - --p, und cRqy - - - qs. Daraus
folgt aRp:1 - prq1---qs und a hat auch eine Zerlegung in irreduziblen Elementen.

Ein Widerspruch zu (a) € A. -

Satz 2.4.21 Sei R ein Integritétsring mit (E). Die folgende Aussagen sind dquiva-
lent:

1. R ist faktoriell;
2. (Lemma von Euklid) Es gilt (¢ Primelement) < (a irreduzibel).
3. (Satz von Gaufl) Es gilt (a|bc und a und b sind teilerfremd) = (a teilt ¢). o

Beweis. (2 = 1). Folgt vom Lemma 2.4.16.

(3 = 2). Sei a irreduzibel und seien b,c € R mit albe. Falls alb sind wir fertig.
Andernfalls sei d mit d|a und d|b. Da a irreduzibel folgt d € R* oder dRa. Im
lezten Fall folgt a|b ein Widerspruch also d € R* und @ und b sind teilerfremd. Nach
Annahme gilt alc.

(1 = 3). Seien a,b,c € R mit albc und a und b teilerfremd. Sei d € R mit ad = be
und seien aRp; - - -pr, URq1 - - - qs, cRnq - - -ny und dRmy - - - m,, die Zerlegungen von
a, b, c,d in irreduziblen Elementen. Es gilt

procopema My Ry gsng - nyg

Da dies zwei Zerlegungen in irreduziblen Elementen sind folgt: fiir jedes p; gibt es
ein j mit p;Rq; oder ein k mit p;Rn;. Da a und b teilerfremd sind kommt der erste
Fall nicht vor. Modulo Umnummerierung koénnen wir annehmen p;Rn;. Wir kénnen
also durch p; teilen. Es gilt

p2.-.prm1-.-muRq1.-.qsn2-.-nt.

Analog gibt es fiir p, ein j mit p» = ¢; oder p; = n; und da @ und b teilerfremd sind
kommer der erste Fall nicht vor. Nach Umnummerierung gilt poRns. Per Induktion
folgt t > r und p;Rn; fir alle i. Daraus folgt a = py---p,Rny---n.|ny---ny und
alc. -

Korollar 2.4.22 Ein Hauptidealring ist faktoriell.
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Beweis. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R noethersch also (E) gilt. Dann gilt
auch das Lemma von Euklid (Satz 2.4.13) und (U) gilt. n

Satz 2.4.23 Sei R ein Integrititsring. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. R ist faktoriell;

2. Jedes a € R\ {0} hat eine Primzerlegung. O

Beweis. (2 = 1). Eine Primzerlegung ist eine Zerlegung in irreduziblen Elementen
also folgt (E). Nach Lemma 2.4.16 folgt (U).

(1 = 2). Nach dem obigen Satz gilt (a irreduzibel) < (a Primelement). Die Aussage
2. folgt jetzt nach (E). n

Definition 2.4.24 Sei R ein faktorieller Ring und seien a,b € R. Seien
aRpSt - po und bRp;' - - - pr
die Primzerlegungen von a und b.
1. Der grofster gemeinsame Teiler von a und b ist
ggT(a,b) = py™ 7). printer ),
Der ggT ist nur modulo invertierbare Elementen wohl definiert.
1. Das kleinste gemeinsame Viefache von a und b ist
kgV(a,b) = py™?) .. pmaxtonfn),

Das kgV ist nur modulo invertierbare Elementen wohl definiert.

Bemerkung 2.4.25 Sei R faktoriell und seien a,b € R. Die Elemente a, b sind genau
dann teilerfremd, wenn ggT'(a,b) = 1.

Lemma 2.4.26 Sei R ein Hauptidealring (also faktoriell). Seien ay,--- ,a, € R.
1. Es gilt (a1) + -+ + (an) = (a1, -+ ,an) = (g8T (a1, -+, an)).
2. Es gilt (1) NN (ay) = (kgV(ar, -, an)).

3. Es gilt (a1) -+ (an) = (a1 -+ - ay). O
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Beweis. Sei a;Rp}"" ---p," die Primzerlegung und seien (8, = max;(a; ;) und 7 =
min; (o, ;). Es gilt kgV(ay, -+ ,a,) = P pPrund ggT(ay, - -+, a,) = pit-- - p.

1. Die Gleichung (ay) + - - - + (a,) = (a1, - ,a,) gilt in jedem kommutativen Ring:
sei a € (ar) + -+ (a,). Dann gibt es xy, -2, € Rmit a = Y, z;0; € (ay, -+, an).
Umgekehrt, es gilt a; € (a1) +- - (a,) fiir jedes i € [1, n]. Daraus folgt (aq,- - ,a,) C
(ar) + -+ (an).

Sei a € R mit (a) = (ay,- - ,a,). Dann gilt a; € (a) fiir jedes 7. Daraus folgt ala; fiir
jedes . Sei aRp‘il - pr die Primzerlegung von a. Es folgt &;, < min; (o ;) = k- Sei
b=p]" ---p). Es gilt a|b und b|a; fiir jedes 7. Es gilt aber auch a = )", x;a; also b|a.
Daraus folgt aRb und a = b.

2. Sei a € R mit (a) = (a) N--- N (a,) und sei b = pi* - - - pPr. Es gilt a;|b fiir jedes
i also b € (a;)N---(a,) = (a). Daraus folgt alb. Sei aRpS' ---pr die Primzerlegung
von a. Es gilt §;, < B. Es gilt auch a € (a;) also a;|a fiir jedes i. Daraus folgt oy, > v
fiir jedes k und 9, = ) also a = b.

3.Seia € Rmit (a) = (a1)---(a,) und seib=ay---a,. Esgilt b € (a1) - (a,) = (a)
also alb. Es gilt auch a € (a) - - - (a,) also a is eine Summe von Elementen der Form
xr1ay -+ Tpay = bxy -+ - z,. Daraus folgt bla und aRb also (a) = (b). -

2.4.3 Satz von Gaul

Sei R ein faktorieller Ring.

Lemma 2.4.27 Es gilt (R[X] Hauptidealring < R Korper). 0
Beweis. Siehe Ubungsblatt 8. n

Beispiel 2.4.28 Sei R = Z. Der Ring R[X] = Z[X] ist kein Haupidealring da I =
(X, 2) kein Hauptideal ist: Sei P € Z[X]| mit I = (P). Es folgt 2 € (P) also P|2 und
P = +2. Aber es folgt auch P|X. Ein Widerspruch.

Definition 2.4.29 Sei P =ag + - - -+ a, X" € R[X]| mit p # 0.

1. Der Inhalt von P ist ¢(P) = ggT(ag," - ,a,). Der Inhalt ist nur bis auf einem
Element von R* definiert.

2. Das Polynom P heift primitiv falls ¢(P) = ggT(ag,- - ,an) = 1.

Bemerkung 2.4.30 1. Sei P € R[X] mit p # 0. Das Element P ist genau dann
primitiv, wenn es kein Primelement p € R gibt mit p|P.

2.5ei P=ag+ -+ a, X" primitiv und a € R dann gilt

c(aP) = ggT(aay, - - - ,aa,) = aggT(ao, - - ,a,) = a.
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Lemma 2.4.31 (Lemma von Gauf}) Seien P, @ € R[X]. Dann gilt

c(PQ) R ¢(P)c(Q) i.a.W ¢(PQ) = ¢(P)c(Q) (modulo R™).

Beweis. Erster Fall: ¢(P) = ¢(Q) = 1. Wir zeigen ¢(PQ) = 1. Sei p € R ein Primele-
ment mit p|PQ. Wir arbeiten in R' = R/(p)[X] = R[X]/(p). Da p ein Primelement
ist, ist (p) ein Primideal in R also ist R/(p) ein Integritétsring. Daraus folgt, dass
R' = R/(p)[X] ein Integritatsring ist. Da p| PQ gilt [PQ] = [0] in R'. Es folgt [P] = [0]
oder [Q] = [0] in R'. Es folgt p|P oder p|@ also ¢(P) # 1 oder ¢(Q) # 1.

Im allgemein: sei a = ¢(P) und b = ¢(Q). Sei P’ = 1P € R[X] und Q' = ;Q € R[X].
Es gilt ¢(P’) = ¢(Q') = 1. Daraus folgt ¢(P'Q’) = 1 Es gilt also ¢(PQ) = c(aP'bQ’) =
c(abP'Q’") = ab ¢(P'Q") = ab = ¢(P)c(Q).

Satz 2.4.32 Sei R faktoriell und K = Frac(R). Es gilt

(P € R[X]\ R irreduzibel) < (P ist primitiv in R[X] und irreduzibel in K[X]).

Beweis. («<). Sei P = ag+ - -+ a, X" € R[X] primitiv mit P irreduzibel in K[X].
Seien @), S € R[X] mit P = QS. Da P irreduzibel in K[X] folgt Q € K[X]* oder S €
K[X]*. Aber es gilt (K[X])* = K* also@ € RIX]NK = Roder S € RIX]NK = R.
Also ist @ oder ist S ein teiler von ggT(ag, - ,a,) =1 i.e. Q € R* oder S € R*.

(=). Falls es ein Primelement p € R gibt mit p|P, gilt P = pQ mit deg(Q) > 0
also Q € (R[X])* und p ¢ R* = (R[X])*. Also ist P nicht irreduzibel. Widerspruch.
Daraus folgt P primitiv.

Seien Q, S € K[X] mit P = QS. Wir schreiben @ = 3, £X* und § = 37, X"

mit maximalen gekiirzten Briichen g—: und i—l’: Seien
a=ggT(q), b=kgV(ry) und ¢ = ggT(si) d =kgV(t).

Es gilt @' = $Q € R[X] und 5" = 55 € R[X] und beide Polynome sind primitiv in
R[X]. Es gilt also

bd = ¢(bdP) = ¢(bdQS) = c(acQ'S") = c(aQ'cS") R c¢(aQ")c(eS') = ac.

Es folgt 5 =u € R* und P = uQ'S". Da P irreduzibel ist folgt Q" € (R[X])* oder
S" e (R[X])* also Q = $Q" € (K[X])* oder S = 55" € (K[X])* -

Bemerkung 2.4.33 Fiir p € R gilt
p irreduzibel in R[X| < p irreduzibel in R.

Satz 2.4.34 (Satz von Gaufl) Sei R faktoriell. Dann ist R[X]| faktoriell. O



o8 2 Ringe

Beweis. Wir zeigen (E) fiir R[X]. Sei K = Frac(R). Da K[X] noethersch ist (K[X]
ist ein Hauptidealring) ist (E) in K[X] wahr.

Sei P € R[X] und sei a = ¢(P). Es gilt P = aP’ mit ¢(P') = 1. Das Element a
lasst sich als Produkt von irreduziblen darstellen a = p* - - - p% mit p; irreduzibel in

R. Da (E) fiir K[X] wahr ist gibt es irreduzible Polynome P;,---, P, € K[X]| mit
P’ = PP ... PP Seien a;,b; € R mit

P = %P{ wobei P! € R[X] mit ¢(P,) = 1.

Da P, irreduzibel ist ist auch P/ irreduzibel in K[X] und also in R[X] (nach dem
obigen Satz). Es gilt also

’ ai arafl'”afs 1\ B1 "\ Bs
P=aP =pi" - p W(Pl) s (PY)7
Es folgt
bfl . be}D — a(lfl . afs(}){)ﬁl e (Fﬁ)ﬁs
und

ab? b = (07 b PYRad) - aP (PP (P = ad - aP

S S

51... Bs
Daraus folgt 4—%- = 4 € R* und
bfl_“bgs

P = up‘l)‘l .. .p?r<P1’)5l . (P’)ﬁs.

Dies zeigt (E).

Um (U) zu zeigen, geniigt es zu zeigen: P € R[X] irreduzibel = P Prielement i.e.
(P) Primideal.

Fall 1: P = p € R. Dann gilt R[X|/(P) = R[X]/(p) = (R/(p))[X]. Da p irreduzibel
ist und R faktoriell ist (p) Primideal i nR. Es folgt R/(p) ist ein Integritétsring und
R/(p)[X] ist ein Integritétsring.

Fall 2: P € R[X]\ R. Wir haben ein injektiver Ringhomomorphismus R — K, a
¢. Damit erhalten wir ein injektiver Ringhomomorphismus R[X] — K[X] definiert
durch P =5, ax X" — >, “T’“Xk. Dank Komposition mit der kanonischen Projektion
K[X] — K[X]/(P) haben wir ein Ringhomomorphismus

[ AX] — K[X]/(P).

Wir zeigen, dass Kerf = (P) C R[X]. Daraus wird folgen, dass es ein injektiver
Ringhomomorphismus
A[X]/(P) = K[X]/(P)
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gibt. In diesem Fall ist A[X]/(P) ein Unterring von K[X]/(P) und da P irreduzibel
in K[X] ist, ist K[X]/(P) ein Integritiatsring also R[X]/(P) auch.

Wir zeigen Kerf = (P) C R[X]. Sei Q € (P) C R[X] i.e. @ = PS mit S € R[X].
Dann gilt S € K[X]und Q € (P) C K[X] also f(Q) = [0]. Umgekehrt, sei Q € Kerf.
Es gilt f(Q) = [0] also f(Q) € (P) C K[X]. Es gibt also S € K[X] mit Q) = PS.
Seien a,b € Rmit S = 35" und S” € R[X] und ¢(S’) = 1. Sei ¢ = ¢(Q) und Q' € R[X]
primitiv mit Q) = ¢Q’. Es gilt

cb@' = aPS'.

Daraus folgt ¢b = ¢(cbQ') = ¢(aPS") R ac(P)c(S") = a. Daraus folgt, dass es ein
u € R* gibt mit ubc = a also § = uc € R. Es folgt S € R[X] und Q € (P) C R[X].m

2.5 Anwendung: irreduzible Polynome

Sei R ein Integrititsring und sei K = Frac(R).

Lemma 2.5.1 Sei P € K[X] irreduzibel. Dann ist K[X]/(P) ein Korper. O

Beweis. Das Polynom ist ein Primelement (da K[X] faktoriell ist). Daraus folgt,
dass K[X]/(P) ein Integritatsring ist. Sei [Q] # [0] in K[X]/(P). Die Abbildung
K[X]/(P) — K[X]/(P), [S] — [Q][S] ist also injektiv. Aber K[X]/(P) ist auch
ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und diese Abbildung ist K-linear also ei
nlsomorphismus. Es folgt, dass diese Abbildung surjektiv ist. Es gibt also ein [S] €
K[X]/(P) mit [Q][S] = [1] i.e. [Q] ist invertierbar. -

Es ist also wichtig Irreduzibilititskriterien fiir P € K[X] zu haben.

Satz 2.5.2 (Irreduzibilitdtskriterium von Eisenstein) Seien R faktoriell, P =
a, X"+ -+ +ag € R[X]\ Rund p € R ein Primelement mit

1. p fan,
2. play fiir k € [0,n — 1] und
3. p2 /{/ao.

Dann ist P irreduzibel in K[X]. Falls P primitiv ist ist P irreduzibel in R[X]. g

Beweis. Der zweite Teil folgt aus dem Satz 2.4.32.

Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, dass P primitiv ist. Nach dem Satz 2.4.32
geniigt es zu zeigen, dass P irreduzibel in R[X]. Seien @, S € R[X] mit P = QS und
0<qg=degQ,s =degS < n. Wir schreiben @ = >7_ b X* und S = > _, cx X"
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Da p ein Primelement ist ist R/(p) ein Integritidtsring und R/(p)[X] ist auch ein
Integritétsring. Sei L = Frac(R/(p)). In L[X] gilt

[an] X" = [P] = [QI[R] = ([bg] X* + - - + [bo]) ([e,] X" + - - + [co])

Es folgt [by][cs] = [an] # 0 also [by] # 0 und [cs] # 0. Die Polynome [Q],[S] sind
beide nicht konstant. Aber L[X] ist faktoriell also ist nach der obigen Gleichung X
der einzige Primteiler von [@)] und [S]. Es folgt, dass X teilt [@] und [S] und also
[bo] = 0 und [cy] = 0. Daraus folgt p|by und p|cy also p?|bycy = ag. Ein Widerspruch.g

Beispiel 2.5.3 1. Sei R = Z. Das Polynom P = X* — 6 ist irreduzibel in Z[X]:
Eisenstein mit p = 2 oder p = 3.

2. Allgemeiner sei d € Z so, dass d hat ein Primteiler p mit Vielfachkeit 1. Dann ist
X" — d irreduzibel fiir alle n € N: Eisenstein mit p.

3. Sei K ein Korper und R = K[X,Y]. Dann ist P = Y? — X(X — 1)(X — \) fiir
A € K\ {0,1} irreduzibel: Eisenstein mit R = K[X] und p = X.

Definition 2.5.4 Sei n € N. Das n-te Kreisteilungspolynom ist

n

o, = [] (x5
ggT (k,n)=1
k=1
Korollar 2.5.5 Sei p € Z eine Primzahl.
L Esgilt @, =XP 14+ X +1.

2. Das Polynom @, ist irreduzibel in Z[X].

Beweis. 1. In Q[X] gilt

p p—1

2ikm 2ikT Xp_l

P, = H (X_en):H(X_en):X_1
gng(;qu):l k=1

Daraus folgt die Aussage.

2.5e1Y = X—1undsei P(Y) =2,(X) = 2,(Y+1). Wir zeigen zuerst (P irreduzibel
& @, irreduzibel).

(=). Seien @, S mit ¢, = QS. Dann gilt P(Y) = @,(Y+1) = Q(Y+1)S(Y +1). Seien
QY)=QY +1)und S'(Y) = S(Y +1). Es gilt P = Q'S also ()’ ist invertierbar
oder S’ ist invertierbar. Es folgt () ist invertierbar oder S ist invertierbar. Also @), ist
irreduzibel.

(<). Analog.
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Es geniigt zu zeigen, dass P irreduzibel ist. Es gilt

Py =+ 1) = Sy 7y (1)

Es gilt p| (Z) fir 0 <k <pund p? fp= (’1’) Nach Eisenstein folgt, dass P irreduzibel
ist. |

Satz 2.5.6 (Reduktionsverfahren) Seien R faktoriell, P = a, X" + -+ -+ ay €
R[X]\ R und [ ein Primideal in R mit a,, & I. Sei K = Frac(R).

Dann gilt ([P] irreduzibel in (R/I)[X] = P irreduzibel in K[X]). 0

Beweis. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dass P primitiv ist. Wir zeigen,
dass P irreduzibel in R[X] ist. Seien @, S € R[X]| mit P = QS. Es gilt [P] = [Q][5]
und da [P] irreduzibel ist folgt [@)] invertierbar oder [R] invertierbar. Insbesondere
gilt deg([Q]) = 0 oder deg([S]) = 0. Da deg([Q]) < deg @ und deg([S]) < deg S, folgt
deg(P) > deg PP — deg(Q) = deg(S5) > deg([5]) = deg([P]) — deg([Q]) = deg([P]) =
deg(P) oder deg(P) > deg P —deg(5) = deg(Q)) > deg((Q]) = deg([P]) — deg([9]
deg([P]) = deg(P). In beide Félle haben wir iiberall gleichungen und deg(Q) =
oder deg(S) = 0. Es folgt @ invertierbar oder S invertierbar.

" o |

Bemerkung 2.5.7 Das Polynom ist nicht unbedingt irreduzibel in R[X]: Fiir R =
Z|X], I = (3) und P = 2X gilt [P] = [X] irreduzibel also P = 2X ist irreduzibel in
Q[X] aber nicht in Z[X]. Die Primzerlegung von P ist P =2 - X.

Beispiel 2.5.8 Sei P = X3+462X?+2433X —67691 € Z[X]. Dann ist P irreduzibel:
Sei I = (2). Es gilt [P] = X®+ X + 1 € Fo[X]. Dieses Polynom ist irreduzibel da es
keine Nullstelle in [Fy gibt.
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3.1 Grundbegriffe

Definition 3.1.1 1. Sei R ein Integritdtsring und f : Z — R, n +— n - 1x und sei
Kerf = (p). Die Zahl p heikt Charakteristik von R.

2. Das Bild Imf von f ist ein Integritdtsunterring von R und heift Primring von
R.

Bemerkung 3.1.2 Sei R ein Integrititsring und p = char(R). DaZ/pZ = Z/Ker f ~
Imf ein Integritétsring ist muss (p) ein Primideal sein. Also p = 0 oder p ist eine
Primzahl. Es gilt

Z falls char(R) = 0

Primring von R = { Z/pZ falls char(R) = p.

Definition 3.1.3 1. Ein Korper ist ein kommutativer Ring K mit K* = K \ {0}.

2. Seien K, L zwei Korper. Eine Abbildung ¢ : K — L heift Kérperhomomorphis-
mus. falls es ein Ringhomomorphismus ist.

2. Sei K ein Korper. Ein Teilkorper k von K ist ein Unterring von K so, dass (x €
E\ {0} = 27t € k).

3. Der Primkorper Py eines Korpers K ist

Py = ﬂ k.

kCK Teilkérper

Lemma 3.1.4 Sei K ein Korper. Es gilt

po_ Q falls char(R) =0
K= F,=2Z/pZ falls char(R) = p.

Beweis. Sei k C K ein Teilkorper. Es gilt 1x € k und also Imf C k. Seien a,b €
Imf C &k mit b # 0. Dann ist § € k. Es folgt Frac(Imf) C k. Daraus folgt die
Aussage. n

Lemma 3.1.5 Sei ¢ : K — L ein Kérperhomomorphismus. Dann ist ¢ injektiv. o
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Beweis. Folgt aus Lemma 2.1.33. -
Lemma 3.1.6 Sei K C L ein Teilkérper. Dann ist L ein K-Vektorraum. 0

Beweis. Die Addition ist die iibliche Addition in L. Die Skalarmultiplikation von
a € K mit x € L ist dank dem Produkt az € L in L defniert. Die Eigenschaften
eines Vektorraums folgen aus den Eigenschaften des Kérpes L. n

Definition 3.1.7 Sei K ein Korper.

1. Ein Koérperhomomorphismus K C L heift Korpererweiterung von K.
2. Der Grad der Korpererweiterung K C L ist [L : K| = dimg L.

3. Die Korpererweiterung K C L heifst endlich falls [L : K] < co.

4. Ein Korper L' heifst Zwischenkorper der Erweiterung K C L falls K ¢ L' C L.
falls

Beispiel 3.1.8 1. R C Cist von Grad 2: [C: R] = 2.

2. Man zeigt, dass die Erweiterung Q C R nicht endlich ist.

Bemerkung 3.1.9 Sei K C L eine Erweiterung mit K und L endlich. Dann gilt
|L| = |K|", wobein =[L: K].

Satz 3.1.10 (Gradformel) Seien K C L C M Erweiterungen, sei (¢;);cs eine Basis

von L als K-Vektorraum und sei (f;),c; eine Basis von M als L-Vektorraum.

Dann ist (e;f;)icr jes eine Basis von M als K-Vektorraum. 0

Beweis. Wir zeigen, dass (e; f;)ier jes linear unabhéngig ist. Seien Skalare (\; j)ier jes
mit
Z )\meifj =0.
iel jeJ
Es gilt
> (S )10
jeJ \iel
Da (f;)jes linear unabhingig ist gilt
Z )\i,jei =0
icl

fiir alle j € J. Da (e;);er linear unabhéngig ist gilt A, ; = 0 fiir alle ¢ und alle j.
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Wir zeigen, dass (e;f;)icr jes ein EZS ist. Sei m € M. Es gibt Skalare p; € L mit
v=2 1l
J
Es gibt auch Skalare \; ; mit

py = Z AijCi-
xr = Z )\meifj
1,J

und die Aussage folgt. n

Es folgt

Korollar 3.1.11 Seien K C L C M Erweiterungen. Es gilt
M : K|]=[M: L|[L: K].

Korollar 3.1.12 Seien K C L eine Erweiterung so, dass [L : K| eine Primzahl ist.
Dann hat K C L keine Zwischenkérper.

3.2 Algebraische und transzendente Elemente

Definition 3.2.1 Sei K ein Korper.

1. Der Ring K[X] ist ein Integritétsring. Der Quotientkorper Frac(K[X]) dieses Rin-
ges heiftt der rationale Funktionkdrper und ist K (X) bezeichnet.

2. Die Elementen in K (X) heifsen rationale Funktionen und sind der Form

P

Q
wobei P € K[X] und @ € K[X]\ {0}.
Bemerkung 3.2.2 Es gilt [K(X) : K] = occ.

Lemma 3.2.3 Sei K C L eine Erweiterung, sei (K;);c; eine Familie von Teilkérpern
von L und sei A C L eine Teilmenge.

1. Dann ist ﬂ K; ein Teilkorper von L.

el
2. Es gibt ein minimaler Teilkorper K(A) von L der A und K enthilt.
3. Fiir A={xy, - ,2,} gilt

K(A) = {H | P.Q e K[Xy, - ,Xn]}.
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Beweis. 1. Ubung.

2. Es gilt
KA = (] K.
K’C LUnterkdrper
KUACK'
3. Ubung. [

Definition 3.2.4 Sei K C L eine Erweiterung und sei A C L eine Teilmenge.
1. Der Korper K(A) heift der von A iiber K erzeugte TeilkGrper von L.
Fiir A = {a} Schreiben wir K(A) = K(a).

2. Die Erweiterung K C L heift einfach falls es ein a € L gibt mit L = K (a).

3. Fiir a € L heift [K(a) : K] der Grad von a iiber K

Definition 3.2.5 Sei K C L eine Erweiterung und a € L.

1. Das Element a heikt algebraisch iiber K, falls es ein P € K[X]\ {0} gibt
P(a) = 0.

2. Falls a nicht algebraisch ist heift a transzendent.
Beispiel 3.2.6 1.7 = \/—1 € C ist algebraisch iiber R und Q.
2. v/2 ist algebraisch iiber Q.

3. X € K(X) ist transzendent iiber K.

4. Man zeigt, dass e und 7 transzendent iiber Q sind (aber nicht iiber R).

Lemma 3.2.7 Sei K C L eine Erweiterung und a € L*.
1. Die Abbildung ev, : K[X] — L, P — P(a) ist ein Ringhomomorphismus.
2. Es gilt (ev, injektiv) < (a transzendent).
In diesem fall gilt K[X] ~ Im(ev,) = Kla] € K(a) ~ K(X).
3. Sei (P) = Ker(ev,). Dann ist (P) ein Primideal. Es gilt
((P) maximal) < (P irreduzibel) < (a algebraisch).

In diesem Fall gilt K (a) = Kla] = Im(ev,) und [K(a) : K] = deg P. O
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Beweis. 1. Ubung.

2. Die erste Aussage folgt aus der Definition. Da ev, injektiv ist, gilt Im(ev,) ~ K[X].
Da P(a) # 0 fiir P # 0 haben wir ein Kérperhomomorphismus K(X) — K(a) C L
definiert durch g > ggzg Diese Abbildung ist injektiv (als Kérperhomomorphismus)

und surjektiv nach dem obigen Lemma. Daraus folgt K[a] ~ K[X] C K(X) = K(a).

3. Der Quotient K[X]/(P) ist ein Unterring von L also ist ein Integrititsring. Daraus
folgt, dass (P) ein Primideal ist. Da K[X] ein Hauptidealring ist, folgt die erste
Aquivalenz aus dem Satz 2.4.13. Falls P irreduzibel ist gilt P # 0 und nach der
Definition ist a algebraisch. Umgekehrt falls a algebraisch ist ist (P) = Ker(ev,)
nicht trivial und ein Primideal. Die Aussage folgt aus dem Satz 2.4.13.

Wenn a algebraisch ist ist K[a] = Im(ev,) ~ K[X]/(P) ein Korper (da (P) maximal
ist). Aber es gilt K[a] C K(a) und da K(a) der von a iiber K erzeugte Korper ist
folgt Kla] = K(a). Daraus folgt die letzte Aussage. -

Definition 3.2.8 Sei K C L eine Erweiterung und a € L algebraisch. Das minimal
Polynom von a iiber K ist das normierte Polynom x, so, dass Ker(ev,) = (xa)-

Bemerkung 3.2.9 Sei K C L eine Erweiterung und a € L algebraisch.

1. Das Polynom Y, is irreduzibel: Das Ideal Ker(ev,) = (,) ist ein Primideal also
ist x, irreduzibel.

2. Es gilt deg x, = [K(a) : K].
3. Fir @ € K[X] mit Q(a) = 0 gilt x,|Q-
Beispiel 3.2.10 Die Zahlen v/2, i = v/—1, v/2 sind algebraisch. Es gilt
Xﬁ:X2—2, X\/_—1:X2+1undxg/§:X3—2.
Satz 3.2.11 Sei K C L eine Erweiterung und a € L. Die folgende Aussagen sind
aquivalent:
1. a is algebraisch,
2. Kla] = K(a),
3. [K(a): K] < 0. O

Beweis. (1. < 2.) Folgt aus dem obigen Lemma.

(1. = 3.) Folgt aus dem obigen Lemma: Es gilt x, # 0 und [K(a) : K] = deg(x,) <
0.

(3. = 1.) Folgt aus dem obigen Lemma: Fiir a transcendent gilt K(a) ~ K(X) und
also [K(a) : K] = o0. n
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Lemma 3.2.12 Sei K C L eine Erweiterung und a € L. Es gilt [K(a) : K]|[L : K].0

Beweis. Wir haben Erweiterungen K C K(a) C L. Nach der Gradformel gilt [L :
K] =[L:K(a)][K(a): K]. -

Definition 3.2.13 Eine Erweiterung K C L heilt algebraisch falls jedes a € L
algebraisch iiber K ist. Ansonsten heifst X' C L transzendent.

Lemma 3.2.14 Sei K C L ein endliche Erweiterung. Dann ist K C L algebraisch.

Beweis. Sei a € L. Es gilt [L : K] = [L : K(a)|][K(a) : K]. Insbesondere gilt
[K(a) : K] < oo und a ist algebraisch. -

Satz 3.2.15 Sei K C L eine Erweiterung. Sei
M = {a € L | a ist algebraisch iiber K }.
Dann ist M ein Zwischenkorper. O

Beweis. Seien a,b € M. Sei K(a,b) der von a, b erzeugte Teilkorper. Es gilt K (a,b) =
(K(a))(b) und da b algebraisch iiber K ist, ist b auch algebraisch iiber K (a). Es folgt
[K(a,b) : K(a)] = [(K(a))(b) : K(a)] < co. Daraus folgt [K(a,b) : K] = [K(a,b) :
K(a)][K(a) : K]oo, weil a algebraisch iiber K ist. Also ist K (a, b) endlich iiber K und
alle Elemente in K'(a,b) sind algebraisch iiber K i.e. K(a,b) C M. Es folgt —a € M,
a+beM,abec Mund a=t € M. Also M ist ein Teilkoérper von L. -

Definition 3.2.16 Sei K C L eine Erweiterung. Dann heifs
K =M ={a € L | a ist algebraisch iiber K }
der algebraische Abschlufs von K in L.

Beispiel 3.2.17 1. Nicht alle algebraische Erweiterungen sind endlich. Sei K = Q,
sei K,, = Q(v/2,/3,--- ,/Pn) Wobei p, die n-te Primzahl ist und sei

L=QW2,V3,- ,\/Pn, ).

Dann gilt
Sei M = {a € L | a ist algebraisch iiber K }. Dann gilt \/p, € M fiir alle n also M =
L, weil M ein Korper ist. Es folgt, dass L algebraisch iiber K ist. Aber [L : K| = oc.

2. Sei K = Q und L = C. Dann ist
Q=M = {z € C | z ist algebraisch iiber Q }

algebraisch iiber Q aber nicht endlich (es gilt \/p € Q fiir alle Primzahl Q). Es gilt
auch Q C C, z.B. sind 7 und e nicht algebraisch (Anderer Beweis: Q ist die Menge
aller Nullstellen von Polynomen P € Q[X]. Da es nur endlich viele Nullstellen gibt
und da Q[X] abzithlbar ist, ist auch Q abzihlbar und also Q C C).
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Satz 3.2.18 Sei K C L eine Erweiterung. Dann sind die folgende Aussagen dquiva-
lent:

1. Die Erweiterung K C L ist endlich.

2. Es gibt algebraische Elemente ay,--- ,a, € L mit L = K(ay,--- ,ay). 0

Beweis. (1. < 2.) Sei (ay,--- ,a,) eine Basis von L iiber K. Dann sind aq,--- ,a,
algebraisch und L = K(aq,- -, ay).

(2. & 1.) Per Induktion nach n. Fiir n = 1 gilt [L : K] = [K(a1) : K] < oo, weil a4
ist algebraisch.

Angenommen [K(ay,---,a,-1) : K] < oo. Da a, algebraisch iiber K ist, ist a,
algebraisch iiber K(ay,- - ,a,_1). Es folgt

IL: K] =[K(a, - ,an_1)(a,) : K(ay, - ,a,1)|[K(a1, - ,a,1): K] < 0.

Satz 3.2.19 Seien K C L und L C M algebraische Erweiterungen. Dann ist K C M
algebraisch. 0

Beweis. Sei a € M. Da a algebraisch iiber L ist gibt est P € L[X] mit P(a) = 0.
Wir schreiben P = X" + b, (X" '+ .-+ by mit b; € L. Sei K’ = K(bg, "+ ,by_1).
Da K C L algebraisch ist ist K C K’ auch algebraisch und es gilt also [K' : K| < oc.
Es gilt also

[K'(a) : K| =[K'(a) : K']|K' : K] < 00

und K’(a) ist algebraisch iiber K also ist auch a algebraisch iiber K. n

Definition 3.2.20 Ein Korper K heifst algebraisch abgeschlossen falls jedes Po-
lynom P € K[X] mit deg P > 1 eine Nullstelle hat.

Satz 3.2.21 Sei K ein Korper. Die folgende Aussagen sind dquivalent;:
1. Der Korper K ist algebraisch abgeschlossen.

2. Jedes Polynom P € K[X] mit deg P > 1 ist Produkt von Polynome von Grad
1.

3. Die irreduzible Elemente in K[X] sind assoziiert zu einem Element der Form
X —afirae K

4. Fiir jede algebraische Erweiterung K C L gilt K = L. 0
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Beweis. (1. = 2.) Sei P € K[X] mit deg P > 1. Per Induktion nach deg P. Fiir
deg P = 1 ist die Aussage klar. Fiir deg P > 1: sei a eine Nullstelle von P. Dann gilt
P = (X — a)Q fiir ein Q € K[X] mit deg@ = deg P — 1. Per Induktion ist @ ein
Produkt von Polynome von Grad 1 und die Aussage folgt.

(2. = 3.) Sei P irreduzibel. Dann gilt deg P > 1: Elemente von Grad 0 sind invertier-
bar oder Null. Dann ist P produkt von Polynome von Grad 1. Da P irreduzibel ist
gibt es nur ein Faktor. Es folgt deg P = 1.

(3. = 4.) Sei K C L eine algebraisch Erweiterung und sei @ € L. Dann ist x, € K[X]
irreduzibel und normiert. Es ist also von Grad 1 und normiert. Da a eine Nullstelle
von x, ist gilt x, = X —a. Aber x, € K[X] also a € K.

(4. = 1.) Sei P € K[X] mit deg P > 1. Sei @ ein normiertes irreduzible Polynom mit
Q| P und deg @) > 1. Es geniigt zu zeigen, dass () eine Nullstelle hat. Da @ irreduzibel
ist ist (@) ein maximales Ideal. Also ist L = K[X]/(Q) ein Korper. Es gilt K C L
und [L @ K| = deg @ < oo. Also ist die Erweiterung K C L algebraisch und es gilt
K =1L.Esfolgt degQ =[L: K]=1und Q = X —a fiir ein a € K. Also ist a € K
eine Nullstelle von Q. n
Satz 3.2.22 (Gaufi-d’Alembertscher Fundamentalsatz der Algebra)

Der Koérper C ist algebraisch abgeschlossen. 0

Beweis. Sei P € C[X]\C. Angenommen P hitte keine Nullstelle. Dann wére f(z) =

ﬁ eine ganze holomorphe Funktion iiber z mit lim|; f(2) = 0. Nach dem Satz

von Liouville muss f konstant sein. Ein Widerspruch da P nicht konstant ist. n

3.3 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In diesem Abschnitt werden wir drei Probleme von den alten griechischen Mathema-
tikern Pythagoras und Euklid 16sen:

e die Verdopplung des Wiirferls,
e die Quadratur des Kreises und

e das Dreiteilen von Winkeln.

Definition 3.3.1 Sei M eine Teilmenge der euklidischen Ebene E mit mindestens 2
Elemente.

1. Wir betrachten die folgende Menge GK(M) von Geraden und Kreisen:
e die Geraden (P, () durch zwei Punkte P, aus M,
e die Kreise C' mit Mittelpunkt P € M durch einen Punkt () € M und
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e die Kreise C' mit Mittelpunkt P € M und Radius den Abstand zwischen () und
S, wobei Q, S € M.

2. Die Menge aller Punkte die dank Punkte aus M in einem Schritt konstruierbar
sind ist die Teilmenge Konst; (M) aus E aller Punkte die im Schnitt von zwei ver-
schiedenen Elementen aus GK(M) enthalten sind.

3. Die Menge Konst, (M) aller Punkte die dank Punkte aus M in n Schritt konstru-
ierbar sind ist per Induktion wie folgt definiert

e Konsto(M) = M,
e Konst,1(M) = Konst; (Konst, (M)).

4. Die Menge Konst(M) aller Punkte die dank Punkte aus M konstruierbar sind ist

Konst(M) = U Konst,, (M).
n=0

Seien Py und P; zwei Punkte in der euklidischen Ebene E (ohne Einschrinkung
Py = 0 und P, = 1). Das Hauptproblem der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
ist die folgende Frage:

welche Punkte P der Ebene sind dank Py und P, konstruierbar?

In anderen Worter wollen wir die Menge
W = Konst({(0,0); (1,0)})
bestimmen.

Definition 3.3.2 1. Eine komplexe Zahl z € C heift konstruierbar, falls z ein
konstruierbares Punkt in der Ebene E darstellt (i.e. z € W).

2. Eine reelle Zahl = € R heift konstruierbar falls (z,0) eine konstruierbare kom-
plexe Zahl ist. Sei Wg die Menge aller Konstruierbare reelle Zahlen.

Lemma 3.3.3 1. Gegeben P, () zwei Punkte in W. Dann ist die Mittelsenkrechte G
der Punkte P und () konstruierbar.

2. Gegeben P,(Q), R drei Punkte in . Dann kann man dank Zirkel und Lineal die
Gerade G, die parallel zur Gerade (P, Q) ist und durch R geht konstruieren.

3. Sei GG eine Konstruierbare Gerade und P € (G ein konstruierbarer Punkt. Dann ist
die Gerade G’, die Senkrecht zu G ist und durch P geht konstruierbar. 0



71

Beweis. 1. Sei C' der Kreis mit Mittelpunkt P der durch @ geht und C” der Kreis
mit Mittelpunkt @ der durch P geht. Seien {R, S} = C'N C’. Dann gilt G = (RS).

2. Sei C' der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius den Abstand zwischen ) und R
und C der Kreis mit Mittelpunkt R und Radius den Abstand zwischen () und P.
Dann gilt C N C" = {5,5'} so, dass PQRS und PRQS’ Parallelogramme sind. Es
gilt G = (RS).

3. Sei C' der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius 1 und seien {Q, R} = C'NG. Dann
ist G’ die Mittelsenkrechte der Punkte @ und R. n

Korollar 3.3.4 In der komplexen Ebene E sind die horizontale Achse H und die
vertikale Achse V' konstruierbar.

Lemma 3.3.5 Sei z =z + iy € C. Dann gilt

zeW & ye Ws.

Beweis. (=) Sei z = x+1iy € W. Sei G die Gerade, die parallel zur vertikalen Achse
ist und durch z geht. Dann ist (x,0) der Schnittpunkt von G mit der horizontalen
Achse H und x € Wg. Sei G’ die Gerade, die parallel zur horizontalen Achse ist und
durch z geht. Dann ist (0,y) der Schnittpunkt von G’ mit der vertikalen Achse V.
Sei C' der Kreis mit Mittelpunkten (0,0), der durch (0,y) geht. Dann gilt H N C =
{<_y7 0)7 <y7 O)

(<) Seien z,y € Wg. Dann gilt (z,0), (y,0) € W. Wie oben folgt (0,y) € W. Sei G
die Gerade die Senkrecht zu H ist und durch (z,0) geht und sei G’ die Gerade die
Senkrecht zu V' ist und durch (0,y) geht. Dann gilt 2 = G N G'. n

Bemerkung 3.3.6 Wenn man die Menge W charakterisieren md&chtet, geniigt es
also die Menge Wg zu charakterisieren.

Korollar 3.3.7 Es gilt
We={zeR|IyeRmitz+iyec W} und W ={z+iycC|x,yc Wg}.
Satz 3.3.8 Es gilt Q C Wi C R und Wk ist ein Korper. O

Beweis. Wir zeigen, dass Wg ein Korper ist. Daraus folgt die Behauptung Q C W.
Seien x,y € Wg. Dann sind (z,0), (y,0),(0,2) und (0,y) in W.

Sei C' der Kreis mit Mittelpunkt (z,0) und Radius |y|. Dann gilt {(z — y,0), (z +
y,0)} = C'N H. Daraus folgt x — y € Wg und (Wg, +) ist eine Gruppe.

Sei G die Gerade, die parallel zur Gerade ((0,y), (z,0)) ist und durch (0,1) geht.
Dann Dann gilt (5, 0) =GN H und % € Wk. Es folgt, dass Wg ein Korper ist. n
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Korollar 3.3.9 Sei z — z die komplexe konjugation.
1. Es gilt W = W.
2. Es gilt Q ¢ W C C und W ist ein Korper.

Beweis. 1. Sei z = x + 4y € W. Dann gilt x,y € Wg also z,—y € W und also
x—iyeW.

2. Es gilt Q € Wr € W. Seien z = x + iy und 2’ = 2’ + iy’ in W. Dann gilt
x,y, 2,y € Wg. Insbesondere gilt

—a' € Wa, —y € W, %‘zz‘y/ € W und % € Wa.
Daraus folgt z — 2/ = (z — ) +i(y — 3/) € W und
/ / / r
Es folgt, dass W ein Korper ist. n
Lemma 3.3.10 Sei z € Wi mit z > 0. Dann gilt \/x € Wk. 0

Beweis. Seien a = 5+ und b = . Dann gilt a,b € Wg. Es gilt auch b* — o® =
b—a)b+a)=1-z=rzx.

Sei G die Gerade die Senkrecht zur horizontalen Achse ist und durch (a,0) geht.
Sei C' der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius b. Sei z ein Punkt im Schnitt
C' N G. Nach dem Satz von Pythagoras ist der Abstand zwischen z und (a,0) gleich

VP —@ =z .
Korollar 3.3.11 Sei z € W. Dann gilt \/z € W.

Beweis. Wir schreiben z = pe'. Es gilt \/z = i\/@e’g. Es geniigt also zu zeigen, dass
VO €W und +e's € W.

Wir schreiben z = x + iy. Es gilt x,y € Wx also 0> = 2% + y?> € Wx und aus dem
obigen Lemma folgt o € Wr C W und /o0 € W C W. Daraus folgt e = 2 eW.

Sei C' der Kreis mit Mittelpunkt (0,0) und Radius 1 und sei G' die Mittelsenkrechte
der Punkte (1,0) und €. Dann gilt {£¢'2} = GNC C W. -

Lemma 3.3.12 Sei K C Wg ein Teilkorper und sei
M=K(@{)={a+ibeC|abe K}

die Menge aller Punkte in der Ebene mit koordinaten in K.

1. Sei z € C mit [M(z) : M] < 2. Dann gilt z € W.

2. Sei z = x + iy € Konsty(M). Dann gilt M(z) : M] <2 und [K(x,y) : K] <2. g
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Beweis. 1. Sei z € C mit [M(z) : M] < 2. Fir [M(z) : M] =1 ist die Aussage klar.
Fiir [M(z) : M] = 2 gibt es ein Polynom P € M[X]| mit P(z) = 0 und deg P = 2.
Nach der pg-Formel geniigt es zu zeigen, dass fiir 2/ € M gilt v/=’ € W. Dies folgt
aus dem obigen Korollar.

2. Seien G und G’ zwei Geraden aus GK(M) die sich in einem Punkt schneiden. Es
gilt G = (z129) mit z; = z1 +iy; € M und 2z = 29+ 1y € M und es gilt G’ = (24 2))
mit 2 = 2} +iy; € M und z) = 2/, + iy, € M. Dann sind die Punkte in G der form
(21 — 29)t + 2z mit t € R. Die Punkte in G’ sind der form der form (z] — 25)t' + 2}
mit ' € R. Sei 2z =G NG Es gilt 2z = (21 — 20)t + 20 = (2] — 25)t’' + 2. Es folgt

{ t(zy — @) — ' (2} — o) = xh, — a9
Hyr —w2) = ¥'(y1 — 42) = 4o — 42

Dies ist ein lineares System und hat eine Losung (da sich G und G’ in einem Punkt
schneiden. Diese Losung ist im Korper K enthalten da alle z;, 2, y; und y, in d K
enthalten sind. Es folgt 2 € M und z,y € K.

Sei G eine Gerade aus GK(M) und C ein Kreis aus GK(M). Es gilt G = (z;22) mit
21 = x1 +1iy; € M. Dann sind die Punkte in G der form z = (z; — z3)t + 2o mit t € R.
Ein Punkt 2 € C erfiillt eine Gleichung der Form |z —2y|? = 72, wobei 2y = a+ib € M
und a,b,r € K. Dies liefert eine Quadratische Gleichung fiir ¢:

(t(x1 — 22) — a)® + (tH(y1 — o) — b)* =12

d [K(t): K] =2.Da z € M(t), folgt M(z) : M] < 2.
2.

Es folgt, dass [M(t) : M] < 2un
) K] <

Da z,y € K(t) folgt [K(a:,_y

Seien C' und C” zwei Kreise aus GK(M). Ein Punkt z = = + iy € C erfiillt eine
Gleichung der Form |z — 29|? = r%, wobei 2g = a+ib € M und a,b,r € K. Ein Punkt
z = z+iy € (' erfiillt eine Gleichung der Form |z — 2{|*> = R?, wobei 2y = c+id € M
und ¢, d, R € K. Die Differenz der Gleichungen ist ein Gleichung in x,y von Grad 1:

2v(a —c) +2y(b—d) +* +d*> —a* —b* = R> —r”.

Dies ist die Gleichung einer Gerade G € GK(M). Es gilt also C N C" = G N C und
die Aussage folgt aus dem obigen Fall. -

Satz 3.3.13 Sei z € C. Dann sind die folgende Aussagen dquivalent:
1. ze W.

2. Es gibt eine folge von Korpererweiterungen Q = Ky C Ky C --- C K,, C C mit
[Kiy1 0 K] =2 und z € K,,. 0
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Beweis. (1. = 2.) Sei 2z = x1 + iy, -+, 2,@y + 1y, = z eine Folge von Punkten so,
dass Zj41 S KOHStl({O, ]_,Zl, T ,Zj). Sei Kj = Q(l‘l,yl, T ,l‘j,yj) und Mj = KJ(’L)
fir j € [1,n|. Dann gilt zy,---,2; € M, und [M;;; : M;] < 2 nach Punkt 2 des
obigen Lemmas. Daraus folgt die Behauptung.

(2. = 1.) Folgt nach Induktion aus dem Punkt 1 des obigen Lemmas.

Korollar 3.3.14 (Wantzel) Sei z € W. Dann ist z algebraisch iiber Q und es gilt
[Q(2) : Q] = 2* fiir ein k € N.

Beweis. Fiir eine folge von Korpererweiterungen Q = Ky C Ky C --- C K, C C mit
[Kiy1 : K;] =2 und z € K, gilt (per Induktion nach n) [K, : Q] = 2". Da z € K,
gilt Q(2) C K,, und [Q(z) : Q) ist ein Teiler von 2". n

Korollar 3.3.15 Das Delische Problem der Wiirfelverdopplung (Konstruktion von
V/2) ist nicht moglich.

Beweis. Es gilt v/2 ¢ W, weil [Q(v/2) : Q] = 3. -
Theorem 3.3.16 (Lindemann) Die Zahl 7 ist transzendent iiber Q. 0

Korollar 3.3.17 Die Quadratur des Kreises (Konstruktion von 7) ist nicht moglich.

Korollar 3.3.18 Das Dreiteilen von Winkeln (Konstruktion von ¢’s aus Q(e*)) ist
nicht fiir alle Winkel moglich.

Beweis. Sei § = %. Dann gilt ¢ = 1%‘/3 Dai € W und v/3 € W (es gilt [Q(+/3 :
Q] = 2) gilt ¢ € W. Falls e aus Q(e?) konstruierbar ist gilt ¢’ € W und also

cos T € W. Es folgt [Q(cos T) : Q] = 2* fiir ein k.

.

Dank der Formel cos 30 = 4 cos® @ — 3 cos 0, gilt aber fiir x = cos 5"

82 —6x—1=0.

Dieses Polynom ist primitiv {iber Z. Es hat auch keine Nullstelle: sei y € Z eine
Nullstelle. Dann gilt y(8y?—6) = 1 und y € Z* alsoy = £1. Aber 8(1)*—6(1)—1=1
und 8(—1)3 — 6(—1) — 1 = —3. Ein Widerspruch. Es folgt, dass dieses Polynom
irreduzibel iiber Z ist und also auch iiber Q. Daraus folgt [Q(cosZ) : Q] = 3 und

9
cosg & W. [

Konstruirbare regelméfiige n-Ecke.

Lemma 3.3.19 Seien m,a € N mit a,m > 2 so, dass p = a™ + 1 eine Primzahl ist.
Dann gilt m = 2" fiir ein n € N und a ist gerade. 0
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Beweis. Falls m keine Potenz von 2 ist, dann hat m ein ungeraden Primteiler p und
es gilt m = qr. Daraus folgt

a" +1=a" — (=1)?=(a")?— (=1)7 = (a" + D)((a")? — (") + ... + 1).

Dies folgt aus der Formel X? —Y? = (X — Y)(X7 ! + X972 +--- + Y971). Also
ist a” 4+ 1 ein Teiler von a™ + 1. Da a™ + 1 eine Primzahl ist, muss " + 1 = 1 oder
a”+1=am+1 gelten. Es folgt a = 0 oder r = m. Ein Widerspruch. Daraus folgt,
dass es ein n € N gibt mit m = 2".

Auferdem gilt ™ + 1 > 3 also muss a + 1 ungerade sein. Es folgt, dass a gerade
sein muss. -

Definition 3.3.20 Die Zahlen der Form 22" + 1 heifen Fermat-Zahlen.

Beispiel 3.3.21 1. (Fermat). Fiir n = 0, 1, 2, 3, 4 sind die Zahlen 3, 5, 17, 257
und 65537 Fermat-Primzahlen.

2. (Euler). Fiir n = 5 ist die Zahl 22° 41 =4 294 967 297 keine Primzahl: Es gilt
2% = 65536 = 641 x 102 + 154 = 154 (mod 641) also

232 = (219)% = 154 = 23716 = 641 x 36 + 640 = —1 (mod 641). Es folgt
22 +1=2%241=0 (mod 641).

3. Es ist nicht bekannt, ob es weitere Fermat-Primzahlen gibt...

Satz 3.3.22 (Gaufi,Wantzel) Falls das regelmifiges n-Eck konstruierbar ist (i.e.
2im

e € W), dann wird n nur von 2 und Fermat-Primzahlen geteilt. 0

Beweis. Falls das regelméfiges n-Eck konstruierbar ist, ist fiir p ein Teiler von n das
regelmiifiges p-Eck auch konstruierbar. Aber fiir p eine Primzahl ist ¢, = X?P~! +

.-+ + 1 irreduzibel und sbp(e%) = 0. Es folgt X 2in = &, und [Q(emTﬁ) :Ql=p-—1.

Daer € W gilt p — 1 = 2™ fiir ein m also 2™ 4+ 1 = p ist eine Primzahl. Aus dem
obigen Lemma folgt p = 2 (fiir m = 0) oder p = 22" + 1 fiir ein n. -

Bemerkung 3.3.23 Man zeigt, dass das regelmifiges n-Eck genau dann konstru-
ierbar ist, wenn n = 2™p; ---p,, wobei py,--- ,p, verschiedene Fermat-Primzahlen
sind.
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4.1 Zerfallungskorper

Definition 4.1.1 Sei K C L eine Erweiterung. Die Galois-Gruppe der Erweite-
rung ist
Gal(L/K)={f € Aut(L) | flx = ldg}.

Beispiel 4.1.2 1. Es gilt Gal(C/R) = {Id¢, o}, wobei o die komplexe Konjugation
ist.

2. Sei Py C K der Primkérper. Dann gilt f|p, = Idp, fiir f € Aut(K) Also
Gal(K/Pk) = Aut(K).

Satz 4.1.3 Sei f: K — K’ ein Korperisomorphismus.

1. Dann ist F': K[X]| — K'[X] definiert durch F'(a, X" +---+ag) = f(a,) X"+ -+
f(ap) ein Ringisomorphismus.

Seien K C L und K’ C L' Korpererweiterungen und sei a € L.

2. Sei [ : K(a) — L’ eine Fortsetzung von f. Dann ist f(a) eine Nullstelle a’ von
dem irreduziblen Polynom F'(y,).
3. Sei @’ eine Nullstelle von F'(x,). Dann gibt es genau eine Fortsetzung f: K(a) —» L/

-~

von f mit f(a) = a’. Der Kérperhomomorphismus f ist ein Isomorphismus

FiK(a) ~ K'(d).

Beweis. 1. Ubung.

~ ~

2. Wir schreiben x, = X" + b, 1 X" 1 + .- + 0. Es gilt 0 = f(0) = f(xa(a)) =
fl@" +bpra™ o dbo) = fa)" + f(bu-1) f(a)" 4+ fbo) = Fxa)(f(a)). Es
folgt, dass @’ = f(a) eine Nullstelle von F(x,) ist. Da F' ein Isomorphimus ist und

Xa irreduzibel ist, folgt, dass F'(x,) auch irreduzibel ist.

3. Wir zeigen, dass die Fortsetzung f eindeutig ist: Es gilt K (a) ~ K[X]/(xa), wobei
a <> [X]. Also ist ein Element in K(a) der Form [Q)] fiir Q = b, X"+ ---+by € K[X]

i.e. der Form b,a"+- - ~+bo. Dann gilt f([Q]) = f(bn)f(a)"+- -+ f(bo) = [(bn)f(a)"+
oo f(bo) = f(bp)(@)" 4+ -+ f(bo) und f ist eindeutig bestimmt.
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Wir zeigen, dass es eine Forsetzung gibt. Sei ' : K[X] — L der Ringhomomorphismus
definiert durch f'(P) = f/(b,X™ 4+ --- 4+ by) = f(by)(d)* + -+ f(by) = F(P)(a).
Da F(x.)(@) = 0, gilt f'(xa) = F(xa)(a’) = 0 also (x,) C Kerf’. Daraus folgt,
dass es ein Ringhomomorphismus  : K[X]/(xa) — L definiert durch ﬂK = f und
]?([X]) = a’ gibt. Da K(a) ~ K[X]/(x.) folgt, dass f existiert.

Es gilt Imf = K'(d'): Von f(K) = K’ folgt K’ C Imf und da f(a) = o folgt
K'(d') C Imf. Umgekehrt gilt fir Q € K[X] die Gleichung f([Q]) (@) =
F(Q)(d) € K'(d'), weil F(Q) € K'[X]. Es folgt Imf C K'(a'). Die Abbildung f

ist also ein surjektiver Kérperhomomorphismus f : K(a) — K'(da’). Es ist also auch
injektiv und ein Isomorphismus. n

Bemerkung 4.1.4 Die Anzahl der verschiedenen Fortsetzungen f : K(a) — L' von
einem Korper Isomorphismus f : K — K’ ist die Anzahl von Nullstellen von F(P)
in K’ und also immer kleiner gleich deg(P).

Korollar 4.1.5 Sei K C L eine Erweiterung und seien a,a’ € L mit y, = Xo'-
1. Dann gibt es genau ein Isomorphismus e K(a) — K(d’) mit ﬂK = Idg und
fla) = d"
2. Alle Einbettungen f : K(a) — L mit f|x = Idx haben diese From.
3. Insbesondere gilt
|Gal(K (a)/K)| = |{Nullstellen von x, in K(a)}|.

Beispiel 4.1.6 1. Das Polynom X? — 2 € Q[X] ist das Minimalpolynom von 4+/2
also gilt |Gal(Q(v/2) : Q)| = 2. Die Elemente in Gal(Q(v/2) : Q) sind f = Idgs

und f: Q(v2) — Q(v/2) definiert durch
Fla+bV2) =a—bV2.

2. Sei d € Z so, dass d kein Quadrat ist. Dann ist das Polynom X? — d € Q[X]
das Minimalpolynom von ++/d also gilt [Gal(Q Q(v/d) : Q)| = 2. Die Elemente in

Gal(Q(+/d) : Q) sind f_IdQM und f: Q(vd) — Q(v/d) definiert durch
fla+bVd) = a—bVd.

3. Das Gleiche gilt fiir i = /-1 iiber R: Das Polynom X? + 1 € R[X] ist das
Minimalpolynom von 4i = £v/—1 also gilt [Gal(C : R)[ = |Gal(R() : R)[ = 2. Die

Elemente in Gal(C : R) sind f=1Id¢c und f: C — C definiert durch

f(a+ bi) = a — bi.
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4. Das Polynom P = X*—2 € Q[X] ist das Minimalpolynom von v/2 aber Q(v/2) ent-
hélt keine weitere Nullstelle von P (die weitere Nullstellen sind \3/562% und \3/56_2%).
Es gilt also |Gal(Q(+/2) : Q)| = 1. Das einzige Element ist f = Idgy 45

5. Sei p eine Primzahl. Das Polynom P, = X' +...+ X +1 € Q[X] ist das

Mlmmalpolynom von e » und (Q)(e » ) enthiilt alle weitere Nullstellen von &,: die

Zahlen ¢ v fiir k € [1,p — 1]. Es gilt also |Gal(@(e%)\ = p — 1. Die Elemente sind
gegeben durch

2im

Fler )—e o firke[l,p—1].
Definition 4.1.7 Sei K ein Kérper und P € K[X|\ K mit deg(P) = n ein Polynom.
Ein Zerfallungskorper von P ist eine Erweiterung K C L so, dass

(a) Alle Nullstellen ay, -+ ,a, von P sind in L (i.e. P zerfallt in lineare Faktoren
AT, (X —a;) in L[X]) und

(b) L =K(ay, - ,ay,) (i-e. ist die kleinste Erweiterung die (a) erfiillt).

Bemerkung 4.1.8 Sei L ein Zerfallungskérper von P iiber K. Dann gilt L =
K(ay,--- ,a,),wobeiay,--- ,a, die Nullstellen von P sind. Insbesondere sind ay, - - - , a,
algebraisch iiber K und aus dem Satz 3.2.18 folgt

[L: K] < oo
also ist ein Zerfallungskorper eine endliche Erweiterung.

Lemma 4.1.9 Seien K ein Korper, P € K[X]\ K und L ein Zerfallungskérper von
P. Sei M = {Nullstellen von P in L}.

Dann ist die Abbildung ¢ : Gal(L/K) — Bij(M) definiert durch f — f| ein injekti-
ver Gruppenhomomorphismus. O

Beweis. Nach dem obigen Korollar gilt f(a) € M fiir a € M also ist die Abbil-
dung ¢ wohl definiert und ein Gruppenhomomorphismus. Sei ]? € Keri. Es gilt
f|M = Idy. Sei M = {ay,---,a,}. Es gilt per Definition eines Zerfallungskorper
L =K(ay, - ,a,). Da f\K = Idg und f(az) = q; fiir alle ¢ folgt f Id; und ¢ ist
injektiv. [

Bemerkung 4.1.10 Sei L ein Zerfallungskorper. Es gilt also |Gal(L/K)| < oco.

Satz 4.1.11 Sei f: K — K’ ein Korperisomorphismus und F': K[X] — K'[X] der
induzierte Ringisomorphismus. Sei P € K[X]\ K und seien L und L’ Zerfallungskor-
per von P und P’ = F(P).

Sei @ eine Nullstelle von P und a’ eine Nullstelle von F'(x,). Dann existiert ein (nicht
unbedingt eindeutiger) Isomorphismus f : L — L' mit f|x = f, f(a) = a’ und

F({Nullstellen von P in L}) = {Nullstellen von P’ in L'}.
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Beweis. Per Induktion nach n = [{a € L'\ K | P(a) = 0}.

Firn =0gilt P(X) = A[[;(X —a;) und P' = f(A) [[,(X — f(a;)). Also xo, = X —a;
und F(x,,) = X — f(a;) und auch L = K und L' = K’. Dann ist f = f ein
Isomorphismus, der die Behauptung erfiillt.

Die Behauptung sei wahr fiir Polynome mit weniger als n Nullstellen in L\ K. Nach
Satz 4.1.3 gibt es ein Isomorphismus [’ : K(a) ~ K'(d’) mit f'|x = f und f'(a) = d'.
Dann hat P hochstens n — 1 Nullstellen in L \ K(a). Nach Induktion gibt es ein
Isomorphismus ]?: L — L' mit ﬂK(a) = ]?, und

~

f({Nullstellen von P in L}) = {Nullstellen von P’ in L'}.
Der Isomorphismus ferﬁillt die Behauptung. -

Korollar 4.1.12 Sei P € K[X]| und L ein Zerfallungskérper von P. Dann operiert
Gal(L/K) transitiv auf der Nullstellenmenge jedes irreduziblen Teilers von P.

Korollar 4.1.13 Sei P € K[X]irreduzibel und L ein Zerfallungskorper von P. Dann
operiert Gal(L/K) transitiv auf der Nullstellenmenge von P.

Insbesondere sei m die Anzahl der Nullstellen von P. Dann m teilt |Gal(L/K)| und
|Gal(L/K)| teilt m!.

Beweis. Da Gal(L/K) transitiv auf {Nullstellen von P} operiert folgt von der Bahn-
formel, dass m = |eine Bahn| teilt |Gal(L/K)].

Nach Lemma 4.1.9 ist |Gal(L/K)| eine Untergruppe von Bij({Nullstellen von P}).
Nach Lagrange-Satz folgt, dass |Gal(L/K)| die Zahl m! teilt. -

Satz 4.1.14 Sei P € K[X]\ K.
1. Dann hat P einen Zerfallungskorper L.

2. Alle Zerfallungskorper von P sind isomorph: Fiir je zwei Zerfallungskérper L und
L’ von P gibt es einen Isomorphismus f : L — L’ mit f|x = Idg und

~

f({Nullstellen von P in L}) = {Nullstellen von P in L'}.

Der Isomorphismus ]?induziert dank ¢ +— f(pffl ein Isomorphismus

Gal(L/K) — Gal(L'/K).
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Beweis. 1. Per Induktion nach deg P. Fiir deg P = 1 gilt L = K und die Aussage
ist klar. Sei @ ein irreduzibler Teiler von P und M = K[X]/(Q). Dann ist M ein
Korper mit [M : K] = deg @ so, dass fiir a = [X] gilt M = K(a) und P(a) = 0. Wir
schreiben P(X) = R(X)(X — a) mit R € K(a)[X]. Es gilt deg R = deg P — 1 und
nach Induktionsannahme gibt es ein Zerfallungskorper L von R. Uber L zerfillt R
in Produkt von lineare Faktoren. Daraus folgt, dass P auch in Produkt von linear

Faktoren iiber L zerfillt. Seien ao,--- ,a,, die Nullstellen von R. Wir setzen a; =
a. Dann sind ay,--- ,a, die Nullstellen von P. Es gilt L = K(a)(as, -+ ,a,) =
K(ay,- -+ ,a,) also ist L ein Zerfallungskérper von P iiber K.

2. Die erste Aussage folgt aus dem Satz 4.1.11. Die Umkehrabbildung von ¢ fcpfil
ist o — flf n
Definition 4.1.15 Sei P € K[X].

1. Der Zerfallungskorper von P iiber K ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
und wird mit Dg(P) bezeichnet.

2. Die Gruppe Gal(Dg(P)/K) ist auch bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Wir
schreiben Gal(P) = Gal(Dg(P)/K). Diese Gruppe heift die Galois-Gruppe von
P.

Beispiel 4.1.16 1. Sei P = X3 — 2 € Q[X]. Dann gilt

2

Do(P) = Q(V2,V2e5 V2~ 5) = Q(V2,¢%).

2. 1. Sei P = X*—2 € Q[X]. Dann gilt
Dg(P) = Q(£V2, +iv2) = Q(V2,9).

4.2 Normale und separable Erweiterungen

4.2.1 Normale Erweiterungen

Definition 4.2.1 Eine Erweiterung K C L heifit normal, falls jedes irreduzible
Polynom aus K[X], das in L eine Nullstelle hat, in Linearfaktoren iiber L zerfillt.

Beispiel 4.2.2 1. Die Erweiterung Q C Q(+/2) ist nicht normal, weil P(X) = X3 —
2 € Q[X] eine Nullstelle in Q(3/2) hat, aber zerfillt in lineare Faktoren nicht,.

2. Die Erweiterung Q C Q(¥/2¢™") ist nicht normal, weil P(X) = X® — 2 € Q[X]
eine Nullstelle in Q(¥/2e°s") hat aber nicht in Linearfaktoren zerfills.
3. Es gilt Q € Q(v/2), Q(¥2e™") € Q(¥/2,¢5") und die Abbildung
[:QV2.e¥) 5 Q(V2,e)
mit f(¥/2) = ¢/2e%" ist ein Isomorphismus und bildet Q(+/2) auf Q(/2¢*) ab.
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Satz 4.2.3 Sei K C L eine endliche Erweiterung. Die folgende Aussagen sind &dqui-
valent:

1. Die Erweiterung K C L ist normal.
2. Es gilt L = Dg(P) fiir ein P € K[X].

3. Fiir alle Erweiterungen L C M und Kérperhomomorphismen f: L — M mit

Beweis. (1. = 2.) Es gibt algebraische Elemente ay,--- ,a, mit L = K(ay, - ,a,).
Sei P =[], Xa;- Wir zeigen, dass L = Dg(P). Es gilt Dg(P) = K ({Nullstellen von P).
Da alle a; Nullstellen von P sind folgt L C Dg(P).

Sei a eine Nullstelle von P. Dann gibt es ein ¢ so, dass a eine Nullstelle von y,, ist. Da
Xq, die Nullstelle a; in L besitzt und K C L ist normal, zerfillt x,, in Linearfaktoren
tiber L. Insbesondere gilt @ € L und D (P) = K ({Nullstellen von P) C L.

(2. = 3.) Sei P € K[X] so, dass L = Dg(P). Es gilt L = K({Nullstellen von P) Sei
L C M eine Erwe1terung und f L — M mit f|K = Idg. Sei a eine Nullstelle von
P. Es gilt P(f(a)) = f(P(a)) = 0 also ist f(a ) eine Nullstelle von P und es folgt
flayc L.Da L = K({Nullstellen von P) folgt f(L) C L. Da f : L — L injektiv ist
und [L : K] < oo folgt f(L) =

(3. = 1.) Sei P € K[X] irreduzibel so, dass P eine Nullstelle a € L hat. Seien
ay, -+ ,a, € L so, dass L = K(a,ay, - ,a,). Wir setzen Q = Pyxq, -+ Xa, und
M = Dg(Q). Es gilt L C M. Seien xy = a,zy,- -, &, die Wurzeln von P. Es gilt

To = a,T1, - ,Tm € M. Nach Satz 4.1.11 glbt es fur jedes i € [1,m] ein Korperlso—
morphismus f : M — M mit f|x = Idgx und f(a) = z;. Daraus folgt z; = f(a) € L
und alle Wurzeln von P sind in L enthalten. =

Definition 4.2.4 Sei K C L eine Erweiterung. Eine normale Hiille zu L iiber K
ist eine normale Erweiterung K C M so, dass kein Zwischenkoérper L € M' C M
normal iiber K ist.

Korollar 4.2.5 Jede Endliche Erweiterung hat eine normale Hiille.

Beweis. Es gibt algebraische Elemente aq,---,a, € L so, dass L = K(ay, -+ ,a,).
Sei P = X, ** Xa, und M = D(P). Dann ist M normal iiber K.

Sei M’ ein Zwischenkorper mit K € L € M’ C M mit M’ normal iiber K. Fiir alle
i hat x,, die Nullstelle a; € L € M'. Da M’ normal iiber K ist sind alle Nullstellen
von X, fiir alle 4 in M’ enthalten. Insbesondere sind alle Nullstellen von P in M’
enthalten. Da M, iiber K, von den Nullstellen von P erzeugt ist gilt M C M’ und
also M = M'. -
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4.2.2 Separable Erweiterungen

Definition 4.2.6 Sei K ein Korper, sei P € K[X]| und sei K C L eine Erweiterung.

1. Die Vielfachheit einer Nullstelle a von P ist die maximale Potenz n € N, fiir
die (X —a)"|P.

2. Eine Nullstelle @ von P heift einfach falls die Vielfachheit von a gleich 1 ist.

3. Das Polynom P heiftt separabel, falls jeder irreduzibler Teiler () von P in seinem
Zerfallungskorper nur einfache Nullstellen hat.

Ansonsten heifst P inseparabel.

4. Der Korper K heift perfekt (oder vollkommen) falls jedes P € K[X] separabel
ist.

5. Ein Element a € L heift separabel iiber K, falls x, € K[X] separabel ist.
6. Die Erweiterung K C L heifit separabel, wenn jedes a € L separabel iiber K ist.
7. Die Ableitung von P = a, X" + - - -+ qag ist P’ = na, X" '+ ---a.

Beispiel 4.2.7 Sei K = F5(Y) und P = X? — Y € K[X]. Dann ist P irreduzibel
und VY ist eine Nullstelle von P. Es gilt

PX)=X?—Y=X2—-(VY)?=(X -VY)?
also ist P inseparabel. In diesem Fall gilt auch P’ =2X = 0.

Satz 4.2.8 Sei P € K[X] und L = Dg(P).
1. Es gilt

{a € L | a mehrfache Nullstelle von P} = {a € L | a Nullstelle von ggT(P, P')}.

2. Sei P irreduzibel. Dann gilt (P ist inseparabel) < (P’ = 0). 0

Beweis. 1. Sei a eine mehrfache Nullstelle. Dann gilt P(X) = (X —a)?Q(X). Daraus
folgt P’ = 2(X — a)Q + (X — a)?Q’ und also ist X — a ein Teiler von P und P’
Daraus folgt, dass X — a ein Teiler von ggT (P, P’) ist und a ist eine Nullstelle von
ggT(P, P').

Umgekehrt, sei a eine einfache Nullstelle von P. Dann gilt P(X) = (X —a)Q(X) mit
Q(a) # 0. Daraus folgt, P'(X) = Q(X) + (X —a)Q'(X) und P'(a) = Q(a) # 0. Also
ist X — a kein Teiler von P’ und also kein Teiler von ggT(P, P') und a ist nicht eine
Nullstelle von ggT (P, P').

2. Sei P irreduzibel und @ = ggT(P, P’). Da @ ein Teiler von P ist gilt: Q € K[X]*
oder Q = AP fiir ein A € K. Im ersten Fall hat ggT (P, P’) keine Nullstelle. Im zweiten
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Fall gilt P" = 0 (sonst gilt deg P’ < deg P — 1 und deg(P) = deg(ggT(P, P')) <
deg P — 1 ein Widerspruch).

Das Polynom P ist genau dann inseparabel, wenn P eine mehrfache Nullstelle a hat.
Dies ist nach 1. dquivalent zu ggT(P, P')(a) =0 i.e. P' =0. -

Korollar 4.2.9 Sei K mit char(K) = 0. Dann ist K perfekt.

Beweis. Fiir P € K[X] irreduzibel gilt P’ # 0. -

4.2.3 Galois Theorie

Definition 4.2.10 Sei L ein Koérper und G eine Untergruppe von Aut(L). Der Fix-
korper von G in L ist

LY ={ac L| f(a) = a fiir alle f € G}.

Lemma 4.2.11 Sei L ein Kérper und G eine Untergruppe von Aut(L). Dann ist LY
ein Teilkérper von L. O

Beweis. Seien a,b € LY mit b # 0. Es gilt f(a —b) = f(a) — f(b) = a — b und
a\ _ fla) _ a
f(E) - f((b)) b [

Definition 4.2.12 Eine Korper Erweiterung heift Galois, wenn es eine endliche
Untergruppe G C Aut(L) gibt mit K = LC.

Beispiel 4.2.13 1. Die Erweiterung Q C Q(v/2) ist Galois: Es gilt

Q= @(ﬁ)Gal(Q(\/i)/Q).

2. Die Erweiterung Q C Q(+/2) ist nicht Galois: Es gilt
Aut(Q(V2)) = Gal(Q(V2)/Q) = {Idg g}

also gilt fiir jede Untergruppe G C Gal(Q(+/2)/Q) die Gleichung

Die Hauptsitze der Galois Theorie sind die folgende zwei Sétze.

Satz 4.2.14 (Charakterisierung von Galois Erweiterungen) Sei K C L eine
Erweiterung. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Die Erweiterung K C L ist Galois.
2. Es gilt [L : K] = |Gal(L/K)| < co.
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3. Die Erweiterung K C L ist endlich, normal und separabel.
4. Es gilt L = Dk (P) fiir P € K[X] separabel. O

Satz 4.2.15 (Hauptsatz der Galois Theorie) Sei K C L eine Galois Erweite-
rung. Sei G = Gal(L/K). Sei
Z1k = {Zwischenkdrper M: K C M C L}
die Menge aller Zwischenkorper und sei
Us = {H Untergruppe von G}

die Menge aller Untergruppen von G.
Seien & : Ug — Zr/k und ¥ : Z; g — Ug die Abbildungen definiert durch

&(H) = L" und ¥ (M) = Gal(L/M).
1. Dann sind @ und ¥ bijektiv und inverse zueinander.
2. Fiir alle M € Z; ) ist die Erweiterung M C L Galois und es gilt

[L: M) =|Gal(L/M)| = |¥(M)].

3.Sei M € Zp k. Es gilt
(K C M Galois) & (¥(M) = Gal(L/M) «Gal(L/K) = G).

In diesem Fall induziert die Einschrinkungsabbildung einen surjektiven Gruppenho-
momorphismus G — Gal(M/K), f~ f|y mit Kern Gal(L/M). Insbesondere gilt

Gal(M/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/M).

Beispiel 4.2.16 Sei K = Q und L = Dy (P) mit P = X3 — 2. Wir setzen j = e5".

Seien
2= V2, 2 =jV2und 2 = j*V2
die Nullstellen von P. Es gilt
L =Q(z1, 2, 23) = @(\?’/ij)-

Da P separabel ist, ist die Erweiterung K C L Galois. Wir haben die folgende
Zwischenkorper:

Q(z1), Q(22), Q(z3) und Q(j).

Da P das Minimalpolynom von zj, 29, z3 ist gilt [Q(z;) : Q] = 3 fiir alle i und
3|[L : K]. Da &, = X% + X + 1 das Minimalpolynom von j ist gilt [Q(j) : Q] = 2
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und 2|[L : K]. Daraus folgt 6|[L : K| = Gal(L/K). Aber nach Lemma 4.1.9 ist
Gal(L/K) eine Untergruppe von Bij({z1, 22, 23}) ~ S3. Daraus folgt Gal(L/K) ~ S5
und [L: K] = 6.

Die Gruppe S3 hat genau 6 Untergrupen H:
{1d}, {Id,[12]}, {Id, [13]}, {Id, [23]}, As = {Id,[123],[132]} und S;.

Die Zwischen Erweiterungen M = &(H) sind

L7 @(’23)7 Q(ZQ)u Q(Zl)u Q(j) und K.
Die Zwischenkorper Q(z3), Q(22), Q(z1) sind nicht Galois iiber Q aber Q(j) is Galois
iber Q.

Zur Vorbereitung des Beweis beweisen wir Hilfséitze.

Bemerkung 4.2.17 Seien L und L' Korper. Dann ist Abb(L, L") die Menge aller
Abbildungen f: L — L’ ein L'-Vektorraum dank

(f + f)(a) = f(a) + f'(a) und (Af)(a) = Af(a)
fir allea € L, A € L' und f, f' € Abb(L, L’).

Lemma 4.2.18 Seien fi,---, f, : L — L’ paarweise verschiedene Kérperhomomor-
phismen. Dann ist (f1,---, f,) ein linear unabhéngiges System in Abb(L, L'). 0

Beweis. Angenommen (f,-- -, f,) sei linear abhéngig. Sei (f;,,- -, f;.) ein minima-
les linear abhéngiges System. Modulo Umnummerirung kénnen wir annehmen, dass
(f1,--+, fr) ein minimales linear abhéngiges System ist. Da f; injektiv ist also f; # 0
gilt » > 2. Es gibt also Skalare Ay,--- ;A\, € (L')* mit

> Mfi=0.
i=1
Sei a € L mit f1(a) # fa(a). Fiir alle z € L gilt

> iza Ailfila) = fila)) filz) =21 Nilfila) — fila)) fi(z)
= i1 Aifila) fi(x) — fila) i, Aifi()
=i Aifilax) — fi(a) (i, Aifi) (2)
= (22:1 Aifi) (az) —0=0.

Es folgt
D ilfila) — fila)fi =0

ein Widerspruch zur Minimalitét. =
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Lemma 4.2.19 Seien fi,---, f, : L — L’ paarweise verschiedene Kérperhomomor-
phismen. Sei

K={acL]| fila) == fula)}.
Dann ist K ein Teilkorper von L und es gilt [L : K| > n. 0

Beweis. Seien a,b € K mit b # 0. Es gilt fi(a —b) = fi(a) — fi(b) = fi(a) — f;(b) =
ij(a —b) und f; (%) = J}((b)) fﬂ a) =f; ( ) Daraus folgt, dass K ein Teilkorper von
ist.

Sei ai,---,a,, eine Basis von L iiber K mit m < n. Das System mit Variablen
CIPRRRIRE %
(Y @ifila) =0

S afi(a) = 0

( 2imy zifilam) =0
hat eine nicht triviale Losung (xq,---,2,) € (L))" (eine Losung ist ein Vektor im
Kern der Matrix (f;(a;)) € My, (L") und da m < n ist der Kern nicht Null).

Fiir a € L gibt es Skalare A\, mit a = Y %' Adyag. Da A\, € K gilt fi(\,) = -+ =

fo(Ax). Wir setzen A, = fi(Ax) = -+ = fu(Ar). Es folgt
<szfz> szzfz )\k fz ak ZAk <szfz ag ) = 0.
i=1 k=1
Daraus folgt >, z; f; = 0. Ein Widerspruch zum obigen Lemma. n

Definition 4.2.20 Sei L ein Koérper und G eine endliche Untergruppe von Aut(L).
Die G-Spur von L ist die Abbildung Trg : L — L definiert durch

Tre(a Z fla
e

Lemma 4.2.21 Sei L ein Korper und G eine endliche Untergruppe von Aut(L).
Dann ist Trg eine L lineare Abbildung und es gilt ImTrg = Trg(L) = LC. 0

Beweis. Sei a € L und A € LY. Es gilt
Trg(Aa) =Y f(Xa) =Y fN)fla) =D Af(a) =1 f(a) = ATig(a).
fed fed feGq fea
Sei € L und g € G. Es gilt
9(Tra(a) = g>_ fla)=> gf(a) = ) gf(a) = Tro(a)
feag feag gfeG

also LY C ImTrg = Trg(L). Da die Familie (f) jeq linear unabhiingig ist gilt Trg # 0.
Die Abbildung Tre : L — LY ist L%-linear und nicht null. Da dim;c L% = 1 folgt,
dass Trg(L) = ImTrg = LC. -
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Lemma 4.2.22 Sei L ein Korper und G eine endliche Untergruppe von Aut(L). Sei
K = L. Es gilt
[L:K]=|G|.

Beweis. Sei G = {fi1,-, fn}. Es gilt K C M = {a € L| fi(a)

= ... = fu(a)}. Nach
Lemma 4.2.19 gilt [L : M] > n. Daraus folgt [L: K| > [L: M] >n

Sei (ai,- -+ ,a,) mit m > n ein System von Elementen in L. Wir zeigen, dass
(ay,- - ,ay) linear abhéngig {iber K ist. Das System mit Variablen zy,--- | z,:

(Y wifi (@) =0
S f @) = 0

\ 221 :L’an_l(az) =

hat eine nicht triviale Losung (xq,--- ,z,,) € L™ (eine Losung ist ein Vektor im
Kern der Matrix (f;(a;)) € My (L) und da m > n ist der Kern nicht Null). Sei
ig € [1,m] mit z;, # 0 und sei ¢ € L mit Trg(c) # 0. Fiir alle & € [1,n] gilt

= cT; = cx;
fit(a;)—* = 0 also a; fr (—Z) =0.
Wir summieren iiber k. Es folgt

S () 5 () S (2)

k=1 =1 =1 k=1 =1

Da Trg ( x) € LY = K und Trg (m“> = Trg(c) # 0 ist das System (ay,- -, am)
Tig

linear abhéngig iiber K. n

Lemma 4.2.23 Sei L ein Korper und G eine endliche Untergruppe von Aut(L). Sei
K = LY. Es gilt
Gal(L/K) =

Insbesondere fiir K C L Galois gilt K = L%l(E/K), .
Beweis. Sei f € G. Dann gilt f € Aut(L) und f(a) = a fiir a € K = LY. Es folgt
f e Gal(L/K). Also G C Gal(L/K).

Sei a € LEE/K) ynd f € G. Da f € Gal(L/K) gilt f(a) = a und a € L€, Es gilt
also K ¢ KG/EK) 16 = K und LG /K = K = ¢ Nach dem obigen Lemma
gilt |Gal(L/K)| = [L : K| = |G|. Daraus folgt die Aussage.

Fiir K C L Galois gibt es G C Aut(L) endlich mit K = L% und es folgt G =
Gal(L/K) also K = LGI/K), .
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Beweis vom Satz 4.2.14. (1. = 2.) Folgt aus Lemma 4.2.22 und Lemma 4.2.23.

(2. = 1.) Es gilt K ¢ LS(/%) ¢ [, und nach Lemma 4.2.22 und per Annahme gilt
[L : LEE/E)] = |Gal(L/K)| = [L : K]. Daraus folgt K = LE/K) uynd K C L
Galois.

(1. = 3.) Sei G eine endliche Untergruppe von Aut(L) mit K = L¢. Es gilt [L :
K] = |G| < oo nach Lemma 4.2.22 also ist die Erweiterung endlich. Sei a € L und
Xa € K[X] das Minimalpolynom von «a iiber K. Sei G -a = {f(a) € L|f € G}. Wir

zeigen
Xe= [] (X=0).
beG-a
Es folgt, dass alle Nullstellen von x, einfach sind und in L enthalten sind. Daraus
folgt, dass K C L normal und separabel ist.

Sei P = [[yeca(X —0). Sei f € G und F : L[X] — L[X] definiert durch f(a, X" +
i+ ag) = Fan) X" + -+ f(ao). Fs gilt

FP)y=F(][(x-0)=[[x-ron= 1] X -0).
beG-a beG-a beG-a
Daraus folgt P € K[X]. Da P(a) = 0 gilt x,|P. Sei b € G -a. Da gilt b = f(a) fiir ein
f € G.Esgilt xa(b) = xa(f(a)) = f((xa)(a)) = 0. Also sind alle g € G - a Nullstellen
von Y, und es folgt P|x,. Daraus folgt P = x,.

(3. = 4.) Nach Satz 4.2.3 gilt L = Dg(P) fiir ein P € K[X]. Da K C L separabel
ist, ist P separabel.

(4. = 1.) Sei P € K[X] separabel und L = Dg(P). Sei G = Gal(L/K). Nach Lemma
4.1.9 gilt G C Bij({Nullstellen von P}) also |G| < (deg P)!. Wir zeigen, dass die Er-
weiterung K C L Galois ist nach Induktion iiber N = |{Nullstellen von P in L\ K}|.

Fiir N = 0 gilt K = L = LY und die Aussage ist klar.

Fiir N > 1, sei @ € L\ K eine Nullstele von P. Dann gilt auch L = Dy, (P)
und nach Induktionsvoraussetzung ist K(a) C L Galois. Sei also H eine endliche
Untergruppe von Aut(L) mit K(a) = LY. Es gilt H C Gal(L/K) = G. Sei x, €
K[X] das Minimalpolynom von a iiber K. Es gilt x,|P. Sei n = deg x, und a; =
a,as, -+ ,a, € L die Nullstellen von y,. Da P separabel ist sind diese Nullstellen
paarweise verschieden. Nach Satz 4.1.11 gibt es fiir jedes k € [1,n] ein f;, € G mit
fe(a) = ay. Sei b € L¢ C L = K(a). Dann ist b von der Form b = Q(a) fiir ein
Q) € K[X]. Dank der Restdivision mit y, gilt @ = xR + S mit degS < n und
b= Q(a) = xo(a)R(a) + S(a) = S(a). Sei T(X) = S(X) — b € KC[X]. Es gilt

0= fi(S(a) =b) = fi(T(a)) = T(fi(a)) = T(ax).

Daraus folgt, dass T mindenstens n > degT Nullstellen hat. Es folgt 7' = 0 also
S(X) = bund da S € K[X] folgt b € K. Daraus folgt LY C K. Die Enthaltung
K C L% ist klar also K = L. -
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Lemma 4.2.24 Sei K C L eine Galois erweiterung und M ein Zwischenkdrper.

Dann ist M C L Galois. O
Beweis. Sei G = Gal(L/K) und H = Gal(L/M). Wir zeigen M = LY. Es gilt
M c L. Umgekehrt, seien {Id;, = fi,---, f,} C G ein Repriisentantensystem des
Quotients G/H i.e. mit {[f1],---,[f;]} = G/H.

Die Einschrankungen fi|p,- -, fr|am sind paarweise verschieden: falls f;|y = fj|1
gilt folgt f; o fj_l € H also [f;] = [f;] und i = j.

Sei a € M mit a = fi(a) = = f.(a). Wir zeigen a € LY = K. Sei f € G und [f] €

G/H die Klasse von f im Quotient. Dann gibt es ein ¢ mit [f] = [f;]. Daraus folgt,
dass es ein h € H gibt mit f = f;h. Da h(a) = a, folgt f(a) = fih(a) = fi(a) = a.
Also a € L¢ = K. Daraus folgt

K=1¢c{aeM|fila)=-=fla)} C K
und beide Menge sind gleich. Nach Lemma 4.2.19 und Lemma 4.2.22 folgt
G| =[L:K]=I[L:LY][L": M][M : K]
— [H|[L" - M][M : K] > |H|[L" : M]r = |H|[LY : M]|G/H]| = |G|[L" : M)
Daraus folgt [L* : M] =1 und M = L. -

Lemma 4.2.25 (Konjugationsprinzip) Seien K C M C L Erweiterungen und
sei f € Gal(L/K). Dann gilt

Gal(L/f(M)) = fGal(L/M)f~.

Beweis. Sei g € Gal(L/M). Dann gilt fgf~' € Aut(L) und fiir b = f(a) € f(M)
gilt fgf~'(b) = fgf~'f(a) = fgla) = f(a) = b also fgf™' € Gal(L/f(M)).
Daraus folgt fGal(L/M)f~ c Gal(L/f(M)). Es folgt auch f~'Gal(L/f(M))f C
Gal(L/f~'f(M)) = Gal(L/M) und also Gal(L/f(M)) C fGal(L/M)f~'. Daraus
folgt die Aussage. n

Lemma 4.2.26 Sei K C L Galois und K C M C L so, dass fiir alle f € Gal(L/K)
gilt f(M) = M. Dann ist

res : Gal(L/K) — Gal(M/K)

definert durch res(f) = f|u ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Ker(res) =
Gal(L/M) und K C M ist Galois. 0

Beweis. Die Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus (Ubung). Es gilt
Ker(res) = {f € Gal(L/K) |f|m = Idp} = Gal(L/M).

Sei G = Im(res) das Bild von res. Es gilt M¢ = M©I(/K) Da K C L Galois ist, gilt
K c M¢ = MGIL/K) ¢ [Galll/K) — K nach Lemma 4.2.23. Daraus folgt M¢ = K
und nach Lemma 4.2.23 folgt G = Gal(M/K). n
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Lemma 4.2.27 Seien K C M C L Erweiterungen mit K C L Galois. Dann sind
aquivalent:

1. Die Erweiterung K C M ist Galois.
2. Fiir alle f € Gal(L/K) gilt f(M) = M.

3. Gal(L/M) < Gal(L/K). .

Beweis. (1. = 2.) Nach Lemma 4.2.19, Lemma 4.2.22 und Lemma 4.2.23 gilt
|Gal(M/K)| < |{flm: M — L |f €Gal(L/K)} <[M: K| =|Gal(M/K)].

Also gilt die Gleichung iiberall und jedes f|y, fiir f € Gal(L/K) liegt bereits in
Gal(M/K) also f(M) = M.

(2. = 1.) Folgt aus Lemma 4.2.26

(2. = 3.) Folgt aus Lemma 4.2.26: Gal(L/M) ist der Kern von res.

(3. = 2.) Sei f € Gal(L/K). Da f(M) C L und M C L Galois sind (nach Lemma
4.2.24) gilt M = LEEM) ynd f(M) = LENE/FMD) (nach Lemma 4.2.23). Nach
Lemma 4.2.25 gilt Gal(L/f(M)) = fGal(L/M)f~' = Gal(L/M) nach Annahme. Es
folgt f(M) = M. n

Beweis vom Satz 4.2.15. 1. Sei K C L eine Galois Erweiterung. Sei M ein Zwischen-
korper und H eine Untergruppe von G = Gal(L/K). Nach Lemma 4.2.23 gilt

U (P(H)) =w(L") = Gal(L/L") = H.
Es gilt

(W (M)) = &(CGal(L/M)) = LEHEM),
Nach Lemma 4.2.24 ist M C L Galois und nach Lemma 4.2.23 folgt M = LGal(L/M),

2.Die erste AUssage folgt aus Lemma 4.2.24 und die Gleichung aus Lemma 4.2.22.

3. Die erste Aussage folgt aus Lemma 4.2.27 und die letzte Aussage aus Lemma
4.2.26. [

Beweis. Sei G = Gal(M/K), N = Gal(M/L) und H = Gal(L/K). Dann gilt K =
L7 und L = MY. Wir zeigen K = M¢. Die Enthaltung K C MY ist klar. Sei
v € MY Da N C G folgt v € MY C M" also x € L. Sei jetzt f € Gal(L/K). Da
L C M normal ist, gibt es nach Satz 4.1.11 ein g € Gal(M/K) mit g|;, = f. Es folgt
f(x) = g(x) = x und also x € L = K. -
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4.2.4 Algebraischer Abschlul}

Definition 4.2.28 Sei K ein Korper. Ein algebraischer Abschluf von K ist eine
Erweiterung K C K mit

e K C K ist algebraisch

e K ist algebraisch abgeschlossen.

Beispiel 4.2.29 1. Ein algebraischer Abschluf von C ist C .
2. Ein algebraischer Abschlufs von R ist C.
3. Ein algebraischer Abschlufs von Q ist

Q = {z € C | z ist algebraisch iiber Q }.

4. Der Korper C ist kein algebraischer Abschluft von Q, weil die Erweiterung Q C C
nicht algebraisch ist.

Theorem 4.2.30 (Steinitz) Jeder Korper hat einen algebraischen Abschlufs. o

4.3 Endliche Korper

4.3.1 Existenz

Lemma 4.3.1 Sei R ein kommutativer Ring mit char(R) = p > 0. Fiir n € N, sei
q=p"
1. Dann ist die Abbildung Frg : R — R definiert durch Frg(xz) = 2P ein Ringhomo-

morphismus.

2. Dann ist die Abbildung Frg, : R — R definiert durch Frg(x) = 27 ein Ringhomo-
morphismus. O

Beweis. 1. Es gilt Frp(z +y) = (z + y)» = >h_o ()a*y?~*. Aber p|() fiir alle
k € [1,p—1]. Daraus folgt Frg(z+y) = 2P +y? = Frg(z) + Frg(y). Es filgt Frr(zy) =
(zy)? = aPy? = Frp(z)Fre(y).

2. Bs gilt Fr,r(z) = 27 = 27" = (27)" = Friy(x). Die Aussage folgt aus 1. -

Definition 4.3.2 Sei R ein kommutativer Ring mit char(R) = p > 0. Die Abbildung
Frr : R — R definiert durch Frg(z) = 2P heifst Frobenius-Homomorphismus.
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Lemma 4.3.3 Sei K ein endlicher Korper mit char(K) = p.

1. Dann ist Frg ein Automorphismus.

2. Falls K = Fp gllt FI'K = IdK 0
Beweis. 1. Die Abbildung Frg ist ein Kérperhomomorphismus also ist injektiv. Da
K endlich ist ist Frg bijektiv.

2. Sei z € FFp. Falls z = 0 gilt Frg(z) = Frg(0) = 0 = 2. Sei also x € F). Es gilt
Fx ~ Z/(p—1)Z also ist die Gruppe (F), -) der Ordnung p— 1. Es folgt, dass 277! =1
und also Frg(z) = a? = . -

Lemma 4.3.4 Seien K C L zwei endlicher Korper und seien ¢ = | K| und ¢’ = [L].
1. Dann gilt [L : K] =n < oo und ¢’ = ¢".

2. Insbesondere fiir p = char(K) gilt ¢ = |K| = p™ fiir ein m € Ny,. O
Beweis. 1. Da L endlich ist ist L ein endlicher Vektorraum iiber K. Sei n = [L : K].
Es gilt L ~ K™. Daraus folgt die Aussage.

2. Es gilt F, = Px C K. Sei m = [K : F,|. Die Aussage folgt aus 1. n

Satz 4.3.5 Sei p eine Primzahl und n € Nyg. Sei ¢ = p".

Dann gibt es modulo isomorphismus genau ein Koérper K mit ¢ Elemente: der Zer-
fallungskorper von X9 — X iiber I, 0

Beweis. Wir zeigen, dass es ein Kérper mit ¢ Elemente gibt. Sei K = Dy, (X7 — X))
der Zerfallungskorper von X9 — X iiber F),. Es gilt F, C K also char(K) = p. Sei

M={ze K |a2?—x=0}

Wir zeigen, dass M ein Korper ist: Seien =,y € M. Dann gilt (r—y)? = Frg (v —y) =
Frc () —Frg,(y) = 29—y? = x—y also x—y € M. Es gilt auch (zy~1)? = 29(y?) ' =
xy~ ! also zy~t € M.

AuRerdem gilt fiir P(X) = X?— X: 92(X) = ¢X? ' —1 = —1 da char(K) = p|q. Es
folgt ggT (P, j—i) = 1 und die Nullstellen von P sind von Vielfachheit 1. Es sind also
genau ¢ solche Nullstellen. Daraus folgt | M| = q.

Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit. Sei M ein Koérper mit ¢ Elemente. Sei x € M*. Da
IM*|=q—1gilt 277! =1 und also 27 — z = 0. Fiir z = 0 € M gilt auch 27 — z = 0.
Es gilt also 27 — 2 = 0 fiir alle x € M und M = Dy, (X9 — X). -

Definition 4.3.6 Fiir p eine Primzahl, n € N und ¢ = p" schreiben wir I, fiir den
Korper mit ¢ Elemente.
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4.3.2 Primitives Element

Satz 4.3.7 Sei p eine Primzahl und ¢ = p". Es gibt einen Gruppenisomorphismus

Insbesondere ist ¢ eine Zyklische Gruppe. O

Beweis. Die Gruppe F ist kommutativ. Sei m = max{ord(g) | g € F)} und sei
H={r e€F; |ord(x)|m}.

Dann ist H eine Untergruppe von F)*: fiir 2,y € H gilt (xy™")™ = 2™ (y™) ™" = 1 also
ord(zy Y m. Sei h € H mit ord(h) = m. Dann gilt (h) C H und |(h)| = ord(h) = m.
Umgekehrt gilt ™ = 1 fiir alle z € H also gilt H C {Nullstellen von X — 1} und
|H| < m. Daraus folgt H = (h).

Wir Zeigen, dass H = G. Angenommen H C G. Sei g € G\ H. Dann gilt r = ord(g) /

lm. Sei d = ggT(r,m) und s = %. Dann gilt ggT(s,m) = 1 und ord(¢9?) = s. Wir
zeigen, dass ord(g?h) > m. Ein Widerspruch zur Maximalitit von m.

Sei a € N mit (g?h)* = 1. Dann gilt (¢9)? = (h~1)® also ord((g?)%)|ord(¢g?) = s und
ord((g%)*) = ord((h~1)?)|ord(h) = m. Daraus folgt, dass beide Ordnungen gleich 1
sind und (¢g?)* = 1 = h®. Insbesondere gilt s = ord(g%)|a und m = ord(h)|a. Daraus
folgt sm|a und ord(g?h) = sm > m. n

Bemerkung 4.3.8 Der obige Beweis gilt auch fiir K ein beliebiger Kérper und G' C
K* eine endliche Untergruppe: jede endliche Untergruppe G von K* ist zyklisch.

Korollar 4.3.9 (Satz vom primitiven Element) Sei K C L eine Erweiterung
mit K und L endlich. Sei £ € L™ ein Erzeuger dieser Gruppe.

1. Dann gilt L = K(£).

2. Sei x¢ das Minimalpolynom von ¢ iiber K. Es gilt deg x¢ = [L : K].

Beweis. 1. Da & € L gilt K(§) C L. Umgekehrt, da & ein Erzeuger von L* ist gilt
L* C K(&). Daraus folgt L C K(£).

2. Folgt direkt aus 1. n
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4.3.3 Galois Gruppe

Satz 4.3.10 Sei p eine Primzahl, n € N und ¢ = p™. Sei m € N.
1. Die Erweiterung F, C F m ist Galois.

2. Die Gruppe Gal(Fgn/F,) is zyklisch und hat Frg,_,, , als Erzeuger:

Gal(Fyn /F,) = (Frg, . o) ~ Z/mZ.

Beweis. 1. Nach Satz 4.3.5 gilt Fgm = Fpmn = Dy (XP"" — X) also ist F, C Fym
normal. Da fiir P = X?™" — X gilt P’ = —1 # 0, gilt P ist separabel und F, C Fym
ist separabel also Galois. Insbesondere gilt |Gal(F,m /F,)| = [Fym : F,] = m.

2. Sei v € FY. Da |[FY| = ¢ — 1, folgt 297" = 1. Fiir alle z € F, gilt also 7 = z.
Daraus folgt Frg ,, 4(z) = z. Da Fry_, , € Aut(Fgm) folgt Fry . o € Gal(Fym /IF,). Sei
d= ord(Fr]qu,q) die Ordnung von Fry,_,, ;. Es gilt d < m. Fiir alle z € Fym gilt auch:

xr = Fr%qmq(:c) =27

Also hat das Polynom X9 — X mindestens |Fym| = ¢™ Nullstellen. Daraus folgt
d > m und also d = m. Da |Gal(Fm /F,)| = [Fym : F,] = m, folgt die Aussage. n

4.4 Satz vom primitiven Element

Satz 4.4.1 Sei K C L eine endliche und separable Erweiterung.
1. Es gibt eine Erweiterung L C M so, dass die Erweiterung K C M Galois ist.

2. Die Erweiterung K C L hat nur endlich viele Zwischenkdrper. 0

Beweis. 1. Seien aq,- -+ ,a,8nL mit L = K(ay, -+ ,a,). Sei P = X4, *** Xa,, WObei
Xq; das Minimalpolynom von a; iiber K ist. Dann ist P separabel iiber K, weil alle
a; separabel iiber K sind. Sei M = Dg(P). Die Erweiterung K C M ist Galois.

2. Die Zwischenkorper K C L' C M sind in Bijektion mit den Untergruppen von
Gal(M/K). Da es nur endlich viele soche Untergruppen gibt, gibt es endlich viele
Zwischenkorper K C L' C M. Insbesondere gibt es endlich viele Zwischenkorper
KcL clL. ]

Satz 4.4.2 (Satz vom primitiven Element) Sei K C L eine endliche und sepa-
rable Erweiterung. Dann gibt es ein £ € L mit L = K(&). O
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Beweis. Fiir L endlich folgt die Aussage aus Korollar 4.3.9. Sei also K unendlich.
Sei n minimal mit L = K(ay, -+ ,a,). Angenommen n > 2. Fiir jedes t € K ist
K (ay + tay) ein Zwischenkorper. Da es nur endlich viele Zwischekérper K € M C L
gibt und da K unendlich ist, gibt es ¢, s € K mit ¢ # s und K (a; +tay) = K(a;+sas).
Daraus folgt, dass

q = Satta)tatsa) o K(ay + taz) = K(a; + sas)

s—t

ay = attazl=atsar) o gy 1a,) = K(ay + sas).

t—s

Daraus folgt K (a;+tas) = K(ay,az) und L = K(aq, -+ ,a,) = K(a;+tas,ag, -, ay).
Widerspruch zur Minimalitdt von n. =

4.5 Einheitswurzeln und Kreisteilungskorper

Definition 4.5.1 Sei K ein Korper und n € N.

1. Die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln E,(K) von K ist die Gruppe der
Nullstellen von X™ — 1 in K, = Dg(X™ —1).

2. Der Korper K,, = Dg(X™ — 1) heift Kreisteilungskoérper.

2ikm

Beispiel 4.5.2 1. Fiir K = C gilt E,(C) ={e™» | k€ [0,n—1]}.
2. Fiir ¢ = p" gilt E,_1(F,) =F.

q

Lemma 4.5.3 Sei n € N und p eine Primzahl.

1. Falls char(K) fn, gilt |E,(K)| = n. In dem Fall gibt es ein Gruppenisomorphismus

E.(K) ~7Z/nZ.

2. Falls char(K') = p und n = pm gilt E,(K) = E,,(K) und K,, = K,,. 0

Beweis. 1. Sei P = X" —1. Es gilt E,,(K) = {x € Dg(P) | P(z) = 0}. Insbesondere
gilt |E,(K)| < n. Falls char(K) = p /|n, gilt P’ # 0 und P ist separabel. Das
Polynom P hat also n paarweise verschiedene Nullstellen und |E, (K)| = n.

Nach der Bemerkung 4.3.8 ist die endliche Gruppe E,, (K) zyzlisch.

2. Es gilt X" —1 = (X")P -1 = (X™ — 1)?. Daraus folgt F,(K) = E,,(K) und
K, =K,. n
Lemma 4.5.4 Sei n € N und d ein Teiler von n.

1. Es gilt K; C K,,.

2. Die Erweiterung K C K, ist Galois. 0
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Beweis. 1. Sei m mit n = dm. Es gilt

X" —1= (XY™ —1) = (X —1)(XUn=D 4 xdm=2) 4 .4 x941).
Daraus folgt Ey(K) C E,(K) und K, C K,.
2. Nach dem obigen Lemma konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass gilt
ggT(n,char(K)) = 1. Dann ist P = X" — 1 separabel und K,, = Dg(P) ist Galois.m
Sei n € N und K ein Kérper mit ggT(n, char(K)) = 1.
Definition 4.5.5 Die Menge der primitiven Einheitswurzeln ist

PEL(K) = {¢ € Ey(K) | ord(¢) = n}.

Bemerkung 4.5.6 Sei n € N und K ein Korper.

1. Es gilt B, (K) ~ Z/nZ. Mit dieser Identifikation gilt PE,(K) = (Z/nZ)*. Insbe-
sondere gilt

|PEL(K)| = ¢(n),
wobei ¢(n) die Eulersche p-Funktion ist.

2. Es gilt
E (K) =[] PEw(K).
d

Definition 4.5.7 Das n-te Kreisteilungspolynom iiber K ist

G = [ (X -0 eK.(x).
CEPEL(K)

Lemma 4.5.8 Sei n € N.

1. Es gilt deg ®?,, x = p(n) und

X" —1=]]®ux.

din

2. Es gilt

n= Z o(d).
dln

Beweis. 1. Die Aussagen folgen aus der obigen Bemerkung.

2. Folgt aus 1: n = deg(X" — 1) = deg(] [, Pa,x) = >_g, ¢(d). -
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Beispiel 4.5.9 Fiir p eine Primzahl mit ggT(p, char(K)) = 1 gilt

@ (X)—Xp_l—Xp*1+ +X+1
PRI TOX -1 '
Satz 4.5.10 Sei ¢ € PE,(K). Es gilt K,, = K((). .

Beweis. Da ggT(n,char(K)) = 1 gilt |E,(K)| = n und [{¢* |k € Z}| = ord(¢) = n.
Daraus folgt E,(K) = {¢* |k € Z} und K,, = K(¢). -

Lemma 4.5.11 Sei R ein Ring und K ein Korper mit R C K. Seien P, € R[X]
mit Leitkoeffizient 1 und mit P = QT, wobei T' € K[X].

Dann gilt T € R[X| und T hat Leitkoeffizient 1. O

Beweis. Wir schreiben dank der Restdivision P = QS + U mit S,U € R[X] und
degU < deg@. In K[X] gilt QT' = P =QS + R also R =Q(T — 5). Mit degU <
deg @ folgt T'= S € R[X]. Es gilt auch Leitkoeffizient von P = Leitkoeffizient von Q-
Leitkoeffizient von T -

Lemma 4.5.12 Sei R der Primring von K also

j 7, fiir char K = 0,
| F, fiir char K = p.

Dann gilt ¢, x € R[X]. O

Beweis. Per Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage klar: ¢1(X) = X — 1.
Die Behauptung sei wahr fiir alle @, x mit m < n. Dann ist X" —1 = @, x() mit
Q = [Lujng<n Pax € R[X]. Aus dem obigen Lemma folgt @, x € R[X] und &, x hat
Leitkoeffizient 1. -

Lemma 4.5.13 Es gilt Gal(K,,/K) C (Z/nZ)* ~ Z/¢(n)Z, insbesondere ist diese
Gruppe abelsch. 0

Beweis. Sei ¢ € PE,(K). Jedes f € Gal(K,,/K) permutiert die Nullstellen von @,, k.
Daraus folgt, dass es ein my € (Z/nZ)* gibt mit f({) = ¢™f. Wir betrachten die
Abbildung F' : Gal(K,/K) — (Z/nZ)* definiert durch F(f) = my. Dies ist ein
Gruppenhomomorphismus: Fiir f,g € Gal(K,/K) gilt f(¢) = ¢" und ¢(¢) = (™
also (f 0 )(C) = F(C™) = F(O)™ = (™)™ = Guym,. Daraus folgt F(fg) =
F(f)F(g). Es geniigt zu zeigen, dass F injektiv ist. Sei f € Ker(F') also F(f) = 1.
Dann gilt f(¢) = (. Da K,, = K(() folgt f = Id, . -

Satz 4.5.14 Sei K = Q. Dann ist ¢, = &, € Z[X] irreduzibel und somit fiir
¢ € PE,(Q) gilt:
K, = Q(¢) = Q[X]/(2n).

Auferdem gilt
(K 2 Q] = [Q(C) : Q] = ¢(n) und Gal(K,/Q) ~ (Z/nZ)" ~ 7]/ ¢(n)Z.
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Beweis. Sei ( € PE,(Q) und P das Minimalpolynom von ( iiber Q. Dann gilt
P|X™ — 1. Es geniigt zu zeigen, dass deg P = p(n) gilt.

Schritt 1: Sei p eine Primzahl mit p fn. Wir zeigen P((?) = 0.

Sei (Q das Minimalpolynom von (P iiber Q. Wir zeigen, dass P,Q € Z[X]: Da p fn,
gilt (? € PE,(K) also ¢,(¢?) = 0. Da Z[X] faktoriel ist und &, € Z[X] kénnen
wir @, in irreduzible Polynome in Z[X] zerlegen. Es gibt also fi,---, f, € Z[X]
irreduzibel mit ®,, = f" --- f*. Da das Leitkoeffizient von @,, gleich 1 ist, sind die
Leitkoeffizienten von alle f; auch 1. Da ¢ und ¢(? Nullstellen von @,, sind gibt es ein
zewi Elemente ¢, j € [!, r] mit f;({) = 0 und f;(¢?) = 0. Da beide irreduzible Polynome
mit Koeffizienten in Z C Q und mit Leitkoeffizient 1 sind folgt P = f; € Z[X] und

Q= f; € Z[X].

Angenommen @) # P gilt X" — 1 = PQT fiir ein T € Z[X] nach Lemma 4.5.11.
Sei U(X) = Q(XP). Es gilt U(¢) = Q(¢?) also P|U und es gibt ein S € Z[X] mit
U = PS also Q(X?) = P(X)S(X). Sei mod, : Z|X]| — F,[X] die Reduktion modulo
p. Wir schreiben Q(X) = X* + a1 X* ' + -+ + ap. Da a? = a fiir alle a € F,, gilt

red,(Q(X?)) = (Xp) + ak H(XP)E et a

( (XP)k_l + -+ 0}0’
= (XF)P + a (Xk_l)” + - 4 ag
= (X* + a4 1X’f Lpoofag)

= (res, (Q(X)))".

Es gilt also res,(Q)P = res,(P)res,(S) und ggT(res,(Q), res,(P)) # 1 also hat res, (X" —
1) = res,(Q)res,(P)res,(T") mehrfache Nullstellen. Ein Widerspruch zum Lemma
4.5.3.

Es gilt also P = @ und P(¢?) = 0.
Schritt 2. Sei (' € PE,(K). Dann gilt ¢’ = (™ fiir m = p{* ---p% mit p; /n fiir
alle 7. Nach Schritt 1 ist (?* eine Nullstelle von P und auch Cp%, und per Induktion

P(¢™) = 0. Wir haben also, dass PE,(K) eine Teilmenge der Nullstellen von P ist.
Da deg P < ¢(n) und |PE,(K)| = ¢(n) folgt deg P = ¢(n). -

Sei W die Menge aller konstruirbare komplexe Zahlen (siehe Definition 3.3.1). Dies
ist ein Korper.

Satz 4.5.15 Sei z € C und sei y, € Q[X] das Minimalpolynom von z iiber Q. Sei
K = Dg(x.). Dann gilt

([K:Q] =2"firein m e N) = (z € W).
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Beweis. Da char K = 0 gilt, ist x. separabel und Q C K ist Galois. Sei G =
Gal(K/Q) die Galoisgruppe. Es gilt |G| = [K : Q] = 2™ also ist G eine 2-Gruppe.
Nach Korollar 1.11.11 und Satz 1.11.12 gibt es eine Folge von Untergruppen

{GG'}:GmQ"'QGOZG

mit G;/G,y1 ~ Z/27. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gibt es also eine Folge
von Korpererweiterungen
K> - -D>Ky= @

mit [K;41 : K;] = 2. Nach Satz 3.3.13 gilt z € W. n
Satz 4.5.16 (Gaufi-Wantzel) Sei n € N. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Das Regelmifige n-Eck ist konstruierbar.
2. Es gibt ein m € N mit ¢(n) = 2™.
3. Es gibt r,s € N und pq, - - -, p, paarweise verschiedene Fermatprimzahlen mit
n=2°py--pr. O
Beweis. Sei Sei z = e« und &, = .. Es gilt Dg(x.) = Q, = Q(z). Das Regelmiifi-
ges n-Eck ist genau dann konstruiebar, wenn z € W.
(1. = 2.) Fiir z € W gilt p(n) = [Q(z) : Q] = 2™ fiir ein m € N nach Korollar 3.3.14.

(2. = 1.) Die Erweiterung Q C Q(z) ist Galois von Grad [Q(z) : Q] = ¢(n) = 2™.
Die Aussage folgt aus dem obigen Satz.

a1—1

(2. & 3.) Sei n = 2°p}* - - - po die Primzerlegung von n. Es gilt ¢(n) = 257 1p{ ™ (p; —
1)---p2~!(p, — 1). Die Behauptung ¢(n) = 2™ ist dquivalent zu o; = 1 fiir alle i
und p; — 1 ist eine Potenz von 2 i.e. p; ist eine Fermatprimzahl. n

4.6 Radikalerweiterungen

Beispiel 4.6.1 Seien a,b,c,d € Q.
1. Sei P = aX?+ bX + ¢. Dann lassen sich die Nullstellen von P durch

—b+ Vb? — 4dac 1nd —b —Vb? — 4dac

2a 2a

bestimmen.

2.Sei P=aX?®+bX?+ ¢cX +d. Dann ist
3/ ¢ be b3 d \/ be b3 d\2 c b2 \3
(6 = 277 —30) TV (62 — 2t — 35) + (5 — o2)

2 3
o (TS N S N (N P s




100 4 Galois Theorie

eine Nullstelle von P. Damit kann man P als Produkt von Polynome von Grad 1 und
2 schreiben und dank 1. alle Nullstellen finden.

3. Dies ist auch fiir Polynome von Grad 4 moglich.

In diesem Abschnitt wollen wir die Frage: kann mann alle Nullstellen eines Po-
lynom P € Q[X]| durch das sukzessive Ziehen von Wurzeln berechnen? antwor-
ten.

Definition 4.6.2 Ein Polynom P € K[X] heift rein falls P(X) = X" — a mit
char K fn und a € K. Jede Nullstelle von P heift n-te Wurzel aus a.

Satz 4.6.3 Sei a € K* und L = Dg(P) der Zerfallungskérper von P = X" — a mit
char K Jn.

1. Es gilt K C L ist Galois.
2. Fiir eine beliebige Nullstelle b von P ist

P= ][] (x-¢v

C(EER(K)

iiber L und L = K,,(b).
3. Es gilt Gal(L/K,,) C Z/nZ, insbesondere ist Gal(L/K,,) zyklisch. Fiir P irreduzibel
iber K, gilt Gal(L/K,) = Z/nZ. O
Beweis. 1. Es gilt P’ = nX""! = ( also ist P separabel und K C Dg(P) = L ist
Galois.

2. Da P separabel ist, hat P genau n Nullstellen: die Elemente (b fiir ( € E,(K). Es
folgt L = K (b, E,(K)) = K,(b).

3. Sei ¢ € PE,(K) eine primitive n-te Einheitswurzel und b eine Nullstelle von P.
Jedes f € Gal(L/K,) permutiert die Nullstellen von P also f(b) = ("™ fiir ein
my € Z/nZ. Die Abbildung ¢ : Gal(L/K,) — Z/nZ definiert durch f — my ist ein
Gruppenhomomorphismus und injektiv: Es gilt f o f'(b) = f({™b) = (™ f(b) =
Cmyemypb also o(ff') =mmp = p(f)e(f'). Es gilt auch fiir ¢(f) =1:my =1 also
f(b) =bund da L = K,(b) folgt f =1d,. Daraus folgt Gal(L/K,) C Z/nZ.

Fiir P irreduzibel iiber K, gilt n = [K,,(b) : K,,] = [L : K,,] = |Gal(L/K,)| und also
Gal(L/K,) =Z/nZ. -

Satz 4.6.4 Sei n € N und K ein Korper mit F,(K) C K. Sei K C L eine Galois
Erweiterung mit Gal(L/K) = Z/nZ. Dann gibt es ein b € L mit a = 0" € K mit

L=K(@0) ~K[X]/(X"—a)

also K C L ist rein. O
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Beweis. Sei ( € PE,(K) C K und sei f € Gal(L/K) ein Erzeuger der Gruppe. Dann
sind Id;, = fO, f,---, f*~! linear unabhiingig. Sei also z € L mit S_p—, ¢* f*(z) # 0.

Setze B
b=> (*ffx) el
k=0
Es gilt
CZC fk:+1 Z CkJrlkarl ZC fk

Daraus folgt f(b") = f(b)" = b™ und also fiir a = b" gilt f’“(a) = a fiir alle k. Daraus
folgt a € LENE/K) = |,

Es gilt f(b) = ¢~'b und also f*(b) = ¢~*b. Daraus folgt, dass Gal(L/K (b)) = {id.}
und also L = K (b). Es folgt auch [K(b) : K] = [L : K] = n und das Minimalpolynom
Xp» von b iiber K hat Grad n. Da b eine Nullstelle von P = X™ — a € K[X] ist, gilt
Xo = P. n

Beispiel 4.6.5 Sei K = Q C Lmit [L: K] =2.Seia € L\ K. Dann gilt deg(x,) > 1
und deg(x,)|[L : K] = 2 also deg(x,) = 2. Es folgt L = Dg(x,) und K C L ist Galois
mit |Gal(L/K)| = [L : K| = 2. Es folgt Gal(L/K) = Z/27Z und K C L ist rein.

Fiir xo, = X2 + pX + ¢ gilt L = Q(v/A), wobei A = p?> — 4¢ die Diskriminante
von P ist.

Satz 4.6.6 Sein € Nmit char K fn,seia € K*,sei P = X"—aund sei L = Dg(P)
Dann gilt

Gal(L/K) = Gal(L/K,) x Gal(K,,/K) C Z/nZ x (Z/nZ)*,
wobei die Operation von (Z/nZ)* x Z/nZ — Z/nZ, (x,y) — xy induziert ist. o

Beweis. Sei ¢ € PE,(K) und b eine n-te Wurzel aus a. Dann gilt K C K,, = K(¢) C
L = K((,b). Alle Erweiterungen sind Galois also ist N = Gal(L/K,) ein Normalteiler
von G = Gal(L/K).

Fiir jedes f € Gal(K,,/K) gibt es ein eindeutiges Element ¢(f) € Gal(L/K) definiert
durch ¢|g, = f und ¢(f)(b) = b. Dies definiert eine Abbildung ¢ : Gal(K,/K) —
Gal(L/K). Da ¢(f) eindeutig durch ¢|k, = f und ¢(f)(b) = b bestimmt ist gilt
o(ff) = p(f)e(f) also ¢ ist ein injektiver Gruppenhomomorphimsus. Daraus folgt,
dass G = Gal(L/K) eine Untergruppe H besitzt, die isomorph zu Gal(K,,/K) ist. Ein
Element in H ist der Form ¢(f) fiir ein f € Gal(K,,/K). Falls o(f) € N = Gal(L/K,,)
gilt o(f)|k, = Idk, also f = Idgk, und ¢(f) = Id,. Daraus folgt, dass H NN = {eq}.
Aus dem Satz 1.7.5 folgt G =N x H.

Die Operation von H iiber N ist gegeben durch (h,n) ~ hnh~!. Die Abbildung
= Gal(L/K,) C Z/nZ ist gegeben durch f — my, wobei f(b) = ("™ b. Die
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Abbildung H = Gal(K,,/K) C (Z/nZ)* ist gegeben durch h — ny, wobei h(() = (™
und h(b) = b. Bs folgt Afh~'(b) = hf(b) = h(C™b) = C™™sb also iy -my = mpsp-1 =

npmy. ]

Korollar 4.6.7 Sei a € Q = K mit P = X" — a irreduzibel iiber Q,, und sei
L = Dg(P). Dann gilt

Gal(L/K) = (Z/nZ) x (Z/nZ)".

Definition 4.6.8 Eine Erweiterung K C L heifst radikal falls es eine Kette von
Erweiterungen
K=KyCK,C---CK,;1 =1L

glbt mit Li+1 = Lz(bz), wobei a; = b?l S Lz fiir alle 7.

Satz 4.6.9 Sei char K = 0 und K C L eine radikale Erweiterung. Dann existiert
eine Erweiterung L C M so, dass K C M galois und radikal ist. 0

Beweis. Per Induktion nach [L : K]. Fiir L = K ist die Aussage klar mit M = K.
Die Behauptung sei wahr fiir Erweiterungen K C K’ mit [K’ : K] < [L : K]. Die
Behauptung ist insbesondere wahr fiir K. in einer Kette wie in Definition 4.6.8. Es
gibt also eine Galois und radikale Erweiterung K C M, mit M, D K,. Es gibt also
ein separables Polynom @ € K[X] mit M, = Dg(Q). Sei G = Gal(M,./K) und

P =[x = fa)).

fea

wobei a, = b, Es gilt f(P) = P fiir jedes f € G also P € K[X]. Sei M = Dk (PQ).
Es gilt M, ¢ M. Da L = K,(b,), b, € M und K, C M,, gilt L C M. Da char K =0
folgt, dass PQ separabel ist also K C M ist Galois. Da M durch Ajunktion der n,-
ten Wurzeln der f(a,) fiir alle f € G entsteht, ist M, C M radikal und auch K C M,
weil K C M, radikal ist. -

Lemma 4.6.10 Sei char K = 0 und K C L eine Galois Erweiterung. Dann ist
K C L, auch Galois und Gal(L,/K,) C Gal(L/K). O

Beweis. Sei P € K[X|mit L = Dg(P). Dann gilt L,, = Dg((X"—1)P) und also K C
L, ist Galois (jede Erweiterung ist separabel in Charakteristik 0). Nach dem Haupt-
satz der Galois Theorie gilt Gal(L,,/K,,) C Gal(L,/K) und Gal(L,/K)/Gal(L, /L) ~
Gal(L/K). Wir betrachten die Komposition: Gal(L,,/K,,) — Gal((L/K). Der Kern
ist Gal(L, /K,)NGal(L,/L). Sei f € Gal(L,,/K,)NGal(L,/L). Dann gilt f|x, = Idg,
und f|, =1d;. Da L, = L(E,) = L(K,) folgt f =1d,, und die Abbildung ist injek-

tiv. n

Satz 4.6.11 Sei char K = 0, sei P € K[X] und L = Dg(P). Die folgende Aussagen
sind dquivalent:



103

1. Es gibt eine Radikalerweiterung X' C M mit M D L.
2. Gal(L/K) ist auflosbar.

M.a.W. lassen sich die Nullstellen von P durch das sukzessive Ziehen von Wurzeln
genau dann berechnen, wenn Gal(Dg(P)/Q) auflésbar ist. 0

Korollar 4.6.12 Sei char K = 0, sei P € K[X]| und L = Dg(P). Die folgende
Aussagen sind dquivalent:

1. Die Nullstellen von P lassen sich durch das sukzessive Ziehen von Wurzeln
berechnen.

2. Gal(L/K) ist auflosbar.

Beweis. (<). Sei G = Gal(L/K) und G = Gy D --- D G, = {eg} eine Kette von
Untergruppen mit G;;1 < G; und G;/G;yq abelsch. Ohne Einschrinkung kann man
(dank Satz 1.11.12) annehmen, dass G;/G;1 zyklisch (i..e der Form Z/rZ) ist. Sei
n = |G| und L; = (L%),.

Die Erweiterung L% -1 C L ist Galois (per Definition) und da G;<G;_; ist nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie die Erweiterung L% -1 C L% auch Galois.

Nach dem obigen Lemma ist L; C L;_; Galois und Gal(L;/L; ;) C Gal(L% /L%-1) =
Gi_1/G; (die letzte Gleichung folgt aus dem Hauptsatz der Galoisthorie). Diese Grup-
pe ist also Zyklisch der Ordnung ein Teiler von n. Nach Satz 4.6.4 existiert fiir jedes
ieinb,_y € L mit L; = L;_1(b;—1) und b ; € L;_1. Somit ist M = L,, eine Radikale
Erweiterung von K und es gilt M = L,, D L% = L.

(=). Dank Satz 4.6.9 kénnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass K C M Galois
ist. Sei K = Ly C - -+ C L,,, = M eine Kette von Erweiterungen mit L;; = L;(b;) und
b € L;. Sein =[[,n; und L] = (L;),,. Es gilt L), = M, und K C M,, ist Galois also
auch L, C M, fiirallei. Es gilt L], = L}(b;) = (L;)n(b;) alsoist L], = D, (X™—b;")
und L, C L, ist Galois mit Gal(L,,,/L}) zyklisch also abelsch (Satz 4.6.3). Daraus
folgt, dass L; C L; ., Galois ist. Es folgt Gal(M, /L;, )< Gal(M,/L;). Es gilt auch
Gal(M,/L;)/Gal(M,/L;,,) ~ Gal(L;,,/L;) ist zyklisch also abelsch.
Es gilt auch K C K, ist Galois also gilt Gal(M,,/K,,) < Gal(M,,/K) und es gilt
Gal(M, /K)/Gal(M, /K,) ~ Gal(K, /K) ist zyklisch also abelsch.
Die Folge
{e} = Gal(M,,/L],) C --- C Gal(M, /L) = Gal(M,,/K,) C Gal(M,,/K)

ist eine Reihe von Normalteiler mit abelschen Quotienten also ist Gal(M,,/K) auflos-
bar und auch die Quotientgruppe Gal(M/K). -
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Bemerkung 4.6.13 Sei P € Q[X] ein Polynom von Grad < 4 und K = Dg(P).
Dann ist Q C K Galois und die Galois Gruppe ist eine Untergruppe der Gruppe
Bij({Nullstellen von P}. Insbesondere ist Gal(K/Q) eine Untergruppe von Sy. Da Sy
auflosbar ist (mit der Folge:

{Id} < {1d, [12][34], [13][24], [14][23]} <« A4 < Sy),

folgt, dass alle Nullstellen von P durch das sukzessive Ziehen von Wurzeln berech-
nenbar sind.

Wir zeigen, dass es, ab deg P > 5, nicht mehr wahr ist.

Satz 4.6.14 Sei P € Q[X] irreduzibel mit deg P = p eine Primzahl so, dass P genau
p — 2 reelle Nullstellen hat. Sei L = Dg(P).

Dann gilt Gal(L/Q) = S,,. O

Beweis. Wir betrachten die Gruppe G = Gal(L/Q) als Untergruppe von der Grup-
pe Bij({Nullstellen von P}) ~ S, (da char@Q = 0 ist P separabel und hat also p
paarweise verschiedene Nullstellen).

Da nicht alle Nullstellen reel sind gilt LNR C L. Da Q C L Galois ist, ist LNR C L
auch Galois also gilt Gal(L/LNR) # {e}. Die Galois Gruppe Gal(L/LNR) permutiert
also die beide nicht relle Nullstellen und wirkt trivial auf die anderen i.e. G enthilt
eine Transposition. Auferdem fiir a € L eine Nullstelle gilt Q C Q(a) C L und

p=deg P =[Q(a) : QJ|[L : Q).
Nach Korollar 1.10.8 folgt G = S,,. -

Beispiel 4.6.15 Sei P = X5 — 16X + 2. Nach Eisenstein ist P irreduzibel. Es gilt
P(-1)=17,P(1) = -13

also hat P mindestens 3 paarweise vershiedene reelle Nullstellen. Es gilt auch P’ =
5X*—16 also hat P’ zwei reele Nullstellen und also hat P’ genau drei reelle Nullstellen.
Es folgt

Gal(Dg(P)/Q) = 55

und diese Gruppe ist nicht auflésbar also konnen die Nullstellen von P nicht durch
suzessives Wurzelziehen bescrhieben werden.

Korollar 4.6.16 Sei G eine endliche Gruppe. Dann gibt est eine Galois Erweiterung
K C L mit char K = 0 mit Gal(L/K) = G.

Beweis. Sei G C S, eine Einbettung mit p > |G|. Sei P € Q[X] wie im obigen Satz
und L = Dg(P). Dann ist Q C L Galois mit Gal(L/Q) = S,. Sei K = L%, es gilt
Gal(L/K) =G. -
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5.1 Resultante

Sei K ein Korper und seien P = a, X? +---+ap und @ = b, X9+ - - -+ by Polynome
in K[X].

Fiir n € N schreiben wir K[X],, = (1,---, X™). Sei
Ppq: K[X]g1 X K[X]p1 = K[X]pig
(U, V) s UP +VQ.

Die Abbildung ®p ist eine lineare Abbildung. Wir betrachten die Basen B =
(X771,0),---,(1,0),(0,XP71), .-+ (0,1)) von K[X], 1 xK[X], ;und C = (XPro~1 ... 1)
von K[X],14-1. Es gilt

a, 0 0 by O 0 0 0
Qp—1 Gy 0 b1 by 0 0 0
ap—1 0 bg—1 by 0 0
a, D by 0 0
Matgc(Prg) = “ : oG by : : e b 0 € My1q(K).

a a : bo S M 8

0 ag 0 by by—1
: 0 :
: : o : : 0 bo :
0 0O -+ a O 0 0 0 b

Definition 5.1.1 Die Matrix Matg¢(®pg) heifit Sylvestermatrix von P und ()
und die Determinante Res(P, Q) = det(Matg¢(Ppg)) heift Resultante von P und

Q.
Lemma 5.1.2 Es gilt Res(Q, P) = (—1)"Res(P, Q). 0

Beweis. Um Matgc(Pg p) von Matgc(Ppg) zu erreichen muss man die p letzte Spal-
ten mit den ¢ ersten Spalten vertauchen und damit pg Spalten transponieren. Daraus
folgt die Aussage. n
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Lemma 5.1.3 Die folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Res(P,Q) =0

2. Es gibt (U, V) € K[X],-1 x K[X],—1 nicht beide null mit UP +VQ =0. g
Beweis. Da dim(K[X],—1 X K[X],-1) = dim(K[X]p14-1 ist @p g genau dann bijektiv,

wenn es injektiv ist. Also gilt Res(P, Q) = 0 genau dann, wenn Ker®p g # 0 i.e., wenn
es (U, V) € K[X];-1 x K[X],—1 nicht beide null gibt mit UP + V@ = 0. -

Lemma 5.1.4 Die folgende Aussagen sind dquivalent:

L ggT(P,Q) #1

2. Es gibt (U, V) € K[X],—1 x K[X],—1 nicht beide null mit UP +VQ =0. g
Beweis. Sei R = ggT(P,Q). Dann ist U = —@Q/R und V' = P/R eine Losung der
Gleichung UP + V@ = 0. Umgekehrt, fiir ggT(P, Q) = 1 und (U, V') eine Losung mit

UP+VQ =0gilt PIVQ also P|V und deg(V) > deg(P) = p oder V=0 also V = 0.
Analog gilt U = 0. [

Korollar 5.1.5 Es gilt Res(P,Q) = 0 < ggT(P,Q) # 1.
Sei R der Ring R = K[X]/(P) und sei mg : R — R die Abbildung definiert durch
mq([A]) = [QA].
Lemma 5.1.6 Die Abbildung mg ist linear und es gilt
Res(P, Q) = af det(mg).

Beweis. Die Abbildung mg ist linear (Ubung).

Sei 0 : K[X],-1 x K[X]p-1 = K[X]p+q—1 definiert durch 6(U,V) = UP + V. Diese
Abbildung ist Linear und es gilt

ap 0 0 000 0 0

4ot a 0 000 00

a4yt 0 00 00

a 0 00

Matse(0) = | @ © @ Lo 00
ag a; 01 00

0 ag 001 - : 0

: 0 :

a 0 - 1

0 0 a 0 0 0 - 1
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Insbesondere gilt det(f) = ag # 0 und 6§ ist invertierbar. Wir setzen ¢ = &pg o 67"
Es gilt
det(¢) = det(Ppg) det(9) ' = a, Res(P, Q).

Da 6 bijektiv ist, sind alle Elemente in K[X],;,-1 der Form UP + V und es gilt
GUP +V) = p(0(U,V)) = po(U,V) = UP + VQ.

SeiC=(1,X,--- ,XP~1 P, XP,---X1P). Dies ist eine Basis von K[X],, 1. Es gilt
©(X'P) = X'P fiir alle i € [1,q — 1]. Fiir j € [1,p — 1] gilt (X7) = X7Q. Sei
Sei X/Q = A;P + B; die Restdivision von X7Q nach P, wobei deg(B;) < p — 1.
Es gilt deg(A4;) < g+ j — p. Wir schreiben 4; = a0+ -+ + @j 44X P und
Bj = Bjo+ -+ Bj,-1XP"'. Die Matrix von ¢ in der Basis C’ ist also

Boo - Bp-10 O 0O --- 0 O

/BO mi /Bprpfl 0 0 O O

0,0 Qo p—1 1 0 0
Matcl(<p) = . 0
Q0,q—p :

0 . : : . .0

0 0 Qpipigr O - - 0 1

Sei M die Matrix M = (ﬁi,j)i,je[o,p—l}- Es gllt det(cp) = det(M)
Wir zeigen, dass M die Matrix von mg in der Basis D = ([1],-- -, [XP7!]) ist: Es gilt
Behauptung Matg(mg) = M. Es folgt
Res(P, Q) = al det(p) = af det(M) = a] det(Matg(mg)) = af det(mq)
und das Lemma folgt. n

Korollar 5.1.7 Fiir @ = X — 3 gilt Res(P, Q) = (—1)?P(5).

Beweis. Es gilt Res(P, Q) = (—1)PRes(Q, P). Sei mp : K[X]/(Q) — K[X]/(Q)
definiert durch mp([A4]) = [AP]. Es gilt Res(Q, P) = det(mp). Fiir A € A[X] gilt
[A] = A(B) € K. Es folgt, dass mp([A]) = [AP] = A(B)P(B8) und mp ist die
Abbildung mp : K — K, a — P(f)a. Insbesondere gilt det(mp) = P([3). -

Korollar 5.1.8 Es gilt Res(P, Q1Q2) = Res(P, Q1)Res(P, (Q)3). und Res(P, P, Q) =
Res(Py, Q)Res(Py, Q).
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Beweis. Die zweite Aussage folge aus der ersten Aussage und Lemma 5.1.2.

Sei 1 = deg(Q1) und go = deg(Q2). Es gilt Res(P, Q10Q2) = af'*® det(mq,q,). Es
gilt aber mg,g,(A4) = [Q1Q24] = mg, (mg,(A)) also mg,q, = mg,mg,. Daraus folgt
det(mg,q,) = det(mg,) det(mg,). Es gilt also

Res(P, Q1Q2) = al' det(mq, )al* det(mq,) = Res(P, Q1)Res(P, Q2).
Daraus folgt die erste Aussage. n

Korollar 5.1.9 Sei L = Dk (PQ) und a4, -+, € L und fy,---, 5, € L mit

Es gilt
Res(P, Q) = aitt | |

i=1j

(i = Bj).

q
=1

Beweis. Per Induktion nach ¢. Fiir ¢ = 0 gilt B = und
0
by

by 0
0 .
Matﬁc((pp,Q) = . ] 0
0 0 b,

Daraus folgt Res(P, Q) = bb = alb?.

Sei ¢ > 0. Angenommen die Aussage sei wahr fiir ¢ — 1. Sei Q1 = 0, H?:(X — 5;)
und @ = X — 3, Es gilt

q—1

Res(P, Q) = Res(P, Q1)Res(P, Q2) = a% 't} (H (i — 5;)) (=1)"P(B,).

i=1 j=1
Es folgt
p q—1 P q
Res(P, Q) = aj'0) (H [ (e - @)) (=1)’a, (H(ﬁq - a») = agy [T J(im5))-
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
Daraus folgt die Aussage. n

Korollar 5.1.10 Sei M = Dg(P) und ay, - -,y € L die Nullstellen von P. Es gilt

Res(P, Q) = af H Q(ay).

i=1
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Beweis. Sei L = D (PQ) und fy, - - - , 5, die Nullstellen von @) in M. Es gilt Q(«;) =
by [[}—1 (v — B;). Daraus folgt

p p p q
al [T Q) = al I (bq [](e - 5].)) = aft [T [J(cw — B;) = Res(P, Q)
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
nach dem obigen Korollar. n

5.2 Diskriminante

Definition 5.2.1 Sei P € K[X] mit deg P = p und L = Dg(P). Seien a4, -+, €
L die Nullstellen von P. Die Diskriminante von P ist das Element A(P) € L
definiert durch

p
p(p 1)
A(P) = (-1 a?” H

Bemerkung 5.2.2 1. Da es schwer die Nullstellen eines Polynoms zu berechnen ist,
ist es a priori schwer die Diskriminante zu bestimmen.

2. Es gilt auch

p
A(P) = a2 ] (s — )™

3. Sei P € Q[X]. Wenn alle Nullstellen von P reelle Zahlen sind gilt A(P) > 0.

und

Beispiel 5.2.3 Fiir P = X* 4 pX + ¢ sind die Nullstellen z; = —2 + Y2~

2
p _ \V/P’—4q
2

22:—5

. Daraus folgt
A(P) = —(21 — 22) (22 — 21) = p* — 4q.
Allgemeiner, fiir P = aX? + bX + c gilt
A(P) = b — 4dac.
Satz 5.2.4 Es gilt A(P) = 0 genau dann, wenn P mehrfache Nullstellen hat. O

Beweis. Es gilt A(P) = 0 genau dann, wenn es ein Paar (a;, ;) gibt mit ¢ # j und
o = Q. .

Satz 5.2.5 Sei P € K[X] separabel. Es gilt A(P) € K O
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Beweis. Die Erweiterung K C L = D (P) ist Galois. Seien ay, - - -, a, die Nullstellen
von P. Sei G = Gal(L/K). Es gilt K = L% Sei ¢ € G. Wir betrachten o als
Permutation der Nulstellen von P. Es gilt o(o;) = ay(;). Daraus folgt

p p
o(A(P)) = a(a,)** [ [ (o(ew) = o)) = 7% [ (o) — @0(y)) also
1@,;:].1 zi;ﬁ:jl
p p
o(AP) =o(a,)*? [ (w—ay)=a [[(ai —a;) = A(P).
U %
Es folgt A(P) € LY = K. -
Satz 5.2.6 Es gilt
p(p— P P
A(P) = (—1) s RestB P
ap
wobei P’ die Ableitung von P ist. 0

Beweis. Sei M = Dg(P) und seien aq,---,®, € L die Nullstellen von P. Es gilt
Res(P, P') = ab~' T]7_, P'(c;). Aber es gilt

p p
Pr=a,> [[](X -
j=1 k=1

k#j

Daraus folgt

k=1
ki
und
p p p
Res(P, P') = ab~ IHP’ o) = ab” 1H apH(ai—ak) = ar” IH(ai—aj).
=1 k=1 i,j=1
k#i 1#£]
Daraus folgt die Aussage. n

Bemerkung 5.2.7 Mit diesem Satz kann man die Diskriminante leicht berechnen:
es ist ein Determinante.

Beispiel 5.2.8 Sei P = X3 + ¢X + ¢ € K[X]. Es gilt
10 3 00
so) 01030
AP)=(=1)"= |p 0 p 0 3 |=—(4p’+27¢).
g p0po0
0 g 00 0Dp
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Zur Erinerung,

ist eine Nullstelle von P.

Satz 5.2.9 Sei P € K[X] separabel und L = Dg(P). Sei G = Gal(L/K). Wir
betrachten G als untergruppe von S,. Es gilt

(A(P) =6*mit § € K) & (Gal(L/K) C A,).

Beweis. Es gilt

p
AP) = a?? T (i — @)

Sei 0 € G. Es gilt

Insbesondere gilt
JeKeo(d)=dfirallece G < c(o)=1firallece G < o€ A,
Daraus folgt die Aussage. n

Satz 5.2.10 (Polynome von Grad 3) Sei P € Q[X] irreduzibel mit deg P = 3.
Sei L = Dg(P) und seien z1, 29, 23 die Nullstellen von P.

1. Falls A(P) ein Quadrat in Q ist, gilt
Gal(L/K) ~ Az und L = Q(z;) fiir alle ¢ € [1.3].

Die Erweiterung Q C L hat keinen nicht trivialen Zwischenkorper.



112 5 Diskriminante

2. Falls A(P) kein Quadrat in Q ist, gilt
Gal(L/K) ~ Ss3

Die Erweiterung Q C L hat 4 nicht trivialen Zwischenkorper:

Q(VAP)) Q=) Q=2), Q)

3. Es gilt (A(P) > 0) & (z; € R fiir alle ¢ € [1, 3]). O

Beweis. Die Erweiterung Q C L ist Galois und die Nullstellen sind paarweise ver-
schieden. Da P irreduzibel ist gilt x,, = P fiir alle i € [1,3]. Insbesondere gilt
[Q(z) : Q] = 3 fiir alle i € [1,3]. Da Q(z;) C L fiir alle 4, folgt [L : @] > 3 und
|Gal(L/Q) > 3.

1. Nach dem obigen Satz und da A(P) ein Quadrat i Q ist, gilt Gal(L/K) C As also
[L:Q] <3.Esfolgt [L: Q] =3und Gal(L/K) = Az und L = Q(z;) fiir alle i € [1, 3.
Da [L : Q] ein Primzahl ist gibt es kein Zwischenkorper.

2. Sei A = A(P). Es gilt 3 = [Q(z) : Q||[L : Q] und 2 = [Q(/A) : Q]|[L : Q.
Daraus folgt 6|[L : Q]. Da Gal(L/Q) C S5 gilt |Gal(L/Q)| < 6 und also [L : Q] < 6.
Es folgt [L : Q] = 6 und Gal(L/Q) = S3. Da S3 nur 4 echte Untergruppe hat, hat
die Erweiterung Q C L nur 4 Zwischenkorper.

3. Das Polynom P har immer eine reelle Nullstelle. Ohne einschrinkung kénnen wir
annehmen, dass z; € R.

Angenommen z; € R fiir alle ¢ € [1,3]. Es gilt (2; — 2z;)® > 0 fiir alle ¢, j € [1, 3] also
A(P) > 0.

Umgekehrt nehmen wir an, dass nicht alle Nullstellen von P reelle Zahlen sind. Da
P € Q[X], gilt also z3 = 2z mit 29,23 € C\ R. Daraus folgt (z; — 22)(2z1 — 23) € R
und also (21 — 22)%(2; — 23)% >€ Ryg. Wir schreiben z, = x + iy und 23 = = — iy mit
y # 0. Es gilt (22 — 23)? = (2iy)? = —4y* < 0. Es folgt A(P) < 0. n
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