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Teil I.

Algebraishe Mengen



1. Algebraishe Mengen

Sei k ein kommutativer Körper.

1.1. Erste De�nition

De�nition 1.1.1 Sei n ∈ N.

1. Die Menge k
n
aller n-Tupel x = (x1, . . . , xn) ∈ k

n
werden wir mit An(k) bezeihnen.

Sie heiÿt der a�ne Raum der Dimension n über k.

2. Für x = (x1, . . . , xn) ∈ An(k) und ein Polynom P ∈ k[X1, . . . , Xn] shreiben wir

P (x) := P (x1, . . . , xn).

3. Sei S ⊂ k[X1, . . . , Xn] eine Teilmenge. Wir setzen

V (S) = {x ∈ An(k) | P (x) = 0 für alle P ∈ S}.
Die Menge V (S) heiÿt die von S de�nierte algebraishe Menge.

4. Für eine endlihe Menge S = {P1, . . . , Pr} shreiben wir V (S) = V (P1, . . . , Pr).

Beispiel 1.1.2 1. Die leere Menge ∅ ist eine algebraishe Menge: es gilt V (1) = ∅.
2. Der a�ne Raum An(k) ist eine algebraishe Menge: es gilt V (0) = An(k).

3. Für n = 1 und S 6= {0} ist V (S) eine endlihe Menge.

Lemma 1.1.3 Sei n = 1. Die algebraishen Teilmengen von A1(k) sind ∅, A1(k) und
alle endlihen Teilmengen von A1(k). �

Beweis. Übung. �

Beispiel 1.1.4 1. Für n = 2 sind die algebraishen Teilmengen von A2(k) von der

Form ∅, A2(k), alle endlihe Teilmengen von A2(k) und die �Kurven� in der Ebene.

Zum Beispiel

V (X, Y ) = {(0, 0)}, V (X(X − 1), Y ) = {(0, 0), (1, 0)}, V (X) = Gerade,

V (X2 + Y 2 − 1) = Kreis, V (Y 2 −X(X − 1)(X + 1) = Elliptishe Kurve.

2. Ein Punkt (a1, . . . , an) ∈ An(k) = k
n
ist eine algebraishe Menge: Es gilt

{(a1, . . . , an)} = V (X1 − a1, . . . , Xn − an).
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Lemma 1.1.5 Seien S ⊂ S ′
zwei Teilmengen von k[X1, . . . , Xn]. Dann gilt V (S ′) ⊂

V (S). �

Beweis. Übung. �

Bemerkung 1.1.6 Zur Erinnerung: Sei S ⊂ k[X1, . . . , Xn] und 〈S〉 das von S erzeug-

te Ideal. Für P ∈ 〈S〉 gibt es Elemente P1, . . . , Pr ∈ S und Q1, . . . , Qr ∈ k[X1, . . . , Xr]
mit

P = P1Q1 + . . .+ PrQr.

Lemma 1.1.7 Sei S ⊂ k[X1, . . . , Xn] und 〈S〉 das von S erzeugte Ideal. Dann gilt

V (S) = V (〈S〉). �

Beweis. Es gilt S ⊂ 〈S〉, also gilt nah Lemma 1.1.5 V (〈S〉) ⊂ V (S). Umgekehrt, sei

x ∈ V (S) und P ∈ 〈S〉. Nah Bemerkung 1.1.6 gibt es Elemente P1, . . . , Pr ∈ S und

Q1, . . . , Qr ∈ k[X1, . . . , Xr] mit P = P1Q1 + . . .+ PrQr. Daraus folgt

P (x) = P1(x)Q1(x) + . . .+ Pr(x)Qr(x)

und da x ∈ V (S), folgt P1(x) = . . . = Pr(x) = 0 und damit P (x) = 0 i.e x ∈ V (〈S〉).�

Bemerkung 1.1.8 Zwei Teilmengen aus k[X1, . . . , Xn] können die gleihe Algebrai-

she Menge de�nieren. Zum Beispiel gilt

V (X) = V (X2) = V (Xk)

für alle k ≥ 1. Später wollen wir diese Vielfahheit berüksihtigen. Prinzip: die

Gleihungen enthalten mehr Informationen als die algebraishe Menge.

1.2. Noethershe Ringe

Zur Erinnerung aus der Vorlesung Algebra. Alle Ringe sind kommutativ.

De�nition 1.2.1 Sei R ein kommutativer Ring und I ein Ideal.

1. I heiÿt endlih erzeugt, falls es endlih viele Elemente a1, · · · , an ∈ R gibt mit

I = (a1, . . . , an).

2. Ein Ring heiÿt noethersher Ring, falls alle Ideale endlih erzeugt sind.

Beispiel 1.2.2 1. Ein Hauptidealring ist ein noethersher Ring (alle Ideale sind von

einem Element erzeugt).

2. Insbesondere sind Z und k[X ] noethershe Ringe.

Satz 1.2.3 Sei R ein kommutativer Ring. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:
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1. R ist ein noethersher Ring.

2. Jede aufsteigende Kette I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ . . . von Idealen ist stationär i.e.

es gibt ein N ∈ N mit In = IN für alle n ≥ N .

3. Jede (niht leere) Familie (Iλ)λ∈Λ von Idealen hat ein maximales Element. �

Beweis. Siehe Vorlesung Algebra. Zur Erinnerung der Beweis.

(1. ⇒ 2.) Sei I =
⋃

n In. Dann ist I ein Ideal: Seien a, b ∈ I, dann gibt es n,m
mit a ∈ In und b ∈ Im. Ohne Einshränkung können wir annehmen n ≤ m. Also

a ∈ In ⊂ Im und a+ b ∈ Im ⊂ I. Sei jetzt c ∈ R. Dann gilt ac ∈ In, also ac ∈ I.

Da R noethersh ist, gibt es Elemente a1, . . . , ak ∈ R mit I = (a1, . . . , ak). Per
De�nition von I gibt es Zahlen ni mit ai ∈ Ini

für jedes i. Sei N = maxi{ni}. Dann
gilt ai ∈ Ini

⊂ IN für jedes i. Daraus folgt I = (a1, . . . , ak) ⊂ IN und damit I = IN .
Es folgt In ⊂ I = IN für alle n und In = IN für alle n ≥ N .

(2. ⇒ 3.) Angenommen, die Familie (Iλ)λ∈Λ habe kein maximales Element. Wir

konstruieren per Induktion nah n ein niht stationäre aufsteigende Kette von Idealen.
Sei I1 := Iλ1 ein Element in der Familie. Da I1 niht maximal ist, gibt es ein λ2 ∈ Λ
mit I1 ( I2 := Iλ2. Sei die Kette I1 ( . . . ( In konstruiert. Da In kein maximales

Element ist, gibt es ein λn+1 ∈ Λ mit In ( In+1 := Iλn+1 .

(3.⇒ 1.) Sei I ein Ideal und E = {J endlih erzeugtes Ideal mit J ⊂ I}. Da (0) ⊂ E,
ist E eine niht leere Familie von Idealen und hat also ein maximales Element J . Falls
J ( I, gibt es ein a ∈ I mit a 6∈ J . Dann ist J + (a) endlih erzeugt und es gilt

J ( J + (a) ⊂ I. Ein Widerspruh zur Maximalität. �

Beispiel 1.2.4 3. Der Ring R = R[X1, . . . , Xn, . . .] mit unendlih vielen Unbekann-

ten ist niht noethersh: es gibt eine niht stationäre, unendlih aufsteigende Kette

von Idealen: (0) ( (X1) ( (X1, X2) ( . . . ( (X1, . . . , Xn) ( . . .

Theorem 1.2.5 Sei R ein noethersher Ring. Dann ist R[X ] auh noethersh. �

Beweis. Sei I ein Ideal von R[X ] und sei

D = {0} ∪ {a ∈ R | ∃ P ∈ I mit Leitkoe�zient a}.

Wir zeigen, dass D ein Ideal in R ist. Seien a, a′ ∈ D mit a + a′ 6= 0 und sei

b ∈ R. Dann gibt es Polynome P,Q ∈ I mit Leitkoe�zienten a und a′. Sei k =
min(degP, degQ). Da I ein Ideal ist, gilt T = XdegQ−kP + Xdeg P−kQ ∈ I (es gilt

deg(T ) = max(deg(P ), deg(Q))) und T hat Leitkoe�zient a+ a′, also a+ a′ ∈ D. Es

gilt auh bP ∈ I mit Leitkoe�zient ab, also ab ∈ D und D ist ein Ideal.

Da R noethersh ist, ist D endlih erzeugt, also gibt es Elemente a1, . . . , ar ∈ R mit

D = (a1, . . . , ar). Für i ∈ [1, r] sei Pi ∈ I mit Leitkoe�zient ai und sei di = degPi.
Wir setzen d = max(d1, . . . , dr).
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Für m ≤ d setzen wir

Dm = {0} ∪ {a ∈ R | ∃ P ∈ I mit deg(P ) ≤ m und Leitkoe�zient a}.
Wie oben zeigt man, dass Dm ein Ideal in R ist. Das Ideal Dm ist also auh endlih

erzeugt: Dm = (b1,m, . . . , brm,m). Für alle m ≤ d und alle i ∈ [1, rm] seien Qi,m ∈ I
mit deg(Qi,m) ≤ m und Leitkoe�zient bi,m.

Wir zeigen, dass das Ideal I von P1, . . . , Pr und allen (Qi,m)m≤d,i∈[1,rm] erzeugt wird.

Sei I ′ das von diesen Elementen erzeugte Ideal. Es gilt I ′ ⊂ I. Angenommen, es gelte

I ′ ( I, sei P ∈ I \ I ′ mit minimalem Grad.

Falls degP > d, sei a der Leitkoe�zient von P . Es gilt a ∈ D, also a = a1c1+. . .+arcr
mit c1, . . . , cr ∈ R und das Polynom

T = XdegP−d1c1P1 + . . .+Xdeg P−drcrPr

hat a als Leitkoe�zienten. Falls T = P , gilt P ∈ I ′; ein Widerspruh. Sonst gilt

P − T ∈ I \ I ′ mit deg(P − T ) < degP ; ein Widerspruh zur Minimalität.

Falls degP = m ≤ d, sei a der Leitkoe�zient von P . Es gilt a ∈ Dm, also a =
b1,mc1 + . . .+ brm,mcrm mit c1, . . . , crm ∈ R und das Polynom

T = Xm−degQ1,mc1Q1,m + . . . Xm−degQrm,mcrmQrm,m

hat a als Leitkoe�zienten. Falls T = P , gilt P ∈ I ′; ein Widerspruh. Sonst gilt

P − T ∈ I \ I ′ mit deg(P − T ) < degP ; ein Widerspruh zur Minimalität. �

Korollar 1.2.6 SeiR ein noethersher Ring. Dann istR[X1, . . . , Xn] auh noethersh.

Korollar 1.2.7 Der Ring k[X1, . . . , Xn] ist noethersh.

Korollar 1.2.8 Sei V (S) eine algebraishe Menge. Dann gibt es Polynome P1, . . . , Pr ∈
k[X1, . . . , Xr] so, dass

V (S) = V (P1, . . . , Pr).

Beweis. Es gilt V (S) = V (〈S〉) und da k[X1, . . . , Xn] noethersh ist, ist 〈S〉 end-

lih erzeugt. Es gibt also P1, . . . , Pr ∈ k[X1, . . . , Xr] so, dass 〈S〉 = (P1, . . . , Pr) =
〈{P1, . . . , Pr}〉. Daraus folgt V (S) = V (P1, . . . , Pr). �

1.3. Erste Eigenshaften

Lemma 1.3.1 Sei (Sλ)λ∈Λ eine Familie von Teilmengen von k[X1, . . . , Xn] und sei

(Iλ)λ∈Λ eine Familie von Idealen in k[X1, . . . , Xn]. Dann gilt

⋂

λ∈Λ

V (Sλ) = V

(

⋃

λ∈Λ

Sλ

)

und

⋂

λ∈Λ

V (Iλ) = V

(

∑

λ∈Λ

Iλ

)

.

Insbesondere ist der Shnitt von algebraishen Mengen eine algebraishe Menge. �
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Beweis. Übung. �

De�nition 1.3.2 Sei R ein kommutativer Ring und seien I, J zwei Ideale von R.
Das Produktideal IJ von I und J ist das von allen Produkte ab erzeugte Ideal,

wobei a ∈ I und b ∈ J .

Bemerkung 1.3.3 Es gilt IJ ⊂ I ∩ J : Für a ∈ I und b ∈ J gilt ab ∈ I ∩ J .

Lemma 1.3.4 Seien I und J zwei Ideale in k[X1, . . . , Xn]. Dann gilt

V (I ∩ J) = V (I) ∪ V (I) = V (IJ).

Insbesondere ist die Vereinigung von algebraishen Mengen eine algebraishe Menge.�

Beweis. Es gilt IJ ⊂ I ∩ J ⊂ I, J . Daraus folgt V (IJ) ⊃ V (I ∩ J) ⊃ V (I) ∪ V (J).
Es genügt also, die Enthaltung V (IJ) ⊂ V (I) ∪ V (J) zu zeigen.

Sei x ∈ V (IJ) mit x 6∈ V (I). Es gibt also P ∈ I mit P (x) 6= 0. Sei Q ∈ J , dann
gilt PQ ∈ IJ , also P (x)Q(x) = (PQ)(x) = 0, weil x ∈ V (IJ). Da P (x) 6= 0, folgt
Q(x) = 0 für alle Q ∈ J , also x ∈ V (J). �

Korollar 1.3.5 Seien I1, . . . , Ir Ideale in k[X1, . . . , Xn]. Dann gilt

V (I1) ∪ . . . ∪ V (Ir) = V (I1 · · · Ir) = V (I1 ∩ · · · ∩ Ir).

Insbesondere ist eine endlihe Vereinigung von algebraishen Mengen eine algebrai-

she Menge.

Beweis. Folgt per Induktion nah dem obigen Lemma. �

Korollar 1.3.6 Jede endlihe Menge von An(k) ist eine algebraishe Menge.

Beweis. Jeder Punkt ist eine algebraishe Menge nah Beispiel 1.1.4.(2). Nah dem

obigen Korollar ist jede endlihe Vereinigung von algebraishen Menge eine algebrai-

she Menge. Daraus folgt die Behauptung. �

De�nition 1.3.7 Sei P ∈ k[X1, . . . , Xn] mit P 6= 0. Die Hyper�ähe von An(k)
der Gleihung P ist die algebraishe Teilmenge V (P ).

Proposition 1.3.8 Jede algebraishe Menge ist endliher Shnitt von Hyper�ähen

in An(k).

Beweis. Sei S ⊂ k[X1, . . . , Xn] und V (S) die zugehörige algebraishe Menge. Nah

Korollar 1.2.8 gibt es Polynome P1, . . . , Pr ∈ k[X1, . . . , Xn]mit V (S) = V (P1, . . . , Pr).
Nah Lemma 1.3.1 folgt V (S) = V (P1)∩ . . .∩ V (Pr), also ist V (S) endliher Shnitt
von Hyper�ähen. �
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1.4. Ideal einer Menge

De�nition 1.4.1 Sei V eine Teilmenge von An(k). Das Ideal von V ist die Menge

I(V ) = {P ∈ k[X1, . . . , Xn] | P (x) = 0 für alle x ∈ V }.

Lemma 1.4.2 Sei V ⊂ An(k). Dann ist I(V ) ein Ideal von k[X1, . . . , Xn]. �

Beweis. Übung. �

Beispiel 1.4.3 Es gilt I(∅) = k[X1, . . . , Xn].

Lemma 1.4.4 Seien V ⊂W ⊂ An(k). Dann gilt I(V ) ⊃ I(W ). �

Beweis. Übung. �

Lemma 1.4.5 Sei V ⊂ An(k).

1. Dann gilt V ⊂ V (I(V )).

2. Es gilt (V ist eine algebraishe Menge ⇔ V (I(V )) = V ). �

Beweis. 1. Sei x ∈ V und P ∈ I(V ). Dann gilt P (x) = 0, also x ∈ V (I(V )). Daraus
folgt V ⊂ V (I(V )).

2. Ist V algebraish, so gilt V = V (I) für ein Ideal I ⊂ k[X1, . . . , Xn]. Sei P ∈ I.
Dann gilt P (x) = 0 für alle x ∈ V , also P ∈ I(V ). Daraus folgt I ⊂ I(V ). Es folgt
V = V (I) ⊃ V (I(V )).

Umgekehrt, falls V = V (I(V )), ist V algebraish. �

Beispiel 1.4.6 Ist V niht algebraish, ist die zweite Aussage im obigen Lemma

immer falsh. Zum Beispiel sei

V = {x ∈ R = A1(R) | 0 < x < 1}.

Dann gilt I(V ) = {0}: Sei P ∈ I(V ) ⊂ R[X ]. Dann hat P unendlih viele Nullstellen,

also P = 0. Es gilt aber V (I(V )) = A1(R) = R ) V .

Lemma 1.4.7 Sei I ⊂ k[X1, . . . , Xn] ein Ideal. Dann gilt I ⊂ I(V (I)). �

Beweis. Sei P ∈ I und x ∈ V (I). Dann gilt P (x) = 0, also P ∈ I(V (I)). �
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Beispiel 1.4.8 Die umgekehrte Enthaltung ist niht immer wahr. Es gibt zwei Haupt-

gründe dafür.

1. Ist k niht algebraish abgeshlossen, kann V (I) sehr (zu) klein sein: Sei k = R und

I = (X2 + Y 2 + 1). Es gilt V (I) = V (X2 + Y 2 + 1) = ∅ und folglih I ( R[X, Y ] =
I(V (I)).

2. Die Operation sieht die Potenzen niht : für I = (X2) ⊂ k[X ] gilt V (I) = {0} und

I(V (I)) = (X) ) (X2) = I.

Die Beziehung zwishen I und I(V (I)) ist wihtig und wird später nohmal betrah-

tet.

Proposition 1.4.9 Sei k unendlih und n ≥ 1. Dann gilt I(An(k)) = (0).

Beweis. Wir zeigen I(An(k)) = (0) per Induktion nah n.

Fall n = 1. Sei P ∈ I(A1(k)). Da k unendlih ist, hat P unendlih viele Nullstellen.

Daraus folgt P = 0.

Induktionsshritt. Wir betrahten P als Polynom in Xn mit Koe�zienten im Ring

k[X1, . . . , Xn−1]:

P =
∑

i

riX
i
n,

wobei ri ∈ k[X1, . . . , Xn−1]. Sei (a1, . . . , an−1) ∈ k
n−1

. Dann ist

Pa1,...,an−1(Xn) = P (a1, . . . , an−1, Xn) =
∑

i

ri(a1, . . . , an−1)X
i
n

ein Polynom in k[Xn]. Für alle an ∈ k
n
gilt Pa1,...,an−1(an) = P (a1, . . . , an) = 0. Also

Pa1,...,an−1 = 0 i.e. ri(a1, . . . , an−1) = 0 für alle i und alle (a1, . . . , an−1) ∈ k
n−1

. Es

folgt ri ∈ I(An−1(k)) für alle i. Nah Induktion gilt ri = 0 für alle i und damit

P = 0. �

Beispiel 1.4.10 Die obige Proposition ist für endlihe Körper falsh: Sei k = Fq,

dann gilt Xq −X ∈ I(A1(k)).

Beispiel 1.4.11 1. Sei a = (a1, . . . , an) ∈ An(k). Dann gilt

I({a}) = (X − a1, . . . , X − an).

Die Enthaltung ⊃ ist klar. Umgekehrt, sei P ∈ I({a}), also P ∈ k[X1, . . . , Xn]
mit P (a) = 0. Wir betrahten die Restdivision von P mit X − a1. Es gilt P =
(X − a1)Q1 + R1 mit R1 ∈ k[X2, . . . , Xn] und 0 = P (a) = R1(a). Per Induktion

dank der Restdivision gilt P = Q + r mit Q ∈ (X − a1, . . . , X − an) und r ∈ k. Aus

P (a) = 0 folgt r = 0 und damit die Aussage.

2. Sei k unendlih und sei I = I(V (Y 2 − X3)) ∈ k[X, Y ]. Es gilt (Y 2 − X3) ⊂ I.
Umgekehrt, sei P ∈ I. Wir betrahten die Restdivision von P mit Y 2 − X3

. Es
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gibt also Q,R ∈ k[X, Y ] mit degY (R) < 2, also R(X, Y ) = A(X)Y + B(X) für

A,B ∈ k[X ] so, dass

P = (Y 2 −X3)Q(X, Y ) + A(X)Y +B(X).

Für t ∈ k gilt (t3, t2) ∈ V (Y 2 −X3). Daraus folgt P (t3, t2) = 0 und somit A(t2)t3 +
B(t2) = 0. Wir shreiben A(X) =

∑

k akX
k
und B(X) =

∑

j bjX
j
. Daraus folgt

∑

k

akt
2k+3 +

∑

j

bjt
2j = 0.

Da k unendlih ist, müssen alle Koe�zienten null sein, also ak = 0 und bj = 0 für

alle k und j. Es folgt A = B = 0 und P ∈ (Y 2 −X3).

1.5. Reguläre Funktionen

De�nition 1.5.1 Sei V ⊂ An(k). Die k-Algebra Γ(V ) = k[X1, . . . , Xn]/I(V ) heiÿt
a�ne Algebra von V oder Algebra regulärer Funktionen auf V .

De�nition 1.5.2 Ein Ring R heiÿt reduziert, falls für alle a ∈ R folgende Aussage

gilt: (a nilpotent ⇒ a = 0).

Proposition 1.5.3 Sei V ⊂ An(k). Der Ring Γ(V ) ist reduziert.

Beweis. Sei P ∈ k[X1, . . . , Xn] so, dass [P ] ∈ Γ(V ) nilpotent ist. Es gilt also P n ∈
I(V ), also P n(x) = 0 für alle x ∈ V . Daraus folgt P (x) = 0 für alle x ∈ V und damit

P ∈ I(V ) i.e. [P ] = 0. �

De�nition 1.5.4 Sei R ein Ring.

1. Sei I ein Ideal in R. Das Radikal von I ist

√
I = {a ∈ R | ∃ k ∈ N mit ak ∈ I}.

2. Das Nilradikal von R ist

√

(0).

Lemma 1.5.5 Sei R ein Ring und I ein Ideal in R.

1. Dann ist

√
I ein Ideal in R.

2. Es gilt I ⊂
√
I.

3. Es gilt (R/I reduziert ⇔ I =
√
I). �
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Beweis. 1. Seien a, b ∈
√
I. Dann gibt es k, l mit ak, bl ∈ I. Wir betrahten

(a+ b)k+l =
k+l
∑

i=0

(

k + l

i

)

aibk+l−i.

Für i ≥ k gilt aibk+l−i = ai−kakbk+l−i ∈ I (weil ak ∈ I). Für i ≤ k gilt aibk+l−i =
aiblbk−i ∈ I (weil bl ∈ I). Daraus folgt (a+ b)k+l ∈ I und damit a+ b ∈

√
I.

Sei a ∈
√
I und c ∈ R. Dann gibt es k mit ak ∈ I, also (ac)k = akck ∈ I. Daraus

folgt ac ∈
√
I.

2. Klar.

3. (⇒) Sei a ∈
√
I und k mit ak ∈ I. Dann gilt [a]k = 0 ∈ R/I. Daraus folgt [a] = 0,

also a ∈ I.

(⇐) Sei a ∈ R mit [a] nilpotent. Es gibt ein k mit [a]k = 0, also ak ∈ I. Es folgt
a ∈

√
I = I, also [a] = 0. �

Bemerkung 1.5.6 Das Nilradikal ist die Menge aller nilpotenten Elementen. Diese

Menge ist also ein Ideal.

Korollar 1.5.7 Sei V ⊂ An(k). Dann gilt I(V ) =
√

I(V ).



2. Zariski Topologie

2.1. Topologie

Zur Erinnerung werden wir hier die De�nition einer Topologie wiederholen.

De�nition 2.1.1 Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist ein Mengesystem T
bestehend aus Teilmengen von X , für die die folgenden Axiome erfüllt sind:

(T1) Die leere Menge ∅ und X sind Elemente aus T ,

(T2) Der Durhshnitt endlih vieler Elementen aus T ist Element aus T ,
(T3) Die Vereinigung beliebig vieler Elementen aus T ist Element aus T .

Die Elemente aus T heiÿen o�ene Teilmengen. Eine Teilmenge F von X heiÿt

abgeshlossen falls das Komplement F c
o�en ist. Eine Menge X mit einer Topologie

T heiÿt topologisher Raum.

Lemma 2.1.2 Sei X ein topologisher Raum mit der Topologie T . Sei Y eine Teil-

menge von X . Dann de�niert das Mengesystem TY = {U ∩Y |U ∈ T } eine Topologie
auf Y . �

Beweis. Übung. �

De�nition 2.1.3 Sei X ein topologisher Raum mit der Topologie T . Sei Y eine

Teilmenge von X . Die Topologie TY = {U ∩ Y |U ∈ T } auf Y heiÿt induzierte

Topologie.

De�nition 2.1.4 Sei X ein topologisher Raum. Eine o�ene Überdekung von

X ist eine Familie (U)U∈U von o�ene Teilmengen so, dass

X =
⋃

U∈U

U.

Lemma 2.1.5 Sei X ein topologisher Raum und sei (U)U∈U eine o�ene Über-

dekeung.

Eine Teilmenge Z ⊂ X ist genau dann o�en (bzw. abgeshlossen), wenn Z ∩U o�en

(bzw. abgeshlossen) in U (mit der induzierten Topologie) ist, für alle U ∈ U . �
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Beweis. Wir geben einen Beweis für o�ene Teilmenge. Der Beweis für abgeshlossene

Teilmengen ist analog.

Falls Z o�en ist gilt Z ∩ U o�en für alle U ∈ U . Umgekehrt, falls Z ∩ U o�en in U
ist, für alle U ∈ U . Dann ist Z ∩U der Form U ∩U ′

für eine o�ene Teilmenge U ′
von

X also U ∩ Z = U ∩ U ′
ist o�en in X . Es gilt aber

Z = Z ∩X = Z ∩
(

⋃

U∈U

U

)

=

(

⋃

U∈U

Z ∩ U
)

.

Daraus folgt, dass Z o�en in X ist. �

2.2. Die Zariski-Topologie

Bemerkung 2.2.1 Man kann auh eine Topologie T dank der Angabe des Men-

gensystems aller abgshlossenen Teilmengen de�nitieren: Sei T ′
ein Mengesystem

bestehend aus Teilmengen von M , für die die folgenden Axiome erfüllt sind:

(T'1) Die leere Menge ∅ und M sind Elemente aus T ′
,

(T'2) Die Vereinigung endlih vieler Elementen aus T ′
ist Element aus T ′

,

(T'3) Der Durhshnitt beliebig vieler Elementen aus T ′
ist Element aus T ′

.

Dann De�niert das System T aller Komplemente von Elementen aus T ′
eine Topo-

logie auf M i.e. erfüllt die Axiome (T1), (T2) und (T3).

Bemerkung 2.2.2 Sei T ′
das Mengesystem aller algebraishen Mengen in An(k).

Nah Beispiel 1.1.2, Lemma 1.3.1 und Korollar 1.3.5 erfüllt T ′
die Axiome (T'1),

(T'2) und (T'3) und de�niert also eine Topologie.

De�nition 2.2.3 Die Zariski-Topologie auf An(k) ist die Topologie deren abge-

shlossenen Teilmengen die algebraishen Mengen sind.

De�nition 2.2.4 Sei V eine Teilmenge von An(k). Die Zariski-Topologie auf V
ist die, von der Zariski-Topologie, induzierte Topologie auf V .

Bemerkung 2.2.5 Man sollte hier aufpassen: die Zariski-Topologie ist viel anders

als die üblihe Topologie: die o�ene Teilmengen sind gröÿer und die abgeshlossene

Teilmengen sind kleiner.

Zum Beispiel, nah Lemma 1.1.3 sind die Abgeshlossene Teilmengen in A1(R) = R

nur ∅, R und die endlihe Teilmegen. Ein niht leeres o�enes Intervall wie ]0, 1[ is
weder abgeshlossen noh o�en.
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Lemma 2.2.6 Sei V ⊂ An(k). Dann gilt (für die Zariski-Topologie)

V = V (I(V )).

Beweis. Es gilt V ⊂ V (I(V )) und da V (I(V )) algebraish ist, ist es abgeshlossen.

Daraus folgt V ⊂ V (I(V )). Sei Z abgeshlossen mit V ⊂ Z. Dann gilt Z = V (I(Z))
und I(V ) ⊃ I(Z). Daraus folgt V (I(V )) ⊂ V (I(Z)) = Z. Also ist V (I(V )) die

minimale abgeshlossene Teilmenge die V enthält i.e. V = V (I(V )). �

De�nition 2.2.7 Sei P ∈ k[X1, · · · , Xn]. Das Komplement der Hyper�ähe V (P )
heiÿt die von P de�nierte standardmäÿige o�ene Teilmenge und ist D(P )
bezeihnet:

D(P ) = An(k) \ V (P ).

Proposition 2.2.8 Eine o�ene Teilmenge (in der Zariski-Topologie) ist eine endlihe

Vereinigung von standardmäÿigen o�enen Teilmengen.

Beweis. Sei U eine o�ene Teilmengen. Dann ist An(k) \ U abgeshlossen also eine

algebraishe Menge der Form V (S). Nah Korollar 1.2.8 gilt es Polynome P1, · · · , Pr ∈
k[X1, · · · , Xn] mit V (S) = V (P1, · · · , Pr). Nah Lemma 1.3.1 folgt V (S) = V (P1) ∩
· · · ∩ V (Pr). Daraus folgt

U = An(k) \ V (S) = An(k) \ (V (P1) ∩ · · · ∩ V (Pr))
= (An(k) \ V (P1)) ∪ · · · ∪ (An(k) \ V (Pr)) = D(P1) ∪ · · · ∪D(Pr)

und die Aussage folgt. �

2.3. Irreduzibilität

Lemma 2.3.1 Sei X ein topologisher Raum. Dann sind äquivalent:

1. Falls X = F1 ∪ F2 mit F1 und F2 abgeshlossen, gilt X = F1 oder X = F1.

2. Falls U1 und U2 o�en in X sind mit U1 ∩ U2 = ∅, gilt U1 = ∅ oder U2 = ∅. �

Beweis. Setze Ui = F c
i oder Fi = U c

i für i ∈ [1, 2]. �

De�nition 2.3.2 Sei X ein topologisher Raum mit X 6= ∅.
1. Wenn X eine von den beiden äquivalenten Eigenshaften 1. oder 2. aus Lemma

2.3.1 erfüllt, heiÿt irreduzibel.

Falls X niht irreduzibel ist heiÿt X reduzibel.

2. Sei Y eine Teilmenge von X . Dann heiÿt Y irreduzibel (bzw. reduzibel) falls Y
so ist für die induzierte Tolopogie.
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Beispiel 2.3.3 Für die klassishe Topologie auf R, eine abgeshlossene Teilmenge F
von R mit der induzierten Topologie ist genau dann irreduzibel, wenn F nur einen

Punkt enthält (Übung).

De�nition 2.3.4 Ein topologisher Raum heiÿt zusammenhängend, falls gilt:

(U1 und U2 o�en mit U1 ∪ U2 = X und U1 ∩ U2 = ∅) ⇒ (U1 = ∅ oder U2 = ∅).

Lemma 2.3.5 Sei X ein irreduzibler topologisher Raum. Dann ist X zusammen-

hängend. �

Beweis. Seien U1 und U2 o�ene Teilmengen mit U1∪U2 = X und U1 ∩U2 = ∅. Dann
gilt U1 = ∅ oder U2 = ∅. �

De�nition 2.3.6 Sei X ein topologisher Raum. Eine Teilmenge Y von X heiÿt

diht falls gilt Y ∩ U 6= ∅ für alle niht leere o�ene Teilmengen U von X .

Proposition 2.3.7 Sei X ein irreduzibler topologisher Raum und sei U eine niht

leere o�ene Teilmenge. Dann ist U diht in X und irreduzibel.

Beweis. Sei U ′
eine weitere niht leere o�ene Teilmenge. Falls U ∩ U ′ = ∅ gilt, folgt

U = ∅ oder U ′ = ∅. Ein Widerspruh.

Seien U1 und U2 o�ene Teilmengen von U mit U1 ∩ U2 = ∅. Dann sind auh U1 und

U2 o�ene Teilmengen von X mit U1 ∩ U2 = ∅. Es folgt U1 = ∅ oder U2 = ∅. �

Proposition 2.3.8 Sei X ein topologisher Raum und sei Y eine Teilmenge.

1. Falls Y irreduzibel ist, dann ist Y (der Abshluss) irreduzibel.

2. Sei U eine o�ene Teilmenge von X . Dann de�nieren die Abbildungen Y 7→ Y und

Z 7→ Z ∩ U bijektionen zwishen {Y ⊂ U | Y abgeshlossen und irreduzibel in U}
und {Z ⊂ X | Z abgeshlossen und irreduzibel in X mit Z ∩ U 6= ∅}.

Beweis. 1. Seien F1 und F2 zwei abgeshlossene Teilmengen von Y mit F1 ∪ F2 = Y .
Per De�nition gibt es abgeshlossene Teilmengen Z1 und Z2 von X mit Fi = Zi ∩ Y .
Daraus folgt, dass F1 und F2 auh in X abgeshlossen sind. Also sind F1 ∩ Y und

F2∩Y in Y abgeshlossen und es gilt Y = Y ∩Y = Y ∩(F1∪F2) = (Y ∩F1)∪(Y ∩F2).
Da Y irreduzibel ist folgt F1 ∩ Y = Y oder F2 ∩ Y = Y also Y ⊂ F1 oder Y ⊂ F2.

Daraus folgt Y ⊂ F1 = F1 oder Y ⊂ F2 = F2 also Y = F1 oder Y = F2.

2. Sei Y ⊂ U abgeshlossen und irreduzibel. Dann ist Y abgeshlossen irreduzibel

und ∅ 6= Y ⊂ Y ∩ U also niht leer.

Sei Z abgeshlossen irreduzibel mit Z ∩ U 6= 0. Dann ist Y = Z ∩ U o�en in Z und

abgeshlossen in U , niht leer und nah Proposition 2.3.7 irreduzibel.

Die Abbildungen sind also wohl de�niert und wir zeigen, dass sie inverse von einander

sind.
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Sei Y ⊂ U abgeshlossen und irreduzibel. Es gilt Y ⊂ U ∩ Y . Umgekehrt, da Y
abgeshlossen in U ist, gibt es ein F abgeshlossen in X mit Y = F ∩U ⊂ F . Es gilt
also Y ⊂ F und Y ∩ U ⊂ F ∩ U = Y . Daraus folgt Y = Y ∩ U .
Sei Z abgeshlossen in X , irreduzibel mit Z ∩ U 6= ∅. Es gilt Z ∩ U ⊂ Z und da Z
abgeshlossen ist, gilt Z ∩ U ⊂ Z. Sei F = Z \ (Z ∩U). Dann ist F abgeshlossen in

Z und es gilt Z = F ∪ Z ∩ U . Da Z irreduzibel ist, folgt F = ∅ oder Z ∩ U = ∅. Die
zweite Gleihung ist niht möglih also F = ∅ und Z = U ∩ Z. �

Proposition 2.3.9 Sei V eine algebraishe Menge mit der Zariski-Topologie. Dann

gilt

V ist irreduzibel ⇔ I(V ) ist ein Primideal ⇔ Γ(V ) ist ein Integritätsring.

Beweis. Die zweite Äquivalenz folgt aus der Vorlesung Algebra (Lemma 2.1.36.(1)).

Angenommen V sei irreduzibel und seien P1, P2 ∈ k[X1, · · · , Xn] mit P1P2 ∈ I(V ).
Sei also Fi = V (Pi) für i ∈ {1, 2}. Dann sind F1 und F2 abgeshlossen in V . Sei
x ∈ V . Dann gilt P1(x)P2(x) = (P1P2)(x) = 0 also P1(x) = 0 oder P2(x) = 0. Daraus
folgt x ∈ V (P1) = F1 oder x ∈ V (P2) = F2 i.e. V = (V ∩ F1) ∪ (V ∩ F2). Also es

gilt V ⊂ F1 ∪ F2. Da V irreduzibel ist, folgt V ⊂ F1 = V (P1) oder V ⊂ F2 = V (P2).
Daraus folgt P1 ∈ I(V ) oder P2 ∈ I(V ).

Umgekehrt sei I(V ) prim aud seien F1 und F2 abgeshlossen in V mit V = F1 ∪ F2.

Falls F1 ( V und F2 ( V gilt I(V ) ( I(F1) und I(V ) ( I(F2) (sonnst gilt V =
V (I(V )) = V (I(Fi)) = Fi weil alle Mengen algebraishe Mengen sind). Seien also

Pi ∈ I(Fi) \ I(V ) für i ∈ {1, 2}. Es gilt P1P2 ∈ I(F1 ∪F2) = I(V ) aber Pi 6∈ I(V ) für
i ∈ {1, 2}. Ein Widerspruh zu I(V ) Primideal. �

Korollar 2.3.10 Sei k unendlih. Dann ist An(k) irreduzibel.

Beweis. Es gilt I(An(k)) = (0) und Γ(A1(k)) = k[X1, · · · , Xn] ist ein Integritätsring.

Daraus folgt die Aussage. �

Beispiel 2.3.11 Für k endlih ist An(k) reduzibel: es ist die Vereinigung endlih

vieler Punkten.

Korollar 2.3.12 (Fortsetzung algebraisher Gleihungen) Sei k unendlih und

sei V ( An(k) eine algebraishe Menge. Sei P ∈ k[X1, · · · , Xn] mit P (x) = 0 für

x 6∈ V . Dann gilt P = 0.

Beweis. Es gilt An(k) = V (P ) ∪ V . Da An(k) irreduzibel ist und V ( An(k) gilt

V (P ) = An(k). �

Korollar 2.3.13 Seien A,B ∈Mn(k). Dann gilt χAB = χBA.

Beweis. Sei P (A,B) = χAB − χBA. Es ist ein Polynom in den Koe�zienten von

A und B. Für B invertierbar gilt χAB = χB(AB)B−1 = χBA also P (A,B) = 0 für

B invertierbar. Da die Menge aller niht invertierbaren Matrizen eine algebraishe

Menge ist (es ist V (det)) folgt P = 0. �
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2.4. Irreduzible Komponenten

De�nition 2.4.1 Ein topologisher Raum X heiÿt noethersh falls jede absteigen-

de Kette von abgeshlossenen Teilmengen stationär ist i.e. für jede Kette

Z1 ⊃ Z2 ⊃ · · · ⊃ Zr ⊃ · · ·

mit Zr abgeshlossen, gibt es ein N so, dass Zr = ZN für alle r ≥ N .

Beispiel 2.4.2 Der Körper R mit der üblihen Topologie ist niht noethersh: die

absteigende Kette [0, 1
n
] von abgeshlossenen Teilmengen ist niht stationär.

Lemma 2.4.3 Der Raum An(k) mit der Zariski-Topologie ist noethersh. �

Beweis. Sei Z1 ⊃ Z2 ⊃ · · · ⊃ Zr ⊃ · · · eine Kette von abgeshlossenen Teilmengen

von An(k). Dann gilt Zr = V (I(Zr)) und I(Z1) ⊂ I(Z2) ⊂ · · · ⊂ I(Zr) ⊂ · · · in eine

Kette von Idealen in k[X1, · · · , Xn]. Da dieser Ring noethersh ist folgt, dass es ein

N gibt mit I(Zr) = I(ZN) für r ≥ N . Es folgt Zr = V (I(Zr)) = V (I(ZN)) = ZN für

r ≥ N . �

Lemma 2.4.4 Sei X ein noethersher topologisher Raum und Y ⊂ X . Dann ist Y
auh noethersh für die induzierte Topologie. �

Beweis. Sei Z1 ⊃ Z2 ⊃ · · · ⊃ Zr ⊃ · · · eine Kette von abgeshlossenen Teilmengen

von Y . Für jedes r, sei Fr abgeshlossen in X mit Zr = Y ∩ Fr. Wir setzen Z ′
r =

F1 ∩ · · · ∩ Fr. Dann ist Z ′
1 ⊃ Z ′

2 ⊃ · · · ⊃ Z ′
r ⊃ · · · eine Kette von abgeslossenen

Teilmengen von X . Es gibt also ein N mit Z ′
r = Z ′

N für r ≥ N . Es gilt aber

Zr = Z1 ∩ · · · ∩ Zr = (Y ∩ F1) ∩ · · · · ∩ (Y ∩ Fr) = Y ∩ (F1 ∩ · · · ∩ Fr) = Y ∩ Z ′
r.

Daraus folgt Zr = Y ∩ Z ′
r = Y ∩ Z ′

N = ZN . �

Korollar 2.4.5 Jede teilmenge von An(k) ist für die Zariski-Topologie noethersh.

De�nition 2.4.6 Sei X ein topologisher Raum. Eine irreduzible Komponente

von X ist eine maximale (für die Enthaltung) irreduzible abgeshlossene Teilmenge

von X .

Beispiel 2.4.7 1. Sei k endlih und V ⊂ An(k). Dann sind die Punkte von V die

irreduzible Komponente von V .

2. Sei k unendlih und V = V (XY ) ⊂ A2(k). Dann sind V (X) und V (Y ) die irredu-
zible Komponente von V : sei Z eine irreduzible Komponente. Dann ist Z irreduzibel,

abgeshlossen in V und maximal. Daraus folgt, dass I(V ) ⊂ I(Z) gilt, dass I(Z)
ein Primideal ist und minimal für diese Eigenshaften. Es folgt XY ∈ I(Z) also

(X) ⊂ I(Z) oder (Y ) ⊂ I(Z), I(Z) ist ein Primideal und ist minimal. Da (X)
und (Y ) Primidealen sind folgt I(Z) = (X) oder I(Z) = (Y ) also Z = V (X) oder
Z = V (Y ).
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Proposition 2.4.8 Sei X 6= ∅ ein noethersher topologisher Raum. Dann hat X
nur endlih viele irreduzible Komponente X1, · · · , Xr und es gilt X = X1 ∪ · · · ∪Xr.

Beweis. Für Y eine Teilmenge von X de�nieren wir die Eigenshaft (P) durh: Y
erfüllt (P) falls Y eine endlihe Vereinigung von abgeshlossenen, irreduziblen Teil-

mengen von Y ist. Wir Zeigen, dass X die Eigenshaft (P) erfüllt.

SeiM = {Y ⊂ X | Y ist niht leer, abgeshlossen aber erfüllt niht (P)}. Wir zeigen,

dass M leer ist. Daraus folgt, dass X die Eigenshaft (P) erfüllt. AngenommenM sei

niht leer. Da X noethersh ist, gibt es ein minimales Element in M : wähle Z1 ∈M .

Falls Y minimal ist sind wir fertig. Sonnst gibt es ein Z2 ( Z1 mit Z2 ∈ M . Dann

muss ein Zr minimal sein: sonnst ist die Kette Z1 ⊃ · · · ⊃ Zr ⊃ · · · niht stationär.
Sei also Z minimal in M .

Es gilt Z 6= ∅ und Z ist niht irreduzibel. Daraus folgt, dass es zwei ehte niht

leere abgeshlossene Teilmengen F1 und F2 von Z (oder X) gibt mit Z = F1 ∪ F2.

Nah minimalität gilt F1, F2 6∈M also F1 (bzw. F2) ist eine endlihe Vereinigung von

abgeshlossenen irreduziblen Teilmengen von F1 (bzw. F2). Daraus folgt aber, dass

Z so eine Vereinigung ist. Ein Widerspruh.

Es gibt also endlih viele abgeshlossene irreduzible Teilmenge X1, · · · , Xr von X so,

dass X = X1 ∪ · · · ∪ Xr. Wir zeigen, dass jede irreduzible Teilmenge Y von X in

einem Xi enhalten ist. Es gilt

Y = Y ∩ Y = Y ∩ (X1 ∪ · · · ∪Xr) = (Y ∩X1) ∪ · · · ∪ (Y ∩Xr).

Alle Y ∩ Xi sind abgeshlossen und Y ist irreduzibel. Daraus folgt, dass es ein i
gibt mit Y ⊂ Xi. Die maximale Elemente der Familie (Xi)i∈[1,r] sind die irreduzible

Komponente von X . �

Korollar 2.4.9 Jede algebraishe Menge V hat endlih viele vershiedene irreduzible

Komponente V1, · · · , Vr und es gilt V = V1 ∪ · · · ∪ Vr.

Beweis. Da V ⊂ An(k) und An(k) noethersh ist, ist auh V noethersh. Die Aussage

folgt aus dem Proposition. �

2.5. Kompakte und Haudor� Räume

De�nition 2.5.1 Ein Topologisher Raum X heiÿt Hausdor� falls gilt: für x, x′ ∈
X mit x 6= x′ gibt es o�ene Umgebungen U und U ′

von x und x′ (i.e. o�ene Teilmen-

gen U und U ′
mit x ∈ U und x′ ∈ U ′

) so, dass U ∩ U ′ = ∅.

Lemma 2.5.2 Sei V eine algebraishe Menge die unendlih viele Punkte enthält.

Dann ist V niht Hausdor�. �
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Beweis. Da V nur endlih viele irreduzible Komponente hat, kann man ohne Ein-

shänkung V irreduzibel annehmen. Seien x, x′ ∈ V mit x 6= x′. Die Bedingung, dass
es o�ene Umgebungen U und U ′

von x und x′ gibt mit U∩U ′ = ∅ ist ein Widerspruh

zur Irreduzibilität. �

Beispiel 2.5.3 Für V endlih sind die Punkte von V o�en und abgeshlossen also

die Punkte von V sind die zusammenhängende Komponente und V ist Hausdorf.

De�nition 2.5.4 Sei X ein topologisher Raum.

1. Falls es für jede o�ene Überdekung (Uλ)λ∈Λ eine endlihe Teilüberdekung (Uλi)i∈[1,r]
gibt, heiÿt X quasi-kompakt.

2. Falls X Hausdor� und quasi-kompakt ist, heiÿt X kompakt.

Lemma 2.5.5 Ein topologisher Raum X ist genau dann quasi-kompakt, wenn für

jede Familie von abgeshlossenen Teilmengen (Fλ)λ∈Λ mit

⋂

λ∈Λ

Fλ = ∅

gibt es eine endlihe Teilfamilie (Fλi)i∈[1,r] mit

r
⋂

i=1

Fλi = ∅.

Beweis. Setze Uλ = F c
λ. �

De�nition 2.5.6 Sei V ⊂ An(k) und sei P ∈ k[X1, · · · , Xn]. Die o�ene Teilmenge

D(P )∩V von V heiÿt die von P de�nierte standardmäÿige o�ene Teilmenge

von V und ist DV (P ) berzeihnet.

Proposition 2.5.7 Sei V eine algebraishe Menge.

1. Jede o�ene Teilmenge von V ist eine endlihe Vereinigung von standardmäÿigen

o�enen Teilmengen von V .

2. Der topologisher Raum V ist quasi-kompakt.

Beweis. 1. Sei U o�en in V und U ′
o�en in An(k) mit U = V ∩ U ′

. Da es endlihe

viele Polynome P1, · · · , Pr gibt mit U ′ = D(P1) ∪ · · · ∪ D(Pr) folgt die Gleihung

U = DV (P1) ∪ · · · ∪DV (Pr).

2. Sei (Uλ)λ∈Λ eine Familie von o�enen Teilmengen von V mit

⋂

λ∈Λ

Uλ = V.
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Nah 1. können wir annehmen, dass alle Uλ standardmäÿige o�ene Teilmengen sind

also Uλ = DV (Pλ) für ein Pλ ∈ k[X1, · · · , Xn]. Sei I = (Pλ | λ ∈ Λ). Da k[X1, · · · , Xn]
noethersh ist gibt es eine Teilfamilie Pλ1, · · · , Pλr so, dass I = (Pλ1 , · · · , Pλr).
Wir Zeigen, V = DV (Pλ1)∪· · ·∪DV (Pλr). Sei also x ∈ V \ (DV (Pλ1)∪· · ·∪DV (Pλr)).
Es gilt also Pλi(x) = 0 für alle i ∈ [1, r]. Es gibt aber ein λ ∈ Λ mit Pλ(x) 6= 0.
Aber Pλ ∈ I und es gibt Polynome Q1, · · · , Qr mit Pλ =

∑r
i=1QiPλi . Daraus folgt

Pλ(x) = 0. Ein Widerspruh. �

Beispiel 2.5.8 Sei X = R.

1. X ist Hausdor� aber niht quasi-kompakt für die üblihe Topologie.

2. X ist niht Hausdor� aber quasi-kompakt für die Zariski Topologie.



3. Nullstellensatz

3.1. Ganze Elemente

De�nition 3.1.1 Sei A ein Ring und A′
ein Unterring von A.

1. Ein Element a ∈ A heiÿt ganz über A′
, wenn es ein Polynom P ∈ A′[X ] gibt mit

Leitkoe�zient 1 so, dass P (a) = 0.

2. Der Ring A heiÿt endlih über A′
, wenn es endlih viele Elemente (a1, · · · , an)

von A gibt so, dass jedes Element von A als lineare Kombination von (a1, · · · , an)
mit Koe�zienten in A′

darstellbar ist.

Beispiel 3.1.2 1. Sei a ∈ A′
. Dann ist a ganz über A′

: Das Polynom P = X − a ∈
A′[X ] hat Leitkoe�zient 1 und erfüllt P (a) = 0.

2. Eine razionale Zahl a ∈ Q ist genau dann ganz über Z, wenn a ∈ Z (Übung).

3. Für k ⊂ K eine endlihe Erweiterung ist der Ring K endlih über k.

Lemma 3.1.3 Sei A ein Ring und A′
ein Unterring von A so, dass jedes Element

a ∈ A ganz über A′
ist. Falls A ein Körper ist, ist auh A′

ein Körper. �

Beweis. Sei a ∈ A′
mit a 6= 0. Dann ist a in A invertierbar. Sei also b = 1

a
und sei

P = Xr + αr−1X
r−1 + · · ·+ α0 ∈ A′[X ] so, dass P (b) = 0. Es gilt

1

ar
+ αr−1

1

ar−1
+ · · ·+ α0 = 0.

Nah Multiplikation mit ar−1
gilt:

1

a
= −(αr−1 + · · ·+ α0a

r−1) ∈ A′.

Also ist a auh in A′
invertierbar. �

Zur Erinnerung aus der Vorlesung LAII.
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De�nition 3.1.4 Sei k ein Körper.

1. Eine k-Algebra ist ein k-VektorraumAmit einer Verknüpfung A×A→ A, (a, b) 7→
ab so, dass diese Abbildung k-bilinear ist.

2. Sei A eine k-Algebra und (xi)i∈I eine Familie von Elementen aus A. Dann gibt es

eine kleinste Unteralgebra von A die diese Elemente enthählt. Diese k-Algebra heÿt

die von der Familie (xi)i∈I erzeugte k-Algebra.

3. Sei A eine k-Algebra. Elemente (xi)i∈I von A so, dass A die von (xi)i∈I erzeugte
Algebra ist, heiÿen Erzeuger von A.

4. Eine k-Algebra heiÿt endlih erzeugt, falls es eine endlihe Familie von Erzeuger

gibt.

Bemerkung 3.1.5 Sei A eine k-Algebra und A′
eine Unteralgebra. Seien x1, · · · , xn ∈

A. Die von A′
und x1, · · · , xn erzeugte Unteralgebra von A ist oft A′[x1, · · · , xn] be-

zeihnet und es gilt

A′[x1, · · · , xn] = {P (x1, · · · , xn) | P ∈ A′[X1, · · · , Xn]}.
Lemma 3.1.6 Sei A eine k-Algebra und sei A′

eine Unteralgebra von A. Ein Element

a ∈ A ist genau dann ganz über A′
, wenn die von A′

und a erzeugte Untergalgebra

A′[a] endlih über A′
ist. �

Beweis. Sei a ∈ A ganz über A′
und sei P ∈ A′[X ] mit Leitkoe�zient 1 so, dass

P (a) = 0. Sei n = deg(P ). Dann ist an lineare Kombination von (1, · · · , an−1) mit

Koe�zienten in A′
. Per Induktion folgt, dass alle ak für k ≥ 0 lineare Kombination

von (1, · · · , an−1) mit Koe�zienten in A′
sind. Es folgt, dass A′[a] endlih über A′

ist

(mit Erzeuger (1, · · · , an−1)).

Umgekehrt, seien x1, · · · , xn ∈ A′[a] so, dass jedes Element in A′[a] als lineare Kom-

bination von (x1, · · · , xn) mit Koe�zienten in A′
darstellbar ist. Da axi ∈ A′[a], gibt

es Elemente ai,j ∈ A′
mit axi =

∑n
j=1 ai,jxj . Sei M die Matrix M = (ai,j)i,j∈[1,n]. Für

y ∈ A′[a] gibt es Elemente (a1, · · · , an) ∈ A′
mit y =

∑n
i=1 aixi. Sei Y = (a1, · · · , an).

Es folgt, dass

ay = a
n
∑

i=1

aixi =
n
∑

i=1

aiaxi =
n
∑

i=1

ai

n
∑

j=1

ai,jxj =
n
∑

j=1

(
n
∑

i=1

aiai,j)xj .

Also für Z = (
∑

i aiai,1, · · · ,
∑n

i=1 aiai,n) gilt Z = YM . Sei P das harakteristishe

Polynom der Matrix M . Es gilt P ∈ A′[X ], weil die Koe�zienten von M in A′
sind

und P hat Leitkoe�zient 1. Wir zeigen P (a) = 0.

Es gilt P (M) = 0 (Satz von Cayley-Hamilton). Für y ∈ A′[a], gilt P (a)y ∈ A′[a] also
können wir shreiben P (a)y =

∑

i bixi: Sei B = (b1, · · · , bn). Analog wie oben gilt

Y P (M) = B.

Da P (M) = 0 folgt B = 0 und P (a)y = 0 für alle y ∈ A′[a]. Für y = 1 gilt P (a) = 0.�
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Korollar 3.1.7 Sei A eine k-Algebra und A′
eine Unteralgebra von A. Die Menge

aller Elemente, die ganz über A′
sind, ist eine Unteralgebra von A, die A′

enthält.

Beweis. Sei A′′
die Menge aller Elemente die ganz über A′

sind. Wir wissen shon,

dass A′ ⊂ A′′
gilt. Seien a, b ∈ A′′

und seien P,Q ∈ A′[X ] mit Leitkoe�zient 1 so,

dass P (a) = 0 = Q(b). Sei n = deg(P ) und m = deg(Q). Dann ist an eine lineare

Kombination von (1, · · · , an−1) mit Koe�zienten in A′
. Analog ist bm eine lineare

Kombination von (1, · · · , bm−1) mit Koe�zienten in A′
. Sei x Element in die von a

und b erzeugte k-Unteralgebra. Dann ist x lineare Kombination von (aibj)i,j≥0 mit

Koe�zienten in A′
und auh lineare Kombination von (aibj)i∈[0,n−1],j∈[0,m−1] mit Ko-

e�zienten in A′
. Die k-Algebra A′[a, b] i.e. die von A′

, a und b erzeugte Unteralgebra
von A ist über A′

endlih. Es gilt also A′[a, b] ⊂ A′′
. Da a− b, ab ∈ A′[a, b] folgt, dass

A′′
eine Unteralgebra ist. �

3.2. Algebraishe Version

Satz 3.2.1 (Nullstellensatz 1) Sei k ein Körper und sei A eine endlih erzeugte

k-Algebra. Falls A ein Körper ist, ist A eine endlihe Erweiterung von k. �

Beweis. Seien (x1, · · · , xr) Erzeuger von A. Wir verfahren per Induktion nah r. Für
r = 0 gilt A = k und die Aussage ist klar. Sei also r ≥ 1 und sei K = k(x1). Dann
ist A eine K-Algebra, ist ein Körper und (x2, · · · , xr) erzeugen A. Nah Induktion

muss A algebraish über K sein. Also gibt es Polynome P2, · · · , Pr ∈ K[X ] mit

Leitkoe�zient 1 so, dass Pi(xi) = 0 für alle i ∈ [2, r]. Die Koe�zienten der Polynome

sind der Form

Q(x1)
R(x1)

, wobei Q,R ∈ k[X ]. Sei F das Produkt aller Polynome R die als

Nenner von Koe�zienten eines Pi auftauhen. Sei a
′ = 1

F (x1)
und sei A′ = k[x1, a

′] die

von x1 und a
′
erzeugte k-Unteralgebra von K. Es gilt also Pi ∈ A′[X ] für alle i ∈ [2, r]

und da Pi(xi) = 0, sind die Elemente xi ganz über A
′
. Da (x2, · · · , xn) Erzeuger von

A über K sind, sind alle Elemente in der Algebra A ganz über A′
(Korollar 3.1.7).

Da A ein Körper ist muss auh A′
ein Körper sein (Lemma 3.1.3)

Damit zeigen wir jetzt, dass x1 algebraish über k ist. Angenommen x1 sei transzen-
dent. Dann gilt A′ = k[x1, a

′] = k[x1,
1

F (x1)
]. Wir zeigen, dass x = 1 + x1F (x1) kein

Inverse in A′
hat. Sei y ein Inverse von x in A′

. Dann ist y der Form

y =
P (x1)

F (x1)m
,

wobei P ∈ k[X ] und m ∈ N. Sei m minimal so, dass es eine solhe Darstellung gibt.

Es gilt

1 = xy = (1 + x1F (x1))
P (x1)

F (x1)m
.
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Nah Multiplikation mit F (x1)
m
gilt (P (X)(1 + F (X)) − F (X)m)(x1) = P (x1)(1 +

x1F (x1)) − F (x1)
m = 0. Da x1 transzendent ist gilt P (X)(1 + XF (X)) = F (X)m.

Da F (X) und 1+XF (X) teilerfremd sind, folgt, dass F (X) das Polynom P (X) teilt.
Es gilt also P (X) = F (X)Q(X) für Q ∈ k[X ]. Daraus folgt

y =
P (x1)

F (x1)m
=
F (x1)P (x1)

F (x1)m
=

Q(x1)

F (x1)m−1
.

Ein Widerspruh zur Minimalität von m.

Das Element x1 ist also algebraish über k. Die Erweiterung k ⊂ K = k(x1) ist alge-
braish. Aber die Erweiterung K ⊂ A ist auh algebraish. Es folgt (siehe Vorlesung

Algebra), dass k ⊂ A algebraish ist. �

3.3. Geometrishe Version

Satz 3.3.1 (Nulstellensatz 2) Sei k algebraish abgeshlossen. Die maximale Idea-

le von k[X1, · · · , Xn] sind der Form (X1 − a1, · · · , Xn − an), wobei (a1, · · · , an) ∈
An(k).

Mit anderen Wörter sind die maximale Ideale der Form I(x), wobei x ∈ An(k). �

Beweis. SeiM = (X1−a1, · · · , Xn−an) und sei f : k[X1, · · · , Xn] → k de�niert durh

f(P ) = P (a1, · · · , an). Dann ist f ein k-Algebra-Homomorphismus und f ist surjektiv.
Es gilt auh M ⊂ Ker(f) also faktorisiert sih f durh f̄ : k[X1, · · · , Xn]/M → k mit

f̄([P ]) = f(P ) = P (a1, · · · , an). Sei Umgekehrt P ∈ Ker(f). Nah Restdivision nah

X1 − a1, · · · , Xn − an gilt

P = (X1 − a1)Q1(X1, · · · , Xn) + · · · (Xn − an)Qn(X1, · · · , Xn) + λ.

Da P ∈ Ker(f) folgt
0 = P (a1, · · · , an) = λ.

Es folgt P ∈ M und Ker(f) = M. Daraus folgt k[X1, · · · , Xn]/M ≃ k und M ist

maximal.

Umgekehrt, sei M ein maximales Ideal und sei A = k[X1, · · · , Xn]/M. Dann ist A
endlih erzeugt über k (die Klassen von X1, · · · , Xn sind erzeuger von A) und ist

ein Körper (M ist maximal). Nah dem Nullstellensatz 1 ist k ⊂ A eine algebraishe

Erweiterung. Da k algebraish abgeshlossen ist gilt k = A. Sei ai = [Xi] ∈ A = k.

Dann gilt [Xi−ai] = [Xi]−ai = 0 alsoXi−ai ∈ M. Es folgt (X1−a1, · · · , Xn−an) ⊂
M. Da (X1 − a1, · · · , Xn − an) maximal ist gilt (X1 − a1, · · · , Xn − an) = M. �

Beispiel 3.3.2 Für k niht algebraish abgeshlossen ist der Satz falsh: Es gilt

R[X ]/(X2 + 1) ≃ C also ist (X2 + 1) ein maximales Ideal aber niht der Form

(X − a) = I(a) für ein a ∈ R = A1(R).
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Korollar 3.3.3 (Nulstellensatz 3) Sei k algebraish abgeshlossen und sei I (

k[X1, · · · , Xn] ein Ideal. Dann gilt V (I) 6= ∅.
Beweis. Sei I ( k[X1, · · · , Xn]. SeiM ein maximales ideal mit I ⊂ M ⊂ k[X1, · · · , Xn].
Es gilt V (M) ⊂ V (I) also können wir ohne Einshränkung I mit M ersetzen. Wir

können also annehmen, dass I ein maximales Ideal ist.

Nah dem Nullstellensatz 2 gilt aber I = (X1 − a1, · · · , Xn − an). Daraus folgt

V (I) = {(a1, · · · , an)} 6= ∅. �

Beispiel 3.3.4 Dies ist für k niht algebraish abgeshlossen niht mehr wahr. Zum

Beispiel gilt für k = R: V (X2 + Y 2 + 1) = ∅.
Korollar 3.3.5 (Nulstellensatz 4) Sei k algebraish abgeshlossen und sei I ⊂
k[X1, · · · , Xn] ein Ideal. Dann gilt

I(V (I)) =
√
I.

Beweis. Sei P ∈
√
I. Es gibt ein r mit P r ∈ I. Da I ⊂ I(V (I)) folgt P r ∈ I(V (I))

also P ∈
√

I(V (I)). Da I(V (I)) =
√

I(V (I)) folgt P ∈ I(V (I)).

Umgekehrt, da k[X1, · · · , Xn] noethersh ist gibt es endlih viele Polynome P1, · · · , Pr
in k[X1, · · · , Xn] so, dass I = (P1, · · · , Pr). Sei P ∈ I(V (I)). Wir setzen J =
P1, · · · , Pr, 1 − Xn+1P ) ⊂ k[X1, · · · , Xn, Xn+1]. Sei V = V (J) ⊂ An+1(k) und sei

x ∈ V . Es gilt P1(x) = · · · = Pr(x) = 0. Daraus folgt P (x) = 0. Es gilt aber auh
1 − xn+1P (x) = 0. Es folgt 1 = 0 ein Widerspruh. Es folgt V = ∅. Nah dem

Nullstellensatz 3 folgt J = k[X1, · · · , Xn, Xn+1]. Insbesondere gilt 1 ∈ J i.e. es gibt

Polynome Q1, · · · , Qr, Qr+1 in k[X1, · · · , Xn, Xn+1] so, dass

1 = P1Q1 + · · ·+ PrQr + (1−Xn+1P )Qr+1.

Wir setzen Xn+1 =
1
P
. Es gilt also

1 = P1(X1, · · · , Xn)Q1(X1, · · · , Xn,
1

P
) + · · ·+ Pr(X1, · · · , Xn)Qr(X1, · · · , Xn,

1

P
).

Wir shreiben jetzt Qi als Polynom in der VariableXn+1. Es giltQi =
∑di

k=0Ri,kX
k
n+1

mit Ri,k ∈ k[X1, · · · , Xn]. Es folgt

Qi(X1, · · · , Xn,
1

P
) =

di
∑

k=0

Ri,k

P k
.

Sei d = max(di). Dann gilt P dQi(X1, · · · , Xn,
1
P
) ∈ k[X1, · · · , Xn] für alle i. Es folgt

P d = P1(X1, · · · , Xn)P
dQ1(X1, · · · , Xn,

1
P
) + · · ·+

+Pr(X1, · · · , Xn)P
dQr(X1, · · · , Xn,

1
P
) ∈ (P1, · · · , Pr) = I.

Daraus folgt P ∈
√
I. �

Beispiel 3.3.6 Dies ist für k niht algebraish abgeshlossen niht mehr wahr. Zum

Beispiel gilt für k = R und I = (X2 + Y 2 + 1): V (I) = ∅ also I(V (I)) = k[X, Y ] )√
I = I.
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3.4. Geometrishe Konsequenzen

De�nition 3.4.1 Sei A ein Ring und sei I ein Ideal. Das Ideal I heiÿt radikal falls
I =

√
I.

Proposition 3.4.2 Sei k algebraish abgeshlossen.

Es gibt eine absteigende (kontravariante) Bijektion V 7→ I(V ) mit Umkehrabbil-

dung I 7→ V (I) zwishen die Menge {algebraishe Mengen in An(k)} und die Menge

{I radikales Ideal in k[X1, · · · , Xn]}.
Auÿerdem gilt

1. V irreduzibel ⇔ I(V ) Primideal ⇔ Γ(V ) Integritätsring.

2. V ist einelementig ⇔ I(V ) ist maximal ⇔ Γ(V ) = k.

Beweis. Für V algebraish gilt V (I(V )) = V . Sei I radikal. Nah dem Nullstellensatz

3 gilt I(V (I)) =
√
I = I.

1. Siehe Proposition 2.3.9.

2. Sei V einelementig und sei I ein Ideal mit I(V ) ⊂ I. Es gilt V (I) ⊂ V (I(V )) = V .
Es folgt V (I) = V oder V (I) = ∅. Im ersten Fall gilt nah dem Nullstellensatz 4:

I(V ) = I(V (I)) =
√
I. Es folgt I ⊂ I(V ) und I = I(V ). Im zweiten Fall gilt nah

dem Nullstelensatz 3: I = k[X1, · · · , Xn]. Es folgt, dass I(V ) maximal ist.

Sei V mit I(V ) maximal. Dann ist Γ(V ) ein Körper aber auh eine endlih erzeugte

k-Algebra. Nah dem Nullstellensatz 1 folgt, dass Γ(V ) algebraish über k ist und da

k algebraish abgeshlossen ist folgt Γ(V ) = k.

Angenommen Γ(V ) = k. Dann ist I(V ) ein maximales Ideal und nah dem Nullstel-

lensatz 2 gilt I(V ) = (X1 − a1, · · · , Xn − an) für ein (a1, · · · , an) ∈ An(k). Daraus
folgt V = V (I(V )) = {(a1, · · · , an)}. �

Proposition 3.4.3 Sei k algebraish abgeshlossen und V ⊂ An(k) eine algebraishe
Menge. Es gilt

V ist eine endlihe Menge ⇔ Γ(V ) ist ein endliher k-Vektorraum.

Beweis. (⇒). Sei V = {v1, · · · , vr} und sei f : k[X1, · · · , Xn] → k
r
de�niert durh

f(P ) = (P (v1), · · · , P (vr)). Es gilt

Ker(f) = {P ∈ k[X1, · · · , Xn] | P (vi) = 0 für alle i ∈ [1, r]}
= I(V ).

Insbesondere faktorisiert sih f durh f̄ : Γ(V ) = k[X1, · · · , Xn] → k
r
und f̄ ist

injektiv. Daraus folgt, dass dimk Γ(V ) ≤ dimk k
r = r.
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(⇐). Sei [Xi] die Klasse von Xi in Γ(V ). Da Γ(V ) endlihe Dimension hat, ist das

System ([1], [Xi], · · · , [Xr
i ], · · · ) linear abhängig. Daraus folgt, das es für alle i ∈ [1, n],

Skalare ai,j gibt mit

ai,di [X
di
i ] + ai,di−1[X

di−1
i ] + · · ·+ ai,0[1] = 0

und ai,di 6= 0. Es folgt, dass Pi = ai,diX
di
i +ai,di−1X

di−1
i + · · ·+ai,01 ∈ I(V ). Seien also

x = (x1, , · · · , xn) ∈ V . Dann gilt Pi(x) = 0 also xi ist eine Nullstelle von Pi. Es gibt
also für xi endlih viele Möglihkeiten. Dies ist für alle i wahr also gilt |V | <∞. �

De�nition 3.4.4 Sei R ein Ring.

1. Ein Element r ∈ R heiÿt idempotent falls gilt r2 = r. Ein idempotentes Element

r ∈ R heiÿt trivial falls r = 0 oder r = 1.

2. Der Ring R heiÿt zusammenhängend falls alle idempotente Elemente trivial

sind.

Proposition 3.4.5 Sei k algebraish abgeshlossen.

Eine algebraishe Menge V ⊂ An(k) ist genau dann zusammenhängend, wenn Γ(V )
zusammenhängend ist.

Beweis. Siehe Übungblatt 4. �

De�nition 3.4.6 Sei V eine algebraishe Menge und sei W ⊂ V abgeshlossen (für

die Zariski Topologie). Das Ideal IV (W ) ⊂ Γ(V ) von W in V ist das Bild von

I(W ) im Quotient pV : k[X1, · · · , Xn] → Γ(V ).

Bemerkung 3.4.7 Es gilt I(W ) = p−1
V (IV (W )). Insbesondere gilt

1. IV (W ) = {f ∈ Γ(V )| f(x) = 0 für alle x ∈ W}.
2. Γ(W ) ≃ Γ(V )/IV (W ).

Daraus folgt:

3. IV (W ) ist ein radikales Ideal.

4. IW (V ) Primideal ⇔ I(V ) Primideal

5. IW (V ) maximales Ideal ⇔ I(V ) maximales Ideal

Proposition 3.4.8 Sei k algebraish abgeshlossen und V ⊂ An(k) eine algebraishe
Menge.

1. Es gibt eine absteigende (kontravariante) Bijektion V 7→ IV (W ) mit Umkehrabbil-

dung I 7→ V (p−1
V (I)) zwishen die Menge {algebraishe Mengen in V } und die Menge

{I radikales Ideal in Γ(V )}.
Auÿerdem gilt
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2. W irreduzibel ⇔ IV (W ) Primideal ⇔ Γ(W ) Integritätsring.

3. W ist einelementig ⇔ IV (W ) ist maximal ⇔ Γ(W ) = k.

4. W ist endlih ⇔ dimk Γ(W ) <∞.

4. W ist zusammenhängend ⇔ Γ(W ) ist zusammenhängend.

Beweis. Wir haben eine Bijektion

{W ⊂ An(k) | W ist algebraish} ↔ {I(W ) | I(W ) ist radikal}.

Wir können diese Bijektion einshränken auf

{W ⊂ V | W ist algebraish} ↔ {I(W ) ⊃ I(V ) | I(W ) ist radikal}.

Da (I(W ) radikal ⇔ IV (W ) radikal) gilt, haben wir auh eine Bijektion

{I(W ) ⊃ I(V ) | I(W ) ist radikal} ↔ {IV (W ) ⊂ Γ(V ) | IV (W ) ist radikal}.

Daraus folgen auh die Aussagen 2., 3., 4. und 5. �

Korollar 3.4.9 Sei V eine algebraishe Menge. Es gibt Bijektionen

V ↔ {maximale Ideale von Γ(V )} ↔ Homk−Alg(Γ(V ), k).

Bemerkung 3.4.10 Die Menge Homk−Alg(Γ(V ), k) ist die Menge aller k-Algebra-

homomorphismen. Insbesondere für f ∈ Homk−Alg(Γ(V ), k) gilt f(1) = 1 und f ist

niht die Nullabbildung.

De�nition 3.4.11 Sei v ∈ V . Wir shreiben Mv für das maximale Ideal von Γ(V )
de�niert durh Mv = IV ({v}).
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Um die geometrishe Eigenshaften einer Menge V zu verstehen, ist niht nur die Men-

ge V wihtig sondern auh die Abbildungen die man zulässt. Z.B.

� Abbildungen = Mengenlehre,

� stetige Abbildungen = Topologie,

� C∞
-Abbildungen = Di�erentialgeometrie,

� holomorphe Abbildungen = komplexe Mannigfaltigkeiten, usw.

Für die algebraishe Geometrie sind nur die polynomiale Abbildungen zugelassen.

De�nition 4.0.12 Seien V ⊂ An(k) und W ⊂ Am(k) algebraishe Mengen. Sei

ϕ : V →W eine Abbildung.

1. Die Abbildung ϕ ist immer der Form ϕ = (ϕ1, · · · , ϕm) mit ϕi : V → k für alle

i ∈ [1, m]. Die Abbildungen ϕi sind die Komponenten von ϕ

2. Die Abbildung ϕ heiÿt regulär, wenn ϕi ∈ Γ(V ) für alle i ∈ [1, r].

3. Die Menge aller regulären Abbildungen von V nah W ist mit Reg(V,W ) bezeih-
net.

4. Eine reguläre Abbildung ϕ : V → W heiÿt Isomorphismus, wenn es eine reguläre

Abbildung ψ : W → V gibt mit ϕ ◦ ψ = IdW und ψ ◦ ϕ = IdV .

Beispiel 4.0.13 Sei V ⊂ An(k) eine algebraishe Menge.

1. Dann de�nieren alle Elemente ϕ ∈ Γ(V ) reguläre Abbildungen ϕ : V → k = A1(k).

2. Wir shreiben die Elemente x ∈ k
n = An(k) als Spaltenvektoren:

x =







x1
.

.

.

xn






.

Sei M ∈ Mn(k) eine Matrix und sei ϕM : An(k) → An(k) defniert durh ϕ(x) =Mx.
Dann ist ϕM eine reguläre Abbildung. Es gilt

� ϕM Isomorphismus ⇔ M ∈ GLn(k)

� In diesem Fall ist ϕM−1
das Inverse.
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3. Sei V ⊂ An(k) und sei ϕ : V → k
m

mit m ≤ n die Projektion de�niert durh

ϕn) = (x1, · · · , xm). Dann ist ϕ eine reguläre Abbildung.

Allgemeiner, für {i1, · · · , im} ⊂ [1, n] ist die Projektion ϕ(x) = (xi1 , · · · , xim) auh
eine reguläre Abbildung.

4. Sei V = V (Y −X2) und sei ϕ : V → A1(k) de�niert durh ϕ(x, y) = x. Dann ist

ϕ ein Isomorphismus mit Inverse ψ : A1(k) → V de�niert durh ψ(x) = (x, x2).

5. Die Abbildung ϕ : A1(k) → V (X3+Y 2−X2) de�niert durh ϕ(t) = (t2− 1, t(t2−
1)) ist eine reguläre Abbildung aber kein Isomorphismus (die Abbildung ist niht

injektiv).

6. Die Abbildung ϕ : A1(k) → V (X3 − Y 2) de�niert durh ϕ(t) = (t2, t3) ist eine
reguläre Abbildung ist bijektiv aber kein Isomorphismus (Übung oder siehe später).

4.1. Der Funktor Γ

Wir haben eine Abbildung V 7→ Γ(V ) de�niert. Dies ist mehr als eine Abbildung: es

ist ein kontravariantes Funktor : Falls es eine regulär Abbildung ϕ : V →W gibt, gibt

es auh ein k-Algebrahomomorphismus Γ(ϕ) = ϕ∗ : Γ(W ) → Γ(V ).

De�nition 4.1.1 Sei ϕ : V → W eine reguläre Abbildung und sei f ∈ Γ(W ). Wir

setzen Γ(ϕ)(f) = ϕ∗(f) = f ◦ ϕ.

Bemerkung 4.1.2 Da f ∈ Γ(W ) eine Funktion f : W → k de�niert, de�niert

Γ(ϕ)(f) = ϕ∗(f) eine Funktion : Γ(ϕ)(f) = ϕ∗(f) : V → k.

Lemma 4.1.3 Sei ϕ : V →W eine reguläre Abbildung und sei f ∈ Γ(W ).

Es gilt Γ(ϕ)(f) = ϕ∗(f) ∈ Γ(V ). �

Beweis. Es gilt f = [P ] ∈ Γ(W ) für ein P ∈ k[Y1, · · · , Ym]. Seien P1, · · · , Pm ∈
k[X1, · · · , Xn] so, dass ϕi = [Pi] ∈ Γ(V ). Daraus folgt die Gleihung

Γ(ϕ)(f)(v1, · · · , vn) = f(ϕ1(v1, · · · , vn), · · · , ϕm(v1, · · · , vn))
= P (P1(v1, · · · , vn), · · · , Pm(v1, · · · , vn)).

Dann gilt Γ(ϕ)(f) = [P (P1, · · · , Pm)], wobei P (P1, · · · , Pm) ∈ k[X1, · · · , Xn]. Daraus
folgt F (ϕ)(f) ∈ Γ(V ). �

Korollar 4.1.4 Eine reguläre Abbildung ist stetig für die Zariski-Topologie.
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Beweis. Sei ϕ : V → W eine reguläre Abbildung und sei U ⊂ W o�en. Da die

standardmäÿige o�ene Teilmenge eine Basis der Topologie bilden können wir anneh-

men, dass U standardmäÿig ist also U = DW (f) für ein f ∈ Γ(W ). Es gilt also

DW (f) = {w ∈ W | f(w) 6= 0}. Sei jetzt g = f ◦ϕ = ϕ∗f = Γ(ϕ)(f) : V → k. Es gilt

ϕ−1(DW (f)) = {v ∈ V | ϕ(v) ∈ DW (f)}
= {v ∈ V | f(ϕ(v)) 6= 0}
= {v ∈ V | g(v) 6= 0}.

Da g ∈ Γ(V ) gilt also ϕ−1(V ) = DV (g) und dies ist eine standardmäÿige o�ene

Teilmenge. �

Beispiel 4.1.5 Niht alle stetige Abbildungen für die Zariski Topologie sind regulär.

Zum Beispiel ist: exp : R → R stetig für die Zariski-Topologie aber niht regulär:

Für V ⊂ R abgeshlossen gilt V = ∅, V = R oder |V | < ∞. Es folgt exp−1(V ) = ∅,
exp−1(V ) = R oder | exp−1(V )| < ∞. Es folgt, dass exp−1(V ) abgeshlossen ist also

dass exp stetig ist.

Korollar 4.1.6 Sei ϕ : V →W eine reguläre Abbildung und sei f ∈ Γ(W ).

Dann ist die Abbildung Γ(ϕ) : Γ(W ) → Γ(V ) ein k-Algebrahomomorphismus.

Beweis. Die Abbildung ist wohl de�niert dank Lemma 4.1.3. Es gilt aber auh

Γ(ϕ)(f + f ′) = (f + f ′) ◦ ϕ = f ◦ ϕ + f ′ ◦ ϕ = Γ(ϕ)(f) + Γ(ϕ)(f ′). Analog gilt

Γ(ϕ)(ff ′) = (ff ′)◦ϕ = (f ◦ϕ)(f ′◦ϕ) = Γ(ϕ)(f) Γ(ϕ)(f ′) und Γ(ϕ)(λf) = (λf)◦ϕ =
λ(f ◦ ϕ) = λΓ(ϕ)(f). �

Beispiel 4.1.7 Sei k ein Körper.

1. Sei V = V (P ), wobei P ∈ k[X, Y ], sei W = A1(k) und sei ϕ : V → k = A1(k) die
erste Projektion de�niert durh ϕ(x, y) = x. Es gilt

Γ(ϕ) : Γ(A1(k)) = k[X ] → Γ(V ) = k[X, Y ]/(P ), Q(X) 7→ [Q(X)].

1. Sei V = A1(k), W = V (X3 − Y 3) und ϕ : V → W de�niert durh ϕ(t) = (t2, t3).
Es gilt

Γ(ϕ) : Γ(W ) = k[X, Y ]/(X3 − Y 2) → Γ(W ) = k[T ], [Q(X, Y )] 7→ Q(T 2, T 3).

Bemerkung 4.1.8 Γ ist ein kontravariantes Funktor von der KategorieAlg-Menge

zu der Kategorie k-Alg aller k-Algebren.

Die Sprahe der Kategorien werden wir im nähsten Semester einführen. Eine Ka-

tegorie C besteht aus zwei Teilen: Objekten Obj(C) und Morphismen HomC(A,B)
zwishen zwei Objekte A,B ∈ Obj(C). Obj(C) ist eine Familie von Menge und

HomC(A,B) sind �Abbildungen� zwishen Objekten. Die Morphismen haben die fol-

gende Eigenshaften:
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� Für f ∈ HomC(A,B) und g ∈ HomC(A,B) gibt es eine Hintereinandershaltung
g ◦ f ∈ HomC(A,C)

� Es gibt ein IdA ∈ HomC(A,A) (mit den üblihen Eigenshaften).

Hier sind ein Paar sehr bekannte Beispiele:

Kategorie Objekten Morphismen

Kategorie der Mengen Alle Mengen Abbildungen

Kategorie der Gruppen Alle Gruppen Gruppenhomomorphismen

Kategorie der Ringe Alle Ringe Ringhomomorphismen

Kategorie der Körper Alle Körper Körperhomomorphismen

Kategorie der k-Algebren Alle k-Algebren k-Algebrahomomorphismen

Kategorie der alg. Mengen Alle alg. Menge reguläre Morphismen

Funktoren sind �Morphismen� zwishen Kategorien. Ein Funktor F : C → D von

einer Kategorie C zu einer Kategorie D besteht aus einer Zuordnung

F
Obj

:
Obj(C) → Obj(D)

und aus einer Zuordnung

F
Mor

:
MorC(A,A

′) → MorD(FObj(A), FObj(A
′)) kovarianter Funktor oder

F
Mor

:
MorC(A,A

′) → MorD(FObj(A
′), F

Obj

(A)) kontravarianter Funktor.

mit Kompatibilität Eingenshaften: Es gilt immer

F
Mor

(IdA) = IdF
Obj

(A).

Für f ∈ HomC(A,B) und g ∈ HomC(A,B) gilt

F
Mor

(g ◦ f) = F
Mor

(g) ◦ F
Mor

(f) Für ein kovarianter Funktor oder

F
Mor

(g ◦ f) = F
Mor

(f) ◦ F
Mor

(g) Für ein kontravarianter Funktor.

Ein Beispiel davon ist der kontravarianter Funktor Γ :
Alg-Meng→ k-Alg:

Γ
Obj

(V ) = Γ(V ) und Γ
Mor

(ϕ : V →W ) = Γ(ϕ).

Lemma 4.1.9 Sei ϕ ∈ Reg(V,W ) und ψ ∈ Reg(W,X). Dann ist ψ ◦ϕ ∈ Reg(V,X),
es gilt

Γ(ψ ◦ ϕ) = Γ(ϕ) ◦ Γ(ψ)
und Γ(IdV ) = IdΓ(V ). �

Beweis. Die erste Aussage folgt, weil die Hintereinandershaltung von Polynome im-

mer Polynome sind. Es gilt für f ∈ Γ(X):

Γ(ψ ◦ ϕ)(f) = f ◦ ψ ◦ ϕ = Γ(ψ)(f) ◦ ϕ = Γ(ϕ)(Γ(ψ)(f)) = (Γ(ϕ) ◦ Γ(ψ))(f).

Die letzte Aussage ist klar. �
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Lemma 4.1.10 Sei ϕ : V → W eine regulär Abbildung und sei v ∈ V . Dann gilt

Γ(ϕ)−1(Mv) = Mϕ(v).

Beweis. Es gilt Γ(ϕ)−1(Mv) = {f ∈ Γ(W ) | f(ϕ(v)) = 0} = Mϕ(v). �

Bemerkung 4.1.11 Aus dem obigen Lemma folgt, dass man die reguläre Abbildung

ϕ wiederaufbauen kann dank der Abbildung Γ(ϕ).

Proposition 4.1.12 Die Abbildung Γ : Reg(V,W ) → Homk−Alg(Γ(W ),Γ(V )) ist

bijektiv.

Bemerkung 4.1.13 Man sagt, dass der Funktor Γ volltreu ist

Beweis. Seien ϕ, ψ ∈ Reg(V,W ) mit Γ(ϕ) = Γ(ψ). Wir shreiben ϕ = (ϕ1, · · · , ϕm)
und ψ = (ψ1, · · · , ψm). Sei fj = [Yj] ∈ Γ(W ). Es gilt

Γ(ϕ)(fj)(x1, · · · , xn) = fj(ϕ(x1, · · · , xn)) = ϕj(x1, · · · , xn).

Insbesondere gilt ϕj = Γ(ϕ)(fj) = Γ(ψ)(fj) = ψj . Es folgt ϕ = ψ.

Sei θ : Γ(W ) → Γ(V ) ein k-Algebrahomomorphismus. Sei ϕj = θ([Yj]) Γ(V ) für alle
j ∈ [1, m]. Wir setzen ϕ = (ϕ1, · · · , ϕm).
Wir zeigen zuerst, dass ϕ eine Abbildung V →W de�niert i.e. für v ∈ V zeigen wir,

dass ϕ(v) ∈ W gilt. Da W = V (I(W )), genügt es zu zeigen, dass P (ϕ(v)) = 0 für

alle P ∈ I(W ). Es gilt aber

P (ϕ(v)) = P (ϕ1(v), · · · , ϕm(v))
= P (θ([X1]), · · · , θ([Xm]))
= θ(P ([X1], · · · , [Xm])) θ ist ein k-Algebrahomomorphismus

= θ([P ]) P 7→ [P ] ist ein k-Algebrahomomorphismus

= θ(0) [P ] = 0 in Γ(W ) da P ∈ I(W )
= 0.

Es folgt, dass ϕ ∈ Reg(V,W ). Wir zeigen jetzt dass Γ(ϕ) = θ gilt. Da Γ(ϕ und θ beide
k-Algebrahomomorphismen sind genügt es zu zeigen, dass Γ(ϕ)([Xj ]) = θ([Xj)), weil
die Element [Xj ] für j ∈ [1, m] Erzeuger von Γ(W ) sind. Es gilt aber

Γ(ϕ)([Xj]) = [Xj](ϕ) = ϕj = θ([Xj ])

und die Aussage folgt. �

Korollar 4.1.14 Sei ϕ ∈ Reg(V,W ). Die reguläre Abbildung ϕ ist genau dann ein

Isomorphismus, wenn Γ(ϕ) ein k-Algebraisomorphismus ist.
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Beweis. Sei ψ : W → V eine reguläre Abbildung mit ψ ◦ ϕ = IdV und ϕ ◦ ψ = IdW .

Es gilt Γ(ϕ) ◦ Γ(ψ) = Γ(ψ ◦ ϕ) = Γ(IdV ) = IdΓ(V ) und Γ(ψ) ◦ Γ(ϕ) = Γ(ϕ ◦ ψ) =
Γ(IdX) = IdΓ(W ).

Umgekehrt, falls Γ(ϕ) : Γ(W ) → Γ(V ) ein Isomorphismus ist, sei θ = Γ(ϕ)−1 :
Γ(V ) → Γ(W ) sein Inverse. Es gibt eine (eindeutige) reguläre Abbildung ψ : W → V
mit Γ(ψ) = θ. Es folgt Γ(ϕ◦ψ) = Γ(ψ)◦Γ(ϕ) = IdΓ(W ) = Γ(IdW ). Es folgt ϕ◦ψ = IdW .

Analog gilt ψ ◦ ϕ = IdV und ϕ ist ein Isomorphismus. �

Beispiel 4.1.15 Sei k unendlih. Die reguläre Abbildung ϕ : V = A1(k) → W =
V (Y 2 −X3) de�niert durh ϕ(t) = (t2, t3) ist bijektiv aber kein Isomorphismus.

Falls ϕ ein Isomorphismus ist muss Γ(ϕ) : Γ(W ) → Γ(V ) ein Isomorphismus sein. Es

gilt aber (weil k unendlih ist) I(W ) = (Y 2 −X3) und

Γ(ϕ) : k[X, Y ]/(Y 2 −X3) → k[T ], Γ(ϕ)(P ) = P (T 2, T 3).

Für P beliebig gilt P =
∑

i,j ai,jX
iY j

und

Γ(ϕ)(P ) = P (T 2, T 3) =
∑

i,j≥0

ai,jT
2i+3j.

Insbesondere gilt T 6∈ Im(Γ(ϕ)) und Γ(ϕ) ist kein Isomorphismus.

Bemerkung 4.1.16 Ein Funktor F : C → D zwishen Kategorien ist eine Äquiva-

lenz von Kategorie, wenn F ein volltreuer Funktor ist und wenn F wesentlih

surjektiv ist i.e. für jedes B ∈ Obj(D) gibt es ein A ∈ Obj(C) mit F
Obj

(A) ≃ B.

Satz 4.1.17 Sei k algebraish abgeshlossen.

Der Funktor Γ ist eine Äquivalenz von der Kategorie Alg-Meng aller algebraishen

Mengen und der Kategorie red-k-Alg aller redizierten endlih erzeugten k-Algebren.�

Beweis. Wir wissen shon (Proposition 4.1.12), dass Γ volltreu ist. Wir zeigen, dass

Γ wesentlih surjektiv ist. Sei A eine reduzierte endlih erzeugte k-Algebra. Da

A endlih erzeugt ist gibt es Erzeuger (x1, · · · , xn) von A und also ein surjekti-

ver k-Algebrahomomorphismus f : k[X1, · · · , Xn] → A, P 7→ P (x1, · · · , xn). Sei
I = Ker(f). Es gilt A ≃ k[X1, · · · , Xn]/I und da A reduziert ist, muss I radikal sein

also I =
√
I. Daraus folgt (Nullstellensatz), dass I = I(V (I)) und also A ≃ Γ(V (I)).�

4.2. Weitere Eigenshaften von Morphismen

De�nition 4.2.1 Seien V,W topologishe Räume und sei ϕ : V → W stetig. Die

Abbildung ϕ heiÿt dominierend falls ϕ(V ) diht in W ist i.e. W = ϕ(V ).
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Proposition 4.2.2 Sei ϕ : V →W eine reguläre Abbildung. Es gilt

1. ϕ dominierend ⇔ Γ(ϕ) injektiv.

2. Falls ϕ dominierend ist und V irreduzibel, dann ist W auh irreduzibel.

Beweis. 1. Sei ϕ dominierend und sei f ∈ Ker(Γ(ϕ)) ⊂ Γ(W ). Es gilt f ◦ ϕ =
Γ(ϕ)(f) = 0 also für alle v ∈ V gilt f(ϕ(v)) = 0. Es folgt f(ϕ(V )) = 0 und da

f(ϕ(V )) diht in W ist und f stetig ist folgt f(W ) = 0 also f = 0.

Umgekehrt, sei Γ(ϕ) injektiv. Wir setzen X = ϕ(V ). Dann ist X abgeshlossen in

W . Falls X ( W gilt I(W ) ( I(X). Sei P ∈ I(X) \ I(W ). Es gilt 0 6= [P ] ∈ Γ(W )
aber für v ∈ V gilt ϕ(v) ∈ X und also Γ(ϕ)([P ])(v) = [P ](ϕ(v)) = P (ϕ(v)) = 0. Es
gilt also Γ(ϕ)([P ] = 0 ∈ Γ(V ). Ein Widerspruh zu Γ(ϕ) injektiv.

2. Diese Aussage ist für belibige stetige Abbildungen zwishen topologishe Räume

wahr. Seien F1 und F2 abgeshlossen in W mitW = F1∪F2. Sei F
′
i = ϕ−1(Fi). Dann

ist F ′
i abgeshlossen und es gilt V = F ′

1∪F ′
2. Daraus folgt F

′
1 = V oder F ′

2 = V . Ohne
Einshränkung können wir annehmen F ′

1 = V . Daraus folgt ϕ(V ) = ϕ(F ′
1) ⊂ F1. Es

folgt

W = ϕ(V ) ⊂ F1 = F1 ⊂W

und also F1 =W . �

De�nition 4.2.3 Sei V eine irreduzible algebraishe Menge. Dann ist Γ(V ) ein In-

tegritätsring. Der Körper k(V ) aller rationale Funktionen von V ist der Quo-

tientkörper von Γ(V ):
k(V ) = Fra(Γ(V )).

Korollar 4.2.4 Sei ϕ : V → W eine reguläre dominierende Abbildung. Dann gibt

es ein (injektiver) Körperhomomorphismus k(W ) → k(V ).



Teil II.

Projektive algebraishe Mengen



5. Projektiver Raum

Seien G und G′
zwei Geraden in der a�nen Ebene A2(k). Es gibt 3 Möglihkei-

ten:

� G = G′
,

� G und G′
tre�en sih in einem Punkt oder

� G und G′
sind parallel und tre�en sih gar niht.

Wie wollen die letze Möglihkeit aufräumen um den folgenden Prinzip zu haben:

Zwei Geraden in der Ebene sind gleih oder tre�en sih in genau einem Punkt.

Insbesondere werden sih zwei Geraden immer tre�en.

5.1. Projektiver Raum

De�nition 5.1.1 Sei n eine ganze Zahl und sei E ein n+1-dimensionaler k-Vektorraum.

Die Kollinearität ist die Relation

R = {(x, y) ∈ (E \ {0})2 | ∃λ ∈ k
×
mit y = λx}

oder (x ∼ y) ⇔ (λ ∈ k
×
mit y = λx).

Lemma 5.1.2 Die Kollinearität ist eine Äquivalenzrelation. �

Beweis. Übung. �

De�nition 5.1.3 Sei E ein k-Vektorraum mit dimk(E) = n+ 1.

1.Der projektive Raum P(E) ist die Quotientmenge (E\{0})/ ∼. Wenn E = k
n+1

shreibt man P(E) = Pn(k). Die Menge Pn(k) heiÿt der projektive Raum der

Dimension n.

2. Sei p : E \ {0} → P(E) de�niert durh p(x) = [x] die kanonishe Projektion. Für
E = k

n+1
und x = (x0, · · · , xn) setzen wir p(x) = [x] = [x0 : · · · : xn]. Die Skalare

(x0, · · · , xn) sind die homogene Koordinaten von x.
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Bemerkung 5.1.4 1. Die homogene Koordinaten [x0 : · · · : xn] von einem Punkt

x ∈ Pn(k) sind niht eindeutig bestimmt: für jedes λ ∈ k sind [λx0 : · · · : λxn] auh
homogene Koordinaten.

2. Die homogene Koordinaten [x0 : · · · : xn] von einem Punkt x ∈ Pn(k) sind niht

alle null.

3. Der projektive Raum ist die Menge aller Untervektorräume der Dimension 1 in E:
Sei f : P(E) → {F ⊂ E | EUnterraum mit dimF = 1} de�niert durh f([x]) = 〈x〉
und sei g : {F ⊂ E | EUnterraum mit dimF = 1} → P(E) de�niert durh g(F ) =
[x], wobei (x) eine Basis von F ist. Dann sind f und g wohl de�niert und inverse

voneinander.

4. Für k = R oder k = C hat k
n+1 \ {0} die üblihe Topologie. Damit kann man

eine Topologie auf Pn(k) de�nieren indem man die Familie aller o�enen Teilmengen

T wie folgt de�niert: U ⊂ Pn(k) ist genau dann in T (also U ist genau dann o�en),

wenn p−1(U) o�en ist. Man überprüft leiht, dass für diese topologie Pn(k) kompakt

ist (Übung).

5.2. Projektive Unterräume

De�nition 5.2.1 Sei E ein k-Vektorraum der Dimension n + 1.

1. Sei F ⊂ E ein k-Unterraum der Dimension m + 1. Das Bild p(F \ {0}) ⊂ P(E)
heiÿt projektiver Unterraum der Dimension m.

2. Für dimk(F ) = 1 heiÿt p(F \ {0}) Punkt in P(E) und es gilt p(F \ {0}) = [x] für
alle x ∈ F \ {0}.

3. Für dimk(F ) = 2 heiÿt p(F \ {0}) Gerade in P(E).

4. Für dimk(F ) = 3 heiÿt p(F \ {0}) Ebene in P(E).

3. Für dimk(F ) = dimE − 1 heiÿt p(F \ {0}) Hyperebene in P(E).

Lemma 5.2.2 Es gibt eine Bijektion P(F ) → p(F ) de�niert durh [x] 7→ p(x). �

Beweis. Übung. �

Proposition 5.2.3 Sei E ein k-Vektorraum der Dimension n+ 1.

Seien V und W zwei projektive Unterräume von P(E) der Dimension r und s mit

r + s ≥ n. Dann ist V ∩W ein projektiver Unterraum der Dimension d ≥ r + s− n.
Insbesondere ist V ∩W niht leer.
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Beweis. Seien F und F ′
k-Untervektorräume der Dimension r + 1 und s + 1 in E

so, dass P(F \ {0}) = V und P(F ′ \ {0}) = W . Es gilt dimk(F ∩ F ′) = dimk(F ) +
dimk(F

′)− dimk(F + F ′). Da F + F ′ ⊂ E gilt, folgt dimk(F + F ′) ≤ n und

dimk(F ∩ F ′) ≥ r + s− n+ 1.

Es gilt aber

p(F ∩ F ′ \ {0}) = {[x] ∈ P(E) | x ∈ F ∩ F ′ \ {0}}
= {[x] ∈ P(E) | x ∈ F \ {0}} ∩ {[x] ∈ P(E) | x ∈ F ′ \ {0}}
= p(F \ \{0}) ∩ p(F ′ \ {0})
= V ∩W.

Daraus folgt, dass V ∩W ein projektiver Unterraum der Dimension d ≥ r + s − n
ist. �

Beispiel 5.2.4 1. Sei E = k
3
und P(E) = P2(k) die projektive Ebene. Seien G und

G′
zwei Geraden in P2(k) mit G 6= G′

. Dann tre�en sih G und G′
in genau einem

Punkt (Übung).

2. Sei E = k
4
und P(E) = P3(k) der (3-dimensionale) projektive Raum. Es gilt

� Sei G eine Gerade und Π eine Ebene in P3(k). Dann tre�en sih G und Π in

einem Punkt. Auÿerdem falls G 6⊂ Π tre�en sih G und Π in genau einem

Punkt (Übung).

� Seien Π und Π ′
zwei Ebene in P3(k). Dann enthält Π ∩ Π ′

eine Gerade. Au-

ÿerdem falls Π 6= Π ′
tre�en sih Π und Π ′

genau in einer Gerade (Übung).

� Seien G und G′
zwei Geraden in P3(k). Im allgemein tre�en sih G und G′

niht.

Wenn G und G′
sih tre�en, gibt es eine Ebene π mit G,G′ ⊂ Π (Übung).

5.3. Projektivitäten

Lemma 5.3.1 Sei E ein k-Vektorraum und sei u ∈ GL(E). Dann ist ū : P(E) →
P(E), [x] 7→ ū([x]) = [u(x)] wohl de�niert und es gilt ū ◦ v̄ = u ◦ v. Insbesondere ist
ū eine Bijektion mit Inverse ū−1 = (u−1). �

Beweis. Für alle λ ∈ k gilt [u(λx)] = [λu(x)] = [u(x) also ist ū wohl de�niert. Es gilt

auh u ◦ v([x]) = [u(v(x))] = ū([v(x)]) = ū ◦ v̄([x]). Daraus folgen die Aussagen. �

De�nition 5.3.2 Sei E ein k-Vektorraum und sei u ∈ GL(E). Die Bijektion ū heiÿt

Projektivität (oder Kollineation oder Homographie). Die Menge PGL(E) aller Pro-
jektivität heiÿt die projektive lineare Gruppe.

Lemma 5.3.3 Die Teilmenge PGL(E) ⊂ Bij(E) ist eine Untergruppe. �
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Beweis. Folgt aus dem obigen Lemma: es gilt IdP(E) = ĪdE ∈ PGL(E) und ū◦(v̄)−1 ∈
PGL(E). �

Lemma 5.3.4 Es gilt

PGL(E) ≃ GL(E)/{λIdE ∈ GL(E) | λ ∈ k
×} = GL(E)/Z(GL(E)).

Beweis. Die Abbildung Φ : GL(E) → PGL(E) de�niert durh Φ(u) = ū ist ein

surjektiver Gruppenhomomorphismus. Daraus folgt PGL(E) ≃ GL(E)/Ker(Φ). Sei
u = λIdE. Es gilt ū([x]) = [u(x)] = [λx] = [x] also Ū = IdP(E) und ū ∈ KerΦ.
Umgekehrt, sei u ∈ KerΦ. Es gilt ū([x]) = [x] für alle x ∈ E \{0} also [u(x)] = [x] für
alle x ∈ E \ {0}. Daraus folgt, dass es ein λx ∈ k mit u(x) = λxx für alle x ∈ E \ {0}.
Wir zeigen, dass λx = λy für alle x, y ∈ E \ {0}. Falls (x, y) linear unabhängig ist gilt

λx+y(x+ y) = u(x+ y) = u(x) + u(y) = λxx+ λyy.

Daraus folgt λx = λx+y = λy. Falls (x, y) linear abhängig ist können wir ohne Ein-

shränkung annehmen, dass y = µx für ein µ ∈ k
×
. Daraus folgt

λyy = u(y) = u(µx) = µu(x) = µλxx = λxy

und da y 6= 0 folgt λy = λx. Sei also λ = λx für ein x ∈ E \ {0}. Es gilt u(y) = λy
für alle y ∈ E und also u = λIdE . Daraus folgt die Aussage (zur Erinnerung gilt

Z(GL(E)) = {λIdE ∈ GL(E) | λ ∈ k
×}). �

Lemma 5.3.5 Sei V ⊂ P(E) ein projektiver Unterraum der Dimension r und sei ū ∈
PGL(E) eine Projektivität. Dann ist ū(V ) projektiver Unterraum der Dimension r.�

Beweis. Übung. �

5.4. A�ner Raum und projektiver Raum

In diesem Abshnitt werden wir den Zusammenhang zwishen dem a�nen Raum

An(k) und dem projektiven Raum Pn(k) betrahten.

Sei E = k
n+1

mit Koordinaten x = (x0, x1, · · · , xn) ∈ E. Sei H der Hyperebene

H = V (X0) = {x ∈ E | x0 = 0} und sei H̄ = p(H) ⊂ Pn(k) der zugehörige projektive
Ebene. Wir setzen U = Pn(k) \ H̄. Die Hyperebene heiÿt Fernhyperebene oder

unendlih ferne Hyperebene.

Lemma 5.4.1 Es gibt eine Bijektion ϕ : U → An(k) de�niert durh

ϕ([x]) = ϕ([x0 : x1 : · · · : xn]) =
(

x1
x0
, · · · xn

x0

)

.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung ϕ wohl de�niert ist. Da [x] ∈ U gilt

x0 6= 0 und

xi
x0

ist für jedes i ∈ [1, n] wohl de�niert. Auÿerdem, für λ ∈ k
×
gilt

ϕ([λx]) =

(

λx1
λx0

, · · · λxn
λx0

)

=

(

x1
x0
, · · · xn

x0

)

.

Sei ψ : An(k) → U de�niert durh ψ(x1, · · · , xn) = [1 : x1 : · · · : xn]. Wir zeigen, dass

ϕ und ψ inverse voneinander sind. Es gilt ϕ(ψ(x1, · · · , xn) = ϕ([1 : x1 : · · · : xn]) =
(x1, · · · , xn) und ψ(ϕ([x0 : x1 : · · · : xn])) = ψ(x1/x0, · · · , xn/x0) = [1 : x1/x0 : · · · :
xn/x0] = [x0 : x1 : · · · : xn]. �

Korollar 5.4.2 Es gilt

Pn(k) = An(k)
∐

Pn−1(k).

Beispiel 5.4.3 Sei k ein Körper.

1. Die projektive Gerade. Für n = 2, seien (x, t) die Koordinaten in k
2
und sei

H = V (t = 0) die Hyperebene. Es gilt H̄ = {[x, 0] ∈ P1(k) x 6= 0} = {[1, 0]} = {∞}.
Es gibt also eine Bijektion k = A1(k) → P1(k) \ {∞} de�niert durh x 7→ [x : 1]. Die
projektive Gerade ist also die a�ne Gerade k = A1(k) mit einem zusätzlihen Punkt

im Unendlihe.

Damit gilt für k = Fq: |P1(k)| = |A1(k)|+ 1 = |k|+ 1 = q + 1.

Für k = R oder k = C bekommt man damit eine topologishe Beshreibung von

P1(k): die projektive Gerade P1(k) ist die Alexandrov Kompazi�zierung von

A1(k). Für k = R ist also P1(k) ein Kreis und für k = C ist P1(k) eine Späre.

Mit der Identi�zierung P1(k) = k ∪ {∞} ist eine Projektivität ū mit

u =

(

a b
c d

)

der Form

ū(x) =







ax+b
cx+d

für x ∈ k \ {−d
c
}

∞ für x = −d
c

a
c

für x = ∞.

2. Die projektive Ebene. Für n = 3, seien (x, y, t) die Koordinaten in k
3
und sei H =

V (t = 0) die Hyperebene. Es gilt H̄ = {[x, y, 0] ∈ P2(k)} ≃ P1(k). Die Hyperebene
H̄ heiÿt in diesem Fall die Ferngerade. Wir shreiben G∞ = H̄ . Es gibt also eine

Bijektion k
2 = A2(k) → P2(k) \G∞ de�niert durh (x, y) 7→ [x : y : 1].

3. Geraden in der projektiven Ebene. Wir beshreiben alle Geraden in P2(k). Eine
Gerade G ist Dank einem Unterraum Ĝ der dimension 2 in k

3
de�niert. Ein solher

Unterraum Ĝ ist dank einer Gleihung ax+by+ct = 0 de�niert mit (a, b, c) 6= (0, 0, 0).
Es gibt zwei Möglihkeiten:



46 5. Projektiver Raum

(a). Für (a, b, c) = (0, 0, c) mit c 6= 0 ist die Gleihung der Form t = 0 und G = G∞.

(b). Sonst wird G das Komplement von G∞ tre�en: ein Punkt [x : y : 1] ∈ G ∩ A2(k)
erfüllt die Gleihung ax + by + c = 0 mit (a, b) 6= (0, 0). Also ist G ∩ A2(k) genau
eine Gerade in der a�nen Ebene A2(k). Auÿerdem enthält der Shnitt G∩G∞ genau

einem Punkt:

[x : y : t] ∈ G ∩G∞ ⇔ ax+ by + ct = 0 und t = 0
⇔ ax+ by = 0 und t = 0
⇔ [x : y : t] = [b,−a : 0].

Der Punkt G ∩G∞ ist die Rihtung der Gerade G. Eine weitere Gerade G′
mit

der selben Rihtung hat eine Gleihung der Form ax + by + c′t = 0. Die Geraden

G ∩ A2(k) und G
′ ∩ A2(k) sind parallel aber die Geraden G und G′

tre�en sih im

Unendlihen:

G ∩G∞ = Rihtung(G) = Rihtung(G′) = G′ ∩G∞ = G ∩G′.

In der projektiven Ebene P2(k) gibt es also eine Gerade mehr als in der a�nen

Ebene A2(k) die Ferngerade G∞. Alle weitere Geraden G in P2(k) tre�en G∞ in ihre

Rihtung.

3. Kegelshnitte. Sei C = {[x : y : t] ∈ P2(k) | xy − t2 = 0}. Dies ist wohl de�niert,
weil für λ ∈ k

×
gilt

[x : y : t] ∈ C ⇔ xy − t2 = 0
⇔ λ2(xy − t2) = 0
⇔ (λx)(λy)− (λt)2 = 0
⇔ [λx : λy : λt] ∈ C.

Wir werden vershiedene Geraden als G∞ betrahten.

(a). Für G∞ de�niert durh t = 0 gilt A2(k) ∩C = {(x, y) ∈ A2(k) | xy − 1 = 0} und

dies ist eine Hyperbola. Es gilt G∞ ∩ C = {[1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0]} und diese Punkte

sind die Rihtungen der Asymptote von C ∩A2(k). Sei G die Gerade de�niert durh

x− t = 0. Dann ist G ∩A2(k) parallel zu einer Asymptote von C ∩A2(k) und es gilt

C ∩ A2(k) ∩G = {[1 : 1 : 1]} und C ∩G∞ ∩G = {[0 : 1 : 0]}.

Sei G′
die Gerade de�niert durh x = 0. Dann ist G′ ∩ A2(k) die Asymptote von

C ∩ A2(k) und es gilt

C ∩ A2(k) ∩G′ = ∅ und C ∩G∞ ∩G = {[0 : 1 : 0]}.

Der letze Punkte ist ein �Doppelpunkt� im Shnitt.

(b). Sei G∞ de�niert durh x = 0. Dann gilt A2(k)∩C = {(y, t) ∈ A2(k) | y− t2 = 0}
und dies ist eine Parabola. Es gilt G∞∩C = {[0 : 1 : 0]} und dies ist ein Doppelpunkt

(die Gerade G∞ ist eine Tangente der Parabola im Punkt [0 : 1 : 0]).
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(). Sei G∞ de�niert durh x+ y = 0. Wir betrahten ein Variabelwehsel t′ = x+ y,
x′ = x und y′ = t (und also x = x′, y = t′ − x′ und t = y′). Dann ist C de�niert

durh x′(t′ − x′)− (y′)2 = 0 also

(x′)2 + (y′)2 − x′t′ = 0.

Es gilt A2(k)∩C = {(x′, y′) ∈ A2(k) | (x′)2 + (y′)2 − x′ = 0} und dies ist eine Ellipse.

Es gilt für k = R: G∞ ∩ C = ∅.
Also sind Hyperbola, Parabola und Ellipse nur drei a�ne Darstellungen einer projek-

tiven Kurve: ein Kegelshnitt.
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Sei k ein Körper. In diesem Kapitel setzen wir R = k[X0, · · · , Xn]. Wir wollen projek-

tive algebraishe Mengen in Pn(k) de�nieren. Das erste Problem kommt von folgender

Bemerkung.

Bemerkung 6.0.4 Ein Element f ∈ R = k[X0, · · · , Xn] de�niert keine Funktion auf
Pn(k): für [x0 : · · · : xn] hängt P (x0, · · · , xn) auf der Wahl von projektive Koordinaten.

Zum Beispiel für P = X0, λ ∈ k
×
mit λ 6= 1 und [x0 : · · · : xn] = [λx0 : · · · : λxn] gilt

P (x0, · · · , xn) = x0 6= λx0 = P (λx0, · · · , λxn).

6.1. Homogene Polynome

Dieses Problem werden wir dank homogenen Polynome lösen.

De�nition 6.1.1 Ein Monom M in R ist ein Polynom der FormM = X i0
0 · · ·X in

n .

Der Grad von M ist degM = i0 + · · ·+ in.

2. Ein Polynom P ∈ R heiÿt homogen von Grad d falls P endlihe Summe von

Monome von Grad d ist.

Lemma 6.1.2 Sei P ∈ R ein homogenes Polynom von Grad d, sei x ∈ k
n+1

und sei

λ ∈ k. Es gilt

P (λx) = λdP (x).

Beweis. Übung. �

Lemma 6.1.3 Sei P ∈ R. Dann gibt es ein r ≥ 0 und eindeutig bestimmte homogene

Polynome P0, · · · , Pr mit degPi = i so, dass

P = P0 + · · ·+ Pr.

Beweis. Übung. �

Beispiel 6.1.4 Die Zerlegung von P = X5
0 −X2

0X1 +X2X4 +X5 +X3
3 +X2X

2
5 ist

P0 = 0, P1 = X5, P2 = X2X4, P3 = X3
3 +X2X

2
5 −X2

0X1, P4 = 0 und P5 = X5
0 .
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De�nition 6.1.5 Sei P ∈ R. Die homogene Polynome P0, · · · , Pr mit deg Pi = i so,
dass P = P0 + · · ·+ Pr heiÿen homogene Komponente von P .

Lemma 6.1.6 Seien P,Q ∈ R und seien P = P0 + · · ·+ Pr und Q = Q0 + · · ·+Qs

die Zerlegungen von P und Q in irreduzible Komponenten. Es gilt

1. (P +Q)i = Pi +Qi für alle i.

1. (PQ)i =
∑i

k=0 PkQi−k für alle i.

1. (λP )i = λPi für alle i und λ ∈ k. �

Lemma 6.1.7 Sei P ∈ R und sei P = P0 + · · · + Pr seine Zerlegung in homogene

Komponente. Sei x ∈ k
n+1

mit Pi(x) = 0 für alle i ∈ [1, r].

Dann gilt Pi(λx) = 0 für alle i ∈ [1, r] und λ ∈ k. Insbesondere gilt P (λx) = 0 für

alle λ ∈ k. �

Beweis. Sei λ ∈ k. Es gilt Pi(λx) = λiPi(x) = 0. �

De�nition 6.1.8 Sei P ∈ R und sei P = P0+ · · ·+Pr seine Zerlegung in homogene

Komponente. Ein Element [x] ∈ Pn(k) heiÿt (projektive) Nullstelle von P falls

gilt Pi(x) = 0 für alle homogene Komponente Pi von P . Wir shreiben P (x) = 0.

Lemma 6.1.9 Sei k unendlih. Sei P ∈ R und sei P = P0+ · · ·+Pr seine Zerlegung
in homogene Komponente.

Sei x ∈ k
n+1

mit P (λx) = 0 für alle λ ∈ k. Dann gilt Pi(x) = 0 für alle i ∈ [1, r] also
x ist eine projektive Nullstelle von P . �

Beweis. Es gilt P = P0 + · · ·+ Pr. Daraus folgt

P (λx) = P0(x) + · · ·+ λrPr(x).

Wir betrahten dies als Polynom Q(λ) in λ. Es gilt Q(λ) = 0 für alle λ ∈ k und da k

unendlih ist folgt Q = 0. Es folgt P0(x) = 0 = · · · = Pr(x). �

6.2. projektive algebraishe Mengen

De�nition 6.2.1 Sei S ⊂ k[X0, · · · , Xn]. Wir setzen

VP(S) = {[x] ∈ Pn(k) | P (x) = 0 für alle P ∈ S}.

Eine solhe Menge heiÿt die von S de�nierte projektive algebraishe Menge.
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Bemerkung 6.2.2 1. Wenn es klar ist, dass VP(S) eine projektive algebraishe

Menge ist, shreiben wir V (S).

2. Sei I = 〈S〉 das von S erzeugte Ideal. Es gilt VP(S) = VP(I).

3. Da R noethersh ist gibt es Polynome Q1, · · · , Qs mit VP(S) = VP(Q1, · · · , Qs).

4. Sei Qi = Qi,1 + · · ·+Qi,ri die Zerlegung von Qi in homogene Komponente für alle

i ∈ [1, s]. Per De�nition gilt

Qi = 0 ⇔ Qi,1(x) = · · · = Qi,ri(x) = 0.

Daraus folgt

VP(Q1, · · · , Qr) = VP(Qi,j, i ∈ [1, r], j ∈ [1, ri]).

5. Jede projektive algebraishe Menge ist also die Nullstellenmenge von endlih vielen

homogenen Polynome.

Beispiel 6.2.3 1. Es gilt VP((0)) = Pn(k).

2. Es gilt V = VP(X0, · · · , Xn) = ∅: falls [x] = [x0 : · · · : xn] ∈ V gilt xi = 0 für alle i.
Dies ist niht m�glih, da x ∈ k

n+1 \ {0}.
3. Sei [x] = [x0 : · · · : xn] ∈ Pn(k). Es gilt (Übung)

VP(xiXj − xjXi, i, j ∈ [0, n]) = {[x]}.

Lemma 6.2.4 Seien S ⊂ S ′ ∈ R, sei (Sλ)λ∈Λ eine Familie von Teilmengen von R
und sei (Iλ)λ∈Λ eine Familie von Ideale von R. Seien I1, · · · Ir Ideale von R. Es gilt
1. VP(S

′) ⊂ VP(S).

2.

⋂

λ∈Λ VP(Sλ) = VP(
⋃

λ∈Λ Sλ).

3.

⋂

λ∈Λ VP(Iλ) = VP(
∑

λ∈Λ Iλ).

4. VP(I1) ∪ · · · ∪ VP(Ir) = VP(I1 ∩ · · · ∩ Ir) = VP(I1 · · · Ir). �

Beweis. Übung. �

Bemerkung 6.2.5 Insbesondere ist ein beliebiger Durshnitt von projektiven alge-

braishen Mengen eine projektive algebraishe Menge und ist eine endlihe Vereini-

gung von projektiven algebraishen Mengen eine projektive algebraishe Menge.

Daraus folgt, dass die projektive algebraishe Menge die Familie aller abgeshlossenen

Teilmengen einer Topologie sind.

De�nition 6.2.6 Die Zariski-Topologie auf Pn(k) ist die Topologie auf Pn(k), die
die projektive algebraishe Mengen als abgeshlossene Mengen hat.

Sei V ⊂ Pn(k). Die Zariski-Topologie auf V ist die von der Zariski-Topologie indu-

zierte Topologie auf V .
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De�nition 6.2.7 Sei V ⊂ Pn(k). Der Kegel von V ist die Teilmenge

C(V ) = p−1(V ) ∪ {0} ⊂ An+1(k),

wobei p : kn+1 \ {0} → Pn(k) die kanonishe Projektion ist.

6.3. Ideal einer projektiven algebraishen Menge

De�nition 6.3.1 Sei V ⊂ Pn(k). Das Ideal I(V ) von V ist

IP(V ) = {P ∈ k[X0, · · · , Xn] | P (x) = 0 für alle x ∈ V }.

Lemma 6.3.2 Es gilt

1. IP(V ) ist ein graduiertes Ideal von R.

2. Für V ⊂W gilt IP(W ) ⊂ IP(V ).

3. Es gilt V ⊂ VP(IP(V )).

4. Es gilt V algebraish ⇔ V = VP(IP(V ))

5. Für I ⊂ R ein Ideal gilt I ⊂ IP(VP(I)).

6. Es gilt IP(∅) = R.

7. Für k unendlih gilt IP(Pn(k)) = (0).

8. Das Ideal IP(V ) ist radikal also IP(V ) =
√

IP(V ). �

Beweis. Übung. �

Lemma 6.3.3 Sei V ⊂ Pn(k). Für die Zariski-Topologie gilt

1. V = VP(IP(V )).

2. V ist noethersh. �

Beweis. Übung. �

Korollar 6.3.4 Eine Teilmenge V ⊂ Pn(k) hat eine endlihe Zerlegung in irreduzible
Komponente.

Proposition 6.3.5 Sei V ⊂ Pn(k) eine projektive algebraishe Menge. Es gilt

V irreduzibel ⇔ IP(V ) ist ein Primideal.

Beweis. Übung. �



52 6. Projektive algebraishe Mengen

6.4. Graduierte Ideale und Ringe

Zur Erinnerung aus der Vorlesung LAII.

De�nition 6.4.1 Sei A eine k-Algebra und seien U und V zwei Teilmengen von A.
Dann shreiben wir

UV = {uv ∈ A | u ∈ U, v ∈ V }.

De�nition 6.4.2 Sei A eine k-Algebra. Eine Graduierung von A ist eine Familie

(An)n≥0 von Unterräume von A so, dass

A =
⊕

n≥0

An und AiAj ⊂ Ai+j

für alle i, j ∈ N. Eine k-Algebra mit einer Graduierung heiÿt graduierte k-Algebra.

Beispiel 6.4.3 1. Sei A eine k-Algebra und sei A0 = A und An = 0 für alle n > 0.
Dann ist A eine graduierte k-Algebra. Diese Graduierung heiÿt die triviale Gradu-

ierung.

2. Sei A = k[X0, · · · , Xn] und Ad = {P ∈ A | deg(P ) = d} ∪ {0}. Dann ist (Ad)d∈N
eine Graduierung von A.

De�nition 6.4.4 Seien A und B zwei graduierte Algebren. Ein Algebrahomomor-

phismus f : A→ B heiÿt graduiert falls f(An) ⊂ Bn für alle n ≥ 0.

De�nition 6.4.5 Sei A eine Graduierte k-Algebra.

(�) Eine Unteralgebra B von A heiÿt graduierte Unteralgebra falls

B =
⊕

n≥0

(B ∩An).

(��) Ein Ideal I von A heiÿt graduiertes Ideal falls

I =
⊕

n≥0

(I ∩An).

Lemma 6.4.6 Sei A eine graduierte k-Algebra und I ein graduietes Ideal. Dann ist

A/I eine graduierte Algebra und p : A→ A/I ein graduierter Algebrahomomorphis-

mus. �

Beweis. Übung. �

Lemma 6.4.7 Sei f : A → B ein graduierter Algebrahomomorphismus. Dann ist

I = Kerf ein graduiertes Ideal. �
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Beweis. Übung. �

De�nition 6.4.8 1. Sei A eine graduierte k-Algebra. Ein Element a ∈ An heiÿt

homogen von Grad n.

2. Sei a ∈ A. Es gilt

a =
∑

n 6=0

an

wobei an ∈ An und an eindeutig bestimmt ist. Das Element an heiÿt Komponente

von Grad n von a.

Lemma 6.4.9 Sei A eine graduierte k-Algebra und sei I ein Ideal. Dann ist I genau
dann graduiert, wenn für alle a ∈ I gilt an ∈ I (wobei an die Komponente von Grad

n von a ist). �

Beweis. Übung. �

Lemma 6.4.10 Sei A eine graduierte k-Algebra.

1. Sei E eine Teilmenge von A welhe aus homogene Elemente besteht. Dann ist (E)
ein graduiertes Ideal.

2. Sei I ein graduiertes Ideal. Dann gibt es eine Teilmenge E welhe aus homogene

Elemente besteht mit I = (E). �

Beweis. Übung. �

Lemma 6.4.11 Sei R eine graduierte k-Algebra. Dann ist

R+ =
⊕

n>0

Rn

ein graduiertes Ideal und es gilt R/R+ ≃ R0. �

Beweis. Übung. �

Beispiel 6.4.12 Sei R = k[X0, · · · , Xn] mit der Graduierung dank dem Grad. Dann

ist gilt R0 = k und

R+ = (X0, · · · , Xn) = ⊕n>0Rn.

Es gilt R/R+ ≃ R0 = k.



54 6. Projektive algebraishe Mengen

6.5. Projektiver Nullstellensatz

In diesem Abshnitt ist k algebraish abgeshlossen.

Satz 6.5.1 (Projektiver Nullstellensatz) Sei k algebraish abgeshlossen. Sei I
ein homogenes Ideal von k[X0, · · · , Xn] und sei V = VP(I).

1. Es gilt

VP(I) = ∅ ⇔ ∃N ≥ 0 mit (X0, · · · , Xn)
N ⊂ I

⇔ (X0, · · · , Xn) = R+ ⊂
√
I.

2. Falls Vp(I) 6= ∅ gilt IP(VP(I)) =
√
I. �

Beweis. Für I = R sind alle Aussagen klar. Wir können also I ( R annehmen.

Es folgt I ⊂ R+ = (X0, · · · , Xn): falls es ein P ∈ I \R+ gibt, folgt 0 6= P0 ⊂ I (weil

I graduiert ist). Aber 0 6= P0 ∈ k ist ein konstantes Polynom und es folgt 1 ∈ I also

I = R. Ein Widerspruh.

Sei C(V ) = p−1(V ) ∪ {0} ⊂ An+1(k) der Kegel über V . Es gilt (k algebraish abge-

shlossen also unendlih und I ist dank homogene Polynome erzeugt)

I(C(V )) = {P ∈ R | P (0) = 0 und P (λx) = 0 für alle [x] ∈ V und alle λ ∈ k}
= {P ∈ R | P (0) = 0 und P ([x]) = 0 für alle [x] ∈ V }
= IP(V ) ∩ I({0}).

Daraus folgt I(C(V )) ⊂ IP(V ). Es gilt auh

C(V ) = p−1(V ) ∪ {0}
= {x ∈ An+1(k) \ {0} | [x] ∈ V } ∪ {0}
= {x ∈ An+1(k) \ {0} | P ([x]) = 0 für alle P ∈ I} ∪ {0}
= {x ∈ An+1(k) \ {0} | P (x) = 0 für alle P ∈ I} ∪ {0} (k = k̄ und I graduiert)

= V (I) \ {0} ∪ {0}

Es gilt also V (I) ⊂ C(V ).

1. Wir zeigen

VP(I) = ∅ ⇔ (X0, · · · , Xn) = R+ ⊂
√
I.

Falls I = R gilt VP(I) = ∅. Wir können also annehmen, dass I ( R.

Angenommen V = ∅. Es gilt C(V ) = {0} und also R+ = (X0, · · · , Xn) = I(C(V )) ⊂
I(V (I)) =

√
I (Nullstellensätze 2 und 4).

Umgekehrt nehmen wir an, dass R+ ⊂
√
I. Für jedes i ∈ [0, n] gibt es also ein Ni mit

XNi
i ∈ I. Für [x0 : · · · : xn] ∈ V = V (I) gilt also XNi

i ([x0 : · · · : xn]) = 0 also xNi
i = 0

und xi = 0. Ein Widerspruh also V = ∅.
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Wir zeigen

(∃N ≥ 0 mit (X0, · · · , Xn)
N ⊂ I) ⇔ (X0, · · · , Xn) = R+ ⊂

√
I.

Wenn R+ ⊂
√
I folgt, dass es für jedes i ∈ [0, n] ein Ni ≥ 0 gibt mit XNi

i ∈ I. Sei
N = N0 + · · ·+Nn. Es folgt (X0, · · · , Xn)

N ⊂ I.

Umgekehrt, falls (X0, · · · , Xn)
N ⊂ I gilt, gilt auh XN

i ∈ I und also Xi ∈
√
I für

alle i also R+ ⊂
√
I.

2. Wir zeigen, dass 0 ∈ V (I) gilt für V 6= ∅. Sei [x] ∈ V und sei P ∈ I. Es gilt

P ([x]) = 0 also (k̄ = k) P (λx) = 0 für alle λ ∈ k und insbesondere P (0) = 0. Es folgt
0 ∈ V (I).

Für V 6= ∅ zeigen wir IP(V ) ⊂ R+ = (X0, · · · , Xn): falls es ein P ∈ IP(V ) \R+ gibt,

folgt 0 6= P0 ⊂ IP(V ) (weil IP(V ) graduiert ist). Aber 0 6= P0 ∈ k ist ein konstantes

Polynom und es folgt 1 ∈ IP(V ) also IP(V ) = R. Es folgt V = VP(IP(V )) = VP(R) = ∅.
Ein Widerspruh.

Daraus folgt, I(C(V )) = IP(V ) und C(V ) = V (I). Es gilt also IP(VP(I)) = IP(V ) =
I(C(V )) = I(V (I)) =

√
I (Nullstellensatz 4). �

Korollar 6.5.2 Sei k algebraish abgeshlossen.

1. Es gibt eine Bijektion V 7→ IP(V ) mit Umkehrabbildung I 7→ VP(I):

{

niht leere projektive

algebraishe Menge

}

↔
{

homogene radikale von R,
die R+ niht enthalten

}

2. Es gilt V irreduzibel ⇔ IP(V ) Primideal.

Bemerkung 6.5.3 Das Ideal IP({P} eines Punktes ist niht mehr maximal in R.

6.6. Graduierte Ringe

De�nition 6.6.1 Sei V ⊂ Pn(k). Der graduierte Ring von V ist

ΓP(V ) = k[X0, · · · , Xn]/IP(V ).

Bemerkung 6.6.2 Da IP(V ) ein radikales graduiertes Ideal ist, ist ΓP(V ) eine redu-
zierte graduierte k-Algebra.

Bemerkung 6.6.3 Ein Element f ∈ ΓP(V ) de�niert keine Funktion auf V : es gilt
f = [P ] ∈ k[X0, · · · , Xn]/IP(V ) für ein P ∈ k[X0, · · · , Xn] und für x ∈ V und λ ∈ k

×

gilt P (x) 6= P (λx).

Die Bedigung P (x) = 0 ist aber wohl de�niert.
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De�nition 6.6.4 Sei V ⊂ Pn(k) und W ⊂ V . Das Ideal von W in V ist

IP,V (W ) = {[P ] ∈ ΓP(V ) | P (x) = 0 für alle x ∈ W}.

Bemerkung 6.6.5 Sei W ⊂ V ⊂ Pn(k).

1. Es gilt IP,V (W ) = π(IP(W )) und π−1(IP,V (W )) = IP(W ), wobei π : k[X0, · · · , Xn] →
ΓP(V ) die kanonishe Projektion ist.

2. Es folgt ΓP(W ) = ΓP(V )/IP,V (W ),

3. IP,V (W ) ist ein radikales Ideal,

4. (W irreduzibel ⇔ IP,V (W ) Primideal)

Proposition 6.6.6 Sei k algebraish abgeshlossen und V ⊂ Pn(k) eine projektive
algebraishe Menge.

Es gibt eine absteigende Bijektion V 7→ IP,V (W )mit Umkehrabbildung I 7→ VP(π
−1(I))

zwishen die Menge {niht leere projektive algebraishe Mengen in V } und die Men-

ge {radikale Ideale in ΓP(V ) die π(R+) niht enthalten}.
Diese Bijektion bildet irreduzible Mengen auf Primideale.

6.7. Standardmäÿige o�ene Teilmengen

De�nition 6.7.1 Sei V ⊂ Pn(k) eine projektive algebraishe Menge und sei f ∈
ΓP(V ) ein homogenes Element (i.e. f = [P ] mit P ∈ R ein homogenes Polynom).

Die von f de�nierte o�ene Teilmenge von V ist

D+
V (f) = {x ∈ V | f(x) 6= 0}.

Lemma 6.7.2 D+
V (f) ist eine o�ene Teilmenge für die Zariski-Topologie. �

Beweis. Sei f = [P ] mit P ∈ R. Das Komplement ist V ∩VP(P ) also abgeshlossen.�

Proposition 6.7.3 Seu V ⊂ Pn(k) eine projektive algebraishe Menge. Jede o�e-

ne Teilmenge U ⊂ V hat eine endlihe Überdekung mit standardmäÿigen o�enen

Teilmengen.

Beweis. Sei W = V \ U . Dann ist W abgeshlossen also eine projektive algebraishe

Menge. Sei I = IP,V (W ) und J = IP(W ). Da R noethersh ist und J ein graduiertes

Ideal ist, folgt, dass es homogene Polynome P1, · · · , Pr gibt mit J(P1, · · · , Pr). Es
gilt also W = V ∩ (VP(P1)∩ · · · ∩ VP(Pr)). Daraus folgt U = V \W = D+

V (P1)∪ · · · ∪
D+
V (Pr). �
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Beispiel 6.7.4 Die standardmäÿige o�ene Teilmengen D+(Xi) = D+
Pn(k)

(Xi) für alle

i ∈ [0, n] bilden eine endlihe o�ene Überdekung von Pn(k). Diese o�ene Teilmengen

sind auh isomorph to An(k).

Bemerkung 6.7.5 Für f homogen von Grad 0 ist f eine Konstante und also

D+
V (f) =

{

∅ für f 6= 0
V für f = 0

Wir werden also nur D+
V (f) für deg(f) > 0 betrahten.

Bemerkung 6.7.6 Hier sind die Ähnlihkeiten und Untershiede zwishen (a�ne)

algebraishe Menge und projektive algebraishe Mengen:

� Polynome 7→ homogene Polynome,

� k-Algebren 7→ graduierte k-Algebren,

� Elemente in Γh(V ) sind keine Funktionen mehr,

� Das Ideal R+ = (X0, · · · , Xn) spielt eine besondere Rolle,

� Dank dem Shnitt mit D+(Xi) erzetzt man projektive Geometrie mit a�ne

Geometrie.

� Sei V eine Projektive algebraishe Menge.

Abgesehen von Konstanten hat eine irredutible projektive Menge keine poly-

nomiale Funktion: Elemente in Γh(V ) de�nieren keine Funktion. Die o�ene

Teilmenge V ∩ D+(Xi) ⊂ D+(Xi) = An(k) ist aber eine a�ne algebraishe

Menge und hat also polynomiale Funktionen.
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7. Garben

Wir wollen jetzt (a�ne) algebraishe Mengen und projektive algebraishe Mengen als

Objekte von einer Kategorie betrahten: die Kategorie aller algebraishen Varietä-

ten. Dafür brauhen wir eine gemeinsame De�nition. Dies werden wir dank geringte

Räume erreihen und dafür brauhen wir Garben.

Ein Untershied zwishen An(k) und Pn(k) ist, dass An(k) viele polynomiale Funktio-

nen hat aber Pn(k) nur die konstante polynomiale Funktionen besitzt. Andererseits

sind Pn(k) und An(k) lokal isomorph also haben lokal viele Funktionen. Wir wollen

also Funktionen niht nur golbal sondern auh lokal betrahten.

7.1. Garben von Funktionen

De�nition 7.1.1 Sei X ein topologisher Raum und set M eine Menge. Eine Gar-

be von M-wertigen Funktionen F über X ist eine Zuordnung U 7→ F(U) für
jede o�ene Teilenge U ⊂ X , wobei F(U) eine Teilmenge von Abb(U,M) aller Abbil-
dungen von U nah M so, dass die folgende zwei Axiome erfüllt sind:

(E) Einshränkung. Für V ⊂ U zwei o�ene Teilmengen bildet die Einshränkung

rV,U(f) = f |V die Menge F(U) auf F(U) (i.e. für f ∈ F(U) gilt f |V ∈ F(V )).

(V) Verkleben. Sei (Ui)i∈I eine Überdekung von einer o�enen Teilmenge U . Für
jede Familie (fi)i∈I mit fi ∈ F(Ui) für alle i ∈ I so, dass fi|Ui∩Uj

= fi|Ui∩Uj
gibt

es eine eindeutig bestimmte Funktion f ∈ F(U) mit fi = f |Ui
für alle i ∈ I.

Bemerkung 7.1.2 Im Axiom (V) ist es immer wahr, dass es eine Funktion f : U →
M gibt mit f |Ui

= fi: Man setze f(x) = fi(x) für x ∈ Ui und dies ist wohl de�niert,

weil falls x ∈ Ui und x ∈ Uj dann gilt f(x) = fi(x) = fj(x) = f(x). Die Aussage ist
hier, dass f in F(U) enthalten ist.

Was das zweite Axiome besagt ist, dass mann die Eigenshaft f ∈ F(U) lokal überprü-
fen kann: falls es eine Überdekung gibt so, dass f |Ui

in F(Ui), dann auh f ∈ F(U).

Beispiel 7.1.3 Es gibt viele Beispiel von solhe Garben.

1. Für U 7→ F(U) = Abb(U,M) sind beide Axiome erfüllt. Dies ist die Garbe aller

M-wertigen Funktionen.
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2. Die Zuordnung U 7→ F(U) = C0(U,R) ist auh eine Garbe: die Einshränkung

einer stetigen Funktion ist immer noh stetig (Axiom (E)) und eine Funktion die

lokal stetig ist eine stetige Funktion (Axiom (V)).

3. Analog ist die Zuordnung U 7→ F(U) = C0(U,C) auh eine Garbe.

4. Für X ⊂ Rn
ist die Zuordnung U 7→ F(U) = Ck(U,C) für alle k ∈ N ∪ {∞} auh

eine Garbe.

5. Für X ⊂ Cn
ist die Zuordnung U 7→ F(U) = Hol(U,C) auh eine Garbe: die

Garbe aller holomorphen Funktionen.

De�nition 7.1.4 Sei F eine Garbe von Funktionen über X . Wir setzen

Γ(U,F) = F(U).

Die Elemente in F(U) = Γ(U,F) heiÿen Shnitte von F über U . Die Elemente

aus F(X) = Γ(X,F) heiÿen globale Shnitten von F .

Bemerkung 7.1.5 Die Einshränkung rV,U : F(U) → F(V ) hat die folgende Eigen-
shaften:

� Es gilt rU,U = IdF(U).

� Für W ⊂ V ⊂ U o�ene Teilmengen gilt rW,U = rW,V ◦ rV,U .

7.2. Prägarben und Garben

Wir arbeiten jetzt ohne Funktionen. Die Existenz der Abbildung rV,U mussen wir

also als Axiom hinzufügen.

De�nition 7.2.1 Sei X ein topologisher Raum.

1. Eine Prägarbe F über X ist

� eine Zuordnung U 7→ F(U) für jede o�ene Teilenge U ⊂ X , wobei F(U) eine
Menge ist,

� für jede o�ene Teilmengen U ⊂ V eine Abbildung rU,V : F(V ) → F(V )

so, dass gilt

(a) Für W ⊂ V ⊂ U o�ene Teilmengen gilt rW,U = rW,V ◦ rV,U und

(b) rU,U = IdF(U).



61

Für f ∈ F(U) und V ⊂ U o�en, setzen wir f |V = rV,U(f).

2. Eine Prägarbe heiÿt Garbe falls das Verkleben Axiom (V) gilt:

Sei (Ui)i∈I eine Überdekung von einer o�enen Teilmenge U . Für jede Familie (fi)i∈I
mit fi ∈ F(Ui) für alle i ∈ I so, dass fi|Ui∩Uj

= fi|Ui∩Uj
gibt es ein eindeutig

bestimmtes Elemente f ∈ F(U) mit fi = f |Ui
für alle i ∈ I.

Beispiel 7.2.2 1. Sei X ein topologisher Raum. Die Prägarbe

F(U) = {konstante Abbildungen f : U → M}

ist niht immer eine Garbe.

Zum Beispiel für M = R und X =]0, 1[∪]2, 3[ mit der üblihen Topologie gilt (V)

niht: Sei U1 =]0, 1[ und U2 =]2, 3[. Dann ist (U1, U2) eine Überdekung von X . Seien

� f1 ∈ F(U1) de�niert durh f1(x) = 0 für x ∈ U1 und

� f2 ∈ F(U2) de�niert durh f2(x) = 1 für x ∈ U2.

Es gibt keine Funktion f ∈ F(X) mit f |U1 = f1 und f |U2 = f2: die einzige Funktion
f mit f |U1 = f1 und f |U2 = f2 ist de�niert durh

f(x) =

{

0 für x ∈ U1

1 für x ∈ U2.

Diese Funktion ist aber niht konstant also f 6∈ F(U).

De�nition 7.2.3 1. Sei F eine Prägarbe. Eine Unterprägarbe G von F ist eine

Zuordnung U 7→ G(U), wobei G(U) ⊂ F(U) für alle U mit rV,U(G(U)) = G(V ) für
alle V ⊂ U o�en i.e. für alle V ⊂ U o�en gilt

(f ∈ G(U) ⇒ f |V ∈ G(V )).

2. Sei F eine Garbe und sei G eine Unterprägarbe von F . Falls G eine Garbe ist heiÿt

G eine Untergarbe von F .

Beispiel 7.2.4 Sei X = R und FP die Garbe aller Abbildungen mit der Eigenshaft

P . Dann sind die Enthaltungen Untergarben:

F
Polynomial

⊂ F
Holomorph

⊂ FC∞ ⊂ FCk ⊂ F
Stetig

⊂ F∅.

Bemerkung 7.2.5 Wenn Sie die Garben von Funktionen bevorzügen ist es kein

Problem:

Proposition 7.2.6 Sei F eine (Prä)garbe. Dann gibt es eine Menge M so, dass F
als (Prä)garbe von M-wertigen Funktionen über X darstellbar ist.
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Beweis. Übung (shwer ohne Hinweis).

De�nition 7.2.7 Sei X ein topologisher Raum und F eine Garbe über X . Sei U
eine o�ene Teilmenge von X . Dann können wir die Einshränkung F|U von F auf

U als F|U(V ) = F(V ) für jede o�ene Teilmenge V ⊂ U de�nieren.

Lemma 7.2.8 Sei F eine Garbe überX . Dann ist die Einshränkung F|U eine Garbe

über U . �

Beweis. Übung. �

7.3. Vergarbung und Konstruktion von Garben

Proposition 7.3.1 Sei F eine Prägarbe. Dann gibt es eine kleinste Garbe F+
so,

dass F eine Untergarbe von F+
ist.

Beweis. Wir geben einen Beweis falls F eine Prägarbe von M-wertigen Funktionen

ist. Wir setzen für jede o�ene Teilmenge U :

F+(U) =

{

f : U → M

∣

∣

∣

∣

für alle x ∈ U, gibt es ein V o�en mit

x ∈ V ⊂ U und f |V ∈ F(V )

}

.

Dies ist eine Prägarbe mit F ⊂ F+
. Auÿerdem gilt (V): Sei (Ui)i∈I eine Überdekung

von U und seien fi ∈ F+(Ui) mit fi|Ui∩Uj
= fj|Ui∩Uj

. Dann gibt es eine eindeutige

Funktion f : U → M mit f |Ui
= fi. Per De�nition gilt aber f ∈ F+(U). Diese Garbe

ist o�ensihtlih die kleinste Garbe von M-wertigen Funktionen die F enthält. �

De�nition 7.3.2 Die Operation F 7→ F+
heiÿt Vergarbung. Die Garbe F+

heiÿt

die zu F assozierte Garbe oder die Vergarbung von F .

Bemerkung 7.3.3 Die Vergarbung ist einfah die Eigenshaft f ∈ F(U) lokal zu
beshreiben. Dies ist ein sehr üblihes Verfahren: eine funktion ist stetig, wenn diese

Funktion auf eine Umgebung stetig ist, usw.

Lemma 7.3.4 Sei X ein topologisher Raum und sei F eine Garbe. Dann gilt F+ =
F . �

Beweis. Übung. �

Lemma 7.3.5 Sei X ein topologisher Raum und sei U eine Basis der Topologie.

Sei F eine Garbe und G eine Prägarbe mit F(U) = G(U) für alle U ∈ U . Dann gilt

F = G+
. �
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Beweis. Sei V eine o�ene Teilmenge. Wir zeigen

F(V ) = G+(V ) =

{

f : V → M

∣

∣

∣

∣

für alle x ∈ V, gibt es ein W o�en mit

x ∈ W ⊂ V und f |W ∈ G(W )

}

.

Sei f ∈ G+(V ), sei x ∈ V und sei W ⊂ V o�en mit x ∈ W so, dass f |W ∈ G(W ) =
F(W ). Dann ist die Familie aller W ∈ U mit W ⊂ V eine Überdekung von V und

nah (V) gilt f ∈ F(V ).

Umgekehrt, sei f ∈ F(V ) und sei x ∈ V . Sei W ∈ U mit x ∈ W ⊂ V . Dann gilt nah

(E): f |W ∈ F(W ) = G(W ). Nah der De�nition von G=
folgt f ∈ G+(V ). �

Lemma 7.3.6 SeiM eine Menge und seiX ein topologisher Raum. Sei (U)U∈U eine

Basis der Topologie und sei U 7→ F(U) eine Zuordnung de�niert für jedes U ∈ U und

so, dass F(U) eine Menge vonM-wertigen Abbildungen ist (i.e. F(U) ⊂ Abb(U,M))
und

(A) Für U, V ∈ U mit V ⊂ U gilt (f ∈ F(U) ⇒ f |V ∈ F(V )).

(B) Sei (Ui)i∈I eine Überdekung von einer o�enen Teilmenge U , wobei U, Ui ∈ U
für alle i ∈ I. Für jede Funktion f : U → M mit f |Ui

∈ F(Ui) gilt f ∈ F(U).

Dann gibt es eine eindeutige Garbe von M-wertigen Funktionen F mit F(U) = F(U)
für jedes U ∈ U . �

Beispiel 7.3.7 Sei X = R mit der üblihen Topologie und U die Familie aller Inter-

valle ]a, b[ in R (mit a ∈ R∪{−∞} und b ∈ R∪{+∞}). Damit kann man die Garbe

aller stetige Funktionen de�nieren: sei

]a, b[7→ F(]a, b[) = {f :]a, b[→ R | f ist stetig}.

Dann wird F die Garbe aller stetigen Abbildungen sein.

Beweis. Sei W eine o�ene Teilmenge. Wir setzen

F(W ) = {f :W → M | f |U ∈ F(U) für alle U ∈ U mit U ⊂W}.

Für W ∈ U zeigen wir F(W ) = F(W ). Sei f ∈ F(W ) und sei U ∈ U mit U ⊂ W .

Nah (A) gilt f |U ∈ F(U) und also f ∈ F(W ). Umgekehrt, sei f ∈ F(W ) und sei

(Wi)i∈I eine Überdekung von W , wobei Wi ∈ U für alle i ∈ I. Es gilt f |Wi
∈ F(Ui)

(nah der De�nition von F und also nah (B) gilt f ∈ F(W ).

Wir zeigen, dass F eine Garbe ist: sei V ⊂ W o�en und sei f ∈ F(W ). Sei U ∈ U mit

U ⊂ V . Dann gilt U ⊂ V ⊂W und (f |V )|U = f |U ∈ F(U). Daraus folgt f |V ∈ F(V ).

Sei (Wi)i∈I eine Überdekung von W und seien fi ∈ F(Wi) mit fi|Wi∩Wj
= fj|Wi∩Wj

.

Sei f : W → M die eindeutige Funktion de�niert durh f |Wi
= fi. Wir zeigen, dass

f ∈ F(W ). Sei also U ∈ U mit U ⊂ W es genügt zu zeigen, dass f |U ∈ F(U).
Die Familie (Wi)i∈I ist eine Überdekung von W also ist die Familie (Wi ∩ U)i∈I
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eine Überdekung von U und die Familie aller V ∈ U so, dass es ein i ∈ I gibt

mit V ⊂ U ∩ Wi ist eine verfeinerte Überdekung von U . Für so ein V ∈ U mit

V ⊂ U ∩Wi gilt (f |U)|V = f |V = (f |Wi
)|V ∈ F(V ), weil f |Wi

= fi ∈ F(Wi). Daraus
folgt f |U ∈ F(U) = F(U) und die Aussage. �

7.4. Morphismen von Garben

De�nition 7.4.1 Seien F und G Prägarben. Ein Morphismus von (Prä)garben

ψ : F → G ist eine Zuordnung U 7→ ψU , wobei ψU : F(U) → G(U) eine Abbildung
ist mit ψU ◦ rFV,U = rGV,U ◦ ψU für alle V ⊂ U o�en i.e. das Diagramm

F(U)

rFV,U

��

ψU // G(U)
rGV,U

��
F(V )

ψV

// G(V )

kommutiert.

Beispiel 7.4.2 Sei F ⊂ G. Dann ist die Einbettung F(U) ⊂ G(U) ein Morphismus

von Prägarben.

De�nition 7.4.3 Seien X und Y topologishe Räume, sei ϕ : X → Y eine stetige

Abbildung und sei F eine Garben über X . Das Direktbild ϕ∗F von F ist die

Zuordnung

U 7→ ϕ∗F(U) = F(ϕ−1(U)),

wobei U eine o�ene Teilmenge von Y ist mit der Abbildungen rV,U : ϕ∗F(U) →
ϕ∗F(V ) de�niert durh rV,U(f) = f |ϕ−1(V ) für alle V ⊂ U ⊂ Y o�en.

Lemma 7.4.4 Das Direktbild ist eine Garbe über Y . �

Beweis. Seien W ⊂ V ⊂ U o�en und sei f ∈ ϕ∗F(U) = F(ϕ−1(U)). Dann gilt

rU,U(f) = f |ϕ−1(U) = f und rW,V (rV,U(f)) = (f |ϕ−1(V ))|ϕ−1(W ) = f |ϕ−1(W ) = rW,U(f).

Sei (Ui)i∈I eine Überdekung von U und sei fi ∈ ϕ∗F(Ui) für alle i ∈ I mit

rUi∩Uj ,Ui
(fi) = rUi∩Uj ,Uj

(fj). Dann gilt fi ∈ F(ϕ−1(Ui)) für alle i ∈ I. Es gilt auh

fi|ϕ−1(Ui)∩ϕ−1(Uj) = f |ϕ−1(Ui)∩ϕ−1(Uj). Da (ϕ−1(Ui))i∈I eine Überdekung von ϕ−1(U)
ist folgt, nah (V) für F , dass es ein f ∈ F(ϕ−1(U)) gibt mit f |ϕ−1(Ui) = fi. Es folgt
rUi,U(f) = fi ∈ ϕ∗(Ui) also (V) gilt für ϕ∗F . �
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7.5. Ringgarben

De�nition 7.5.1 Sei X ein topologisher Raum und sei F eine Garbe über X .

1. Die Garbe F heiÿt Gruppengarbe falls gilt

� F(U) ist eine Gruppe für alle U ⊂ X o�en und

� rV,U : F(U) → F(V ) ist ein Gruppenhomomorphismus für alle V ⊂ U ⊂ X
o�en.

Wenn F(U) abelsh für alle U ist, heiÿt F Garbe abelsher Gruppen.

2. Die Garbe F heiÿt Ringgarbe falls gilt

� F(U) ist ein Ring für alle U ⊂ X o�en und

� rV,U : F(U) → F(V ) ist ein Ringhomomorphismus für alle V ⊂ U ⊂ X o�en.

2. Sei k ein Körper. Die Garbe F heiÿt Garbe von k-Algebren falls gilt

� F(U) ist eine k-Algebra für alle U ⊂ X o�en und

� rV,U : F(U) → F(V ) ist ein k-Algebrahomomorphismus für alle V ⊂ U ⊂ X
o�en.

Beispiel 7.5.2 Wir haben shon viele Beispiele von Ringgarben gesehen.

1. Sei X ein topologisher Raum und k ein Körper. Dann ist F(U) = Abb(U, k) eine
Garbe von k-Algebra (und also auh eine Ringgarbe): für U o�en und f, g ∈ F(U)
de�nieren

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (λf)(x) = λf(x) und (fg)(x) = f(x)g(x)

eine k-Algebrastruktur auf F(U). Auÿerdem gilt für V ⊂ U o�en

(f + g)|V = f |V + g|V , (λf)|V = λf |V und (fg)|V = (f |V )(g|V ).

2. Sei X ein topologisher Raum. Dann ist F
stet

(U) = C0(U,R) eine Ringgarbe:

Summe und Produkte von stetige Funktionen sind stetig.

3. Sei X eine o�ene Teilmenge von Rn
. Dann ist FCr(U) = Cr(U,R) eine Ringgarbe.

4. Sei X eine o�ene Teilmenge von Rn
. Dann ist F(U)C∞ = C∞(U,R) eine Ringgarbe.

5. Sei X eine o�ene Teilmenge von Rn
. Dann ist F

hol

(U) = Holomorph(U,R) eine
Ringgarbe.

Bemerkung 7.5.3 Jede Geometrie hat eine zugehörige Ringgarbe.
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De�nition 7.5.4 Seien F und G Gruppengarben, Ringgarben oder Garben von k-

Algebren. Ein Morphismus ψ : F → G ist eine Zuordnung U 7→ ψU , wobei ψU :
F(U) → G(U) ein Gruppenhomomorphismus, ein Ringhomomorphismus oder ein k-

Algebrahomomorphismus ist mit ψU ◦ rFV,U = rGV,U ◦ ψU für alle V ⊂ U o�en i.e. das

Diagramm

F(U)

rFV,U

��

ψU // G(U)
rGV,U

��
F(V )

ψV

// G(V )

kommutiert.

7.6. Geringte Räume

De�nition 7.6.1 Ein geringter Raum ist ein Paar (X,OX), wobei X ein topologi-

sher Raum ist und OX eine Ringgarbe überX . Die GarbeOX heiÿt Strukturgarbe.

Bemerkung 7.6.2 Sei U ⊂ X eine o�ene Teilmengen. Die Funktionen f ∈ OX(U)
sind die �zugelassene� oder �gute� funktionen. Wenn man Topologie als Geometrie

betrahtet werden alle stetige funktionen zugelassen also OX = F
stet

Für Di�erenti-

algeometrie betrahtet man OX = FC∞
für komplexe Mannigfaltigkeiten OX = F

hol

.

Wir wollen polynomiale Funktionen betrahten.

De�nition 7.6.3 Seien (X,OX) und (Y,OY ) zwei geringte Räume. Ein Morphismus

ϕ : (X,OX) → (Y,OY ) von geringte Räume ist eine stetige Abbildung ϕ : X → Y
so, dass gilt

f ◦ ϕ ∈ OX(ϕ
−1(U)) für alle U ⊂ Y o�en und f ∈ OY (U).

Dies de�niert die Abbildung ϕ∗
U : OY (U) → OX(ϕ

−1(U)), f 7→ ϕ∗(f) = f ◦ϕ für alle

o�ene Teilmengen U ⊂ Y .

Beispiel 7.6.4 Seien X, Y o�ene Teilmengen von Rn
.

1. Topologie. Für OX und OY die Garben aller R-wertigen topologishen Funktionen

ist jede stetige Abbildung ϕ : X → Y ein Morphismus geringter Räume.

2. Di�erentialgeometrie. FürOX und OY die Garben allerR-wertigen C∞
-Funktionen

und für ϕ : X → Y gilt

ϕ Morphismus geringter Räume ⇔ ϕ di�erenzierbar.
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Bemerkung 7.6.5 1. Die Abbildung ϕ∗
U ist ein Ringhomomorphismus für alle U ⊂

Y o�en: es gilt

ϕ∗
U(f + g) = (f + g) ◦ ϕ = ϕ∗

U(f) + ϕ∗
U(g) und ϕ

∗
U(fg) = (fg) ◦ ϕ = ϕ∗

U(f)ϕ
∗
U(g).

2. Für V ⊂ U ⊂ Y o�ene Teilmengen x ∈ ϕ−1(V ) und f ∈ OY (U) gilt auh

rϕ−1(V ),ϕ−1(U)(ϕ
∗
U(f))(x) = (f◦ϕ)|f−1(V )(x) = f(ϕ(x)) = f |V (ϕ(x)) = ϕϕ−1(V )(rV,U(f))(x).

Insesondere gilt rϕ−1(V ),ϕ−1(U) ◦ ϕ∗
U = ϕϕ−1(V ) ◦ rV,U also ist das Diagram

OY (U)
ϕ∗
U //

rV,U

��

OX(ϕ
−1(U))

rϕ−1(V ),ϕ−1(U)

��
OY (V ) ϕ∗

V

// OX(ϕ
−1(U)).

kommutativ.

3. Wenn man mit allgemeinen Garben (und niht mehre funktionwertige Garben)

arbeitet ist ein Morphismus von geringte Räume wie folgt de�niert: es ist ein Paar

(ϕ, ϕ∗), wobei ϕ : X → Y eine stetige Abbildung ist und ϕ∗
ist ein Zuordnung

U 7→ ϕ∗
U für jede o�ene Teilmenge U ⊂ Y mit

� ϕ∗
U : OY (U) → OX(ϕ

−1(U)) ist ein Ringhomomorphismus und

� rϕ−1(V ),ϕ−1(U) ◦ ϕ∗
U = ϕϕ−1(V ) ◦ rV,U .

4. Ein morphismus ϕ : (X,OX) → (Y,OY ) von geringte Räume ist also ein Paar

(ϕ, ϕ∗) so, dass ϕ : X → Y eine stetige Abbildung ist und ϕ∗ : OY → ϕ∗OX ein

Morphismus von Garben ist.

Lemma 7.6.6 Sei (X,OX) ein geringter Raum und sei U ⊂ X eine o�ene Teilmenge.

Dann ist (U,OX |U) ein geringter Raum. �

Beweis. Übung. �

De�nition 7.6.7 Sei (X,OX) ein geringter Raum und sei U ⊂ X eine o�ene Teil-

menge. Der geringter Raum (U,OX |U) heiÿt induzierter geringter Raum.



8. Algebraishe Varietäten

8.1. Strukturgarbe einer (a�nen) algebraishen

Menge

Wir wollen die Garbe OV aller polynomialen Funktionen über eine (a�ne) algebrai-

she Menge V de�nieren. Nah Lemma 7.3.6 genügt es diese Garbe für eine Basis

U der Topologie zu de�nieren und dann zu zeigen, dass die folgende Eigenshaften

erfüllt sind:

(A) Für U,W ∈ U mit W ⊂ U gilt (f ∈ OV (U) ⇒ f |W ∈ OV (W )).

(B) Sei (Ui)i∈I eine Überdekung von einer o�enen Teilmenge U , wobei U, Ui ∈ U
für alle i ∈ I. Für jede Funktion f : U → M mit f |Ui

∈ OV (Ui) gilt f ∈ OV (U).

Für eine algebraishe Menge steht eine Basis der Topologie zur Verfügung: die Familie

aller standardmäÿigen o�enen Teilmengen. Zur Erinnerung sind diese Menge wie

folgt de�niert: Sei f ∈ Γ(V ) = k[X1, · · · , Xn]/I(V ). Dann ist die von f de�nierte

standardmäÿige o�ene Teilmenge DV (f) de�niert durh

DV (f) = {x ∈ V | f(x) 6= 0}.

Wir werden immer f 6= 0 annehmen so, dass DV (f) 6= ∅.

De�nition 8.1.1 Wir setzen Γ(DV (f)) = Γ(V )[Xn+1]/(1−Xn+1f).

Bemerkung 8.1.2 Die standardmäÿige o�ene Teilmenge DV (f) ist eine algebrai-

she Menge von An+1(k): Sei P ∈ k[X1, · · · , Xn] mit [P ] = f in Γ(V ). Es gibt ein
Isomorphismus

ϕ : DV (f) → V (I(V ) + (1−Xn+1P ))

de�niert durh ϕ(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn, 1
f(x1,··· ,xn)

). Die Umkehrabbildung ψ :

V (I(V ) + (1−Xn+1P )) → DV (f) ist dann durh ψ(x1, · · · , xn, xn+1) = (x1, · · · , xn)
de�niert. Beide Abbildungen sind regulär (weil beide dank Polynome de�niert sind)

und man überprüft leiht, dass ϕ und ψ inverse voneinander sind.

Lemma 8.1.3 Sei P ∈ k[X1, · · · , Xn] mit [P ] = f ∈ Γ(V ). Dann gilt

Γ(DV (f)) ≃ k[X1, · · · , Xn+1]/(I(V ) + (1−Xn+1P )).
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Beweis. Sei Φ : k[X1, · · · , Xn+1] → Γ(V )[Xn+1] de�niert durh Φ(
∑

k AkX
k
n+1) =

∑

k[Ak]X
k
n+1, wobei Ak ∈ k[X1, · · · , Xn] und [Ak] ∈ Γ(V ) seine Klasse ist. Sei π :

Γ(V )[Xn+1] → Γ(V )[Xn+1]/(1−Xn+1f) die kanonishe Projektion.

Es genügt zu zeigen, dass Φ = π ◦ Ψ ein surjektiver k-Algebrahomomorphismus ist

mit KerΦ = I(V ) + (1−Xn+1P ).

Da beide Ψ und π surjetive k-Algebrahomomorphismen sind folgt, dass Φ ein surjek-

tiver k-Algebrahomomorphismus ist.

Es gilt auh I(V ) ⊂ KerΨ und Φ(1 − Xn+1P ) = π(1 − Xn+1f) = 0. Daraus folgt
I(V ) + (1−Xn+1P ) ⊂ KerΦ

Umgekehrt, sei Q ∈ KerΦ. Dann gilt π(Ψ (Q)) = 0 und also Ψ (Q) ∈ Kerπ =
(1 − Xn+1f). Es gibt also ein r ∈ Γ(V )[Xn+1] mit [Q] = (1 − Xn+1f)r. Sei R ∈
k[X1, · · · , Xn+1] mit [R] = r. Es gilt [Q] = (1 −Xn+1[P ])[R] in Γ(V )[Xn+1]. Daraus
folgt Q− (1−Xn+1P )R ∈ I(V ) (als Ideal in k[X1, · · · , Xn+1] und Q ∈ I(V ) + (1 −
Xn+1P ). �

Lemma 8.1.4 Es gilt

Γ(DV (f)) = Γ(V (I(V ) + (1−Xn+1P ))).

Mit anderen Wörter gilt

I(V (I(V ) + (1−Xn+1P ))) = I(V ) + (1−Xn+1P ).

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass I(V (I(V )+ (1−Xn+1P ))) = I(V )+ (1−Xn+1P ).
Es genügt also zu zeigen, dass I(V (I(V ) + (1−Xn+1P ))) ⊂ I(V ) + (1−Xn+1P ). Sei
Q ∈ I(V (I(V ) + (1−Xn+1P ))).

Sei A der von k[X1, · · · , Xn] und
1
P
erzeugte Unterring. Wir betrahten in A[Xn+1]

die Restdivision von Q nah

1
P
−Xn+1. Es giltQ = ( 1

P
−Xn+1)R+S mit degXn+1

(S) <

degXn+1
( 1
P
− Xn+1) = 1 also S ∈ A. Dank Multiplikation mit den Nennern gibt es

Polynome C ∈ k[X1, · · · , Xn] und B ∈ k[X1, · · · , Xn+1] mit

P rQ = (1−Xn+1P )B + C.

Für (x1, · · · , xn) ∈ DV (f) gilt Q(x1, · · · , xn, 1
f(x1,··· ,xn)

) = 0. Es folgt C(x1, · · · , xn) =
0. Es folgt also P (x1, · · · , xn)C(x1, · · · , xn) = 0 für alle (x1, · · · , xn) ∈ V und also

PC ∈ I(V ). Daraus folgt P r+1Q ∈ I(V ) + (1 − Xn+1P ). Aber (1 − Xn+1P )P
rQ ∈

I(V ) + (1 −Xn+1P ) also P
rQ = (1 −Xn+1P )P

rQ + P r+1Q ∈ I(V ) + (1 −Xn+1P ).
Per Induktion folgt Q ∈ I(V ) + (1−Xn+1P ). �
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Lemma 8.1.5 Ein Element g = [Q] ∈ Γ(DV (f)), wobei Q ∈ Γ(V )[Xn+1] de�niert
eine polynomiale Funktion ḡ : DV (f) → k durh

ḡ(x1, · · · , xn) =
r
∑

k=0

ak(x1, · · · , xn)
f(x1, · · · , xn)k

,

wobei Q =
∑r

k=0 akX
k
n+1 und ak ∈ Γ(V ). �

Beweis. Sei g ∈ Γ(DV (f)) und sei (x1, · · · , xn) ∈ DV (f). Dann gilt g = [Q] ∈
Γ(V )[Xn+1]/(1−Xn+1f), wobei Q ∈ Γ(V )[Xn+1]. Wir setzen

ḡ(x1, · · · , xn) = Q(x1, · · · , xn,
1

f(x1, · · · , xn)
).

Dies hängt von der Wahl von Q niht ab, weil (1−Xn+1f)(x1, · · · , xn, 1
f(x1,··· ,xn)

) = 0.�

Bemerkung 8.1.6 1. Für ψ : DV (f) → k eine Polynomiale funktion de�niert wie

im obigen Lemma. Dann gibt es ein eindeutiges Element g ∈ Γ(DV (f)) mit ψ = ḡ.
Mit anderen Worten ist der Ringhomomorphismus g 7→ ḡ injektiv:

Sei g mit ḡ = 0 und sei Q ∈ k[X1, · · · , Xn+1] mit [Q] = g. Es gilt also Q ∈ I(V (I(V )+
(1−Xn+1P ))) = I(V ) + (1−Xn+1P ) und daraus folgt g = [Q] = 0.

2. Wir können also entweder mit Elementen g ∈ Γ(DV (f)) arbeiten oder mit polyno-

miale Funktionen ḡ : DV (f) → k. Wir könne und werden also g und ḡ verwehseln

und wir werden nur die Notation g benutzen.

De�nition 8.1.7 Sei rDV (f),V : Γ(V ) → Γ(DV (f)) die Abbildung de�niert durh

g 7→ [g] ∈ Γ(V )[Xn+1]/(1−Xn+1f).

Lemma 8.1.8 Sei f ∈ Γ(V ) \ {0}.
1. Die Abbildung rDV (f),V : Γ(V ) → Γ(DV (f)) ist ein Ringhomomorphismus.

2. Wenn wir Elemente von Γ(V ) und Γ(DV (f)) als k-wertige Funktionen betrahten

gilt rDV (f),V (g) = g|DV (f).

3. Für V irreduzibel ist rDV (f),V injektiv und Γ(DV (f)) ist der von Γ(V ) und

1
f

erzeugte Unterring von k(V ). �

Beweis. 1. Klar.

2. Folgt aus dem obigen Lemma.

3. Sei g im Kern. Es gilt g|DV (f) = 0. Aber da V irreduzibel ist und DV (f) ein niht

leere o�ene Teilmenge ist muss DV (f) diht in V sein. Daraus folgt g = 0.

Wir haben eine Abbildung Φ : Γ(DV (f)) → k(V ) de�niert wie folgt. Sei Q ∈
Γ(V )[Xn+1]. Wir shreiben Q = arX

r
n+1 + · · ·+ a0, wobei ai ∈ Γ(V ) für alle i ∈ [0, r]
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und setzen Ψ (Q) = ar
fr

+ · · ·+ a0. Dies ist ein Ringhomomorphismus Γ(V )[Xn+1] →
k(V ). Da Ψ (1 − Xn+1f) = 0 faktorisiert sih Ψ in einem Ringhomomorphismus

Φ : Γ(DV (f)) → k(V ) de�niert durh Φ([Q]) = ar
fr

+ · · · + a0. Das Bild von Φ ist

der von Γ(V ) und 1
f
erzeugte Unterring von k(V ). Es genügt also zu zeigen, dass Φ

injektiv ist. Sei Q ∈ Γ(V )[Xn+1] mit Ψ (Q) = 0. Es folgt ar
fr

+ · · ·+a0 = 0.Es gilt aber

in Γ(DV (f)):

[Q] = ar[Xn+1]
r + · · ·+ a0 =

ar
f r

+ · · ·+ a0 = 0.

Daraus folgt [Q] = 0 und Φ injektiv. �

Beispiel 8.1.9 Die Abbildung rDV (f),V ist niht immer injektiv. Zum Beispiel sei

V = V (XY ) ⊂ A2(k) (mit k unendlih). Dann gilt I(V ) = (XY ) aber V ist niht

irreduzibel. Es gilt V = V (XY ) = V (X) ∪ V (Y ) und dies ist die Zerlegung in

irreduziblen Komponenten von V . Der Ring Γ(V ) ist kein Integritätsring.

Sei jetzt f = [Y ] ∈ Γ(V ) \ {0}. Dann gilt

Γ(DV (f)) = Γ(V )[Z]/(1− Y Z) ≃ k[X, Y, Z]/(XY, 1− Y Z).

Es gilt aber (XY, 1 − Y Z) = (X, 1 − Y Z). Daraus folgt also [X ]Γ(DV (f)) = 0 auh

wenn [X ]Γ(V ) 6= 0. Die Abbildung

Γ(V ) → Γ(DV (f))

ist in diesem Fall niht injektiv. Dies kann man auh geometrish erklären: die o�ene

Teilmenge DV (f) �sieht� die zweite irreduzible Komponent V (Y ) niht, weil DV (f)∩
V (Y ) = ∅. Also können wir die Funktionen die nul auf V (X) sind aber niht auf

V (Y ) im Ring Γ(DV (f)) �niht sehen�.

Für V niht irreduzibel ist k(V ) a priori niht de�niert (wir werden nähstes Semester

sehen wie man dieses Problem lösen kann).

Eine standardmäÿige o�ene Teilmenge kann dank mehrere Elemente aus Γ(V ) de�-
niert sein. Wir zeigen, dass Γ(V ) von dieser Wahl niht abhängt. Dafür brauhen wir

aber, dass k algebraish abgeshlossen ist.

Lemma 8.1.10 Sei k algebraish abgeshlossen. Seien f, g ∈ Γ(V ) mit DV (f) =
DV (g). Dann gibt es ein isomorphismus

Φ : Γ(DV (f)) ≃ Γ(DV (g))

so, dass Φ kompatibel mit der Einshränkungen rDV (f),V und rDV (g),V ist i.e. rDV (g),V =
Φ ◦ rDV (f),V . Seien P,Q ∈ k[X1, · · · , Xn] mit [P ] = f und [Q] = g in Γ(V ). Dann ist

auh Φ kompatibel mit den Isomorphismen

Γ(DV (f)) ≃ k[X1, · · · , Xn+1]/(I(V ) + (1−Xn+1P )) und
Γ(DV (g)) ≃ k[X1, · · · , Xn+1]/(I(V ) + (1−Xn+1Q)).
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Beweis. Es genügt zu zeigen, dass es ein Φ kompatibel mit den zwei letzten Isomor-

phismen gibt.

Seien P,Q ∈ k[X1, · · · , Xn] mit [P ] = f und [Q] = g in Γ(V ). Es gilt V ∩ V (P ) =
V ∩ V (Q). Daraus folgt (Nullstellensatz), dass

√

I(V ) + (P ) =
√

I(V ) + (Q) und
also gibt es ein r mit Qr ∈ I(V ) + (P ). Es folgt gr ∈ (f) in Γ(V ) also gibt es ein

h ∈ Γ(V ) mit gr = fh. Wir de�nieren Φ : Γ(DV (f)) → Γ(DV (g)) wie folgt:

Φ(
∑

k

ak[Xn+1]
k
f) =

∑

k

akh
k[Xn+1]

kr
g .

Dies bedeutet Φ( 1
f
) = h

gr
. Analog gibt es ein s ≥ 1 und b ∈ Γ(V ) mit f s = gb. Wir

de�nieren Ψ : Γ(DV (g)) ≃ Γ(DV (f)) wie folgt:

Ψ (
∑

k

ak[Xn+1]
k
g) =

∑

k

akb
k[Xn+1]

ks
f .

Wir überprüfen, dass Φ und Ψ inverse von einander sind. Es gilt aber [Xn+1]ff = 1
also [Xn+1]f =

1
f
und f ist invertierbar in Γ(DV (f)). Es gilt auh gb = f s also sind g

und b invertierbar in Γ(DV (f)). Da fh = gr ist h auh invertierbar in Γ(DV (f)). Es
folgt

Ψ (Φ(
∑

k ak[Xn+1]
k
f)) = Ψ (

∑

k akh
k[Xn+1]

kr
g )

=
∑

k akh
kbkr[Xn+1]

krs
f

=
∑

k ak
hkbkr

fkrs

=
∑

k ak
hkbkr

gkrbkr

=
∑

k ak
hk

fkhk

=
∑

k ak
1
fk

=
∑

k ak[Xn+1]
k
f .

Analog gilt Φ ◦ Ψ = Id.

Wenn wir jetzt Funktionen betrahten gilt: Eine Funktion ψ : DV (f) → k ist der

Form ψ = a
fk

für a ∈ Γ(V ). Dann gilt Φ(ψ) = Φ( a
fk
) = ahk

grk
. Die Funktionen ψ und

Φ(ψ) stimmen übereinander, weil

1
f
= h

gr
. �

Beispiel 8.1.11 Für k niht algebraish abgeshlossen ist die Aussage im obigen

Lemma falsh. Zum Beispiel für k = R gilt DV (f) = DV (g) für V = A2(k), f = Y
und g = Y (X2 + Y 2 + 1). Wir haben aber

Γ(DV (f)) ≃ k[X, Y, Z]/(1− Y Z) 6≃ k[X, Y, Z]/(1− Y (X2 + Y 2 + 1)Z) ≃ Γ(DV (g)).

Dass die beide Ringe niht isomorph sind kann man leiht überprüfen in dem man mit

C tensoriert: die o�ene Teilmengen DV (f) und DV (g) sind dann niht mehr gleih.

Dies ist ein Problem, dass man später (in einer Mastervorlegung Algebraishe Geo-

metrie z.B.) lösen kann in dem man allgemeinere Objekte betrahtet: Shemata.
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Da der Ring Γ(U) von einer standardmäÿigen o�enen Teilmenge von einer Darstellung

U = DV (f) niht abhängt nur für k algebraish abgeshlossen, werden wir ab hier

annehmen, dass k algebraish abgeshlossen ist.

Proposition 8.1.12 Sei V eine algebraishe Menge.

Die Zuordnung DV (f) 7→ OV (DV (f)) = Γ(DV (f)) erfüllt die Eingenshaften (A)

und (B) vom Lemma 7.3.6.

Insbesondere gibt es eine eindeutig bestimmte Garbe OV über V mit

Γ(DV (f),OV (DV (f))) = OV (DV (f)) = Γ(DV (f)).

Beweis. Sei U die Familie aller stadardmäÿigen o�enen Teilmengen. Wir zeigen (A):

Für U,W ∈ U mit W ⊂ U gilt (f ∈ OV (U) ⇒ f |W ∈ OV (W )).

Seien also f, g ∈ Γ(V ) mit W = DV (g) ⊂ U = DV (f). Daraus folgt V (I(V ) +
(f)) = V ∩ V (f) ⊂ V ∩ V (g) = V (I(V ) + (g)). Seien P,Q ∈ k[X1, · · · , Xn] mit

[P ] = f und [Q] = g in Γ(V ). Es gilt (Nullstellensatz)
√

I(V ) + (P ) ⊃
√

I(V ) + (Q).
Insbesondere gibt es ein r ≥ 1 mit Qr ∈ I(V ) + (P ) also gibt es ein h ∈ Γ(V ) mit

gr = fh. Wir de�nieren rDV (f),DV (g) = Φ : Γ(DV (f) → Γ(DV (g)) oder

Φ : k[X1, · · · , Xn+1]/(I(V )+ (1−Xn+1P )) → k[X1, · · · , Xn+1]/(I(V )+ (1−Xn+1Q))

durh

Φ(
∑

k

ak[Xn+1]f) =
∑

k

akh
k[Xn+1]

kr
g .

Dies ist wohl de�niert, weil Φ(1−[Xn+1P ]f) = Φ(1−[Xn+1]ff) = 1−h[Xn+1]
r
gf = 1−

hf
gr

= 1−1 = 0. Für
∑

k ak[Xn+1]
k
f = S ∈ Γ(V )[Xn+1]/(1−Xn+1f) und (x1, · · · , xn) ∈

DV (f) gilt

S(x1, · · · , xn, 1
f(x1,··· ,xn)

) =
∑

k
ak(x1,··· ,xn)
f(x1,··· ,xn)k

=
∑

k
ak(x1,··· ,xn)h(x1,··· ,xn)

k

g(x1,··· ,xn)rk
∈ Γ(DV (g)).

Wenn wir mit Funktionen arbeiten, haben wir eine Funktion ψ : DV (f) → k der

Form ψ = a
fk

für ein a ∈ Γ(V ). Da 1
f
= h

gr
folgt ψ = ahk

grk
und die Einshränkung auf

DV (g) ist eine Polynomiale Funktion.

Wir zeigen jetzt (B): Sei (Ui)i∈I eine Überdekung von einer o�enen Teilmenge U ,
wobei U, Ui ∈ U für alle i ∈ I. Für jede Funktion ψ : U → M mit ψ|Ui

∈ OV (Ui)
gilt ψ ∈ OV (U). Um die Shreibweise zu erleihtern, werden in diesem Fall nur

mit Funktionen arbeiten. Sei U = DV (f) und seien Ui = DV (fi) so, dass (Ui)i∈I eine
Überdekung von U ist. Da U quasi-kompakt ist durfen wir annehmen, dass I endlih
ist. Sei ψ : DV (f) → k eine Funktion so, dass ψ|Ui

∈ OV (Ui). Es gibt also ai ∈ Γ(V )
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und r ≥ 0 mit ψ|Ui
= ai

fri
(da es nur endlih viele i ∈ I gibt können wir, die gleihe

Zahl r für alle ψ|Ui
nehmen). Da (Ui)i∈I eine Überdekung von U ist folgt

V ∩
⋂

i∈I

V (fi) ⊂ V ∩ V (f) ⊂ V ∩ V (fi).

Es folgt

√

I(V ) + (fi) ⊂
√

I(V ) + (f) ⊂
√

I(V ) +
∑

i∈I

(fi).

Da I endlih ist, gilt

√

I(V ) +
∑

i∈I

(fi) =

√

I(V ) +
∑

i∈I

(f r+1
i )

und es folgt, dass es ein N gibt mit fN ∈∑i∈I(f
r+1
i ) also

fN =
∑

i∈I

bif
r+1
i ,

wobei bi ∈ Γ(V ). Sei

ϕ =

∑

i∈I aibifi

fN
∈ Γ(DV (f)) = OV (U).

Wir zeigen, dass ϕ|Ui
= ψ|Ui

. Daraus folgt ψ = ϕ und die Aussage. Es gilt

ai
fri
|Ui∩Uj

=
aj
frj
|Ui∩Uj

. Es folgt (aif
r
j − ajf

r
i )|Ui∩Uj

= 0. Daraus folgt fifj(aif
r
j − ajf

r
i ) = 0 als

Funktion über U also ajf
r+1
i fj = aif

r+1
j fi. Es gilt also

ϕ|Ui
− ψ|Ui

=
∑

j∈I ajbjfj

fN
− ai

fri

=
∑

j∈I ajbjfjf
r+1
i −aifif

N

fNfr+1
i

=
∑

j∈I aibjfif
r+1
j −aifif

N

fNfr+1
i

=
aifi

∑
j∈I bjf

r+1
j −aififN

fNfr+1
i

= aifif
N−aifif

N

fNfr+1
i

= 0.

Daraus folgt die Aussage. �

Korollar 8.1.13 Sei V eine algebraishe Menge. Dann gibt es eine eindeutige Ringgar-

be OV mit

OV (DV (f)) = Γ(DV (f),OV ) = Γ(DV (f)).

De�nition 8.1.14 Sei V eine algebraishe Menge. Die Garbe OV de�niert im obigen

Korollar heiÿt Strukturgarbe von V .
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8.2. A�ne algebraishe Varietäten

De�nition 8.2.1 1. Eine a�ne algebraishe Varietät ist ein geringter Raum

(X,OX) der isomorph zu einem geringten Raum (V,OV ) ist, wobei V eine algebraishe

Menge ist und OV deren Strukturegarbe.

2. Ein Morphismus von a�nen algebraishen Varietäten ist ein Morphismus

von geringten Räumen.

Proposition 8.2.2 Sei V eine algebraishe Menge und f ∈ Γ(V ). Die standardmä-

ÿige o�ene Teilmenge (DV (f),OV |DV (f)) mit der Einshränkung der Strukturgarbe

von V ist eine a�ne algebraishe Varietät.

Beweis. Wir haben shon ein Homöomorphismus

DV (f) → V (I(V ) + (1−Xn+1P )) = Vf ,

wobei P ∈ k[X1, · · · , Xn] mit [P ] = f ∈ Γ(V ). Die stetige Abbildungen sind gegeben

durh

Φ(x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn,
1

f(x1, · · · , xn)
) und Ψ (y1, · · · , yn, yn+1) = (y1, · · · , yn).

Es bleibt zu zeigen, dass Φ und Ψ Morphismen von geringten Räumen sind. Wir

zeigen, dass Φ∗(h) = h◦Φ ∈ ODV (f)(Φ
−1(DVf (b))) für h ∈ OVf (DVf (b)) mit b ∈ Γ(Vf)

und Ψ ∗(g) = g ◦ Ψ ∈ ODV (f)(Ψ
−1(DDV (f)(a))) für g ∈ ODV (f)(DDV (f)(a)) mit a ∈

Γ(DV (f)).

Zur Erinnerung gilt Vf ⊂ An+1(k). Sei also b ∈ Γ(Vf) und h ∈ OVf (DVf (b)). Es gilt

Φ−1(DVf (b)) =

{

(x1, · · · , xn) ∈ V | f(x1, · · · , xn) 6= 0 und

b(x1, · · · , xn, 1
f(x1,··· ,xn)

) 6= 0

}

.

Da h ∈ Γ(DVf (b)) gilt, gibt es ein Polynom Q ∈ k[X1, · · · , Xn, Xn+1, Xn+2] mit

h(y1, · · · , yn+1) = Q(y1, · · · , yn+1,
1

b(y1, · · · , yn+1)
).

Es folgt Φ∗(h)(x1, · · · , xn) = h(x1, · · · , xn, 1
f(x1,··· ,xn)

) also

Φ∗(h)(x1, · · · , xn) = Q(x1, · · · , xn,
1

f(x1, · · · , xn)
,

1

b(x1, · · · , xn, 1
f(x1,··· ,xn)

)
).

Daraus folgt Φ∗h ∈ ODV (f)(Φ
−1(DVf (b))).

Umgekehrt sei a ∈ Γ(DV (f)) und g ∈ ODV (f)(DDV (f)(a)). Es gilt

Ψ−1(DDV (f)(a)) = {(y1, · · · , yn, yn+1) ∈ Vf | a(y1, · · · , yn) 6= 0}.
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Da g ∈ ODV (f)(DDV (f)(a)) gilt, gibt es ein Polynom Q ∈ k[X1, · · · , Xn, Xn+1, Xn+2]
mit

g(x1, · · · , xn) = Q(x1, · · · , xn,
1

f(x1, · · · , xn)
,

1

a(x1, · · · , xn, 1
f(x1,··· ,xn)

)
)

Es folgt Ψ ∗g(y1, · · · , yn+1) = Q(y1, · · · , yn, 1
f(y1,··· ,yn)

, 1
a(y1,··· ,yn,

1
f(y1,··· ,yn)

)
) also

Ψ ∗g(y1, · · · , yn+1) = Q(y1, · · · , yn, yn+1,
1

a(y1, · · · , yn, yn+1)
).

Daraus folgt Ψ ∗g ∈ ODV (f)(Ψ
−1(DDV (f)(a))).

Die Aussage, dass Φ und Ψ beide Morphismen von geringten Räumen folgt aus dem

folgenden Satz. �

Proposition 8.2.3 Seien (X,OX) und (Y,OY ) zwei geringte Räume (wobei die Gar-

ben Garben von Funktionen sind) und sei ϕ : X → Y eine stetige Abbildung. Sei

(Vi)i∈I eine o�ene Überdekung von Y und für jedes i ∈ I, sei (Ui,j)j∈J eine o�ene

Überdekung von ϕ−1(Vi).

Falls ϕ|Ui,j
: (Ui,j,OX |Ui,j

) → (Vi,OY |Vi) ein Morphismus geringter Räume ist, ist ϕ
ein Morphismus von geringten Räumen.

Beweis. Sei V ⊂ Y o�en. Wir zeigen, dass ϕ∗
V (f) ∈ OX(ϕ

−1(V )) für f ∈ OY (V ). Es
gilt aber f |V ∩Vi ∈ OX(V ∩ Vi) für jedes i ∈ I. Daraus folgt ϕ∗

V (f)|Ui,j
∈ OX(Ui,j ∩

ϕ−1(V )) für alle i, j. Aus dem Vekleben-Axiom folgt ϕ∗
V (f) ∈ OX(ϕ

−1(V )). �

Bemerkung 8.2.4 Der obige Satz ist auh für beliebige geringte Räume wahr: die lo-

kale Shnitte ϕ∗
V (f)|Ui,j

∈ OX(Ui,j∩ϕ−1(V )) kann man zusammen kleben (Verkleben-

Axiom) in einem Element ϕ∗
V (f) ∈ OX(ϕ

−1(V )).

Beispiel 8.2.5 1. Jede standardmäÿige o�ene Teilmenge DV (f) ⊂ V ⊂ An(k) ist
eine a�ne algebraishe Varietät auh wenn DV (f) keine algebraishe Menge in An(k)
ist.

2. Sei Mn(k) ≃ k
n2

der Vektorraum aller n× n-Matrizen. Die standardmäÿige o�ene

Teilmenge

D(det) = {M ∈Mn(k) | det(M) 6= 0} = GLn(k)

ist eine a�ne algebraishe Varietät.

Wir wollen jetzt reguläre Abbildungen und Morphismen zwishen a�nen algebrai-

shen Varietäten vergleihen.
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Proposition 8.2.6 Seien (X,OX) und (Y,OY ) zwei a�ne algebraishe Mengen mit

ihren Strukturgarben. Dann gibt es Bijektionen

Hom
Var

(X, Y ) ≃ Reg(X, Y ) ≃ Homk−Alg(Γ(Y ),Γ(X)),

wobei Hom
Var

(X, Y ) die Menge aller Morphismen von geringten Räumen von (X,OX)
nah (Y,OY ) sind.

Beweis. Der zweite Isomorphismus haben wir shon bewiesen.

Seien n,m ∈ N mit X ⊂ An(k) und Y ⊂ Am(k). Sei ϕ : (X,OX) → (Y,OY ) ein Mor-

phismus algebraisher Varietäten. Wir shreiben ϕ : X → Y als ϕ = (ϕ1, · · · , ϕm).
Da die Projektion pi : Y → k de�niert durh pi(y1, · · · , ym) = yi eine Polynomia-

lefunktion ist also pi ∈ Γ(Y ) = OY (Y ) folgt ϕi = pi ◦ ϕ = ϕ∗pi ∈ OX(ϕ
−1(Y )) =

OX(X) = Γ(X). Daraus folgt ϕ ∈ Reg(X, Y ).

Umgekehrt, sei ϕ ∈ Reg(X, Y ). Sei f ∈ Γ(Y ). Es gilt ϕ−1(DY (f)) = DX(f ◦ ϕ) =
DX(ϕ

∗f), wobei ϕ∗f ∈ Γ(X). Sei g ∈ OY (DY (f)). Dann ist g der Form g = a
fk

mit

a ∈ Γ(Y ). Es folgt

ϕ∗g =
ϕ∗a

(ϕ∗f)k
∈ OX(DX(ϕ

∗f)),

weil ϕ∗a ∈ Γ(X). Daraus folgt, dass ϕ ein Morphismus von algebraishen Varietäten

ist. �

Bemerkung 8.2.7 Dieser Satz zeigt, dass es eine Äquivalenz von Kategorien

Alg-Meng ≃ A�-alg-Var

de�niert durh V 7→ (V,OV ).

Die zweite Kategorie hat jedoh mehr Objekte: eine standardmäÿige o�ene Teilmenge

DV (f) ist keine algebraishe Menge aber eine a�ne Varietät. Es gilt trotzdem, dass

es eine a�ne algebraishe Menge Vf gibt mit DV (f) ≃ Vf als Varietäten.

8.3. Algebraishe Varietäten

De�nition 8.3.1 1. Eine algebraishe Varietät ist ein quasi-kompakter geringter

Raum (X,OX) so, dass (X,OX) lokal-isomorph zu einer a�nen algebraishen Varie-

tät ist i.e für jedes x ∈ X gibt es eine o�ene Umgebung Ux von x so, dass (Ux,OX |Ux)
isomorph zu einer a�nen algebraishen Varietät ist.

2. Ein Morphismus von algebraishen Varietäten ϕ : (X,OX) → (Y,OY ) ist
ein Morphismus geringter Räume.

3. Ein Isomorphismus von algebraishen Varietäten ϕ : (X,OX) → (Y,OY )
ist ein bjektiver Morphismus geringter Räume so, dass ϕ−1

ein Morphismus von

algebraishen Varietäten ist.
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Beispiel 8.3.2 Eine a�ne algebraishe Varietät (X,OX) ist immer quasi-kompakt

(jede algebraishe Menge ist quasi-kompakt) und hat eine o�ene Überdekung (mit

einem Element: X) von induzierten geringten Räumen isomorph zu einer a�nen

algebraishen Varietät.

De�nition 8.3.3 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät. Die o�ene Teilmengen von

X die isomorph zu einer a�nen algebraishen Varietät sind, heiÿen a�ne o�ene

Teilmengen.

Lemma 8.3.4 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät. Dann ist die Familie aller

a�nen o�enen Teilmengen eine Basis der Topologie. �

Beweis. Sei U ⊂ X eine niht leere o�ene Teilmenge und sei x ∈ U . Sei Ux eine

a�ne o�ene Teilmenge mit x ∈ Ux. Sei V eine algebraishe Menge mit (Ux,OX |Ux) ≃
(V,OV ). Dann ist Ux ∩ U o�en in Ux. Da die standardmäÿige o�ene Teilmengen

eine Basis der Topologie von V (und also von Ux) sind gibt es eine standardmäÿige

o�ene Teilmenge DV (f) mit x ∈ DV (f) ⊂ Ux ∩U . Da DV (f) eine a�ne algebraishe

Varietät also eine a�ne o�ene Teilmenge ist, folgt die Aussage. �

Korollar 8.3.5 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät und sei U eine o�ene Teil-

menge. Dann sind die Shnitte Γ(U,OX) stetige k-wertige Funktionen auf U .

Beweis. Sei f ∈ Γ(U,OX). Sei x ∈ U und sei Ux eine a�ne o�ene Teilmenge mit

x ∈ Ux ⊂ U . Dann gilt f |Ux ∈ OX(Ux) und da Ux a�ne ist, ist (Ux,OX |Ux) isomorph

zu (V,OV ) für eine algebraishe Menge V . Alle Elemente aus OV (V ) sind aber stetig.

Daraus folgt, dass alle Elemente aus OX |Ux(Ux) stetig sind und insbesondere f |Ux. Es

folgt, dass f stetig in x für alle x ∈ U ist und also stetig. �

Korollar 8.3.6 Eine algebraishe Varietät X ist noethersh. Insbesondere hat X
endlih viele irreduzible Komponenten.

Beweis. Sei X ⊃ Z1 ⊃ · · · ⊃ Zr ⊃ · · · eine absteigende Kette von abgeshlossenen

Teilmengen. Sei U1, · · · , Uk eine Überdekung von X , wobei Ui eine a�ne o�ene

Teilmenge ist (eine solhe endlihe überdekung existiert, weil X quasi-kompakt ist).

Sei Zi,r = Zr ∩ Ui für alle r und i ∈ [1, k]. Dann ist (Zi,z)r eine absteigende Kette

von abgeshlossenen Teilmengen von Ui. Aber da Ui a�ne ist, ist Ui homöomorph zu

einer algebraishen Menge als noethersh. Es gibt also ein Ni mir Zi,r = ZNi,i für alle

r ≥ Ni. Sei jetzt N = maxi(Ni). Dann gilt Zi,r = ZN,i für alle i ∈ [1, r]. Da (Ui)i∈[1,r]
eine Überdekung von X ist folgt Zr = ZN für alle ≥ N . Es folgt X noethsh. �

Beispiel 8.3.7 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät. Dann ist (U,OX |U) auh eine

algebraishe Varietät (Übung).

Insbesondere ist jede o�ene Teilmenge einer (a�nen) algebraishen Menge auh eine

algebraishe Varietät. Diese Varietät ist aber niht immer a�ne. Zum Beispiel ist die

o�ene Teilmenge A2(k)\{0} eine algebraishe Varietät aber keine a�ne algebraishe

Varietät (Übung).



79

8.4. Untervarietäten

Wir wollen jetzt die Struktur einer algebraishen Varietät auf einer abgeshlossenen

Teilmenge einer algebraishen Varietät de�nieren. Die naive De�nition könnte die

folgende De�ntion sein.

Sei X eine algebraishe Varietät und sei Y ⊂ X abgeshlossen. Wir de�nieren eine

Zuordnung V 7→ F(V ) für jede o�ene Teilmenge V ⊂ Y durh

F(V ) = {f : V → k | ∃U ⊂ X o�en mit V = Y ∩ U und ∃g ∈ OX(U) mit f = g|V }.

Diese Zuordnung ist aber keine Garbe (auh wenn es niht so einfah ist einen Ge-

genbeispiel zu geben).

De�nition 8.4.1 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät und sei Y ⊂ X abgeshlos-

sen. Wir setzen OY = F+
die zu F assoziierte Garbe.

Für V ⊂ Y o�en gilt

OY (V ) =

{

f : V → k | ∀x ∈ V, ∃U ⊂ X o�en mit x ∈ U und

∃g ∈ OX(U) mit f |U∩V = g|U∩V

}

.

Proposition 8.4.2 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät und sei Y ⊂ X abge-

shlossen. Dann ist (Y,OY ) eine algebraishe Varietät.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass X a�ne ist. Da (X,OX) isomorph zu (V,OV )
für eine algebraishe Menge ist, können wir annehmen, dass X eine algebraishe

Menge ist. Dann ist Y auh eine algebraishe Menge und wir zeigen, dass die obige

Garbe OY mit der Garbe RY aller regulären Abbildungen übereinstimmt, wobei RY

die eindeutige Garbe über Y ist mit

RY (DY (f)) = Γ(DY (f))

für alle f ∈ Γ(Y ). Sobald OY = RY gilt ist (Y,OY ) eine algebraishe Varietät per

De�nition. Nah Lemma 7.3.5 genügt es zu zeigen, dass

F(DY (f)) = Γ(DY (f)) = RY (DY (f))

für alle f ∈ Γ(Y ).

Enthaltung �⊃�: Der Ring Γ(Y ) ist der Quotient Γ(Y ) = Γ(X)/IX(Y ). Es gibt also
ein F ∈ Γ(X) mit [F ] = f ∈ Γ(Y ). Es gilt DX(F ) ∩ Y = DY (f). Wir haben der

Einshränkung-Ringhomomorphismus

Γ(DX(F )) = Γ(X)[Xn+1]/(1−Xn+1F ) → Γ(DY (f)) = Γ(Y )[Xn+1]/(1−Xn+1f)

und da Γ(X) → Γ(Y ) surjektiv ist, ist der Einshränkung-Ringhomomorphismus

auh surjektiv. Für g ∈ RY (DY (f)) = Γ(DY (f)) gibt es also ein G ∈ Γ(DX(F )) mit

G|DY (f) = g. Per De�nition folgt g ∈ F(DY (f)).
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Enthaltung �⊂�: Sei g ∈ F(DY (f)). Dann gibt es eine o�ene Teilmenge U ⊂ X
und G ∈ OX(U) mit DY (f) = U ∩ Y und G|DY (f) = g. Sei (Fi)i∈I eine Familie

von Elementen aus Γ(X) so, dass (DX(Fi))i∈I eine Überdekung von U ist. Sei fi =
[Fi] ∈ Γ(Y ) für i ∈ I. Dann ist (DY (fi))i∈I = (Y ∩ DX(Fi))i∈I eine Überdekung

von U ∩ Y und es gilt G|DX(Fi) ∈ OX(DX(Fi)) = Γ(DX(Fi)). Es folgt, dank dem

Einshränkung-Ringhomomorphismus

Γ(DX(Fi)) = Γ(X)[Xn+1]/(1−Xn+1Fi) → Γ(DY (fi)) = Γ(Y )[Xn+1]/(1−Xn+1fi),

dass g|DY (fi) = G|DY (fi) = (G|DX(Fi))|DY (fi) ∈ Γ(DY (fi)) = RY (DY (fi)). Daraus
folgt die Aussage für X a�ne.

Sei jetzt X eine algemeine algebraishe Varietät und sei (Ui)i∈I eine überdekung von
X mit a�nen o�enen Teilmengen. Dann ist Y quasi-kompakt (Übung) und (Y ∩Ui)i∈I
ist eine Überdekung von Y . Wir haben aber gezeigt, dass (Y ∩Ui,OY |Y ∩Ui

isomorph

zu (V,OV ), wobei V eine algebraishe Menge ist. Daraus folgt die Aussage. �

De�nition 8.4.3 SeiX ein topologisher Raum. EIne Teilmenge Y ⊂ X heiÿt lokal-

abgeshlossen falls Y = U ∩ Z, wobei U eine o�ene Teilmenge und Z ⊂ X eine

abgeshlossene Teilmenge sind.

Korollar 8.4.4 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät und sei Y eine lokal-abgeshlossene

Teilmenge von X der Form Y = U ∩ Z mit U o�en und Z abgeshlossen.

Dann ist (U,OX |U) eine algebraishe Varietät und da Y = U ∩Z abgeshlossen in U
ist gibt es eine Garbe O8Y über Y so, dass (Y,OY ) eine algebraishe Varietät ist.

Auÿerdem hängt die Garbe OY von der Darstellung Y = U ∩ Z niht.

De�nition 8.4.5 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät. Eine Untervarietät von
X ist das Paar (Y,OY ), wobei Y eine lokal-abgeshlossene Teilmenge von X ist und

OY ist wie im obigen Korollar de�niert.

8.5. Lokale Ringe

De�nition 8.5.1 Ein Ring R heiÿt lokal falls R nur ein maximales Ideal M hat.

Proposition 8.5.2 Sei R ein Ring. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. Der Ring R ist lokal.

2. Die Menge aller niht invertierbaren Elemente ist ein Ideal.

Wenn die obige Aussagen gelten, gilt auh

R \M = {r ∈ R | r ist invertierbar},

wobei M das maximale Ideal von R ist.
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Beweis. (1. ⇒ 2.) Sei M das maximale Ideal. Wir zeigen die Gleihung

R \M = {r ∈ R | r ist invertierbar}.

Sei r invertierbar. Dann gilt (r) = R und es folgt r 6∈ M. Umgekehrt, sei r ∈ R \M.

Dann ist (r) ein Ideal. Falls (r) ( R folgt, dass es ein maximales Ideal gibt das (r)
enthält also (r) ⊂ M. Ein Widerspruh. Daraus folgt (r) = R und 1 ∈ (r). Es gibt
also ein a ∈ R mit 1 = ar und r ist invertierbar.

(2. ⇒ 1.) Sei I das Komplement der Menge aller invertierbaren Elemente. Dann ist

I ein Ideal. Wir zeigen, dass I ein maximales Ideal ist. Sei J ) I ein Ideal und set

r ∈ J \ I. Dann ist r invertierbar und es folgt R = (r) ⊂ J also J = R. �

De�nition 8.5.3 Sei (X,OX) eine algebraishe Varietät und sei x ∈ X .

1. Wir betrahten die MengeM aller Paaren (U, f), wobei U ⊂ X o�en ist mit x ∈ U
und f ∈ Γ(U,OX).

2. Auf M de�nieren wir eine Äquivalenzrelation (U, f) ∼ (V, g) falls x ∈ U ∩ V und

f |U∩V = g|U∩V .

3. Das Quotient OX,x = M/ ∼ heiÿt Menge aller Keime. Die Klasse von (U, f)
heiÿt Keime von f bei x und wir fx bezeihnet.

Proposition 8.5.4 Die Menge Ox hat eine k-Algebra-Struktur. Als Ring ist OX,x

ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

MX,x = {fx ∈ OX,x | fx(x) = 0}.

Die Operationen sind wie folgt de�niert

(U, f) + (V, g) = (U ∩ V, f |U∩V + g|U∩V ),
(U, f) · (V, g) = (U ∩ V, f |U∩V · g|U∩V ) und
λ(U, f) = (U, λf).

Beweis. Die erste Aussage werden wir niht überprüfen (Übung). Man sollte da ins-

besondere überprüfen, dass die De�nition von den Operationen von der Wahl eines

Repräsentants niht abhängt. Man überprüft auh, dass fx(x) = f(x) für [(U, f)] = fx
hängt vom Repräsentant (U, f) von fx niht ab.

Es gibt also ein surjektiver Ringhomomorphismus OX,x → k de�niert durh fx 7→
fx(x). Der Kern ist MX,x also ist diese Menge ein Maximales Ideal. Wir zeigen jetzt,

dass fx invertierbar ist falls fx ∈ OX,x \ MX,x. Sei (U, f) mit [(U, f)] = fx. Es
gilt f(x) = fx(x) 6= 0 also x ∈ DX(f). Daraus folgt, dass

1
f
∈ OX(DX(f)) und

gx = [(DX(f),
1
f
)] ∈ OX,x. Es gilt also

fxgx = [(U,
1

f
)] · [(DX(f), f)] = [(U ∩DX(f), 1)] = 1x.

Daraus folgt fx invertierbar mit Inverse gx. �
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De�nition 8.5.5 Seien R und R′
zwei lokale Ringe mit maximale Ideale M und

M
′
. Ein Ringhomomorphismus Φ : R→ R′

heiÿt Morphismus lokaler Ringe falls

Φ(M) ⊂ M
′
.

Proposition 8.5.6 Sei ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten und

sei x ∈ X . Dann induziert ϕ ein Morphismus lokaler Ringe

ϕ∗
x : OY,ϕ(x) → OX,x

de�niert durh ϕ∗
x([(U, f)]) = [(ϕ−1(U), ϕ∗(f))] = [(ϕ−1(U), f ◦ ϕ)].

Auÿerdem, für Morphismen algebraisher Varietäten ϕ : X → Y und ψ : Y → Z,
gilt (ψ ◦ ϕ)∗x = ϕ∗

x ◦ ψ∗
ϕ(x).

Insbesondere, falls ϕ ein Isomorphismus ist, ist ϕ∗
x auh ein Isomorphismus.

Beweis. zuerst überpüfen wir, ob ϕ∗
x wohl de�niert ist. Seien (U, f) und (V, g) mit

[(U, f)] = [(V, g)]. Es gilt also ϕ(x) ∈ U∩V und f |U∩V = g|U∩V . Es folgt x ∈ ϕ−1(U∩
V ) = ϕ−1(U) ∩ ϕ−1(V ). Es gilt auh ϕ∗(f)|ϕ−1(U∩V ) = ϕ∗(g)|ϕ−1(U∩V ) also ist ϕ∗

x

wohl de�niert. Man überpruft leiht, dass es ein Ringhomomorphismus ist (Übung).

Für [(U, f)] = fϕ(x) ∈ MY,ϕ(x) gilt f(x) = fϕ(x)(ϕ(x)) = 0 also gilt ϕ∗
x(fϕ(x))(x) =

(f ◦ ϕ)(x) = 0 und ϕ∗
x(fϕ(x)) ∈ MX,x. Es folgt, dass ϕ

∗
x ein Morphimus lokaler Ringe

ist.

Sei [(U, f)] ∈ OZ,ψ(ϕ(x)). Es gilt

(ψ◦ϕ)∗x([(U, f)]) = [ϕ−1(ψ−1(U)), f ◦ψ◦ϕ)] = ϕ∗
x([ψ

−1(U), f ◦ψ)] = ϕ∗
xψ

∗
ϕ(x)([U, f)]).

Insbesondere, falls ϕ ein Isomorphismus ist setzen wir ψ = ϕ−1
. Dann ist ψ∗

ϕ(x) das

Inverse von ϕ∗
x. �



9. Projektive Varietäten

9.1. Strukture Garbe einer projektiven

algebraishen Menge

In diesem Abshnitt zeigen wir, dass jede projektive algebraishe Menge V auh eine

algebraishe Varietät ist. Dafür denotigen wir eine Strukturgarbe über V .

Um diese Garbe zu de�nieren brauhen wir nur (Dank Lemma 7.3.6) die Garbe

für eine Basis der Topologie zu de�nieren. Wir werden die standardmäÿige o�ene

Teilmengen D+
V (f), wobei f ∈ ΓP(V ) homogen von positiver Grad ist benutzen als

Basis der Topologie.

Beispiel 9.1.1 Sei V = Pn(k) und sei f = X0 ∈ k[X0, · · · , Xn]. Dann setzen wir

OPn(k)(D
+(X0)) =

{

P

Xd
0

| P homogen von Grad d

}

.

Ein Element f = P
Xd

0
in OPn(k)(D

+(X0)) de�niert eine Funktion auf D+(X0): Sei

[x0 : · · · : xn] ∈ D+(X0). Dann gilt x0 6= 0 und für [λx0 : · · · : λxn] ein weiteres

Repräsentant gilt

f(λx0, · · · , λxn) =
P (λx0, · · · , λxn)

(λx0)d
=
λdP (x0, · · · , xn)

λdxd0
= f(x0, · · · , xn).

Wir wollen dieses Beispiel verallgemeinern.

De�nition 9.1.2 Ein Ring R heiÿt Z-graduiert falls es eine Zerlegung

R =
⊕

n∈Z

Rn

gibt mit Rn · Rm ⊂ Rn+m.

Lemma 9.1.3 Sei R ein graduierter Ring und sei f ∈ Rd homogen von Grad d.
Dann hat R[Xn+1]/(1−Xn+1f) eine Z-Graduierung so, dass degA([Xn+1]) = −d und
für r ∈ Rn gilt degA(r) = n. �
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Bemerkung 9.1.4 Der Grad von [Xn+1] ist durh die Gleihung 1−[Xn+1][f ] fest ge-
geben: es gilt 0 = degA(1) = degA([Xn+1][f ]) = degA([Xn+1])+deg([f ]) = degA([Xn+1])+
d.

Beweis. Wir setzen A = R[Xn+1]/(1 − Xn+1f) und An = 〈aXk
0 | a ∈ Rn+dk〉. Man

überprüft leiht, dass die eine Z-graduierung de�niert. �

De�nition 9.1.5 Sei R ein graduierter Ring und sei f ∈ Rd homogen von Grad d.
Sei A = R[Xn+1]/(1 − Xn+1f) mit der Z-Graduierung de�niert im obigen Lemma.

Wir setzen R(f) = A0.

Bemerkung 9.1.6 Elemente in A sind der form

d
∑

k=0

ak[Xn+1]
k =

d
∑

k=0

ak
fk

=
a

fk
,

wobei a, ak ∈ R für alle k. Homogene Elemente in A sind also der Form

a
fk
, wobei a

homogen ist. Elemente in R(f) = A0 sind also der Form

a

fk
mit a ∈ Rdk.

De�nition 9.1.7 Sei V eine projektive algebraishe Menge und sei f ∈ ΓP(V ) ho-
mogen von Grad d. Dann setzen wir

OV (D
+
V (f)) = Γ(D+

V (f),OV ) = ΓP(D
+
V (f)) = ΓP(V )(f).

Bemerkung 9.1.8 Ein Element

a
fk

∈ OV (D
+
V (f)) de�niert eine k-wertige Funktion

auf D+
V (f): Sei P ∈ k[X0, · · · , Xn] homogen von Grad dk so, dass [P ] = a ∈ ΓP(V ).

Dann gilt für [x0 : · · · : xn] ∈ D+
V (f) und λ 6= 0:

a

fk
(λx0, · · · , λxn) =

P (λx0, · · · , λxn)
(f(λx0, · · · , λxn))k

=
λkdP (x0, · · · , xn)
(λdf(x0, · · · , xn)k

=
a

fk
(x0, · · · , xn).

Nah Lemma 7.3.6 genügt es die Garbe OV für eine Basis U der Topologie zu de�nie-

ren und dann zu zeigen, dass die folgende Eigenshaften erfüllt sind:

(A) Für U,W ∈ U mit W ⊂ U gilt (f ∈ OV (U) ⇒ f |W ∈ OV (W )).

(B) Sei (Ui)i∈I eine Überdekung von einer o�enen Teilmenge U , wobei U, Ui ∈ U
für alle i ∈ I. Für jede Funktion f : U → M mit f |Ui

∈ OV (Ui) gilt f ∈ OV (U).

Proposition 9.1.9 Sei V eine projektive algebraishe Menge.

Die Zuordnung D+
V (f) 7→ OV (D

+
V (f)) = ΓP(D

+
V (f)) erfüllt die Eingenshaften (A)

und (B) vom Lemma 7.3.6.

Insbesondere gibt es eine eindeutig bestimmte Garbe OV über V mit

Γ(D+
V (f),OV (D

+
V (f))) = OV (D

+
V (f)) = ΓP(D

+
V (f)) = ΓP(V )(f).
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Beweis. Sei U die Familie aller stadardmäÿigen o�enen Teilmengen. Wir zeigen (A):

Für U,W ∈ U mit W ⊂ U gilt (f ∈ OV (U) ⇒ f |W ∈ OV (W )).

Seien also f, g ∈ ΓP(V ) homogen mit W = D+
V (g) ⊂ U = D+

V (f). Daraus folgt

VP(IP(V )+(f)) = V ∩VP(f) ⊂ V ∩VP(g) = VP(IP(V )+(g)). Seien P,Q ∈ k[X0, · · · , Xn]
mit [P ] = f und [Q] = g in ΓP(V ). Es gilt (Nullstellensatz)

√

IP(V ) + (P ) ⊃
√

IP(V ) + (Q). Insbesondere gibt es ein r ≥ 1 mit Qr ∈ IP(V ) + (P ) also gibt es

ein h ∈ ΓP(V ) mit gr = fh.

Sei

a
fk

∈ ΓP(D
+
V (f)) wobei a ∈ ΓP(V ) homogen vom Grad k deg(f) ist. Es gilt

a

fk
=
ahk

gkr
∈ ΓP(D

+
V (g)).

Wir zeigen jetzt (B): Sei (Ui)i∈I eine Überdekung von einer o�enen Teilmenge U ,
wobei U, Ui ∈ U für alle i ∈ I. Für jede Funktion ψ : U → M mit ψ|Ui

∈ OV (Ui) gilt
ψ ∈ OV (U). Sei U = D+

V (f) und seien Ui = D+
V (fi) so, dass (Ui)i∈I eine Überdekung

von U ist. Da U quasi-kompakt ist durfen wir annehmen, dass I endlih ist. Sei

ψ : D+
V (f) → k eine Funktion so, dass ψ|Ui

∈ OV (Ui). Es gibt also ai ∈ ΓP(V ) und
r ≥ 0 mit ψ|Ui

= ai
fri

(da es nur endlih viele i ∈ I gibt können wir, die gleihe Zahl

r für alle ψ|Ui
nehmen). Da (Ui)i∈I eine Überdekung von U ist folgt

V ∩
⋂

i∈I

VP(fi) ⊂ V ∩ VP(f) ⊂ V ∩ VP(fi).

Es folgt

√

IP(V ) + (fi) ⊂
√

IP(V ) + (f) ⊂
√

IP(V ) +
∑

i∈I

(fi).

Da I endlih ist, gilt

√

IP(V ) +
∑

i∈I

(fi) =

√

IP(V ) +
∑

i∈I

(f r+1
i )

und es folgt, dass es ein N gibt mit fN ∈∑i∈I(f
r+1
i ) also

fN =
∑

i∈I

bif
r+1
i ,

wobei bi ∈ ΓP(V ). Sei

ϕ =

∑

i∈I aibifi

fN
∈ ΓP(D

+
V (f)) = OV (U).
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Wir zeigen, dass ϕ|Ui
= ψ|Ui

. Daraus folgt ψ = ϕ und die Aussage. Es gilt

ai
fri
|Ui∩Uj

=
aj
frj
|Ui∩Uj

. Es folgt (aif
r
j − ajf

r
i )|Ui∩Uj

= 0. Daraus folgt fifj(aif
r
j − ajf

r
i ) = 0 als

Funktion über U also ajf
r+1
i fj = aif

r+1
j fi. Es gilt also

ϕ|Ui
− ψ|Ui

=
∑

j∈I ajbjfj

fN
− ai

fri

=
∑

j∈I ajbjfjf
r+1
i −aififN

fNfr+1
i

=
∑

j∈I aibjfif
r+1
j −aififN

fNfr+1
i

=
aifi

∑
j∈I bjf

r+1
j −aififN

fNfr+1
i

= aifif
N−aififN

fNfr+1
i

= 0.

Daraus folgt die Aussage. �

9.2. Projektive algebraishe Varietäten

Proposition 9.2.1 Sei V eine projektive algebraishe Menge. Dann ist (V,OV ) eine
algebraishe Varietät.

De�nition 9.2.2 Sei V eine projektive algebraishe Menge. Die algebraishe Varie-

tät (V,OV ) heiÿt projektive algebraishe Varietät.

Für U ⊂ V eine o�ene Teimenge ist (U,OV |U) eine algebraishe Varietät. Eine solhe
Varietät heiÿt quasi-projektive Varietät.

De�nition 9.2.3 Falls (X,OX) eine a�ne Varietät ist und U ⊂ X eine o�ene Tei-

menge ist (U,OX |U) eine algebraishe Varietät. Eine solhe Varietät heiÿt quasi-

a�ne Varietät.

Beweis. Angenommen (Pn(k),OPn(k)) eine algebraishe Varietät ist, zeigen wir, dass

(V,OV ) eine algebraishe Varietät ist für jede projektive algbraishe Menge V ⊂ Pn(k).
Dafür zeigen wir, für jedes f ∈ ΓP(V ) homogen, die Gleihung

OV (D
+
V (f)) =

{

g : D+
V (f) → k | ∃U o�en in Pn(k) mit D+

V (f) ⊂ U und

∃h ∈ OPn(k)(U) mit h|D+
V (f) = g

}

.

Falls diese Gleihung gilt, folgt, dass OV die von einer abgeshlossenen Teilmenge

einer algebraishen Varietät induzierte Garbe ist und also, dass (V,OV ) eine alge-

braishe Varietät ist.

�⊂� Sei F ∈ ΓP(Pn(k)) = k[X0, · · · , Xn] homogen mit [F ] = f ∈ ΓP(V ) und also

mit deg(F ) = deg(f) . Ein Element in OV (D
+
V (f)) ist der Form

a
fk

mit a ∈ ΓP(V )
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vom Grad k deg(f). Sei A ∈ k[X0, · · · , Xn] homogen mit a = [A] ∈ ΓP(V ). Es gilt
deg(A) = deg(a) = k deg(f) = k deg(F ). Daraus folgt

a

fk
=

A

F k
|V .

�⊃� Sei g : D+
V (f) → k so, dass es eine o�ene Teilmenge U ⊂ Pn(k) gibt mit D+

V (f) ⊂
U und ein h ∈ OPn(k)(U) mit h|D+

V (f) = g. Sei D+(Fi) eine Überdekung von U

mit Fi homogen und fi = [Fi] ∈ ΓP(V ). Es gilt h|D+(Fi) ∈ OPn(k)(D
+(Fi)) also gilt

h|D+(Fi) =
Ai

F
Ni
i

für ein Ai homogen von Grad Ni deg(Fi). Es folgt

g|D+
V (f)∩D+(Fi)

= h|D+(Fi) =
Ai

FNi
i

|D+
V (f)∩D+(Fi)

=
ai

fNi
i

|D+
V (f)∩D+

V (fi)
,

wobei ai = [Ai] ∈ ΓP(V ). Es folgt g|D+
V (f)∩D+(Fi)

∈ OV (D
+
V (f) ∩D+(Fi)) und g ∈

OV (D
+
V (f)). Daraus folgt die obige Gleihung.

Wir zeigen jetzt, dass (Pn(k),OPn(k)) eine algebraishe Varietät ist. Da (D
+(Xi))i∈[0,n]

eine o�ene Überdekung von Pn(k) ist genugt es zu, zeigen, dass (D
+(Xi),OPn(k)|D+(Xi))

eine a�ne algebraishe Varietät ist. Im folgenden Lemma zeigen wir diese Aussage

für D+(X0). Der Beweis für D
+(Xi) ist analog. �

Lemma 9.2.4 Die Abbildung ϕ : An(k) → D+(X0) de�niert durh ϕ(x1, · · · , xn) =
[1 : x1 : · · · : xn] ist ein Isomorphismus geringter Räume. �

Beweis. Wir wissen shon, dass diese Abbildung eine Bijektion ist mit Inverse ψ
de�niert durh

ψ([x0 : · · · : xn]) =
(

x1
x0
, · · · , xn

x0

)

.

Wir betrahten der Dämpferoperator

♭ : k[X0, · · · , Xn] → k[1, · · · , Xn]

de�niert durh ♭(P )(X1, · · · , Xn) = P♭(X1, · · · , Xn) = P (1, X1, · · · , Xn). Dies ist ein
Ringhomomorphismus mit Kern (X0 − 1). Für P homogen von Grad d gilt

P♭

(

X1

X0
, · · · , Xn

X0

)

=
P (X0, · · · , Xn)

Xd
0

.

Wir betrahten auh die Rautenoperation. Diese Operation bildet k[X1, · · · , Xn] auf
k[X0, · · · , Xn] aber ist kein Ringhomomorphismus. Für p ∈ k[X1, · · · , Xn] von Grad

d setzen wir

p♯(X0, · · · , Xn) = Xd
0p

(

X1

X0
, · · · , Xn

X0

)

.
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Man zeigt (Übung), dass p♯ ein homogenes Polynom ist.

ϕ und ψ sind stetig. Sei D+(F ) ⊂ D+(X0). Es gilt ϕ
−1(D+(F )) = D(F♭) und ϕ

ist stetig. Umgekehrt, sei D(f) ⊂ An(k). Es gilt ψ
−1(D(f)) = D+(X0) ∩D+(f ♯) ist

o�en in D+(X0).

ϕ∗
und ψ∗

sind Morphismen von Garben. Sei F ∈ k[X0, · · · , Xn] homogen. Es

gilt D+(F ) ∩D+(X0) = D∗(FX0). Wir zeigen, dass

ϕ∗ : OPn(k)(D
+(FX0)) → OAn(k)(D(F♭)) und ψ

∗ : OAn(k)(D(F♭)) → OPn(k)(D
+(FX0)).

Sei G ∈ OPn(k)(D
+(FX0)). Dann gibt es A ∈ k[X0, · · · , Xn] homogen von Grad

k(deg F + 1) mit G = A
Xk

0F
k . Es folgt

ϕ∗(G) = ϕ∗

(

A

Xk
0F

k

)

=
A♭
F k
♭

∈ OAn(k)(D(F♭)).

Sei g ∈ OAn(k)(D(F♭)). Dann gibt es a ∈ k[X1, · · · , Xn] mit g = a
F k
♭

. Es folgt

ψ∗(g) = ψ∗

(

a

F k
♭

)

=
a
(

X1

X0
, · · · , Xn

X0

)

(

F♭

(

X1

X0
, · · · , Xn

X0

))k
=

Xkβ
0 a♯(X0, · · · , Xn)

Xα
0 ((F♭)♯(X0, · · · , Xn))

k
,

wobei α = deg(a) und β = deg(F♭). Man überprüft aber leiht die Eigenshaft

(Übung): Für P ∈ k[X0, · · · , Xn] homogen und r die maximale Potenz von X0 die P
teilt, gilt

P (X0, · · · , Xn) = Xr
0(P♭)

♯(X0, · · · , Xn).

Daraus folgt F (X0, · · · , Xn) = Xr
0(F♭)

♯(X0, · · · , Xn) und

ψ∗(g) =
Xkβ

0 a♯(X0, · · · , Xn)

Xα
0 ((F♭)♯(X0, · · · , Xn))

k
=
Xkβ+kr

0 a♯(X0, · · · , Xn)

Xα
0 F (X0, · · · , Xn)k

∈ OPn(k)(D
+(FX0)).

Wir zeigen ϕ∗ ◦ ψ∗ = Id und ψ∗ ◦ ϕ∗ = Id. Sei g ∈ OAn(k)(D(F♭)). Dann gilt

(ϕ∗ ◦ ψ∗(g))(x1, · · · , xn) = (ψ∗g)(1, x1, · · · , xn) = g
(x1
1
, · · · , xn

1

)

= g(x1, · · · , xn).

Sei G ∈ OPn(k)(D
+(FX0)) der Form

G =
A

Xk
0F

k

mit A homogen von Grad deg(A) = d = k(deg(F )+1). Ohne Einshränkung können
Wir annehmen, dass X0 die Polynome A und F niht Teilt. Es folgt deg(A♭) = deg(A)
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und deg(F♭) = deg(F ). Es gilt

(ψ∗ ◦ ϕ∗(G))(x0, · · · , xn) = (ϕ∗G)
(

x1
x0
, · · · , xn

x0

)

= G
(

1, x1
x0
, · · · , xn

x0

)

=
x
− deg(A♭)

0 (A♭)
♯(x0,··· ,xn)

1kx
−deg(F♭)

0 ((F♭)♯(x0,··· ,xn))
k

= A(x0,··· ,xn)

xk0F (x0,··· ,xn)k

= G(x0, · · · , xn).

Damit folgt die Aussage. �

Bemerkung 9.2.5 Die Varietät Pn(k) ist irreduzibel: es gibt eine o�ene Überde-

kung (D+(Xi))i∈[0,n], wobei alle o�ene Teilmenge irreduzibel sind (isomorph zu

An(k)) und D+(Xi) ∩ D+(Xj) 6= ∅. Die Aussage folgt aus Übung 5, Übungsblatt

2 per Induktion nah n.

Man kann auh den folgenden Satz zeigen (Siehe Übungsblatt 10):

Proposition 9.2.6 Es gilt Γ(Pn(k),OPn(k)) = OPn(k)(Pn(k)) = k.

Mit anderen Worten: Im projektiven Raum gibt es nur Konstanten als globale regu-

läre Funktionen.



Teil IV.

Geometrie algebraisher Varietäten



10. Tangenträume

In der algebraishen Geometrie arbeiten wir mit beliebiegen Körpern. Insbesondere

gibt es im algemein keine kleine Elemente ε im Körper k wie mit reelle oder komplexe

Zahlen. Wir werden dies ersetzen durh eine formale Variable ε die künstlih sehr klein
sein wird: ε2 is so klein, dass wir einfah setzen ε2 = 0.

10.1. Tangenraum einer a�nen algenbraishen

Menge

Sei V ⊂ An(k) eine a�ne algebraishe Menge und sei v = (v1, · · · , vn) ∈ V .

De�nition 10.1.1 Sei ε eine Variable mit ε2 = 0.

Der Tangentraum TvV von V bei v ist die Menge

TvV = {w = (w1, · · · , wn) ∈ k
n |P (v + εw) = 0 für alle P ∈ I(V )}.

Beispiel 10.1.2 Sei V = V (Y −X2) ⊂ A2(k). Dann gilt v = (0, 0) ∈ V . Es gilt

TvV = {w = (x, y) ∈ k
2 | (εy − 0)− (ε2x− 0)2 = 0}

= {w = (x, y) ∈ k
2 | εy = 0}

= {w = (x, y) ∈ k
2 | y = 0}.

Dies ist die Tangentgerade der Parabola.

Beispiel 10.1.3 Sei SLn = V (det−1) ⊂Mn(k). Dann gilt In ∈ SLn. Es gilt

TIn SLn = {M ∈Mn(k) | det(In + εM) = 1}
= {M ∈Mn(k) | det(In) + εTr(M) = 1}
= {M ∈Mn(k) | Tr(M) = 0} = sln(k).

Dies ist die Liealgebra von SLn(k).

Beispiel 10.1.4 Sei V = V (X − Y Z, Y 2 − XZ, Y − Z2) ⊂ A3(k). Dann gilt v =
(0, 0, 0) ∈ V . Es gilt TvV = {w = (x, y, z) ∈ k

3 | x = y = 0}.

Beispiel 10.1.5 Sei V = An(k) und v ∈ V . Dann gilt TvV = k
n
.
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Beispiel 10.1.6 Sei V = V (Y 2 − X3) ⊂ A2(k) und v = (0, 0) ∈ V . Dann gilt

TvV = k
2
.

Proposition 10.1.7 Sei V eine algebraishe Menge und v ∈ V . Dann ist TvV ein

k-Unterraum von k
n
.

Beweis. Sei v = (v1, · · · , vn) und sei P ∈ I(V ). Wir shreiben P als Polynom in

X1 − v1, · · · , Xn − vn. Es gilt

P =
∑

i1,··· ,in

ai1,··· ,in(X1 − v1)
i1 · · · (Xn − vn)

in.

Sei w = (w1, · · · , wn) ∈ k
n
. Wir setzen v+εw in P ein i.e. wir ersetzen Xi−vi mit εwi.

Da ε2 = 0 veshwinden alle Terme von Grad grösser gleih 2. Da P (v1, · · · , vn) = 0
bleiben nur die Termen von Grad 1 übrig:

a1w1 + · · ·+ anwn = 0.

Daraus folgt, dass TvV ein Unterraum von k
n
ist. �

Bemerkung 10.1.8 Jede Gleihung f ∈ Γ(V ) gibt eine Gleihung f(v + εw) = 0
und davon eine lineare Gleihung für Tv(V ). Diese Gleihung ist gegeben durh

0 = dvf(w) =
n
∑

i=1

wi
∂f

∂Xi

(v1, · · · , vn).

10.2. Derivationen

De�nition 10.2.1 Sei V ⊂ An(k) eine algebraishe Menge und v ∈ V .

1. Eine Derivation von V bei v ist eine k-lineare Abbildung D : Γ(V ) → k so,

dass

D(fg) = f(v)D(g) + g(v)D(f)

für alle f, g ∈ Γ(V ).

2. Wir shreiben Der(V, v) für die Menge aller Derivation.

Bemerkung 10.2.2 Eine Derivation D ∈ Der(V, v) von V bei v induziert eine De-

rivation D̃ : k[X1, · · · , Xn] → k de�niert durh D̃(P ) = D̃([P ]). Für diese Derivation
gilt D̃(PQ) = P (v)D̃(Q) +Q(v)D̃(P ).

Für P ∈ I(V ) gilt D̃(P ) = D([P ]) = D(0) = 0.

Proposition 10.2.3 Es gibt ein Isomorphismus Der(V, v) ≃ Tv(V ).
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Beweis. Seien ϕ :
Der(V, v) → Tv(V ) und ψ : Tv(V ) → Der(V, v) de�niert durh

ϕ(D) = (D̃(X1), · · · , D̃(Xn)) (wobei D̃ : k[X1, · · · , Xn] → k die von D induzierte

Derivation) und D = ψ(w1, · · · , wn) die Derivation de�niert durh:

D(f) =
n
∑

i=1

wi
∂f

∂Xi

(v1, · · · , vn) = dv(f)(w).

Wir zeigen, dass beide Abbildungen wohl de�niert und inverse von einander sind.

Sei w = (D̃(X1), · · · , D̃(Xn)), wobei D ∈ Der(V, v) und D̃ : k[X1, · · · , Xn] → k die

induzierte Derivation ist. Sei P ∈ I(V ). Es gilt D̃(P ) = 0 aber auh

0 = D̃(P ) =

n
∑

i=1

D̃(Xi)
∂P

∂Xi

(v1, · · · , vn) =
n
∑

i=1

wi
∂P

∂Xi

(v1, · · · , vn).

Dies ist die von P (v + εw) = 0 induzierte lineare Gleihung vom Tangentraum TvV .
Daraus folgt (w1, · · · , wn) ∈ Tv(V ) und ϕ is wohl de�niert.

Andersrum, sei w = (w1, · · · , wn) ∈ TvV und sei D = ψ(w). Wir überprüfen, dass

D auf Γ(V ) wohl de�niert ist i.e. D̃(P ) = 0 für P ∈ I(V ). Dies ist nohmal die von

P (v + εw) = 0 induzierte lineare Gleihung vom Tangentraum. Daraus folgt, dass ψ
wohl de�niert ist.

Sei w ∈ TvV und D = ψ(w). Es gilt

ϕ(ψ(w)) = ϕ(D) = (D(X1), · · · , D(Xn)) = (w1, · · · , wn).

Umgekehrt sei D ∈ Der(V, v) und w = ϕ(D). Es gilt

ψ(ϕ(D))(f) = ψ(w)(f) =
n
∑

i=1

wi
∂f

∂Xi

(v1, · · · , vn) =
n
∑

i=1

D(Xi)
∂f

∂Xi

(v1, · · · , vn).

Daraus folgt ψ(ϕ(D))(f) = D(f) und die Proposition. �

10.3. Deformationen

Wir geben jetzt eine De�nition dank geringten Räumen.

De�nition 10.3.1 Sei k ein Körper.

1. Wir setzen k[ε] = k[X ]/(X2).

2. Wir setzen Spec(k[ε]) = ({∗},O{∗}), wobei {∗} die einelementige Menge ist und

die Garbe O{∗} durh

OSpec(k[ε])({∗}) = k[ε]

de�niert ist (die Menge {∗} hat nur eine niht leere o�ene Teilmenge: {∗}) und mit

OSpec(k[ε])(∅) = 0.



94 10. Tangenträume

Bemerkung 10.3.2 Der geringte Raum Spec(k[ε]) ist keine Varietät (z.B. ist der

lokal Ring OSpec(k[ε]),∗ niht reduziert). Es ist aber ein Shemata. Shemata sind die

Objekte der algebraishen Geometrie.

Bemerkung 10.3.3 Die einelementige Menge {∗} de�niert auh ein geringter Raum
Spec(k) = ({∗},OSpec(k)), wobei

OSpec(k)({∗}) = k

und OSpec(k)(∅) = 0.

Bemerkung 10.3.4 Sei (X,OX)V eine algebraishe Varietät. Ein Punkt x ∈ X
ist gegeben durh einen Morphismus geringter Räume ιx : Spec(k) → (X,OX) mit

ιx(∗) = x. Für U ⊂ X o�en haben wir

ι∗x,U : OX(U) → OSpec(k)(ϕ
−1(U)) =

{

k für x ∈ U
0 sonst,

wobei ι∗x,U(f) = f(x) für x ∈ U .

Bemerkung 10.3.5 Der geringte Raum Spec(k) ist ein Unterraum von Spec(k[ε]).
Die Einbettung j : Spec(k) → Spec(k[ε]) ist de�niert durh j(∗) = ∗ (Identitätab-

bildung für Punkte) und j∗{∗} : k[ε] → k ist die kanonishe Projektion zum Quotient

modulo das Ideal (ε).

De�nition 10.3.6 Sei (X,OX)V eine algebraishe Varietät und sei x ∈ X .

Eine Deformation von X bei x ist ein Morphismus geringter Räume

ϕ : (Spec(k[ε]),OSpec(k[ε])) → (X,OX)

mit ϕ ◦ j = ιx. Def(X, x) ist die Menge aller Deformationen von X bei x.

Proposition 10.3.7 Sei V eine algebraishe Menge und v ∈ V . Dann gibt es Iso-

morphismen von k-Vektorräume:

TvV ≃ Der(V, v) ≃ Def(V, v).

Beweis. Der erste Isomorphismus haben wir shon bewiesen, wir zeigen die zweite.

Wir de�nieren Φ : Def(V, v) → Der(V, v) wie folgt: Sei ϕ ∈ Def(V, v). Dann haben

wir ein Ringhomomorphismus ϕ∗ : Γ(V ) = OV (V ) → OSpec(k[ε])(Spec(k[ε])) = k[ε]
der Form ϕ∗(f) = A(f) + εD(f). Wir setzen Φ(ϕ) = D : Γ(V ) → k.

Wir zeigen, dass D eine Derivation ist. Man überprüft leiht, dass D linear ist. Da

ϕ ◦ j = ιv, gilt A(f) = j∗ϕ∗(f) = ιv(f) = f(v). Da ϕ∗
ein Ringhomomorphismus ist,

gilt

f(v)g(v) + εD(fg) = ϕ∗(fg) = ϕ∗(f)ϕ∗(g) = (f(v) + εD(f))(g(v) + εD(g)).
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Daraus folgt, dass D eine Derivation ist.

Sei D ∈ Der(V, v). Wir de�nieren Ψ (D) : Spec(k[ε]) → (V,OV ) wie folgt. Wir setzen

Ψ (D)(∗) = v. Um ein Morphismus von Garben Ψ (D)∗ : OV → OSpec(k[ε]) zu de�nieren

genügt es mit standardmäÿigen o�enen Teilmengen DV (f) zu arbeiten. Wir setzen

Ψ (D)∗DV (f) : OV (DV (f)) → OSpec(k[ε])(ϕ
−1(DV (f))) =

{

k[ε] für f(v) 6= 0
0 sonst,

wobei

Ψ (D)∗U

(

a

f r

)

=
a(v)

f(v)r
+ εD

(

a

f r

)

für v ∈ U . Man überprüft, dass dies ein Morphismus geringter Räume ist: für

DV (g) ⊂ DV (f) gibt es ein h ∈ Γ(V ) mit fh = gk. Es folgt a/f r|DV (g) = ahr/gkr die
Derivationen übereinstimmen.

Wir zeigen jetzt, dass Φ und Ψ inverse voneinander sind. O�enbar gilt Φ(Ψ (D)) = D.

Sei ϕ ∈ Def(V, v). Als Abbildungen sind ϕ und Ψ (Φ(ϕ)) gleih. Da ϕ∗
ein Ringhomo-

morphismus ist gilt

1 = ϕ∗

(

f

f

)

= ϕ∗(f)ϕ∗

(

1

f

)

= (f(v) + εD(f))ϕ∗

(

1

f

)

.

Daraus folgt

ϕ∗

(

1

f

)

=
1

f(v)
− ε

D(f)

f(v)2
=

1

f(v)
+ εD

(

1

f

)

und ϕ∗

(

a

f r

)

=
a(v)

f(v)r
+ εD

(

a

f r

)

.

Es folgt

ϕ∗

(

a

f r

)

=
a(v)

f(v)r
+ εD

(

a

f r

)

= Ψ (Φ(ϕ))∗
(

a

f r

)

.

Es gilt also Ψ (Φ(ϕ)) = ϕ. �

10.4. Di�erential

Lemma 10.4.1 Seien X ⊂ An(k) und Y ⊂ Am(k) algebraishe Mengen und sei

ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten (i.e. eine reguläre Abbildung).

Seien x ∈ X , y = ϕ(x) ∈ Y und ϕ = (ϕ1, · · · , ϕm) mit ϕi ∈ Γ(X) für alle i ∈ [1, m]
die Komponenten von ϕ.

Seien P1, · · · , Pm ∈ k[X1, · · · , Xn] mit [Pi] = ϕi ∈ Γ(X) für alle i ∈ [1, ] und sei

A =

(

∂Pi
∂Xj

(x)

)

i∈[1,m],j∈[1,n]

.

Dann ist dxϕ : TxX → TyY mit dxϕ(w) = Aw wohl de�niert und hängt von der

Wahl von (P1, · · · , Pm) niht ab. �
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Beweis. Sei w ∈ TxX . Wir zeigen, dass dxϕ(w) ∈ TyY . Sei also P ∈ I(Y ) und sei

Φ : An(k) → Am(k) die Abbildung de�niert durh Φ = (P1, · · · , Pm). Es gilt Φ|X = ϕ
und

P (y + εdxϕ(w)) = εdϕ(x)P (dxϕ(w)) = dϕ(x)P (dxΦ(w)) = dx(P ◦ Φ)(w).

Es gilt aber P ◦Φ = Φ∗P ∈ I(X) und also dx(P ◦Φ)(w) = 0. Es folgt dxϕ(w) ∈ TyY .

Seien Q1, · · · , Qm ∈ I(X) und seien

B =

(

∂(Pi +Qi)

∂Xj

(x)

)

i∈[1,m],j∈[1,n]

und C =

(

∂Qi

∂Xj

(x)

)

i∈[1,m],j∈[1,n]

.

Es gilt Bw = Aw + Cw. Da dxQi(w) = 0 für alle i, folgt Cw = 0 und die Aussage.�

De�nition 10.4.2 Seien X ⊂ An(k) und Y ⊂ Am(k) algebraishe Mengen und sei

ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten. Seien x ∈ X , y = ϕ(x) ∈ Y .

Die Abbildung dxϕ : TxX → TyY de�niert im obigen Lemma heiÿt Di�erential

von ϕ bei x.

Lemma 10.4.3 Seien X ⊂ An(k) und Y ⊂ Am(k) algebraishe Mengen und sei

ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten. Seien x ∈ X , y = ϕ(x) ∈ Y .

Sei D ∈ Der(X, x). Dann ist D ◦ ϕ∗ : Γ(Y ) → k eine Derivation von Y bei y. �

Beweis. Wir überprüfen nur, dass (D ◦ ϕ∗)(fg) = f(y)(D ◦ ϕ∗)(g) + g(y)(D ◦ ϕ∗)(f)
gilt für alle f, g ∈ Γ(Y ). Es gilt

(D ◦ ϕ∗)(fg) = D(ϕ∗(fg)) = D(ϕ∗(f)ϕ∗(g))
= ϕ∗f(x)(D ◦ ϕ∗)(g) + ϕ∗g(x)(D ◦ ϕ∗)(f)
= f(y)(D ◦ ϕ∗)(g) + g(y)(D ◦ ϕ∗)(f).

De�nition 10.4.4 Seien X ⊂ An(k) und Y ⊂ Am(k) algebraishe Mengen und sei

ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten. Seien x ∈ X , y = ϕ(x) ∈ Y .

Wir setzen Der(ϕ, x) : Der(X, x) → Der(Y, y) mit Der(ϕ, x)(D) = D ◦ ϕ∗
.

Proposition 10.4.5 Seien X ⊂ An(k) und Y ⊂ Am(k) algebraishe Mengen und sei

ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten. Seien x ∈ X , y = ϕ(x) ∈ Y .

Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

TxX
dxϕ //

��

TyY

��
Der(X, x)

Der(ϕ,x)
//

OO

Der(Y, y),

OO

wobei die vertikale Abbildungen die Isomorphismen vom Proposition 10.2.3 sind.
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Beweis. Übung. �

De�nition 10.4.6 Sei ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten. Sei

x ∈ X und y = ϕ(x) ∈ Y .

Wir setzen Def(ϕ, x) : Def(X, x) → Def(Y, y), wobei Def(ϕ, x)(ψ) = ϕ ◦ ψ.

Proposition 10.4.7 Seien X ⊂ An(k) und Y ⊂ Am(k) algebraishe Mengen und sei

ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten. Seien x ∈ X , y = ϕ(x) ∈ Y .

Dann gibt es kommutative Diagramme

TxX
dxϕ //

��

TyY

��
Der(X, x)

Der(ϕ,x)
//

OO

��

Der(Y, y),

OO

��
Def(X, x)

Def(ϕ,x)
//

OO

Def(Y, y),

OO

wobei die vertikale Abbildungen die Isomorphismen vom Proposition 10.3.7 sind.

Beweis. Wir zeigen, dass das zweite Diagramm kommutativ ist. Die horizontale Ab-

bildung Def(X, x) → Der(X, x), ψ 7→ D ist wie folgt de�niert. Sei ψ ∈ Def(X, x).
Dann ist ψ∗ : Γ(X) → k[ε] ein Ringhomomorphismus mit ψ∗f = f(x) + εD(f).

Umgekehrt ist die Abbildung Der(X, x) → Def(X, x), D 7→ ψ wie folgt de�niert. Sei

D ∈ Der(X, x). Wie im Beweis vom Proposition 10.3.7 gezeigt, gilt ψ(∗) = x und

ψ∗(f) = f(v) + εD(f) für f ∈ Γ(X). Dies ist genügend um ψ eindeutig zu de�nieren.

Sei ψ ∈ Def(X, x) und D ∈ Der(X, x) die zugehörige Derivation. Wir setzen ζ =
Def(ϕ, x)(ψ) = ψ ◦ ϕ ∈ Def(Y, y) und D′ ∈ Der(Y, y) die zugehörige Derivation. Es
genügt zu zeigen, dass D′ = Der(ϕ, x)(D). Sei f ∈ Γ(Y ). Es gilt

f(y) + εD′(f) = ζ∗(f) = ψ∗(ϕ∗f) = ϕ∗f(x) + εD(ϕ∗f) = f(y) + εDer(ϕ, x)(D)(f).

Daraus folgt D′ = Der(ϕ, x)(D). �

Proposition 10.4.8 Seien ϕ : X → Y und ψ : Y → Z Morphismen algebraisher

Varietäten. Seien x ∈ X und y = ϕ(x) ∈ Y .

Dann gilt Def(ψ, y) ◦Def(ϕ, x) = Def(ψ ◦ ϕ, x) und Def(IdX , x) = IdDef(X,x).

Beweis. Übung. �

Korollar 10.4.9 Seien ϕ : X → Y und ψ : Y → Z Morphismen algebraisher

Varietäten, wobei X, Y, Z algebraishe Mengen sind. Seien x ∈ X und y = ϕ(x) ∈ Y .

Dann gilt Der(ψ, y) ◦ Der(ϕ, x) = Der(ψ ◦ ϕ, x), dxϕ ◦ dyψ = dx(ψ ◦ ψ) und auh

Der(IdX , x) = Id

Der(X,x), dxIdX = IdTxX .
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10.5. Tangenraum einer algebraishen Varietät

Lemma 10.5.1 Sei X eine algebraishe Varietät und sei x ∈ X . Sei U ⊂ X o�en

mit x ∈ U . Dann gilt Def(U, x) ≃ Def(X, x). �

Beweis. Sei ι : U → X die Einbettung. Es ist ein morphismus algebraisher Varietä-

ten. Wir zeigen, dass die Abbildung Def(ι, x) ein Isomorphismus ist.

Seien ϕ, ψ ∈ Def(U, x) mit Def(ι, x)(ϕ) = Def(ι, x)(ψ). Es gilt ϕ(∗) = x = ψ(∗). Sei
V ⊂ U o�en. Es git OU (V ) = OX(V ) also gilt ϕ

∗
V = Def(ι, x)(ϕ)∗V = Def(ι, x)(ψ)∗V =

ψ∗
V . Daraus folgt ϕ = ψ.

Sei jetzt ϕ ∈ Def(X, x). Wir de�nieren ψ ∈ Def(U, x) wie folgt. Wir setzen ψ(∗) = x
und für V ⊂ U o�en setzen wir ψ∗

V = ϕ∗
V : OX(V ) = OU(V ) → OSpec(k[ε])(ϕ

−1(V )) =
OSpec(k[ε])(ψ

−1(V )). Es gilt Def(ι, x)(ψ) = ϕ. �

Korollar 10.5.2 Sei X eine algebraishe Menge und sei x ∈ X . Sei U ⊂ X o�en

mit x ∈ U . Dann gilt TxU ≃ TxX und Der(U, x) ≃ Der(X, x).

De�nition 10.5.3 SeiX eine algebraishe Varietät und x ∈ X .Der Tangentraum

von X bei x ist

TxX = Def(X, x).

Bemerkung 10.5.4 Sei X eine algebraishe Varietät und x ∈ X .

1. Für X eine algebraishe Menge stimmt die obige De�nition mit der De�nition

10.1.1 modulo Isomorphismus überein.

2. Um TxX zu bestimmen, kann man X mit einer a�nen o�enen Teilmenge V ⊂ X
mit x ∈ V ersetzen. Insbesondere kann man auh Derivationen oder Polynomiale

Gleihungen benutzen um TxX zu bestimmen.

10.6. Lokale Ringe

Proposition 10.6.1 Sei X eine algebraishe Varietät und x ∈ X .

1. Falls X eine algebraishe Menge ist und M = IX(x) ⊂ Γ(X) das von x de�nierte

maximale Ideal gilt

TxX ≃
(

M/M2
)∨
.

2. Sei OX,x der lokale Ring von X bei x und MX,x sein maximales Ideal. Dann gilt

TxX ≃
(

MX,x/M
2
X,x

)∨
.

Insbesondere hängt TxX nur vom lokalen Ring OX,x ab.
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Beweis. 1. Sei D ∈ Der(X, x). Seien P,Q ∈ M = IX(x). Es gilt P (x) = 0 = Q(x)
also

D(PQ) = P (x)D(Q) +Q(x)D(P ) = 0.

Für die lineare Abbildung f = D|M : M → k gilt also M
2 ⊂ Ker(f). Daraus folgt,

dass es eine lineare Abbildung f̄ : M/M2 → k gibt mit f̄([P ]M2) = f(P ) = D(P ).

Wir de�nieren Φ :
Der(X, x) → (M/M)∨ durh Φ(D) = f̄ .

Umgekehrt, sei f̄ : M/M2 → k eine lineare Abbildung und sei f : M → k die

induzierte Abbildung de�niert durh f(P ) = f̄([P ]M2).

Für P ∈ Γ(X) setzen wir D(P ) = f(P − P (x)). Dies ist wohl de�niert, weil (P −
P (x))(x) = P (x)− P (x) = 0 also P − P (x) ∈ M. Es gilt

PQ− P (x)Q(x) = (P − P (x))(Q−Q(x)) + P (x)(Q−Q(x)) +Q(x)(P − P (x)).

Da f(M2) = 0 und f linear ist, folgt D(PQ) = f(PQ − P (x)Q(x)) = f(P (x)(Q −
Q(x)) + Q(x)(P − P (x)) = P (x)f(Q − Q(x)) + Q(x)f(P − P (x)) = P (x)D̃(Q) +

Q(x)(̃P ). Also gilt D ∈ Der(X, x) und wir setzen Ψ (f̄) = D.

Wir zeigen, dass Φ und Ψ Inverse von einander sind.

Sei D ∈ Der(X, x). Es gilt

Ψ (Φ(D))(P ) = Ψ (f̄)(P ) = f(P − P (x)) = D(P − P (x)) = D(P − P (x)D(1).

Aber es gilt auh D(1) = D(12) = 1(x)D(1) + 1(x)D(1) = 2D(1) und es folgt

D(1) = 0. Es gilt also Ψ (Φ(D))(P ) = D(P ) und Ψ (Φ(D)) = D.

Sei f̄ : M/M2 → k und P ∈ M. Es gilt

Φ(Ψ (f̄))([P ]) = Φ(D)([P ]) = D(P ) = f(P − P (x)) = f(P ) = f̄([P ]).

Es gilt also Φ(Ψ (f̄))([P ]) = f̄([P ]) und Φ(Ψ (f̄)) = f̄ .

2. Sei V eine a�ne o�ene Teilmenge von X mit x ∈ V . Es gilt TxV ≃ TxX . Sei

M = Ix(V ) ∈ Γ(V ). Es gibt es eine k-lineare Abbildung ϕ : M → MX,x/M
2
X,x

de�niert durh ϕ(f) = [(V, f)]M2
X,x

. Wir zeigen, dass dies eine wohl de�nierte lineare

die Abbildung M/M2 → MX,x/M
2
X,x induziert und dass es ein Isomorphismus ist.

Für f ∈ M gilt [(V, f)] ∈ MX,x, weil f(x) = 0. Seien f, g ∈ M. Es gilt [(V, fg)] =
[(V, f)][(V, g)] ∈ M

2
X,x und also ϕ(fg) = [(V, fg)]M2

X,x
= 0. Die Abbildung ist wohl

de�niert.

Sei f ∈ Ker(ϕ) ⊂ M. Es gilt [(V, f)] ∈ M
2
X,x also gibt es eine standardmäÿige o�ene

Teilmenge x ∈ DV (g) ⊂ V und a, b ∈ Γ(DV (g)) mit [(V, f)] = [(DV (g), f |DV (g))] =
[(DV (g), a)][(DV (g), b)]. Es folgt f |DV (g) = ab. Es gibt aber A,B ∈ Γ(V )mit a = A/gk

und b = B/gr also gilt f = AB/gr+k. Es folgt fgr+k = AB ∈ M
2
. Da x ∈ DV (g)

folgt g(x) 6= 0 und also gr+k 6∈ M. Da M maximal ist folgt, dass es ein c ∈ Γ(V ) und
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ein m ∈ M gibt mit 1 = gr+kc+m. Es folgt f = fgr+kcr+k + fm = AB + fm ∈ M
2
.

Die Abbildung ϕ ist injektiv.

Sei [(U, f)] ∈ MX,x. Dann gibt es eine a�ne standardmäÿige o�ene Teilmenge x ∈
DV (g) ⊂ V mit DV (g) ⊂ U und [(U, f)] = [(DV (g), f |DV (g))]. Es gilt f |DV (g) ∈
Γ(DV (g)) also gibt es a ∈ Γ(V ) mit f |DV (g) = a/gk. Es gilt 0 = f(x) = a(x)/g(x)k

also a(x) = 0 und a ∈ M. Da gk 6∈ M, gibt es ein c ∈ Γ(V ) \ M und ein m ∈ M

mit 1 = gkc + m. Da m ∈ M gilt 1 − m 6∈ M also [(DV (g), 1 − m)] 6∈ MX,x und

[(DV (g), 1/(1−m))] ∈ OX,x. Es folgt, dass

[(DV (g), ac+ acm/(1−m))] = [(DV (g), ac/1−m)] = [(DV (g), a/g
k)].

Da a,m ∈ M folgt [(DV (g), acm/(1−m))] ∈ M
2
X,x und also

ϕ(ac) = [(DV (g), ac)]M2
X,x

= [(DV (g), a/g
k)]M2

X,x
= [(DV (g), f |DV (g))]M2

X,x

und ϕ ist surjektiv. �



11. Dimension

11.1. Topologishe Dimension

De�nition 11.1.1 Sei X ein topologisher Raum.

Die Dimension dimX von X ist die maximale Zahl n so, dass es eine Kette

Xn ) · · · ) X0 mit Xi irreduzibel und abgeshlossen in X .

Falls es keine maximale solhe Zahl setzen wir dimX = ∞.

Proposition 11.1.2 Sei Y ⊂ X .

1. Dann gilt dimY ≤ dimX .

2. Falls Y abgeshlossen mit Y ( X ist und falls dimX < ∞ und X irreduzibel ist,

gilt dimY < dimX .

Beweis. 1. Sei Y0 ( · · · ( Yn eine Kette von irreduziblen und abgeshlossenen Teil-

mengen in Y . Sei Xi = Ȳi der Abshluss von Yi in X . Dann ist X0 ( · · · ( Xn

eine Kette von irreduziblen und abgeshlossenen Teilmengen in X . Es folgt dimY ≤
dimX .

2. Sei Y0 ( · · · ( Yn eine maximale Kette von irreduziblen und abgeshlossenen

Teilmengen in Y . Dann ist Y0 ( · · · ( Yn ( X eine Kette von irreduziblen und

abgeshlossenen Teilmengen in X . Es folgt dimY < dimX . �

De�nition 11.1.3 Sei X ein topologisher Raum endliher Dimension und set Y ⊂
X . Die Kodimension von Y in X ist dimX − dim Y .

Proposition 11.1.4 Sei X ein topologisher Raum und seien X1, · · · , Xn abge-

shlossen in X mit

X =

n
⋃

i=1

Xi.

Dann gilt dimX = supi dimXi.
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Beweis. Da Xi ⊂ X gilt dimXi ≤ dimX also supi dimXi ≤ dimX . Sei d =
supi dimXi. Falls d = ∞ ist die Aussage klar. Sei also d <∞.

Falls dimX > d, sei F0 ( · · · ( Fd+1 eine maximale Kette von abgeshlossenen

irreduziblen Teilmengen von X . Es gilt Fd+1 = ∪i(Xi ∩ Fd+1). Da Fd+1 irreduzibel

ist, gibt es ein i mit Fd+1 = Xi = Fd+1 und also Fd+1 ⊂ Xi. Es folgt dimXi ≥ d+ 1.
Ein Widerspruh. �

Korollar 11.1.5 Für X eine algebraishe Varietät und X1, · · · , Xn die irreduzible

Komponenten von X gilt dimX = supi dimXi.

Insbesondere um die Dimension zu bestimmen kann man X irreduzibel annehmen.

11.2. Algebraishe De�nition

De�nition 11.2.1 Sei A ein Ring.

Die Krullshe Dimension KdimA ist die maximale Zahl n so, dass es eine Kette

In ( · · · ( I0 ⊂ A, wobei (Ii)i∈[0,n] Primideal von A sind.

Beispiel 11.2.2 Sei A = k[X1, · · · , Xn]. Dann gilt KdimA ≥ n: wie haben die Kette

(0) ( (X1) ( · · · ( (X1, · · · , Xn) ⊂ A.

Proposition 11.2.3 Sei V eine algebraishe Menge. Es gilt dimV = KdimΓ(V ).

Beweis. Folgt aus dem Nullstellensatz: es gibt eine kontravariante Bijektion zwishen

Primideale in G(V ) und irreduzible abgeshlossene Teilmengen in V . �

11.3. Transzendenzgrad

In diesem Abshnitt werden wir keine Beweise geben. Die Beweise werden wir nähs-

tes Semester in der Vorlesung kommutative Algebra geben.

De�nition 11.3.1 Sei K ⊂ L eine Erweiterung von Körpern und sei A ⊂ L eine

Teilmenge.

Die Teilmenge A heiÿt algebraish unabhängig falls gilt: für jede endlihe Teilmen-

ge {x1, · · · , xn} ⊂ A und jedes Polynom P ∈ K[X1, · · · , Xn] mit P (x1, · · · , xn) = 0
gilt P = 0.

Wenn A niht algebraish unabhängig ist heiÿt A algebraish abhängig.

Beispiel 11.3.2 1. Die leere Menge ist immer algebraish unabhängig.

2. Für A = {x} ist A genau dann algebraish unabhängig, wenn x transzendent über

K ist und also genau dann algebraish abhängig, wenn x algebraish über K ist.
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De�nition 11.3.3 Sei K ⊂ L eine Erweiterung von Körpern und sei C ⊂ L eine

Teilmenge.

Die Teilmenge C heiÿt algebraish erzeugend falls L algebraish über K(C) ist.

Beispiel 11.3.4 1. Für K ⊂ L algebraish ist jede Teilmenge von L algebraish

erzeugend. Insbesondere ist die leere Menge ∅ algebraish erzeugend.

2. Für L = K(X) mit X einer Variable ist {X} algebraish erzeugend.

De�nition 11.3.5 Sei K ⊂ L algebraish ist eine Erweiterung von Körpern und sei

B ⊂ L eine Teilmenge.

Die Teilmenge B heiÿt Transzendenzbasis von L über K falls B algebraish

erzeugend und algebraish unabhängig über K ist.

Beispiel 11.3.6 1. Für K ⊂ L algebraish ist ∅ eine Transzendenzbasis.

2. Für L = K(X) mit X einer Variable ist {X} eine Transzendenzbasis.

Proposition 11.3.7 Sei K ⊂ L eine Erweiterung und sei A ⊂ L eine algebraishe

unabhängige Teilmenge. Dann gibt es eine Transzendenzbasis B von L über K mit

A ⊂ B.

Sei K ⊂ L eine Erweiterung und sei C ⊂ L eine algebraishe erzeugende Teilmenge.

Dann gibt es eine Transzendenzbasis B von L über K mit B ⊂ C.

Insbesondere gibt es immer eine Transzendenzbasis.

Proposition 11.3.8 Sei K ⊂ L eine Erweiterung. Dann haben alle Transendenz-

basen genau die selbe Anzahl von Elementen.

De�nition 11.3.9 SeiK ⊂ L eine Erweiterung.Der Transzendenzgrad TrdegK(L)
von L über K ist die Anzahl von Elementen einer Transzendenzbasis.

Beispiel 11.3.10 1. Für K ⊂ L algebraish gilt TrdegK(L) = 0.

2. Für L = K(X) mit X einer Variable gilt TrdegK(L) = 1.

3. Für L = K(X1, · · · , Xn) mit X1, · · · , Xn Variablen gilt TrdegK(L) = n.

4. Für L = Frac(K[X, Y ]/(X3 − Y 2) ist X transendent über K und L algebraish

über K(X). Also ist {X} eine Transendenzbasis von L über K und TrdegK(L) = 1.

Proposition 11.3.11 Sei K ⊂ L ⊂ M Erweiterungen. Dann gilt TrdegK(M) =
TrdegL(M) + TrdegK(L).

Theorem 11.3.12 Sei A eine k-Algebra die ein Integritätsring ist. Sei K = Frac(A)
der Quotientkörper. Dann gilt

Kdim(A) = Trdegk(K).
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Korollar 11.3.13 Es gilt dimAn(k) = n.

Beweis. Es gilt dimAn(k) = Kdim(k[X1, · · ·Xn]) = Trdegkk(X1, · · · , Xn) = n. �

Korollar 11.3.14 Sei V eine irreduzible algebraishe Menge. Dann gilt

dimV = KdimΓ(V ) = Trdeg
k
(k(V )).

Beweis. Per De�nition gilt Frac(Γ(V )) = k(V ). �

11.4. O�ene Teilmengen

Proposition 11.4.1 Sei X eine irreduzible algebraishe Varietät und sei U ⊂ X
eine niht leere o�ene Teilmenge. Dann gilt dimU = dimX .

Beweis. Shritt 1. Wir nehmen zuerst an, dass X a�ne ist. Also ist Γ(X) ein Inte-

gritätsring. Sei DX(f) eine standardmäÿige a�ne Teilmenge von X mit DX(f) ⊂ U .
Es gilt dimDX(f) ≤ dimU ≤ dimX . Es gilt aber

Γ(DX(f)) =

{

a

f r
| r ≥ 0 und a ∈ Γ(X)

}

.

Daraus folgt

k(DX(f)) = Frac(Γ(DX(f))) =
{a

b
| a, b ∈ Γ(X)

}

= Frac(Γ(X)) = k(X).

Es folgt dimDX(f) = Trdeg(k(DX(f))) = Trdeg(k(X)) = dimX .

Shritt 2. Sei X eine algebraishe Varietät und seien U und V zwei a�ne o�ene

Teilmengen in X . Dann gilt dimU = dimV : Da U ∩V o�en in U und in V ist und da

U und V beide a�ne sind, folgt aus dem Shritt 1, dass dimU = dim(U∩V ) = dimV .

Sei d die Dimension einer solhen a�ne o�enen Teilmenge in X .

Shritt 3. Wir zeigen, dass dimX ≤ d. Angenommen dimX > d. Sei Z0 ( · · · ( Zd (
Zd+1 ⊂ X eine Kette abgeshlossener irreduzibler Teilmengen in X . Es gilt Z0 6= ∅.
Sei also x ∈ Z0 und U eine a�ne o�ene Umgebung von x inX . Es gilt x ∈ U∩Zi ⊂ Zi.
Daraus folgt, dass U ∩ Zi niht leer und o�en in Zi ist. Da Zi irreduzibel ist, folgt,
dass U ∩Zi diht in Zi ist also U ∩ Zi = Zi. Es folgt U ∩Zi ( U ∩Zi+1 für alle i. Da
U ∩ Zi abgeshlossen in U ist, folgt dimU ≥ d + 1. Ein Widerspruh zu dimU = d.
Es folgt also d = dimU ≤ dimX ≤ d und dimX = d.

Shritt 4. Sei U o�en in X . Sei V ⊂ U o�en und a�ne. Es gilt d = dim V ≤ dimU ≤
dimX = d. Es folgt dimX = dimU . �

Korollar 11.4.2 Sei X eine algebraishe Varietät. Dann gilt dimX <∞.
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Beweis. Ohne Einshränkung können annehmen, dass X irreduzibel und a�ne ist.

Es folgt dimX = KdimΓ(X). Aber da Γ(X) noethersh ist folgt, dass KdimΓ(X) <
∞. �

Beispiel 11.4.3 Es gilt dimPn(k) = n (es gibt eine a�ne o�ene Teilmenge der Form

An(k)).

Proposition 11.4.4 Sei X eine niht leere algebraishe Varietät. Dann gilt

dimX = 0 ⇔ X ist endlih.

Beweis. Ohne Einshränkung können wir annehmen, dass X irreduzibel ist.

Sei X irreduzibel mit dimX = 0. Sei U ⊂ X o�en und a�ne. Es gilt KdimΓ(U) =
dimU = dimX = 0. Da X irreduzibel ist, ist auh U irreduzibel und also Γ(U) ist
ein Integritätring. Also ist (0) ein Primideal. Da KdimΓ(U) = 0, folgt, dass es kein
Primideal I ⊂ Γ(U) gibt mit (0) ( I. Insbesondere ist (0) ein maximales Ideal und

Γ(U) ein Körper. Aus Proposition 3.4.2 folgt, dass U einelementig ist.

Umgekehrt, sei X endlih und irreduzibel also einelementig. Es folgt dimX = 0. �

De�nition 11.4.5 1. Eine algebraishe Varietät der Dimension 1 heiÿt Kurve.

2. Eine algebraishe Varietät der Dimension 2 heiÿt Flähe.

11.5. Hauptidealsatz

Sei X eine a�ne algebraishe Varietät und f ∈ Γ(X). Wir wollen die Hyper�ähe

V (f) = {x ∈ X | f(x) = 0} besser verstehen. Insbesondere wollen wir dim V (f)
bestimmen.

Proposition 11.5.1 Seien X und f ∈ Γ(X) wie oben. Dann gilt

1. V (f) = ∅ ⇔ f ∈ Γ(X)×.

2. V (f) enthält eine irreduzible Komponent von X ⇔ f ist Nullteiler in Γ(X).

Beweis. 1. Folgt aus dem Nullstellensatz 3.

2. Angenommen f sei Nullteiler. Dann gibt es g ∈ Γ(X) \ {0} mit fg = 0. Es gilt
also X = V (fg) = V (f) ∪ V (g). Seien X1, · · · , Xn die irreduzible Komponenten von

X . Für jedes i ∈ [1, n] gilt Xi = (Xi ∩ V (f)) ∪ (Xi ∩ V (g)) und da Xi irreduzibel ist

folgt Xi ∩ V (f) = Xi oder Xi ∩ V (g) = Xi also Xi ⊂ V (f) oder Xi ⊂ V (g). Falls
Xi ⊂ V (g) für jedes i folgt X = V (g) und g = 0. Ein Widerspruh. Also gibt es ein

i mit Xi 6⊂ V (g) i.e. Xi ⊂ V (f).
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Umgekehrt sei f so, dass V (f) eine irreduzible Komponent von X enthält. Seien

X1, · · · , Xn die irreduzible Komponenten von X . Ohne Einshränkung können wir

annehmen, dass X1 ⊂ V (f). Falls n = 1 gilt X = X1 ⊂ V (f) und f = 0 ist

Nullteiler. Falls n ≥ 2, sei Z = X2 ∪ · · · ∪ Xn. Dann ist Z abgeshlossen in X
und es gilt Z ( X . Es gibt also ein g ∈ IX(Z) \ {0}. Es folgt Z ⊂ V (g) und also

X = X1 ∪ Z ⊂ V (f) ⊂ V (g) = V (fg). Daraus folgt fg = 0 ∈ Γ(X) und f ist

Nullteiler. �

De�nition 11.5.2 Eine algebraishe Varietät heiÿt equidimensional falls alle irre-

duzible Komponenten die selbe Dimension haben.

Beispiel 11.5.3 Eine irreduzible algebraishe Varietät ist equidimensional.

Satz 11.5.4 (Hauptidealsatz) Sei X eine equidimensionale a�ne algebraishe Va-

rietät und sei f ∈ Γ(X) so, dass f kein Nullteiler ist und kein invertierbares Element

ist.

Dann ist V (f) equidimensional mit dimV (f) = dimX − 1. �

Beweis. Wir geben einen Beweis im Fall X = An(k). Dann gilt f ∈ Γ(X) =
k[X1, · · · , Xn]. Sei f = f1 · · ·fn die Zerlegung von f in irreduziblen Faktoren. Dann

gilt I(V (f)) = (f) und V (f) = V (f1)∪· · ·∪V (fn) und V (fi) ist irreduzibel für jedes i
(es gilt Γ(V (fi)) = k[X1, · · · , Xn]/(fi) Integritätsring). Daraus folgt, dass V (fi) eine
irreduzible Komponent von V (f) ist. Wir können also annehmen, dass f irreduzibel

ist.

Da f niht invertierbar und niht null ist können wir annehmen, dass f als Polynom in

Xn niht trivial ist also degXn
(f) > 0. Wir betrahten Γ(V (f)) = k[X1, · · · , Xn]/(f).

Dies ist ein Integritätsring. Sei k(V (f)) sein Quotientkörper. Seien x1, · · · , xn die

Klassen von X1, · · · , Xn in diesem Quotientkörper. Wir zeigen, dass (x1, · · · , xn−1)
eine Transzendenzbasis von k(V (f)) über k ist.

Das letzte Element xn ist von (x1, · · · , xn−1) algebraish abhängig, weil f(x1, · · · , xn) =
0 und f ein niht triviales Polynom in Xn ist. Daraus folgt, dass (x1, · · · , xn−1) alge-
braish erzeugend ist.

Falls (x1, · · · , xn−1) algebraish abhängig ist gibt es ein g ∈ k[X1, · · · , Xn−1] mit

g(x1, · · · , xn−1) = 0 in k(V (f)). Aber da g(x1, · · · , xn−1) ∈ Γ(V (f)) folgt, dass die
Gleihung g(x1, · · · , xn−1) = 0 auh in Γ(V (f)) wahr ist. Es folgt g ∈ (f) und also

g = fh für ein h ∈ k[X1, · · · , Xn]. Aber Xn tauht in g niht auf. Daraus folgt, dass

h = 0 und also g = 0. �

Korollar 11.5.5 Sei X eine equidimensionale a�ne algebraishe Varietät und seien

f1, · · · , fr ∈ Γ(X). Sei Y eine irreduzible Komponent von V (f1, · · · , fr). Dann gilt

dimY ≥ dimX − r.

Beweis. Per Induktion nah r. �
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Bemerkung 11.5.6 1. Auh wenn alle fi niht invertierbar und Nullteilerfrei sind

kann es zu eine Ungleihung kommen: Für f1 = · · · = fr = f mit f niht invertierbar

und Nullteilerfrei gilt dimV (f1, · · · , fr) = dimX − 1.

2. Für f Nullteiler kann V (f) niht equidimensional sein: Sei X = V (XY ) ⊂ A2(k)
und f = x(x+ y + 1), wobei x, y ∈ Γ(X) die Klassen von X und Y sind. Dann gilt

V (f) = V (X) ∪ {(0, 0)} ∪ {(0,−1)} ∪ {(−1, 0)} = V (X) ∪ {(−1, 0)}

und V (f) hat eine irreduzible Komponent V (X) der Dimension 1 und eine irreduzible
Komponent {(−1, 0)} der Dimension 0.

Wie für die Shnittemenge von zwei Unterräume kann man die folgende Ungleihung

zeigen.

Proposition 11.5.7 Seien X und Y algebraishe Teilmengen von An(k). Dann gilt

dim(X ∩ Y ) ≥ dimX + dimY − n.

11.6. Parametersysteme

Wir wollen die Rükrihtung betrahten: Seien Y ⊂ X a�ne algebraishe Varietäten

mit Y abgeshlossen in X und codimXY = r. Wir viele Elemente brauht man um

das Ideal IX(Y ) zu de�nieren?

Proposition 11.6.1 Sei X eine a�ne irreduzible algebraishe Varietät mit Γ(X)
faktoriel. Sei Y ⊂ X irreduzibel mit codimXY = 1. Dann gibt es ein f ∈ Γ(X) mit

Y = V (f) und sogar IX(Y ) = (f).

Beweis. Das Ideal (0) ist ein Primideal in Γ(X), weil X irreduzibel ist. Das Ideal

I = IX(Y ) ist ein Primideal in Γ(X), weil Y irreduzibel ist. Wir zeigen, dass I ein

Hauptideal ist.

Da codimX(Y ) = 1 gibt es kein Primideal J mit (0) ( J ( I. Sei g ∈ I mit g 6= 0.
Sei g = f1 · · · fr die Zerlegung von g in irreduzible Elementen. Da I ein Primideal

ist folgt, dass es ein i gibt mit fi ∈ I. Also (fi) ⊂ I. Da fi irreduzibel ist (und Γ(X)
faktoriel) folgt, dass (fi) ein Primideal ist. Da fi 6= 0 folgt (fi) = I. �

Allgemeiner gilt

Proposition 11.6.2 Sei X eine a�ne irreduzible algebraishe Varietät und sei Y ⊂
X irreduzibel mit codimXY = r.

Für alle s ∈ [1, r] gibt es Elemente f1, · · · , fs ∈ Γ(X) mit
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� Y ⊂ V (f1, · · · , fs) und
� codimXZ = s für alle irreduzible Komponenten Z von V (f1, · · · , fs).

Insbesondere gibt es Elemente f1, · · · , fr ∈ Γ(X) so, dass Y eine irreduzible Kompo-

nent von V (f1, · · · , fr) ist.

Beweis. Per Induktion nah s. Für s = 1 setzen wir f1 = f mit f ∈ I(Y ) \ {0}.
Dies ist möglih, weil Y ( X also I(Y ) 6= (0). Es gilt Y ⊂ V (f1). Da Y 6= ∅ gilt

f1 6∈ Γ(X)×. Da f 6= 0 und Γ(X) ein Integritätsring ist, folgt aus dem Hauptidealsatz,

dass alle irreduzible Komponenten von V (f1) Kodimension 1 haben.

Induktionsannahme: für s < r gibt es Elemente f1, · · · , fs ∈ Γ(X) so, dass Y ⊂
V (f1, · · · , fs) und alle irreduzible Komponenten Z1, · · · , Zk von V (f1, · · · , fs) haben
Kodimension s.

Da s < r gilt Zi 6⊂ Y für alle i also I(Y ) 6⊂ I(Zi) für alle i.

Lemma 11.6.3 (Vermeidungslemma) Sei I ein Ideal und seien I1, · · · , Ik Prim-

ideale mit

I ⊂
k
⋃

i=1

Ii.

Dann gibt est ein i mit I ⊂ Ii. �

Beweis. Ohne Einshränkung können wir annehmen, dass k minimal ist mit I ⊂
∪ki=1Ii. Wir nehmen an, dass k ≥ 2.

Für alle j ∈ [1, k] gilt

I 6⊂
k
⋃

i=1,i 6=j

Ii.

Sei also aj ∈ I \ ∪ki=1,i 6=jIi. Es folgt aj ∈ Ij und a = a1 + a2 · · · ak ∈ I. Sei i so, dass
a ∈ Ii. Falls i ≥ 2 folgt a1 = a− a2 · · · ai · · ·ak ∈ Ii ein Widerspruh. Falls a ∈ I1 gilt
a2 · · ·ak = a − a1 ∈ I1. Da I1 Prim ist folgt, dass es ein j ≥ 2 gibt mit aj ∈ I1 ein

Widerspruh. �

Aus dem Lemma folgt

I(Y ) 6⊂
k
⋃

i=1

I(Zi).

Sei also fs+1 ∈ I(Y ) mit fs+1 6∈ I(i) für alle i ∈ [1, k]. Es gilt Y ⊂ V (f1, · · · , fs+1).
Sei Z eine irreduzible Komponent von V (f1, · · · , fs+1). Dann gilt codimXZ ≤ s+ 1.
Auÿerdem gilt Z ⊂ V (f1, · · · , fs) also gibt es ein i mit Z ⊂ Zi und also Z ⊂
Zi ∩V (fs+1). Da Z 6= ∅, ist [fs+1] niht invertierbar in Γ(Zi) und da fs+1 6∈ I(Zi) gilt
[fs+1] 6= 0 in Γ(Zi). Aber Γ(Zi) ist ein Intergritätsring also ist [fs+1] kein Nullteiler

und dimZ ≤ dimZi−1 nah dem Hauptidealsatz. Daraus folgt codimXZ ≥ codimZi+
1 = s+ 1. Es folgt codimXZ = s+ 1. �
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De�nition 11.6.4 Sei X eine a�ne irreduzible algebraishe Varietät und sei Y ⊂ X
irreduzibel mit codimXY = r.

Elemente f1, · · · , fs ∈ Γ(X) wie oben heiÿen Parametersystem für Y in X .

Korollar 11.6.5 Sei X eine algebraishe Varietät und sei x ∈ X .

1. Falls X irreduzibel ist, gilt

dimX = KdimOX,x.

2. Für X allgemein gilt

KdimOX,x = sup{dimXi | x ∈ Xi und Xi ist eine irreduzible Komponent von X}.

Beweis. 2. folgt direkt aus 1. Für 1. können wir annehmen, dass X a�ne ist.

Sei M = IX(x). Es gibt Ringhomomorphismus ϕ : Γ(X) → OX,x de�niert durh

f 7→ fx = [(X, f)]. Es gilt ϕ(M) ⊂ MX,x und ϕ−1(MX,x) ⊂ M. Für I ⊂ Γ(X) ein
Ideal shreiben wir ϕ(I)OX,x für das von ϕ(I) erzeugte Ideal in OX,x.

Lemma 11.6.6 Es gibt aufsteigende Bijektionen J 7→ ϕ−1(J) und I 7→ Φ(I)OX,x

zwishen

{I Primideal von Γ(X) mit I ⊂ M} und {J Primideal von OX,x}.

Beweis. Sei J ⊂ OX,x ein Primideal. Es gilt J ⊂ MX,x und also ϕ−1(J) ⊂ M. Wir

zeigen, dass ϕ−1(J) ein Primideal ist. Seien a, b ∈ Γ(X) mit ab ∈ ϕ−1(J). Dann
gilt ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab) ∈ J also gilt ϕ(a) ∈ J oder ϕ(b) ∈ J also a ∈ ϕ−1(J) oder
b ∈ ϕ−1(J).

Sei I ⊂ M ein Primideal. Wir zeigen, dass ϕ(I)OX,x ein Primideal ist. Seien fx, gx ∈
OX,x mit fxgx ∈ ϕ(I)OX,x. Seien f1, · · · , fr mit I = (f1, · · · , fr). Es gilt ϕ(I)OX,x =
(ϕ(f1), · · · , ϕ(fr)). Es gibt also Elementen h1,x, · · · , hr,x ∈ OX,x mit

fxgx = ϕ(f1)h1,x + · · ·+ ϕ(fr)hr,x.

Es gibt also ein h ∈ Γ(X) mit x ∈ DX(h) und fx = [(DX(h), f)], gx = [(DX(h), g)]
und hi,x = [(DX(h), hi)] für alle i ∈ [1, r]. Wir shreiben f = a/hn1

, g = b/hn2
und

hi = ci/h
mi

, wobei a, b, ci ∈ Γ(X). Es gilt für alle N gros genug:

abhN−n1−n2 =
r
∑

i=1

ficih
N−mi ∈ I.

Da h(x) 6= 0, gilt h 6∈ M also h 6∈ I. Daraus folgt ab ∈ I also a ∈ I oder b ∈ I. Es
folgt fx ∈ ϕ(I)OX,x oder gx ∈ ϕ(I)OX,x.

Wir zeigen, dass die Abbildungen inverse von einander sind.
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Sei J ⊂ OX,x ein Primideal. Es gilt ϕ(ϕ−1(J)) ⊂ J also ϕ(ϕ−1(J)OX,x ⊂ J . Umge-

kehrt, sei fx ∈ J . Dann gibt es ein g ∈ Γ(X) mit fx = [(DX(g), f)]. Es folgt f = a/gk,
wobei a ∈ Γ(X). Daraus folgt ϕ(a) = [(X, a)] = [(DX(g), a/g

k)][(DX(g), g
k)] =

fx[(DX(g), g
k)] ∈ J also a ∈ ϕ−1(J). Es gilt also fx = ϕ(a)[(DX(g), 1/g

k)] ∈
ϕ(ϕ−1(J))OX,x und J = ϕ(ϕ−1(J))OX,x.

Sei I ⊂ M ein Primideal. Es gilt ϕ(I) ⊂ ϕ(I)OX,x und also I ⊂ ϕ−1(ϕ(I)OX,x).
Umgekehrt sei f ∈ ϕ−1(ϕ(I)OX,x). Seien f1, · · · , fr mit I = (f1, · · · , fr). Es gilt

ϕ(I)OX,x = (ϕ(f1), · · · , ϕ(fr)). Es gibt also Elementen h1,x, · · · , hr,x ∈ OX,x mit

ϕ(f) = ϕ(f1)h1,x + · · · + ϕ(fr)hr,x. Es gibt also ein h ∈ Γ(X) mit x ∈ DX(h) und
hi,x = [(DX(h), hi)] für alle i ∈ [1, r]. Wir shreiben hi = ci/h

mi
, wobei ci ∈ Γ(X).

Es gilt für alle N gros genug:

fhN =

r
∑

i=1

ficih
N−mi ∈ I.

Da h(x) 6= 0, gilt h 6∈ M also h 6∈ I. Daraus folgt f ∈ I. �

Daraus folgt, dass dimX = KdimΓ(X) ≥ KdimOX,x

Umgekehrt, sei Y = {x}. Es gilt codimXY = dimX − dim Y = dimX − 0 = dimX .

Sei n = dimX und seien f1, · · · , fr ∈ Γ(X) so, dass Y eine irreduzible Komponente

von V (f1, · · · , fn) ist und V (f1, · · · , fi) äquidimensional der Dimension n−i ist. Seien
Zi irreduzible Komponente von V (f1, · · · , fn−ii) die Y enthalten. Dann gilt

Y = Z0 ( · · · ( Zn = X.

Es gibt also eine Kette von Primideale IX(Zn) ( · · · ( IX(Z0) = IX(x) = M ⊂
Γ(X) und aus dem obigen Lemma gibt es eine Kette ϕ(IX(Zn))OX,x ( · · · (

ϕ(IX(Z0))OX,x = ϕ(IX(x))OX,x = ϕ(M)OX,x ⊂ OX,x. Daraus folgt KdimOX,x ≥
n = dimX . �

De�nition 11.6.7 Wir setzen dimxX = KdimOX,x.

11.7. Dimension und Morphismen

In diesem Abshnitt wollen wir einen Teil des folgenden Satz beweisen.

Satz 11.7.1 (Dimensionssatz) Seien X und Y zwei irreduzible algebraishe Va-

rietäten und ei ϕ : X → Y ein dominierender Morphismus algebraisher Varietäten.

Sei y ∈ Y .

1. Dann gilt dimZ ≥ dimX − dimY für jede irreduzible Komponente Z von ϕ−1(y).

2. Es gibt eine niht leere o�ene Teilmenge U ⊂ Y mit



111

(a) U ⊂ ϕ(X) und

(b) dimϕ−1(y) = dimX − dimY für alle y ∈ U (aus 1. folgt, dass jede irreduzible

Komponente von ϕ−1(y) Dimension dimX − dimY hat). �

Beweis. Wir werden nur 1. beweisen.

Zuerst ist ϕ−1(y) abgeshlossen in X also eine Untervarietät. Wir werden zuerst X
und Y mit a�nen o�enen Teilmengen ersetzen.

Lemma 11.7.2 Seien ϕ : X → Y und y ∈ Y wie oben. Sei Z ein irreduzible

Komponente von ϕ−1(y).

Es gibt niht leere a�ne Teilmengen U ⊂ X und V ⊂ Y so, dass ϕ(U) ⊂ V ,
ϕ|U : U → V dominierend ist, y ∈ V und Z ∩ U 6= ∅. �

Beweis. Sei V eine a�ne o�ene Umgebung von y. Dann ist ϕ−1(V ) eine o�ene Teil-
menge und enthält Z. Sei also x ∈ Z und U eine a�ne o�ene Umgebung von x
mit U ⊂ ϕ−1(V ). Wir mussen nur noh zeigen, dass ϕ|U : U → V dominierend

ist. Sei aber Ω eine niht leere o�ene Teilmenge von V . Da ϕ dominierend ist gilt

ϕ(X) ∩ Ω 6= ∅ also gilt ϕ−1(Ω) 6= ∅. Da X irreduzibel ist und U und ϕ−1(Ω) nit
leere o�ene Teilmengen von X sind gilt U ∩ ϕ−1(Ω) 6= ∅ und also ϕ(U) ∩Ω 6= ∅. �

Korollar 11.7.3 1. Im obigen Satz könen wir annehmen, dass X und Y a�ne sind.

2. Mit der obigen Notationen gilt dimY ≤ dimX .

Beweis. 1. Folgt aus dem Lemma.

2. Es gilt dimY = Trdeg
k
k(Y ) und dimX = Trdeg

k
k(X). Da ϕ : X → Y dominierend

ist, haben wir (Korollar 4.2.4) ein (injektiver) Körperhomomorphismus ϕ∗ : k(Y ) →
k(X). Daraus folgt Trdegk(k(Y )) ≤ Trdegk(k(X)). �

Beweis von 1. Seim = dimY und sei y ∈ Y . Dank Proposition 11.6.2 gibt es elemente

f1, · · · , fm ∈ Γ(Y ) so, dass dimV (f1, · · · , fs) = m−s und y ist eine irreduzible Kom-

ponent von V (f1, · · · , fm). Wir ersetzen Y mit einer a�nen o�enen Teilmenge von

Y , die y enthält aber keinen weiteren Punkt von V (f1, · · · , fm) (seien z.B. y1, · · · , yk
die Punkten in V (f1, · · · , fm) \ {y}, dann ist Y \ {y1, · · · , yk} o�en und enthält y,
wir wählen dann eine o�ene Umgebung von y in dieser o�enen Teilmenge). Wir er-

setzen auh X mit einer a�nen o�enen Teilmenge des Urbilds. Damit können wir

also annehmen, dass V (f1, · · · , fm) nur den Punkt y enthählt. Sei gi = ϕ∗fi ∈ Γ(X).
Es gilt {y} = V (f1, · · · , fm). Daraus folgt ϕ−1(y) = V (g1, · · · , gm) ⊂ X . Daraus

folgt, dass für jede irreduzible Komponent Z von ϕ−1(y) gilt dimZ ≥ dimX −m =
dimX − dim Y . �

Korollar 11.7.4 Sei ϕ : X → Y so, dass alle Fasern der gleihen Dimension d sind.

Dann gilt dimX = dimY + d.
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Korollar 11.7.5 Seien X und Y a�ne algebraishe Varietäten. Wir haben gezeigt

(siehe Übungsblätter), dass X × Y auh eine a�ne algebraishe Varietät ist. Es gilt

dimX × Y = dimX + dimY .

Beweis. Die Abbildung p : X×Y → X de�niert durh p(x, y) = x ist ein Morphismus

algebraisher Varietäten. Alle Fasern sind aber isomorph zu Y . Aus dem Satz folgt

dimY = dimX × Y − dimX . �

Bemerkung 11.7.6 Wir werden später zeigen, dass für X und Y algebraishe Varie-

täten das Produkt X×Y auh eine algebraishe Varietät ist. Mit dem selben Beweis

folgt dimX × Y = dimX + dim Y .

Korollar 11.7.7 Für X, Y ⊂ An(k) algebraishe Mengen gilt dimX ∩ Y ≥ dimX +
dimY − n.

Beweis. Wir betrahten An(k) × An(k) und benuzten die Variablen (Xi)i∈[1,n] und
(Yi)i∈[1,n]: ein Punkt in An(k)× An(k) ist der Form ((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)).

Sei ∆ = {(x, x) ∈ An(k)×An(k) | x ∈ An(k)}. Es gilt ∆ = V (X1 − Y1, · · · , Xn− Yn).
Es gilt auh X×Y ⊂ An(k)×An(k) und dimX×Y = dimX+dimY . Wir betrahten

die Abbildung X ∩ Y → (X × Y ) ∩ ∆ de�nert durh x 7→ (x, x). Diese Abbildung

ist eine Bijektion mit Inverse (x, x) → x. Beide Abbildungen sind regulär also sind

X ∩ Y und (X × Y ) ∩∆ isomorph. Insbesondere gilt dimX ∩ Y = dim(X × Y )∩∆.
Es gilt aber (X×Y )∩∆ = VX×Y (x1−y1, · · · , xn−yn). Es folgt, dass jede irreduzible
Komponent Dimension gröÿer oder gleih dimX×Y −n = dimX +dimY −n hat.�

11.8. Projektive Mengen

Proposition 11.8.1 Sei X ⊂ Pn(k) eine irreduzible projektive Menge und sei f ∈
ΓP(V ) homogen und niht konstant.

1. Dann sind alle irreduzible Komponenten von VP(f) der Dimension dimX − 1.

2. Für dimX > 0 gilt VP(f) 6= ∅.

Beweis. 1. Sei Z eine irreduzible Komponent von VP(f). Wir betrahten Z ∩D+(Xi)
falls diese Menge niht leer ist. Ohne Einshränkung können wir annehmen, dass i = 0.
Es gibt ein Isomorphismus D+(X0) ≃ An(k) und damit folgt VP(f)∩D+(X0) ≃ V (f♭)
mit der Dehomogeneisierung bzg. X0. Das Polynom f♭ ist niht invertierbar da ∅ 6=
Z ∩D+(X0) ≃ V (f♭). Das Polynom f♭ ist auh niht null: sonnst gilt V (f♭) = An(k)
also D+X0) ⊂ VP(f) und also VP(f) = Pn(k). Es folgt f = 0 ein Widerspruh. Damit

folgt dimZ ∩ D+(Xi) = n − 1. Dies ist eine o�ene Teilmenge von Z und es folgt

dimZ = n− 1.
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2. Wir arbeiten mit den Kegeln. Sei C(X) der Kegel von X . Es gilt I(C(X)) =
IP(X) ⊂ k[X0, · · · , Xn]. Daraus folgt, dass I(C(X)) ein Primideal ist und C(X)
irreduzibel ist. Sei U = C(X) \ {0}, U ist eine o�ene Teilmenge von C(X). Daraus
folgt dimC(X) = dimU . Wir haben aber eine Abbildung p : U → X de�niert durh

p(x) = [x] ∈ Pn(k). Diese Abbildung ist ein Morphismus (Übung) und die Fasern

sind A1(k) \ {0}. Aus dem Dimesionssatz folgt 1 = dimA1(k) = dimA1(k) \ {0} =
dimU−dimX = dimC(X)−dimX . Es folgt dimC(X) = dimX+1. Da f ∈ IP(X) =
I(C(X)), können wir betrahten V (f) ⊂ C(X). Da f niht invertierbar und niht

null ist folgt aus dem Hauptidealsatz, dass dimV (f) = dimC(X)− 1 = dimX > 0.
Insbesondere gibt es x ∈ V (f) mit x 6= 0. Daraus folgt [x] ∈ VP(f) und VP(f) ist
niht leer. �

Beispiel 11.8.2 Die zweite Aussage ist im a�nen Raum niht wahr. Sei V = V (XY−
1) ⊂ A2(k). Nah dem Hauptidealsatz gilt dimV = 1. Sei f = [X ] ∈ Γ(X). Es gilt
V (f) = {(x, y) ∈ A2(k) | xy = 1 und x = 0} = ∅.

Korollar 11.8.3 SeiX ⊂ Pn(k) eine irreduzible projektive Menge und seien f1, · · · , fr
in ΓP(V ) homogene und niht konstante Elementen.

1. Dann hat jede irreduzible Komponente Z von VP(f1, · · · , fr) Dimension gröÿer

oder gleih dimX − r.

2. Für r ≤ dimX , gilt VP(f1, · · · , fr) 6= ∅.

Proposition 11.8.4 Sei X ⊂ Pn(k) eine irreduzible projektive Menge und sei Y ⊂
X abgeshlossen und irreduzibel mit dimY = dimX − r. Dann gibt es homogene

und niht konstante Elemente so, dass jede irreduzible Komponent von VP(f1, · · · , fs)
Dimension dimX − s hat für alle s ∈ [1, r].

Insbesondere ist Y eine irreduzible Komponent von VP(f1, · · · , fr).

Beweis. Übung. �



12. Reguläre Varietäten

12.1. Reguläre Varietäten

De�nition 12.1.1 Sei X eine irreduzible algebraishe Varietät. Ein Punkt x ∈ X
heiÿt regulär (manhmal auh glatt), wenn dimX = dim TxX .

FürX niht irreduzible und x ∈ X heiÿt x regulär falls dimxX = TxX , wobei dimxX
das Maximum aller Dimension irreduzibler Komponenten von X die x enthalten.

Eine algebraishe Varietät heiÿt regulär falls alle Punkte von X regulär sind.

Bemerkung 12.1.2 Man zeigt (f. Übungsblätter), dass dimTx(X) ≥ dimxX .

Lemma 12.1.3 Sei X eine irreduzible algebraishe Varietät und sei x ∈ X . Sei

U ⊂ X eine o�ene Teilmenge mit x ∈ U . Dann ist x genau dann regulär in X , wenn

x regulär in U ist. �

Beweis. Es gilt TxX = TxU und dimU = dimX. �

Korollar 12.1.4 Um zu bestimmen, ob ein Punkt regulär ist kann man mit a�nen

o�enen Umgebungen arbeiten.

12.2. Jakobishes Kriterium

De�nition 12.2.1 Sei P = (P1, · · · , Pr) ∈ k[X1, · · · , Xn] ein System von Polynome

und x ∈ An(k). Die Jaobi-Matrix J(P )(x) von P ist die Matrix

J(P )(x) =

(

∂Pi
∂Xj

(x)

)

i∈[1,r],j∈[1,n]

.

Theorem 12.2.2 (Jaobishes Kriterium) Sei X ⊂ An(k) eine irreduzible a�ne

algebraishe Varietät der Dimension d mit I(X) = (P1, · · · , Pr). Dann gilt

Xist regulär ⇔ Rg(J(P )(x)) = n− d.

Beweis. Es gilt Tx(X) = KerJ(P )(x). Daraus folgt die Aussage. �
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Beispiel 12.2.3 1. Sei V = V (P ) mit P = Y 2 −X . Es gilt

∂P
∂X

= −1 und

∂P
∂Y

= 2Y .
Daraus folgt, dass V regulär ist.

2. Sei V = V (P ) mit P = Y X − 1. Es gilt ∂P
∂X

= Y und

∂P
∂Y

= X . Daraus folgt, dass

V regulär ist.

3. Sei V = V (P ) mit P = X3 − Y 2
. Es gilt

∂P
∂X

= 3X2
und

∂P
∂Y

= −2Y . Daraus folgt,
dass {(0, 0)} der einzige niht reguläre Punkt ist.

4. Sei V = V (P ) mit P = X2(X − 1)− Y 2
. Es gilt

∂P
∂X

= X(3X − 2) und ∂P
∂Y

= −2Y .
Daraus folgt, dass {(0, 0)} der einzige niht reguläre Punkt ist.

5. Sei V = V (P ) mit P = XY −Z2
. Es gilt

∂P
∂X

= Y , ∂P
∂Y

= X und

∂P
∂Y

= −2Z. Daraus
folgt, dass {(0, 0, 0)} der einzige niht reguläre Punkt ist.

Proposition 12.2.4 Sei X ⊂ Pn(k) eine projektive algebraishe Menge mit X =
VP(P1, · · · , Pr), wobei Pi homogen ist für alle i ∈ [1, r]. Sei [x] ∈ X und J(P )(x) die
Jaobi Matrix von (P1, · · · , Pr) bei x.
Dann hängt Rg(J(P )(x)) niht von der Wahl von x ab und [x] ∈ X ist genau dann

regulär, wenn Rg(J(P )(x)) = n− dimX.

Beweis. Es gilt Pi(λx) = λdiPi(x), wobei di = degPi. Es folgt
∂Pi

∂Xj
(λx) = λdi−1 ∂Pi

∂Xj
(x).

Die Zeilen von J(P )(λx) sind also viefahe von Zeilen von J(P )(x). Daraus folgt die
erste Aussage.

Ohne Einshränkung können wir annehmen, dass x ∈ D+(X0) und sogar x0 = 1.
Wir können also Pn(k) mit An(k) = D+(X0) ersetzen, X mit X ∩D+(X0) und x mit

x̄ = (x1, · · · , xn). Es gilt X ∩ D+(X0) = V ((P1)♭, · · · , (Pr)♭). Der Punkt x̄ ist also

genau dann regulär, wenn Rg(J(P♭)(x̄)) = n−dimX . Es gilt aber

∂(Pi)♭
∂Xj

(x̄) = ∂Pi

∂Xj
(x)

für j 6= 0. Die Matrix J(P♭)(x̄) ist also die Matrix J(P )(x) ohne die erste Spalte (mit

Ableitungen in der Rihtung ∂X0). Es folgt Rg(J(P♭)(x̄)) ≤ Rg(J(P )(x)).

Lemma 12.2.5 (Eulershe Formel) Für P ∈ k[X0, · · · , Xn] homogen von Grad d
gilt

dP =
n
∑

i=0

Xi

∂P

∂Xi

.

Beweis. Beide Seiten sind linear in P . Es genügt also diese Gleihung für Monome

zu zeigen. Sei also P =
∏n

i=0X
ki
i mit k0 + · · ·+ kn = d. Es gilt Xi

∂P
∂Xi

= kiP . Daraus
folgt die Aussage. �

Für x = (1, x1, · · · , xn) mit [x] ∈ X ∩D+(X0) folgt für alle k ∈ [1, r]:

∂Pk
∂X0

(x) = x0
∂Pk
∂X0

(x) = dPk(x)−
n
∑

i=1

xi
∂P

∂Xi

(x) = −
n
∑

i=1

xi
∂P

∂Xi

(x).

Also ist die erste Spalte in J(P )(x) linear abhängig von der anderen Spalten. Es folgt

Rg(J(P♭)(x̄)) = Rg(J(P )(x)). �
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13. Produkte

13.1. Produkte a�ner algebraisher Varietäten

Proposition 13.1.1 Seien V ⊂ An(k) und W ⊂ Am(k) zwei algebraishe Mengen.

1. Dann ist V ×W ⊂ An(k)× Am(k) = An+m(k) eine algebraishe Menge mit

I(V ×W ) = (f(X), g(Y ) mit f(X) ∈ I(V ) und g(Y ) ∈ I(W )).

2. Es gibt ein k-Algebraisomorphismus

Γ(V )⊗k k Γ(W ) → Γ(V ×W )

de�niert durh f ⊗ g 7→ fg.

3. Die Projektionen p1 : V ×W → V und p2 : V ×W → W sind reguläre Abbildungen.

Beweis. Siehe Übungsblatt 11. �

Lemma 13.1.2 proj-ouvert Seien V und W algebraishe Mengen. Sei U ⊂ V ×W
o�en. Dann ist p1(U) ⊂ V o�en, wobei p1 : V ×W → V die erste Projektion ist. �

Beweis. Sei U o�en in V ×W . Es gibt Elemente f1, · · · , fr ∈ Γ(V ×W ) mit U =
DV×W (f1) ∪ · · · ∪ DV×W (fr) also p1(U) = p1(DV×W (f1)) ∪ · · · ∪ p1(DV×W (fr)). Es
genügt zu zeigen, dass p1(DV×W (f)) o�en ist für alle f ∈ Γ(V ×W ).

Sei (gj)j∈J eine Basis von Γ(W ). Wir shreiben

f = ϕ

(

∑

j∈J

fj ⊗ gj

)

=
∑

j∈J

fjgj,

wobei ϕ : Γ(V )⊗k Γ(W ) ≃ Γ(V ×W ) de�niert durh ϕ(a⊗ b) = ab ist. Wir zeigen

p1(DV×W (f)) =
⋃

j∈J

DV (fj).

Sei x ∈ p1(DV×W (f)). Es gibt also y ∈ W mit f(x, y) 6= 0. Es folgt
∑

j fj(x)gj(y) 6= 0.
Daraus folgt, dass es ein j ∈ J gibt mit fj(x) 6= 0. Es folgt x ∈ DV (fj).
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Umgekehrt, sei x ∈ ⋃j∈J DV (fj). Angenommen x 6∈ p1(DV×W (f)). Dann gibt es kein

y ∈ W mit (x, y) ∈ DV×W (f) also gilt f(x, y) = 0 für alle y ∈ W . Daraus folgt

∑

j∈J

fj(x)gj(y) = 0

für alle y ∈ W also

∑

j∈J fj(x)gj = 0. Da die gj linear unabhängig sind folgt fj(x) = 0
für alle j ∈ J . Ein Widerspruh zu x ∈ ⋃j∈J DV (fj). �

Korollar 13.1.3 Seien V und W algebraishe Mengen. Es gilt

V ×W irreduzibel ⇔ V und W sind irreduzibel.

Beweis. (⇒) Die Projektion p1 : V ×W ist ein surjektiver Morphismus. Daraus folgt

V = p1(V ×W ) ist irreduzibel. Analog gilt W irreduzibel.

(⇐) Seien U1 und U2 o�ene Teilmengen in V ×W mit U1 6= ∅ und U2 6= ∅. Zu zeigen

ist U1 ∩ U2 6= ∅.
Beide p1(U1) und p2(U2) sind o�en und niht leer in V . Da V irreduzibel ist gilt

p1(U1) ∩ p2(U2) 6= ∅. Sei x ∈ p1(U1) ∩ p1(U2).

Es gilt p−1
1 (x) = W . Aber p−1

1 (x) ∩ U1 und p−1
1 (x) ∩ U2 sind o�en und niht leer in

p−1
1 (x) = W . Da W irreduzibel ist folgt (p−1

1 (x) ∩ U1) ∩ (p−1
1 (x) ∩ U2) 6= ∅. Es folgt

U1 ∩ U2 6= ∅. �

13.2. Produkte algebraisher Varietäten

De�nition 13.2.1 Sei C eine Kategorie und seien X, Y ∈ Obj(C). Ein Objekt Z ∈
Obj(C) heiÿt Produkt von X und Y falls es Morphismen p : Z → X und q : Z → Y
gibt so, dass die folgende universelle Eigenshaft erfüllt ist:

Für alle Z ′ ∈ Obj(C) mit Morphismen p′ : Z ′ → X und q′ : Z ′ → Y gibt es ein

eindeutiger Morphismus f : Z ′ → Z so, dass p′ = p ◦ f und q′ = q ◦ f .

Lemma 13.2.2 Seien Z1 und Z2 zwei Produkte von X und Y in einer Kategorie C.
Dann sind Z1 und Z2 isomorph. �

Beweis. Für i ∈ [1, 2], seien pi : Zi → X und qi : Zi → Y die von der De�nition

gegebene Morphismen. Nah der De�nition gibt es ein Morphismus f : Z1 → Z2 mit

p1 = p2 ◦ f und q1 = q2 ◦ f und ein Morphismus g : Z2 → Z1 mit p2 = p1 ◦ g und

q2 = q1 ◦ g.
Nah der De�nition mit Z ′ = Z = Z1 gibt es ein eindeutiger Morphismus h : Z1 → Z1

mit p1 = h ◦ p1 und q1 = h ◦ q1. Für h = IdZ1 sind diese Aussagen wahr also h = IdZ1 .

Es gilt aber auh g ◦ f : Z1 → Z1, p1 = p2 ◦ f = p1 ◦ g ◦ f und q1 = q2 ◦ f = q1 ◦ g ◦ f .
Daraus folgt f ◦ g = h = IdZ1 . Analog gilt g ◦ f = IdZ2. �



119

Bemerkung 13.2.3 Wenn es ein Produkt gibt ist es eindeutig (modulo Isomorphis-

mus) bestimmt. Ein Produkt von X und Y es also das Produkt von X und Y genannt.

Lemma 13.2.4 Seien V und W a�ne algebraishe Varietäten. Dann ist V ×W ein

Produkt von V und W in der Kategorie aller algebraishen Varietäten. �

Beweis. Sei Z eine algebraishe Varietät mit Morphismen p : Z → V und q : Z → W .

Dann ist p×q : Z → V ×W mit p×q(z) = (p(z), q(z) eine Wohl de�nierte Abbildung.

Für U a�ne und o�en in Z sind p|U und q|U reguläre Abbildungen also auh (p×q)|U .
Es folgt, dass p×q ein Morphismus ist. Es gilt aber p1◦(p×q) = p und p2◦(p×q) = q.�

Proposition 13.2.5 Seien X und Y algebraishe Varietäten. Dann gibt es ein Pro-

dukt X × Y in der Kategorie aller algebraishen Varietäten.

Beweis. Als Menge ist das Produkt einfah X × Y . Die Topologie ist dank der folge-

enden Basis B de�niert:

B = {U a�ne und o�en in V ×W, wobei V und W a�ne o�en in X und Y sind}.

Eine o�ene Teilmenge von X × Y ist also per De�nition eine Vereinigung von Ele-

menten aus B. Die Strukturgarbe ist wie folgt de�niert:

OX×Y (U) = OV×W (U) = OU(U)

für U ∈ B mit U ⊂ V ×W a�ne und o�en und V und W sind a�ne o�en in X und

Y . Die Eigenshaften (A) und (B) für OX×Y folgen direkt aus diesen Eigenshaften

für V ×W also ist OX×Y eine Garbe und (X × Y,OX×Y ) ein geringter Raum lokal

isomorph zu (U,OU) eine algebraishe Menge. Es folgt, dass X ×Y eine algebraishe

Varietät ist.

Die Abbildungen p1 : X × Y → X, (x, y) 7→ x und p2 : X × Y → Y, (x, y) 7→
y sind Morphismen: es gibt eine Überdekung (die Elementen aus B) so, dass die

Einshränkungen von p1 und p2 auf Elementen von dieser Überdekung Morphismen

sind.

Sei jetzt Z eine algebraishe Varietät mit Morphismen p : Z → X und q : Z → Y .
Dann ist die Abbildung p × q : Z → X × Y wohl de�niert. Für V und W o�en

und a�ne in X und Y sind die Einshränkungen p : p−1(V ) ∩ q−1(W ) → V und

q : p−1(V ) ∩ q−1(W ) → W Morphismen und also auh p × q : p−1(V ) ∩ q−1(W ) →
V ×W (Fall X = V und Y = W a�ne). Dies sind Überdekungen also ist p× q ein
Morphismus und es gilt p = p1 ◦ (p× q) und q = p2 ◦ (p× q). �

De�nition 13.2.6 Ein Morphismus ϕ : X → Y algebraisher Varietäten heiÿt o�en

falls ϕ(U) ist o�en für alle o�ene Teilmengen U in X .

Beispiel 13.2.7 Für V und W a�ne sind die Projektionen p1 : V ×W → V und

p2 : V ×W →W o�en (f. Lemma 13.1.2).
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Lemma 13.2.8 Seien X und Y algebraishe Varietäten. Dann sind die Projektionen

p1 : X × Y → X und p2 : X × Y → Y o�en. �

Beweis. Sei U ⊂ X × Y o�en. Wir zeigen, dass p1(U) o�en ist. Analog gilt, dass

p2(U) o�en ist.

Seien V ⊂ X und W ⊂ Y o�en und a�ne. Dann ist U ∩ (V × W ) o�en und es

genügt zu zeigen, dass p1(U ∩ (V ×W )) o�en ist für alle V und W . Wir können also

annehmen, dass X = V und Y = W a�ne sind. Die Aussage folgt jetzt aus Lemma

13.1.2. �

Korollar 13.2.9 Seien X und Y algebraishe Varietäten. Es gilt

X × Y irreduzibel ⇔ X und Y sind irreduzibel.

Beweis. Beweis wie für algebraishe Mengen. �

13.3. Produkt projektiver algebraisher Varietäten

Proposition 13.3.1 Sei ϕ : Pn(k)× Pm(k) → Pnm+n+m(k) mit

ϕ([x0 : · · · : xn], [y0 : · · · : ym]) = [x0y0 : · · · : xnym].

Dann ist ϕ wohl de�niert und ein Morphismus algebraisher Varietäten. Auÿerdem

induziert ϕ ein Isomorphismus von Pn(k)× Pm(k) auf

V = VP(Zi,jZk,l − Zi,lZk,j, i, k ∈ [0, n] und j, l ∈ [0, m]).

Beweis. Die Abbildung ist wohl de�niert, weil ϕ([λx0 : · · · : λxn], [µy0 : · · · : µym]) =
[λµx0y0 : · · · : λµxnym] = [x0y0 : · · · : xnym] = ϕ([x0 : · · · : xn], [y0 : · · · : ym]).

Wir zeigen, dass das Bild von ϕ die Menge V ist. Es gilt xiyjxkyl− xiylxkyj = 0 also
gilt Imϕ ⊂ V . Umgekehrt, sei [z] = [zi,j ] ∈ V . Wir betrahten z = (zi,j) als eine

(n + 1)× (m+ 1) matrix. Die Gleihungen Zi,jZk,l − Zi,lZk,j sind die 2× 2-Minoren

der Matrix z. Insbesondere gilt Rg(z) ≤ 1. Da z 6= 0 gilt Rg(z) = 1. Sei x ∈ Imz mit

x 6= 0 (z.B. ist x = (x0, · · · , xn) eine niht triviale Spalte von z). Seien S0, · · · , Sm
die Spalten von z. Für jedes j ∈ [0, m] gibt es ein yj ∈ k mit Sj = yjx. Auÿerdem ist

(y0, · · · , ym) niht null sonnst gelte Sj = 0 für alle j also z = 0. Es folgt [x] ∈ Pn(k),
[y] = [y0 : · · · : ym] ∈ Pm(k) und [z] = [zi,j ] = [xiyj] = ϕ([x], [y]).

Wir zeigen jetzt, dass ϕ injektiv ist. Seien x, x′y, y′ mit ϕ([x], [y]) = ϕ([x′], [y′]). Sei i

mit xi 6= 0. Es gilt xiyk = x′iy
′
k und also yk =

x′i
xi
y′k für alle k also y =

x′i
xi
y′. Da y 6= 0,

folgt x′i 6= 0 und also [y] = [y′]. Analog gilt [x] = [x′].
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Die Einshränkung ϕ : D+(Xi)×D+(Yj) → D+
V (Zi,j) ist gegeben durh

ϕ

((

x0
xi
, · · · , 1, · · · , xn

xi

)

,

(

y0
yj
, · · · , 1, · · · , ym

yj

))

=

(

x0y0
xiyj

, · · · , 1, · · · , xnym
xiyj

)

.

Dies ist ein reguläre Abbildung also ist ϕ ein Morphismus. Wir zeigen, dass diese

Einshränkung ein Isomorphismus ist. Ohne Einshränkung (modulo Variblenweh-

sel) können wir annehmen, dass xi = X0. Die obige Abbildung als matrix dargestellt

ist gegeben durh

ϕ([x0 : · · · : xn], [y0 : · · · : ym]) =







x0y0 · · · x0ym
.

.

.

.

.

.

.

.

.

xny0
.

.

. xnym







und auf D+(X0)×D+(Y0) durh:

ϕ((x1, · · · , xn), (y1, · · · , ym)) =











1 y1 · · · ym
x1 x1y1 · · · x1ym
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xn xny1 · · · xnym











.

Insbesondere ist die Umkehrabbildung ψ gegeben durh

ψ(zi,j) = ((z1,0, · · · , zn,0), (z0,1, · · · , z0,m)).

Daraus folgt, dass ϕ ein Isomorphismus ist. �

Korollar 13.3.2 Das Produkt von zwei projektiven algebraishen Varietäten ist wie-

der eine projektive algebraishe Varietät.

Beweis. Seien X ⊂ Pn(k) und Y ⊂ Pm(k) projektive algebraishe Varietäten. Dann
ist X×Y ⊂ Pn(k)×Pm(k) abgeshlossen und also abgeshlossen in V ⊂ Pnm+n+m(k).
Daraus folgt, dass X × Y eine projektive Varietät ist. �

Beispiel 13.3.3 Es gibt ein Isomorphimus P1(k)× P1(k) ≃ VP(XY − ZT ) ⊂ P3(k).

13.4. Separable Varietäten

De�nition 13.4.1 Sei X eine algebraishe Varietät.

1. Die Diagonale ist die Teilmenge ∆X = {(x, y) ∈ X ×X | y = x} ⊂ X ×X.

2. Die Varietät X heiÿt separabel, wenn ∆X abgeshlossen in X ×X ist.

Proposition 13.4.2 Sei X a�ne. Dann ist X separabel.
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Beweis. SeiX ⊂ An(k) eine algebraishe Menge. Wir betrahtenX×X als Teilmenge

von An(k)×An(k) mit Variablen X1, · · · , Xn, Y1, · · · , Yn. Es gilt ∆X = VX×X([Xi]−
[Yi]) und also ist die Diagonale abgeshlossen. �

Lemma 13.4.3 Sei X eine algebraishe Varietät so, dass es für alle x, y ∈ X eine

a�ne o�ene Teilmenge Ux,y gibt mit x, y ∈ Ux,y.

Dann ist X separabel. �

Beweis. Das Produkt X × X hat eine a�ne Überdekung Ux,y × Ux,y: jeder Punkt
(x, y) ∈ X × X ist in Ux,y × Ux,y enthalten. Die Diagonale ∆X ist also genau dann

abgeshlossen, wenn ∆Ux,y = ∆X∩(Ux,y×Ux,y) in Ux,y×Ux,y ist. Diese letzte Aussage
ist aber wahr dank dem obigen Proposition, weil Ux,y a�ne ist. �

Korollar 13.4.4 Eine projektive algebraishe Varietät X ist separabel.

Beweis. Seien x, y ∈ X . Dann gibt es ein homogenes Polynom P von Grad 1 mit

P (x) 6= 0 6= P (y). Es folgt x, y ∈ D+
X(P ) eine a�ne Teilmenge und also ist X

separabel dank dem obigen Lemma. �

De�nition 13.4.5 Sei ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten. Der

Graph Γϕ von ϕ ist die Menge

Γϕ = {(x, y) ∈ X × Y | yϕ(x)}.

Proposition 13.4.6 Sei ϕ : X → Y ein Morphismus algebraisher Varietäten mit

Y separabel. Dann ist der Graph Γϕ abgeshlossen in X × Y .

Beweis. Es gibt Morphismen p : X × Y → Y mit p(x.y) = ϕ(x) und q : X × Y → Y
mit q(x, y) = y. Daraus folgt, dass es ein eindeutiger Morphismus ϕ× IdY : X×Y →
Y × Y gibt mit (ϕ× IdY )(x, y) = (ϕ(x), y). Da Y separabel ist ist ∆Y abgeshlossen

in Y × Y also ist Γϕ = (ϕ× IdY )
−1(∆Y ) abgeshlossen in X × Y . �

Bemerkung 13.4.7 Die Eingenshaft separabel ist die rihtige De�nition für Haus-

dor� für algebraishe Varietäten. Zum Beispiel ist eine separable algebraishe Menge

in Rn = An(R) Hausdorf für die üblihe Topologie.

Bemerkung 13.4.8 Es gibt algebraishe Varietäten die niht separabel sind. Das

einfahste Beispiel ist X die Gerade mit verdoppeltem Ursprung. Als Menge gilt

X = (A1(k) \ {0}) ∪ {01} ∪ {02}.

Diese Menge enthält A1(k) zweimal: U1 = (A1(k) \ {0}) ∪ {01} ⊂ X und U2 =
(A1(k) \ {0}) ∪ {02} ⊂ X . Die Topologie ist de�niert dank der Basis

B = {U a�ne und o�en in U1 oder U2}.

Die Strukturgarbe ist dank OX(U) = Γ(U) für U ∈ B de�niert. Man zeigt, dass X
eine algebraishe aber niht separable Varietät ist.
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13.5. Eigentlihe Varietäten

De�nition 13.5.1 Eine stetige Abbildung ϕ : X → Y heiÿt abgeshlossen, falls

ϕ(Z) abgeshlossen ist für alle Z ⊂ X abgeshlossen.

Beispiel 13.5.2 Die Identitätabbildung ist abgeshlossen.

De�nition 13.5.3 Eine algebraishe VarietätX heiÿt eigentlih, falls p2 : X×Y →
Y abgeshlossen ist für alle algebraishe Varietäten Y .

Beispiel 13.5.4 1. Für topologishe Räum sind kompakte Räume eigentlih: für X
kompakt ist die Projektion p2 : X × Y → Y abgeshlossen.

2. Ein Punkt ist immer eigentlih: die Abbildung {Punkt}×Y → Y ist die Identität-

Abbildung also abgeshlossen.

Proposition 13.5.5 Sei ϕ : X → Y ein Morphismus algebriasher Varietäten mit

X eingentlih und Y separabel. Dann ist ϕ(X) abgeshlossen in Y .

Beweis. Sei p2 : X × Y → Y . Es gilt p2(Γϕ) = ϕ(X). Da Γϕ abgeshlossen ist (Y ist

separabel) muss p2(Γϕ) abgeshlossen sein (X ist eigentlih). �

Beispiel 13.5.6 1. Dies ist nih immer wahr. Für die Projektion V = V (XY −1) →
A1(k), (xy) 7→ x ist das Bild A1(k) \ {0} o�en aber niht abgeshlossen. Insbesondere

ist V niht eigentih.

2. Seien X = An(k), Y = Pn(k) und ϕ : X ≃ D+(X0). Dann ist Y separabel aber

ϕ(X) = D+(X0) niht abgeshlossen (es gilt ϕ(X) = D+(X0) = Pn(k). Es folgt, dass
An(k) niht eigentliht ist.

Allgemeiner gilt (dies werden wir niht zeigen):

Theorem 13.5.7 Sei X eine algebraishe Varietät. Dann gilt

X ist a�ne und eigentlih ⇔ X ist endlih.

Proposition 13.5.8 Seien X und Y eingentlih. Dann ist X × Y auh eigentlih.

Beweis. Sei Z ein algebraishe Varietät und sei A ⊂ X × Y × Z abgeshlossen. Sei

pY Z : X × Y × Z → Y × Z die Projektion. Dann ist pY Z(A) abgeshlossen (X ist

eingentlih). Sei pZ : Y × Z die Projektion. Dann ist pZ(pY Z(A)) abgeshlossen (Y
ist eingentlih). Es gilt aber p = pZ ◦ pY Z , wobei p : X × Y × Z → Z die Projektion

ist. Daraus folgt, dass p(A) = pZ(pY Z(A)) abgeshlossen ist. �

Proposition 13.5.9 Seien X eingentlih und Y ⊂ X abgeshlossen. Dann ist Y
eigentlih.
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Beweis. Sei Z ein algebraishe Varietät und sei A ⊂ Y ×Z abgeshlossen. Da Y ⊂ X
abgeshlossen ist, ist Y×Z ⊂ X×Z abgeshlossen. Daraus folgt, dass A abgeshlossen

in X × Z ist und also p2(A) ist abgeshlossen in Z. �

Satz 13.5.10 Der projektive Raum Pn(k) ist eigentlih. �

Beweis. Sei X eine algebraishe Varietät. Wir zeigen, dass p : Pn(k) × X → X
abgeshlossen ist. Es genugt zu zeigen, dass p : Pn(k)×U → U abgeshlossen ist, für

jede a�ne o�ene Teilmenge U ⊂ X . Wir können also ohne Einshränkung annehmen,

dass X eine algebraishe Menge ist. Sei also X ⊂ Am(k) abgeshlossen. Dann ist

Pn(k) × X ⊂ Pn(k) × Am(k) abgeshlossen und es genügt also zu zeigen, dass die

Projektion p : Pn(k) × Am(k) → Am(k) abgeshlossen ist. Wir nehmen also an, dass

X = Am(k).

Wir werden die Punkte in Pn(k) × Am(k) als ([x0 : · · · : xn], (y1, · · · , ym)) darstellen.
Die zugehörige Variablen sind X0, · · · , Xn und Y1, · · · , Ym.

Sei Z ⊂ Pn(k) × Am(k) abgeshlossen. Wir zeigen, dass p(Z) abgeshlossen ist. Sei

also y = (y1, · · · , ym) ∈ Am(k) \ p(Z) uns sei M = I({y}) = (Y1 − y1, · · · , Yn − yn)
das zugehörige maximale Ideal.

Sei Ui = D+(Xi) × Am(k). Dann ist Ui o�en in Pn(k) × Am(k) und a�ne. Es gilt

sogar D+(Xi)×Am(k) ≃ An(k)×Am(k) = An+m(k). Der Ring Γ(Ui) ist isomorph zu

Γ(D+(Xi))⊗k Γ(Am(k)) also

Γ(Ui) = k

[

X0

Xi

, · · · , Xn

Xi

, Y1, · · · , Ym
]

.

Der Durhshnitt Z ∩ Ui ist in Ui abgeshlossen also eine algebraishe Menge. Sei

Ii = I(Z ∩ Ui) ⊂ Γ(Ui) das zugehörige Ideal. Wir shreiben MΓ(Ui) für das von M

erzeugte Ideal in Γ(Ui).

Lemma 13.5.11 Es gilt Γ(Ui) = Ii +MΓ(Ui). �

Beweis. Sei (x, y′) =
(

x0
xi
, · · · , xn

xi
, y′1, · · · , y′n

)

∈ V (Ii + MΓ(Ui)) ⊂ Ui = An−m(k).

Da M = (Y1 − y1, · · · , Yn − yn) folgt y
′ = (y′1, · · · , y′n) = (y1, · · · yn) = y. Es gilt auh

P (x, y′) = 0 für alle P ∈ Ii = I(Z ∩ Ui) also (x, y′) ∈ Z. Es folgt y = y′ = p(x, y′) ∈
p(Z) ein Widerspruh. Daraus folgt V (Ii +MΓ(Ui)) = ∅ und Ii +MΓ(Ui) = Γ(Ui)
(Nullstellensatz). �

Für jedes i ∈ [0, n] shreiben wir 1Γ(Ui) = fi + gi mit fi ∈ Ii und gi ∈ MΓ(Ui). Wir

setzen S = k[X0, · · · , Xn, Y1, · · · , Ym]. Für F ∈ S setzen wir

FXi
= F

(

X0

Xi

, · · · , Xn

Xi

, Y1, · · · , Ym
)

∈ k

[

X0

Xi

, · · · , Xn

Xi

, Y1, · · · , Ym
]

= Γ(Ui).
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Sei J das Ideal von k[X0, · · · , Xn, Y1, · · · , Ym], das von Polynomen F homogen in den

Variablen X0, · · · , Xn mit FXi
∈ Ii = I(Z ∩ Ui) für alle i ∈ [0, n] erzeugt ist:

J = (F | F homogen in X0, · · · , Xn mit FXi
∈ Ii = I(Z ∩ Ui) für alle i ∈ [0, n]).

Für (x, y′) ∈ Z und F ∈ J gilt F (x, y′) = 0.

Dank Multiplikation mit Potenzen von Xi gibt es eine naturlishe Zahl ai mitXai
i fi ∈

S und Xbi
i gi ∈ S. Darüberhinhaus sind Xai

i fi und X
ai
i gi homogen in den Variablen

X0, · · · , Xn. Es gilt (X
ai
i fi)Xi

= fi ∈ Ii also gilt Xa
i fi ∈ J . Es folgt

Xai
i = Xai

i fi +Xai
i gi ∈ J +MS,

wobei MS das von M erzeugte Ideal in S ist. Für a = maxi ai gilt also

Xa
i ∈ J +MS für alle i ∈ [0, n].

Für d ≥ 0, sei Sd der Unterraum von S aller homogenen Polynome von Grad d. Für
r = (n+ 1)a gilt

Sr ⊂ J +MS,

denn für ein Monom F = X i0
0 · · ·X in

n von Grad r mit ij < a für alle j gilt r =

i0+· · ·+in < (n+1)a ein Widerspruh. Also gibt es ein j mit ij ≥ a undX
ij
j ∈ J+MS.

Daraus folgt F ∈ J +MS und die Aussage.

Sei Jr = J ∩ Sr.

Lemma 13.5.12 Es gibt ein f ∈ k[Y1, · · · , Ym] \M mit fSr ⊂ Jr. �

Beweis. Sei (e1, · · · , eN) eine Basis von Sr. Es gilt ei ∈ J +MS und da beide Ideal

graduiert sind gibt es pi ∈ J ∩ Sr = Jr und qi ∈ MS ∩ Sr = MSr mit ei = pi + qi.
Das Element qi ist also der Form

qi =
N
∑

j=1

mi,jej , mit mi,j ∈ M.

Sei M = (mi,j)i,j∈[1,N ]. Es gilt

(IN −M)(ei) = pi ∈ Jr für alle i ∈ [1, N ].

Sei f = det(IN − M). Es gilt f(y) = det(IN − M(y)) = det(IN) = 1. Es folgt

f 6∈ M. Es gilt aber det(A)IN = Com(A)TA für alle Matrizen. Daraus folgt fIN =
Com(IN −M)T (IN −M) und also

fei = Com(IN −M)T (IN −M)ei = Com(IN −M)T pi ∈ Jr für alle i ∈ [1, N ].

Daraus folgt die Aussage. �
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Wir zeigen jetzt, dass D(f) ⊂ Am(k) \ p(Z) und also, dass Am(k) \ p(Z) eine o�ene
Umgebung von y enthält. Da dies für alle y ∈ Am(k) \ p(Z) wahr ist folgt, dass

Am(k) \ p(Z) o�en ist also p(Z) ist abgeshlossen.

Sei y′ ∈ D(f) und sei x ∈ Pn(k) so, dass (x, y
′) ∈ Z. Es gibt ein i so, dass xi 6= 0 also

x ∈ D+(Xi) und also (x, y′) ∈ Ui ∩ Z. Daraus folgt h(x, y′) = 0 für alle h ∈ Ii. Es
gilt also F (x, y′) = 0 für alle F ∈ J . Es gilt aber fXr

i = F ∈ Jr. Es folgt

0 6= f(y′)xri = F (x, y′) = 0.

Ein Widerspruh. Es gibt also kein x ∈ Pn(k) mit (x, y′) ∈ Z und also y′ 6∈ p(Z). �

Satz 13.5.13 Jede projektive Varietät ist eigentlih. �

Beweis. Sei X eine projektive Varietät. Dann ist X abgeshlossen in Pn(k). Es folgt
X eingentlih, weil Pn(k) eigentlih ist. �



14. Abelshe Varietäten

14.1. Algebraishe Gruppen

De�nition 14.1.1 Eine algebraishe Gruppe ist eine algebraishe Varietät G
mit Morphismen µ : G×G→ G und ι : G→ G und einem Punkt eG ∈ G so, dass G
mit Multiplikation gh = µ(g, h), neutralem Element eG und Inverse g−1 = ι(g) eine
Gruppe ist.

Beispiel 14.1.2 1. Eine endlihe Gruppe ist immer eine algebraishe Gruppe.

2. Die Gruppen GLn(k), SLn(k) oder On(k) sind algebraishe Gruppen. Wir haben

shon gesehen, dass die erste eine o�ene Teilmenge von Mn(k) = An2(k) ist. Die

zweite ist die algebraishe Menge V (T det(M) − 1) ⊂ A1(k) × Mn(k). Die letzte

Gruppe ist die algebraishe Menge V (MTM − In). Auÿerdem ist die Multiplikation

dank Matrixmultiplikation gegeben und also dank Polynome gegeben. Es ist also eine

reguläre Abbildung und also ein Morphismus. Das gleihe gilt für das Inverse.

14.2. Projektive algebraishe Gruppen

In diesem Kapitel wollen wir zeigen:

Theorem 14.2.1 Eine irreduzible projektive algebraishe Gruppe G ist abelsh. �

Beispiel 14.2.2 1. Für G niht projektiv ist die Aussage falsh: GLn(k) ist irredu-
zibel (aber a�ne und niht projektive) und auh niht kommutativ für n ≥ 2.

2. Für G niht irreduzibel ist die Aussage auh falsh: jede endlihe Gruppe ist

eine algebraishe Gruppe (aber niht irreduzibel). Es gibt aber (viele) niht abelshe

endlihe Gruppen.

Satz 14.2.3 (Rigiditätslemma) Seien X , Y und Z drei algebraishe Varietäten

mit X und Y irreduzibel, X projektiv und Z separabel.

Sei ϕ : X × Y → Z ein Morphismus so, dass es ein y0 ∈ Y und ein z0 ∈ Z gibt mit

ϕ(X × {y0}) = {z0}.
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Sei ϕ : X×Y → Z ein Morphismus so, dass es ein y0 ∈ Y gibt mit ϕ(X×{y0}) = {z0}
für ein z0 ∈ Z.

Dann gilt für jedes y ∈ Y : ϕ(X × {y}) = {z} für ein z ∈ Z. �

Beweis. Sei Γ = {(x, y, ϕ(x, y) ∈ X × Y × Z} der Graph von ϕ. Da Z separabel ist,

ist Γ abgeshlossen in ×Y ×Z. Der Graph Γ ist isomorph zu X×Y mit Abbildungen

(x, y) ↔ (x, y, ϕ(x, y). Insbesondere ist Γ irreduzibel.

Sei pY Z : X × Y × Z → Y × Z die Projektion. Da X projektiv also eigentlih ist, ist

Γ′ = pY Z(Y ) abgeshlossen in Y × Z. Da Γ irreduzibel ist, ist Γ′
auh irreduzibel.

Sei p1 : Y × Z → Z. Wir shreiben auh p1 für die Einshränkung p1 : Γ′ → Y .
Dieser Morphismus ist sujektiv: für alle y ∈ Y und x ∈ X , gilt (x, y, ϕ(x, y)) ∈ Γ also

(y, ϕ(y, x)) ∈ Γ′
und also p1(y, ϕ(x, y)) = y. Sei U eine o�ene Teilmenge von Y so,

dass dimZ = dimΓ′ − dim Y gilt für alle y ∈ U und alle irreduzible Komponenten Z
von p−1

1 (y). Wir betrahten jetzt ϕ−1(y0) = {(y0, ϕ(x, y0) | x ∈ X}. Da ϕ(X×{y0}) =
{z0} gilt p−1

1 (y0) = {(y0, z0)}. Es gilt also

0 = dim p−1
1 (y0) ≥ dimΓ′− dim Y = dimZ ≥ 0.

Daraus folgt, dass alle Ungleihungen Gleihungen sind. Insbesondere gilt dimΓ′ =
dimY .

Sei jetzt x0 ∈ X und Γx0 = Γ∩p−1
X (x0), wobei pX : X × Y × Z → X die Projektion

ist. Es gilt

Γx0 = {(x0, y, ϕ(x0, y)) ∈ X × Y × Z}.

Sei pY Z : Γx0 → Y × Z die Einshränkung von pY Z . Es gilt

pY Z(Γx0) = {(y, ϕ(x0, y)) ∈ Y × Z} ⊂ Γ′ .

Der Morphismus p1 : pY Z(Γx0) → Y ist surjektiv: p1(y, ϕ(x0, y)) = y. Daraus folgt

dimΓ′ ≥ dim pY Z(Γx0) ≥ dimY = dimΓ′ .

Insbesondere gilt dim pY Z(Γx0) = dimΓ′
und da Γ′

irreduzibel ist folgt pY Z(Γx0) = Γ′
.

Sei y1 ∈ Y fest. Es folgt

{(y1, ϕ(x0, y1)} = p−1
1 (y1) ∩ pY Z(Γx0)

= p−1
1 (y1) ∩ Γ′

= {(y1, ϕ(x, y1)) ∈ Y × Z | x ∈ X}
= {y1} × ϕ(X × {y1}).

Daraus folgt ϕ(X × {y1}) = {ϕ(x0, y1)} und die Aussage. �
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Beweis von Theorem 14.2.1. Sei G eine projektive algebraihe Gruppe und ϕ : G×
G→ G de�niert durh ϕ(g, h) = ghg−1

. Dies ist ein Morphismus:

ϕ : G×G
µ×(ι◦p1) // G×G

µ // G.

Diese Komposition bildet (g, h) auf (g, h) 7→ (gh, g−1) → ghg−1
. Wir setzen X =

Y = Z = G. Dann sind X und Y irreduzibel, X ist projektiv und Z ist separabel

(weil projektive). Es gilt für y0 = eG: ϕ(g, eG) = eG für alle g ∈ G. Daraus folgt, dass
es für alle h ∈ G ein f ∈ G gibt mit ϕ(G × {h}) = {f}. Es gilt aber ϕ(eG, h) = h
also gilt f = h und für alle g ∈ G gilt ϕ(g, h) = h also ghg−1 = h und gh = hg. Die
Gruppe ist abelsh. �

De�nition 14.2.4 Eine irreduzible projektive algebraishe Gruppe heiÿt abelshe

Varietät.

Proposition 14.2.5 Seien G und H zwei abelshe Varietäten und sei ϕ : G→ H ein

Morphismus. Dann gibt es ein h ∈ H so, dass der Morphismus ψ : G → H de�niert

durh

ψ(g) = h · ϕ(g)
ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Wenn die Aussage wahr ist gilt eH = ψ(eG) = hϕ(eG) also h = ϕ(eG)
−1
. Sei

jetzt ψ : G→ H de�niert durh

ψ(g) = ϕ(eG)
−1ϕ(g).

Dies ist ein Morphismus mit ψ(eG) = eH . Sei jetzt Ψ : G×G→ H de�niert durh

Ψ (g, g′) = ψ(gg′)ψ(g)−1ψ(g′)−1.

Es gilt Ψ (G × {eG}) = {eH}. Nah dem Rigiditätslemma gibt es für jedes g′ ∈ G
ein h′ ∈ H mit Ψ (G × {g′}) = {h′}. Es gilt aber Ψ (eG, g′) = eH also h′ = eH und

Ψ (g, g′) = eH für alle g, g′ ∈ G. Insbesondere gilt ψ(gg′) = ψ(g)ψ(g′) und ψ ist ein

Gruppenhomomorphismus. �

De�nition 14.2.6 Eine abelshe Varietät der Dimension 1 heiÿt elliptishe Kur-

ve.

Beispiel 14.2.7 Alle reguläre Kubiken VP(F ) in P2(k), wobei F homogen von Grad

3 ist und VP(F ) regulär ist sind elliptishe Kurven.

Alle elliptishe Kurven können so dargestellt werden. Dass es eine Gruppenstrukture

auf einer Kubik C gibt, haben wir im Seminar gezeigt. Man wählt O ∈ C und für

P,Q ∈ C setzt man Φ(P,Q) = R so, dass P,Q,R die drei Punkten auf C ∩ (PQ)
sind. Dann ist P +Q als

P +Q = Φ(O,Φ(P,Q))
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de�niert. Dies induziert eine Gruppenstruktur. Wähl man für O einen Wendepunkte

i.e einen Punkt so, dass L∩C = {O} gilt (mit Vielfahheit 3) für L die Tangentgerade

von C bei O, so gilt

P +Q +R = 0 ⇔ P , Q und R liegen auf einer Gerade.

Falls P ein weiterer Wendepunkt ist folgt also 3P = O.

Elliptishe Kurven mit k = C sind die Riemanshe Flähen der Geshleht 1. Diese
Kurven können auh als Quotient C/Γ, wobei Γ ein Gitter ist also der Form Ze1⊕Ze2
mit (e1, e2) eine R-Basis von C. Die Gruppenstrutur ist dann dank der Addition auf

C de�niert: [z]+[z′] = [z+z′]. Dass dieses Quotient sih als Kubik in P2(C) einbetten
lässt, zeigt man dank der Weierstraÿ Funktion ℘ und ihre ableitung ℘′

.
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