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1 Wiederholung

In diesem Semester werden wir weiter mit linearen Abbildungen arbeiten. Wir neh-
men an, dass alles, was im Skript LA1 steht, bekannt ist. Wir werden aber mit einigen
Wiederholungen anfangen.

1.1 Aquivalenzrelationen

Definition 1.1.1 1. Sei M eine Menge. Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R
von M x M. Seien z,y zwei Elemente in M, fiir (z,y) € R schreibt man x ~g y.

2. R heifst reflexiv, wenn = ~p x fiir alle z € M.
3. R heift symmetrisch, wenn x ~p y = y ~p .

4. R heifit transitiv, wenn (z ~g y und y ~p 2) = x ~g 2.

Definition 1.1.2 Eine Relation R heift Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, sym-
metrisch und transitiv ist.

Definition 1.1.3 Sei R eine Aquivalenzrelation auf M.
1. Die Aquivalenzklasse [z] ist

[2] ={ye M |z ~ry} C M.

2. Die Quotientenmenge M /R ist die Gesamtheit der Aquivalenzklassen:
M/R = {[z] € B(M) | = € M}.

Satz 1.1.4 Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Dann sind alle Elemente aus A in
genau einer Aquivalenzklasse. O

Fiir eine Aquivalenzrelation sind die folgenden Fragen wichtig:

Frage 1.1.5
1. Wann sind zwei Elemente z,y € M &quivalent?

2. Suche ein Element in jede Aquivalenzklasse.



1.2 Lineare Abbildungen, Matrizen, Basiswechsel

Fiir die Definitionen von Abbildungen, Kérpern, Vektorriumen und Basen verweisen
wir auf das Skript LA1 (Definition 2.2.1, Definition 3.1.1 und Definition 5.1.1). Sei
K ein Korper und seien V und W zwei K-Vektorraume.

Definition 1.2.1 Eine Abbildung f : V' — W heift linear, wenn fiir alle x,y € K
und alle v, v € V gilt

flav+yv') = xf(v) + yf (V).

Sei B = (vy,---,v,) eine Basis von V und B = (wy,---,w,,) eine Basis von
W. Da B’ eine Basis ist, gibt es, fiir alle j € [1,n], Skalare (a;;)ici1,m aus K
mit

fvy) = Zai,jwi-
1=1

Fiir Definition und Eigenschaften von Matrizen verweisen wir auf das Skript LAT.

Definition 1.2.2 Die Matrix Matg g (f) von f mit den Basen B, B’ ist

ayi; -+ Qip

Matg g (f) = (aij;)icpm], jein] =

m,1 * Amn

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Wenn wir die Basen B, B’ wechseln, wird sich
die Matrix Matp 5 (f) verdindern. Der Basiswelchelsatz erklirt, wie sich die Matrix
verandert.

Satz 1.2.3 Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Seien B,C Basen von V und
seien B’,C’ Basen von W. Sei A = Matgp/(f) und B = Mate e (f). Dann gilt

B=QAP

wobei P = Matc g(Idy) und Q) = Matg ¢ (Idw). 0

Wir werden zwei Beispiele von Aquivalenzrelationen fiir Matrizen einfiihren.
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1.3 Aquivalenz von Matrizen

Definition 1.3.1 1. Seien A,B € M,,,(K). A und B sind dquivalent, falls es
P e GL,(K) und @ € GL,,(K) gibt mit

B =QAP.
In diesem Fall schreiben wir A ~ B.

2. Sei R die Relation R = {(A,B) € M, ,(K) | A~ B}.
Lemma 1.3.2 Die Relation R ist eine Aquivalenzrelation. O

Satz 1.3.3 Seien A, B € M,, ,,(K).

A~ B < Rg(A) = Rg(B).

Wir konnen also die Frage: wann sind zwei Elemente A, B € M dquivalent? antwor-
ten: Zwei Matrizen A, B sind dquivalent genau dann, wenn Rg(A) = Rg(B).

Um die zweite Frage: suche ein Element aus jeder Aquivalenzklasse zu beantworten
brauchen wir die folgende Definition.

Definition 1.3.4 Sei A € M,,,(K) mit Rg(A) = r Dann heifit
I, 0
( 0 0 ) € My n(K)

die Normalform von A bzg. Aquivalenz von Matrizen.

Wir haben gesehen, dass die Aquivalenzklasse einer Matrix A mir Rg(A) = r die
folgende Menge ist:

[Al. ={B € Myn(K) | Rg(B) = Rg(A) =r}.

Wir haben in [A] ein sehr einfaches Element: die Normalform von A.

(8 8)E[A]N.



1.4 Basiswechsel fiir Endomorphismen, Ahnlichkeit

Satz 1.4.1 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Seien B und C Basen von V und
sei f:V — V linear. Sei A = Matgg(f) und B = Matcc(f). Dann gilt

B=P AP
wobei P = Matc g(Idy ). O

Definition 1.4.2 1. Seien A, B € M, (K). Dann sind A und B &hnlich, falls es ein
P e GL,(K) gibt mit
B =P 'AP.

In diesem Fall schreiben wir A ~ B.

2. Sei R’ die Relation R' = {(A, B) € M,(K) | A~ B}.

Lemma 1.4.3 Die Relation R’ ist eine Aquivalenzrelation. O

Die zwei wichtigen Fragen fiir die Ahnlichkeitrelation sind:

Frage 1.4.4
1. Wann sind zwei Matrizen A, B € M, (K) dhnlich?

2. Suche eine Normalform bzg. Ahnlichkeit von Matrizen.

Wir werden dieses Semester diese Fragen beantworten.

1.5 Erste Invarianten fiir die Ahnlichkeitsrelation

Lemma 1.5.1 Seien A, B € M, (K). Es gilt

A~B= A~ B.

Beweis. Seien A, B € M,(K) mit A ~ B. Nach der Definition gibt es ein P €
GL,(K) mit B = P7'AP. Sei Q = P! € GL,(K), dann gilt B = QAP und
A~ B. ]

Korollar 1.5.2 Seien A, B € M, (K) mit A ~ B. Dann gilt Rg(A) = Rg(B).

Beweis. Folgt aus Satz 1.3.3. n
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Beispiel 1.5.3 In Korollar 1.5.2 haben wir nicht Rg(A) = Rg(B) = A = B. Seien

10 11
A—(O 1)undB—(O 1).

Fiir C' ~ A gilt: es gibt P € GLy(K) mit
C=P'AP=P'LP=P'P=1=A.

Es gilt also
Al = {A}.

Die einzige Matrix die dhnlich zu A ist, ist die Matrix A. Also gilt Rg(A) = 2 = Rg(B)
(z.B. beide Determinanten sind ungleich 0) aber A % B.
Néchstes Semester haben wir den folgende Satz bewiesen.

Satz 1.5.4 Seien A, B € M, (K) mit A~ B. Dann gilt x4 = x5. 0

Korollar 1.5.5 Seien A, B € M,,(K) mit A ~ B. Dann sind die Eigenwerte von A
und B gleich.

Beispiel 1.5.6 In Satz 1.5.4 haben wir nicht x4 = x4 = A ~ B. Seien

10 11
A—<0 1)undB—(O 1).

Xa= (X —1)"=ys.

Die Eigenwerte von A und B sind gleich (der einzige Eigenwert ist 1). Aber, wie in
Beispiel 1.5.3, gilt A % B.

Es gilt

Wir geben hier eine hinreichende Bedingung fiir die Ahnlichkeit von Matrizen.

Satz 1.5.7 Seien A € M,,(K) mit n paarweise verschiedenen Eigenwerten Ay, --- A,
und sei B € M,,(K) mit Ay, ---, )\, als Eigenwerten. Dann gilt A ~ B. 0
Beweis. Wir wissen (siehe Satz 1.7.5), dass die Matrix A und auch die Matrix B
diagonalisierbar mit den Eigenwerten A, ---, A, sind. Es gibt also Matrizen P, () €
GL, (K) mit

N O - 0

piap—p—| 0 M _ Q'BO.
. . . . . 0
0 0 M\

Es gilt also A~ D ~ B. n
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Beispiel 1.5.8 Im Satz 1.5.7 haben wir nicht

(A=~ B) = (A und B haben die gleichen n paarweise verschiedenen Eigenwerte).

10
(1%)-n

Dann gilt A =~ B und A und B haben die gleichen Eigenwerte, aber A und B haben
nur einen Eigenwert und nicht 2 paarweise verschiedene Eigenwerte.

Seien

Diese Beispiele und erste Invarianten zeigen, dass Diagonalisierbarkeit einen starken
Zusammenhang mit Ahnlichkeit hat. Wir werden aber mehr brauchen. Wir wieder-
holen jetzt die Eigenschaften von diagonalisierbaren Matrizen.

1.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 1.6.1 1. Sei f : V — V ein Endomorphismus von V. Ein Vektor v &
V '\ {0} heifst Eigenvektor mit Eigenwert \ € K falls gilt

f(v) = M.

2. Sei A € M,(K) eine Matrix. Ein Vektor v € K™ \ {0} heifst Eigenvektor mit
Eigenwert )\ € K falls gilt
Av = dv.

Definition 1.6.2 Sei A € K und f: V — V ein Endomorphismus. Der Eigenraum
E(f,A) zu f und X ist der Unterraum

E(f,A) =Ker(Mldy — f) ={ve V| f(v) = \v}.
Satz 1.6.3 Die Eigenwerte von f sind die Nullstelen von . O
Satz 1.6.4 Sei f € End(V).
1. Fiir A # pogilt E(f,\) N E(f,n) =0.
2. Systeme von Eigenvektoren mit paarweise verschiedenen Eigenwerten von f sind
linear unabhéngig. 0
Sein =dimV
Korollar 1.6.5 Sei f € End(V). Dann hat f hochstens n Eigenwerte.
Korollar 1.6.6 Sei f € End(V). Dann gilt

S E(f N =EPEFN.

AeK AeK
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1.7 Diagonalisierbare Matrizen

Definition 1.7.1 Eine Matrix A = (a;;) € M, (K) heift diagonal wenn gilt: a; ; = 0
fiir alle ¢ # j.

Definition 1.7.2 Eine Matrix A € M, (K) ist diagonalisierbar falls sie dhnlich
zu einer Diagonalmatrix ist, i.e. falls es P € GL,(K) gibt so dass PAP~! eine
Diagonalmatrix ist.

Bemerkung 1.7.3 Eine Matrix A ist diagonalisierbar genau dann, wenn es in der
Ahnlichkeitsklasse von A eine Diagonalmatrix D gibt. Fiir diagonalisierbare Matrizen
gibt es ein sehr einfaches Element: die Diagonalmatrix D. Diese Diagonalmatrix D
wird die (jordansche) Normalform von A sein.

Satz 1.7.4 Sei A € M,,(K). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

—_

. A ist diagonalisierbar.

. Es gibt eine Basis B von K", welche aus Eigenvektoren von A besteht.

c Y oex M E(AN) = n.

. Orer E(AN) = K™, O

=~ W N

Satz 1.7.5 Sein =dimV und f € End(V). Hat f genau n verschiedene Eigenwerte,
dann ist f diagonalisierbar. 0

1.8 Eigenwerte und das charakteristische Polynom

Satz 1.8.1 Sei A € M,,(K) und sei f € End(V). Es gilt
{Eigenwerte von A} = {Nullstellen von x4}
{Eigenwerte von f} = {Nullstellen von y}.
Satz 1.8.2 Sei n =dim V und sei f € End(V). Fiir jedes A\ € K gilt dann
dim E(f, A) < m(xy, ),
wobei m(xy, A) die Vielfachkeit von A in y ist. O

Korollar 1.8.3 Sei n = dimV und sei f € End(V). Der Endomorphismus f ist
diagonalisierbar genau dann, wenn X vollstindig in Linearfaktoren zerféllt und fiir
jedes A € K, gilt dim E(f,A) = m(xs, A).
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1.9 Trigonalisierbarkeit

Definition 1.9.1 1. Eine Matrix A = (a; ;) € M, (K) ist eine obere Dreieckmatrix
wenn a; ; = 0 fiir i > j.

2. Sei n = dimV und f € End(V). Der Endomorphismus f heift trigonalisierbar
falls es eine Basis B gibt mit Matg(f) eine obere Dreieckmatrix.

Bemerkung 1.9.2 Eine Matrix A is diagonalisierbar genau dann, wenn es in der
Ahnlichkeitsklasse von A eine obere Dreieckmatrix D gibt.

Satz 1.9.3 Sei f € End(V). Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. f ist trigonalisierbar.

2. xy zerfillt iber K vollstandig in Linearfaktoren. O

Korollar 1.9.4 Falls K algebraisch abgeschlossen ist, falls also jedes Polynom in
K[X]\{0} iiber K in Linearfaktoren zerfillt, dann ist jedes f € End(V) mit dim V' <
oo trigonalisierbar.

Bemerkung 1.9.5 Fiir K algebraisch abgeschlossen, gibt es immer in der Ahnlich-
keitsklasse [A]~ von A eine obere Dreieckmatrix. Wir konnen also als einfaches Ele-

~

ment in der Ahnlichkeitsklasse eine obere Dreieckmatrix wihlen. Wir werden sehen,
dass man eine noch einfachere Matrix wéhlen kann: die (jordansche) Normalform
von A.

1.10 Minimal Polynom

Sei V mit dim V' = n und sei f € End(V).

Satz 1.10.1 ann existiert genau ein normiertes Polynom py € K[X], das Minimal-
polynom von f mit

Lopy(f)=0
2. Ist P € K[X] mit P(f) =0, so ist p ein Teiler von P. O

Satz 1.10.2 Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist diagonalisierbar.

2. py zerfillt vollstdndig in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen.

Satz 1.10.3 (Satz von Cayley-Hamilton) Es gilt x/(f) = 0. O
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Korollar 1.10.4 Es gilt: j ist ein Teiler von x.

Korollar 1.10.5 ;i und x; haben die gleichen Nullstellen (die Eigenwerte). Sei A
eine solche Nullstelle, es gilt

m(pr, A) <m(xy, A).
Satz 1.10.6 Seien A, B € M, (K) mit A ~ B. Dann gilt p4 = ug. O

Beweis. Sei P € GL,(K) mit B = P7'AP. Es gilt also auch A = PBP~!. Eine
einfache Induktion gibt fiir alle ¢ € N:

B =P 'A'P.

Sei pia = 3¢ a; X; € K[X]. Es gilt p4(A) = 0. Wir zeigen, dass pua(B) = 0. Es gilt

k k k
,lLA(B) = ZCLZBk = ZaiP_lAkP = P_l (Z (IZAk> P = P_lﬂA(A)P =0.

i=0 i=0 i=0
Es gilt also: p4(B) = 0 und pp ist ein Teiler von 4.

Wir kénnen A und B vertauchen und so gilt auch pp(A) = 0. Daraus folgt, dass pi4
ein Teiler von up ist. Es folgt, dass pa = Aup mit A € K, und weil p4 und pp beide
normiert sind, folgt ua = pup. -

Beispiel 1.10.7 Im Satz 1.10.6 haben wir nicht u4 = ugp = A ~ B. Seien

1
A=10
0

o = O
N OO

1
und B = 0
0

(el \V N an]
N OO

Nach Korollar 1.10.5 hat 4 (bzg. pp) die Eigenwerte von A (bzg. B) als Nullstellen.
Also haben p4 und pp die Zahlen 1 und 2 als Nullstellen. Die beiden Matrizen A
und B sind Diagonalmatrizen, also diagonalisierbar. Nach Satz 1.10.2 folgt, dass 4
und pp einfache Nullstellen haben. Es folgt

a = (X = 1)(X = 2) = pip.

Wir zeigen, dass A % B. Hitten wir A ~ B, dann folgt nach Satz 1.5.4 yx = x3.
Aber es gilt

Xa= (X —1X =2)# (X - 1)(X —2)" = xa.
Also A % B.
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Beispiel 1.10.8 Es gibt Matrizen A und B mit

Rg(A) = Rg(B), xa = x5 und pia = g
, aber mit A % B.

Seien
1 0 0 0 1100
01 00 01 00
A= 00 1 1 und B = 00 1 1
0 0 01 0 0 01
Es gilt

Rg(A) =4=Rg(B), xa= (X —1)" =xp und py = (X —1)* = us.
Aber es gilt A % B.

Ubung 1.10.9 Seien A und B wie im Beispiel 1.10.8.
1. Zeigen Sie, dass Rg(A) =4 = Rg(B), xa = (X-1)* = xgund ps = (X—1)? = ug.
2. Zeigen Sie, dass A % B.



2 Jordansche Normalform

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n und sei f € End(V) ein Endomorphis-
mus.

2.1 Invariante Unterraume

Definition 2.1.1 Ein Unterraum U von V heift invariant fiir f (oder f-invariant)
falls f(U) C U.

Lemma 2.1.2 Sei U ein Unterraum von V.
(1) Wenn U f-invariant ist, dann ist U auch P(f)-invariant fiir alle P € K[X].

(n) Sei A € K. Dann ist U genau dann f-invariant, wenn U (f — Aldy )-invariant ist.g

Beweis. (1) Sei P € K[X] und v € U. Dann ist f(u) € U und per Induktion gilt
f¥(u) € U fiir alle k € N. Daraus folgt P(f)(u) € U.

(n) Angenommen U sei f-invariant. Dann gilt f(u) € U fiir alle u € U. Es folgt
(f—=Ady)(u) = f(u)—Au € Uund U ist (f — Aldy)-invariant. Umgekehrt, sei u € U,
dann gilt (f — Aldy)(u) € U also f(u) — Au € U. daraus folgt f(u) € U und U ist

f-invariant. n

Lemma 2.1.3 Seien Uy, --- ,U, f-invariante Unterrdume so dass, V =U;&---dU,.

(1) Seien By, - -, B, Basen von Uy, -+ ,U,. Dann ist B = B; U---U B, eine Basis von
V.

(1) Sei A; = Matg, (f|y,) fir i € [1,7], dann gilt

A, 0 -~ 0

0 A :
Matg(f) = o ? 0

0 0 A,

Beweis. Ubung. n
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Lemma 2.1.4 Umgekehrt, sei B = (vy,---,v,) eine Basis mit
A, 0 -+ 0
0 A :
Matg(f) = ) 2 )
0 0 A,

wobei A; € M,,(K). Dann sind die Unterrdume
Ui = <vn1+~~'+m_1+17 T 7vn1+~~~+ni—1+m>
f-invariant und es gilt V =U, & --- d U,. 0

Beweis. Ubung. n

2.2 Verallgemeinerte Eigenraume

Definition 2.2.1 Seien £ € N und A € K. Der k-te verallgemeinerte Eigen-
raum zum Eigenwert ) ist Ei(f,\) = Ker(f — Aldy)*.

Bemerkung 2.2.2 Es gilt Ei(f,\) = E(f,\) also ist der erste verallgemeinerte
Eigenraum zum Eigenwert A der Eigenraum zum Eigenwert \.

Lemma 2.2.3 Sei A € K.

(1) Fiir jedes k € N ist Ex(f, A\) f-invariant.

(n) Es gilt E,(f,\) € Ei(f,\) fir k <.

(m) Es gibt ein k € N mit Ex(f, \) = Ex1(f, N).

(1v) Sei k mit Ex(f, ) = Ex1(f, A), dann gilt Ex(f, \) = Ei(f, A) fiir allel > k. o

Beweis. (1) Sei v € Ey(f,\). Dann gilt (f — Mdy)*(v) = 0. Wir zeigen, dass f(v) €
EL(f, ) also (f — Aldy)*(f(v)) = 0. Es gilt

(f=Aldv)"(f(v)) = (f=Aldv)*o f)(v) = fo(f=Aldy)*(v) = f((f~Aldy)*(v)) = 0.

(1) Seiv € Ey(f,\) und [ > k. Dann gilt (f—Aldy)*(v) = 0, Also gilt (f—Aldy ) (v) =
(f = Aldy)"*((f — Aldy)*(v)) = (f — Aldy)"7*(0) = 0. Es gilt also v € E;(f, \).

(m) Wir betrachten dy = dim Ex(f, . Die Folge (dg)ren ist steigend und dy < n.
Es gibt also ein k& mit dy = dyq also dim Eyx(f,\) = dim Ex,1(f, ). Daraus folgt

Ex(f;A) = Ega(f, A)-
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(1v) Sei k mit Ex(f,A) = Erp1(f,A) und sei | > k. Es gilt Ex(f,\) € E/(f, ).
Umgekehrt zeigen wir per Induktion iiber [ > k, dass E;(f,\) C E(f,\). Fiir l = k
ist dies wahr.

Angenommen E;(f,\) C Ex(f, \). Wirzeigen E;1(f, \) C Ex(f,A).Seiv € Eiq(f,N).
Es gilt (f — Aldy)" 1 (v) = 0, also (f — Aldy)*™L((f — Mdy)""*(v)) = 0. Es folgt
(f = Mdy)*(0) € Boi(f,\) = Ex(f,A). Es gilt also 0 = (f — Aldy)E((f —
AMdy) *(v)) = (f — Mdy)'(v) = 0 und v € E(f,\) C Ex(f, \). -

Korollar 2.2.4 Sei A € K. Dann gibt es ein M, € N mit Ex(f,\) € Eri1(f, \) fiir
k < M) und Ek<f, )\) = Ek+1<f7 )\) fiir kK > M,.

2.3 Hauptraume

Definition 2.3.1 Der Hauptraum zum Eigenwert \ ist H(f, \) = Ey, (f, N).

Lemma 2.3.2 (1) Ist A ein Eigenwert von f, so gilt H(f, \) # 0.

(1) Sonst gilt H(f, \) = 0. 0
Beweis. (1) Sei v ein Eigenvektor zu A. Es gilt v # 0 und (f — Aldy)(v) = 0. Es gilt
also 0 # E(f,\) C H(f,\).

(n) Angenommen H(f,\) # 0. Dann gibt es ein v € H(f,A\) mit v # 0. Es gilt
(f = A)Mx(v) = 0 und daraus folgt (f — \)!(v) = 0 fiir alle [ > M. Sei k maximal
mit der Eigenschaft (f — A\)*(v) # 0 (z.B. hat k = 0 diese Eigenschaft, aber alle
k > M, haben diese Eigenschaft nicht mehr). Es gilt also (f — A\)*(v) # 0 und
(f = M)¥ L (v) = 0. Daraus folgt

0= (f =N (v) = (f = Ady)((f = M)*(v)).

Also ist (f — \)*(v) ein Eigenvektor von f mit dem Eigenwert . Widerspruch. g

Wir werden die Hauptrdaume dank dem Minimalpolynom studieren. Zuerst brauchen
wir ein Lemma.

Definition 2.3.3 Seien P;,---, P. € K[X]. Die Polynome Pi,--- P, sind teiler-
fremd, falls es kein @ € K[X] mit deg(Q) > 0 und Q|F; fiir alle i € [1,7] gibt.

Beispiel 2.3.4 (1) X und X — 1 sind teilerfremd.

(n) Fiir Ay, - -+, A\, paarweise verschieden sind Py = (X —X\)™ -+ B, = (X = \)"
teilerfremd.
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(m) Fir Ay, -+, A, paarweise verschieden sei
P=1]x—=x)m
J#i
Dann sind P, - - -, P, teilerfremd.
(wv) Fiir P, =---= P, =0sind P, -+, P, nicht teilerfremd. Jedes Polynom P teilt

P, ,P:P=0=0-P.

Lemma 2.3.5 Seien P, -- -, P, € K[X] teilerfremd. Dann gibt es Polynome Q1,--- ,Q, €
K[X] mit
Q1P1+"'+Qrpr:1-

Beweis. Nach Induktion iiber N = deg(Py) + - - - + deg(P,).

Fir N = 0 gilt deg(P;) = deg(P.) = 0. Es gibt also Skalare A; - - - ,)\
P, = \; fiir alle i € [1,7]. Es gibt ein ¢ mit A; # 0. ( Wenn nicht gilt A; =

also P, = -+ = P, = 0 und P;,---, P, sind nicht teilerfremd. ) Sei Q, =
Q; =0 fiir j # 4, also gilt Q1P + -+ -+ Q. P, = 1.

Wir nehmen an, dass es fiir alle teilerfremden Polynome Ry, - -+, R, mit N > deg(R;)+
-++deg(R,) Polynome Sy, - - - | S, gibt mit S} Ry+- - -+ SR, = 1. Seien Py, - - -, P, tei-
lerfremde Polynome mit deg(P;)+- - -+deg(F,) = N+1. Ohne Beschrinkung konnen
wir annehmen, dass deg(P;) > ---deg(P,). Wir wissen, dass es fiir alle i € [1,7 — 1]
Polynome U;, R; mit P, = T;P. + R; und deg(R;) < deg(P,) < deg(F;) gibt. Es gilt
also deg(Ry) + - -+ + deg(Rr—1) + deg(P;) < deg(P1) + - - - + deg(F,—1) + deg(F,).

Wir zeigen, dass Ry, -, R,_1, R, = P, teilerfremd sind. Sei P € K[X] mit P|R; fiir
allei € [1,r]. Es gilt P|R; und P|R, = P,. Also teilt P alle Polynome T;P, + R; = P;.
Da Pp,---, P, teilerfremd sind gilt deg(P) = 0 und R;,---, R, sind teilerfremd.
Nach Induktion gibt es Polynome Sy, --- S, mit SRy + ---+ S, R, = 1. Wir setzen
R; = P, — TP, fir i € [1,r — 1] und R, = P,. Es gilt

IIm

mit

Ao =

un

K
Ar
1
X

1:SIRI_'_"'_'_STRT:Sl(Pl_TIPr)_'_ +Sr l(rl Trflpr)_'_srpr-

Wir setzen @Q; = S; fiiri € [1,r — 1] und @, = S, — (S1T4 + -+ - + S,_1T,_1). Die
Gleichung Q1P + - - -+ Q.. P, = 1 folgt. m

Beispiel 2.3.6 Sei P, = X und P, = X — 1. Dann sind P, und P, teilerfremd und
fir Q1 =1, Qo = —1 gilt Q1P + Qo = 1.

Sei p1y das Minimalpolynom von f. Wir nehmen an, dass py in Linearfaktoren zer-
fallt:
s = (X = M) (X =X

wobei Aq, - -+, )\, paarweise verschieden sind.
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Satz 2.3.7 Sei H; = Ker(f — X\;)™ fiir i € [1,r]. Es gilt

V=H®& - --®H,.
Beweis. Wir zeigen V = Hy+---+H,. Sei v € V. Wir zeigen, dass es Vektoren v; € H;
fiir 7 € [1,7] gibt mit v =vy + - +v.. Sei P; = [[,,(X — A;)™ fiir i € [1,r]. Dann

sind Py, ---, P, teilerfremd. Nach dem obigen Lemma gibt es Polynome @1, , Q.
mit PQ1 +---+ P.Q, = 1. Es gilt also

v=Idv(v) = (P(f)Qi(f) + -+ B()Q(f))(v).
Sei v; = P(f)Qi(f)(v). Es gilt v =v1 + - - - + v,.. Wir zeigen v; € H;. Es gilt

(f = M)i"(vi) = (f = M) Bi(f)Qi(f)(w) = pyp(/)Qi(f)(v) = 0(f)Qi(f)(v) = 0.
Daraus folgt v; € H;.

Wir zeigen jetzt, dass die Summe H; + --- 4+ H, eine direkte Summe ist. Seien also
v; € H; mit v; + -+ 4+ v, = 0. Wir zeigen v; = 0 fiir alle i € [1,r]. Es gilt

0= Pi(f)(v1) + -+ B(f)(v) = Bi(f)(vs)

da (X — X\j))™ P, fiir alle j # 4 teilt. Sei R = (X — \;)™. Es gilt R(f)(v;). Die
Polynome P, und R = (X — \;)™ sind teilerfremd. Es gibt also Polynome @) und S
mit QP; + SR = 1. Daraus folgt

vi = Q) Pi(f)(vi) + S(FR(S)(vi) = 0.
Da der obige Beweis fiir alle i € [1,7] gilt, gilt also v; = 0 fiir alle i € [1,7]. -
Korollar 2.3.8 Fiir alle i € [1,r] gilt H(f, \;) = H; und M), = m,.
Beweis. Fiir alle i € [1,r] und k < M,, <1 gilt
Ker(f — \Idy)* € Ker(f — \Idy)™ € Ker(f — A\ddy)h

Es gilt also H; C H(f, \;).

Umgekehrt, sei v € H(f,\;). Wir zeigen, dass v € H;. Nach dem obigen Satz gilt
v = v+ 4o mit v; € Hj fiir alle j € [1,7]. Sei P, = [[;,(X — A;)™ und
R = (X — X\)Mx. Es gilt P(f)(v;) = 0 fiir alle 5 € [1,7] und R(f)(v) = 0. Die
Polynome P; und R sind teilerfremd. Es gibt also @, S € K[X] mit 1 = QP; + SR.
Daraus folgt

v=Q(NE() o1+ +v) + S(NHR()(v) = QU P(S) (i)
Da v; € H; und H; f-invariant, gilt v = Q(f)Pi(f)(v;) € H;.
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Wir zeigen m; = M,,. Es gilt
Ker(f — \Idy )™ % € Ker(f — \Idy)™ = Ker(f — A\Idy)™ € Ker(f — A\Idy)™

Alle Enthaltungen sind Gleichungen und es folgt Ker(f — A\Idy)™ = Ker(f —
AIdy )™t Nach der Definition von M), gilt My, < m;. Sei

P=(X—X)"i (X =)\ )M,

Wir zeigen, dass P(f) = 0. Sei also v € V. Wir zeigen P(f)(v) = 0. Nach dem obigen
Satz gilt v = vy + - -+ + v, mit v; € H;. Es gilt also P(f)(v;) = 0 fiir alle i € [1,7].
Daraus folgt P(f)(v) = 0. Aus der Definition von py folgt, dass ys ein Teiler von P
ist. Daraus folgt m; < M,,. Es folgt M), = m;. -

Korollar 2.3.9 Sei U ein f-invarianter Unterraum. Dann gilt
U=UnNH)D®---®UNH,).

Beweis. Da wir eine direkte Summe H; & - - - & H, haben ist die Summe (U N Hy) +
-+ (U N H,) auch eine direkte Summe. Wir haben eine Enthaltung (U N H,) &
- (UnNH,) C U. Umgekehrt, sei v € U, und wie oben sei F; = [[,_,(X — A;)™
fir i € [1,7]. Dann sind Py, - - -, P, teilerfremd und es gibt Polynome @)1, - -+ , @, mit
PQi+ -+ P.Q, =1. Es gilt also

vV=v1+ -+ U

wobei v; = P;(f)Q;(f)(v) € H;. Da U ein f-invarianter Unterraum ist und v € U ist,
gilt v; = Pi(f)Qi(f)(v) e U. Esfolgt v, e UNH; und U = (UNH,)®---®(UNH,).n

Korollar 2.3.10 Sei i € [1,7]. Dann gibt es ein v € V mit
(f - )\Z‘Idv)mi_l(v) 7& 0 und (f - )\Zldv)ml (’U) 7é 0.

Beweis. Esgilt m; = M,,. Also gilt Ker(f—X\Idy)™ ! = E,.. 1(f, i) © En, (f, \) =
Ker(f — N\Idy)™:. Sei v € Ker(f — \Idy )™ \ Ker(f — A\ Idy )™t Dann erfiillt v die
obige Eigenschaft. n

2.4 Jordan-Kette

Definition 2.4.1 Ein System (vq,---,v;) von Vektoren heift Jordan-Kette (fiir
f zum Eigenwert \), falls fiir alle k£ € [1,¢ — 1] gilt

® U # 07
[ (f — )\Idv)(’l}l) =0
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o (f = Aldy)(vkt1) = v

Lemma 2.4.2 (1) Es gibt einen Vektor v € V mit (f — \Idy)™ 1(v) # 0 und
(f = Nldy)™i(v) = 0.

(1) Sei vy = (f — N\Idy)™ ¥ (v). Das System (vy, -+, v,,,) ist eine Jordan-Kette fiir
f zum Eigenwert \;. 0
Beweis. (1) Siehe Korollar 2.3.10

(n) Folgt aus den Definitionen von v und der Jordan-Kette. n

Lemma 2.4.3 Sei (vy,---,v) eine Jordan-Kette fiir f zum Eigenwert \.

(1) Dann ist ((f — NIdy)(v2), -+, (f = NIdy)(ve)) = (v1, -+, 1) eine Jordan-Kette
fiir f zum Eigenwert .

(n) Dann ist (vy,-- - ,v;) f-invariant und (vy,-- -, v;) linear unabhéngig. O

Beweis. (1) Folgt aus der Definition.

(1) Nach (1) folgt, dass f— Aldy die Jordan-Kette auf (0, vy, - - -, v;_1) schickt. Daraus
folgt, dass (v, -+ ,v) (f — Aldy)-invariant, also f-invariant ist.

Nach Induktion iiber ¢. Seien zi,---,z; Skalare mit ) .x;v; = 0. Es folgt 0 =
Yoxi(f = AMdy)(v) = >, Tiyavs. Da (v, - -+ ,v,-1) eine Jordan-Kette ist, ist das
System linear unabhingig. Es folgt 9 = --- = x, = 0. Es gilt dann auch z;v; = 0.
Da vy # 0 folgt 1 = 0. Das System (vq,--- ,v;) ist linear unabhéingig. -

Korollar 2.4.4 Sei (vq,---,v;) eine Jordan-Kette fiir f zum Eigenwert \. Sei U =
(v,--+ ,v) und sei B = (vy, -+, vy).

(1) Das System B ist eine Basis von U.
(n) Es gilt

A 0
0o X .o

Mats(flv) = | L = J(\ ).
0 -« 0 X\

Beweis. (1) Folgt aus dem obigen Lemma.
(n) Es gilt (f — Mdy ) (vgs1) = v fiir k € [1,¢ — 1]. Daraus folgt f(vk+1) = AMvgy1 + vg.
Es gilt auch (f — Aldy)(v1) =0, also f(v1) = Av;. Das Lemma ist bewiesen. n

Definition 2.4.5 Die Matrix J(\,t) heikt Jordan-Block der Grofie ¢ zum Ei-
genwert \.
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2.5 Endomorphismus mit einem Eigenwert
Sei f € End(V). In diesem Kapitel nehmen wir an, dass x; = (X — )" und py =
(X — A\)™. Wie schreiben E; = E;(f,\). Es gilt
0OCEC---CE,=V.
Wir schreiben g = f — Aldy.
Lemma 2.5.1 Sei U ein Unterraum mit £y NU = 0. Dann ist g|y : U — V injektiv.

Insbesondere gilt: Sei B eine Basis von U, dann ist g(B) eine Basis von g(U). 0

Beweis. Es gilt Ker(g|y) = U NKerg=U N E, = 0. -

Wir bauen jetzt eine Zerlegung von V' = E,, in eine direkte Summe.

Satz 2.5.2 Fiir alle i € [1,m], gibt es Unterrdume U; C E; so dass

E Ez 1@@9 Z+j

Beweis. Nach absteigender Induktion iiber i € [1,m].
Fiir ¢ = m, wihlen wir U,,, ein Komplement von F,, i in E,,. Es gilt E,, = E,,_1®U,,.
Induktionsannahme: fiir k € [i + 1, m] gibt es Unterrdume Uy C Ej, mit:

m—i—1

Ei=E® @ z+g+1

m—1

Lemma 2.5.3 Es gilt F;_ 1—|—Zg i) Zl@@g i) O
7j=1

Beweis. Sei v € E;_; und u; ; € U;;; mit

m—1

v+ Zgj(um) = O

j=1
Wir zeigen, dass v = ¢/ (u; ;) = 0 fiir alle j € [1,m —4]. Es gilt

m—i—1

Z G (i) = Y g N uy) = —g"(v) = 0.
j=1
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Daraus folgt
m—t—1
9’ (uij+1) € Ei.
=0
Nach Induktionsannahme gilt ¢7(u; ;1) = 0 fiir alle j € [0,m — ¢ — 1]. Es folgt
¢ (u;j41) = 0 fiir alle j € [0,m — i — 1] und ¢/ (u; ;) = 0 fiir alle j € [1,m —i]. Es
folgt auch v = 0. n

Sei U; ein Komplement von F; | @ Eng<Ui+j) in F;. Es gilt

i=1

E,=FE_;® @9j<Ui+j)-
j=0

Korollar 2.5.4 Seien U; fiir ¢ € [1,m] wie im Satz 2.5.2. Sei B; eine Basis von Uj;,
dann ist ¢7(B;) eine Basis von ¢’(U;) fiir alle 5 € [0,7 — 1].

Beweis. Nach Lemma 2.5.1, geniigt es zu zeigen, dass ¢~ 1(U;) N By = 0 fiir alle
j€10,i—1]. Sei v € ¢/~Y(U;) N Ey und sei u € U; mit ¢/ !(u) = v. Es gilt ¢7(u) =
g(v) = 0. Daraus folgt w € U; N E; C U; N E;_; = 0. Es folgt v =0 und v = 0. -

Korollar 2.5.5 Fiir alle ¢ € [1,m] gilt

dim E; = dim E;_; + Y _ dim Uy und dim U; = 2dim E; — dim Ej4y — dim E — i — 1,
k=i

wobei E, 1 = FE, =V.

Beweis. Die erste Dimensionsformel folgt aus dem Satz 2.5.2 und dem Korollar 2.5.4.
Die zweite Dimensionsformel folgt aus der ersten nach absteigender Induktion iiber
i.

Fiir ¢+ = m gilt dim F,, = dim E,,,_; + dim U,,,. Daraus folgt die Dimensionformel.
Induktionsannahme: Fiir k& € [i + 1, m] gilt dimUy = dim Ey, — dim Ey,; — dim Ej_;.

Es gilt dim E; = dim E;_; + > ;" , dim Uy. Daraus folgt

= dim Ez — dim Ei—l -2 ZZL:H_1 dim Ek -+ ZZL:H_1 dim Ek-i—l + ZZL:H_1 dim Ek—l
= dim E; — dim E;_, — 230, dim By, + >0, dim By + 37 dim B,
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Korollar 2.5.6 Es gilt

Korollar 2.5.7 Seien U; fiir i € [1,m] wie im Satz 2.5.2 und seien B; Basen von U,.
Dann ist

eine Basis von V.

Definition 2.5.8 Sei m € N. Fiir ¢ € [1,m], sei n;,d; € Nund A; € M,,(K). Wir
schreiben diag(dy Ay, - -+, d,,Ay,) fiir die blockdiagonale Matrix mit d-Mal Ay, - -+ |
d,,-Mal A,, auf der Diagonale.

Korollar 2.5.9 Esgilt Matg(f) = diag(d1J(A, 1), -+, dnJ (A, m)) wobei d; = dim U;.

Beweis. Fiir v € Uy, ist (¢" ' (v),- -, g(v),v) eine Jordan-Kette fiir f zum Eigenwert
A. Die Basis B ist also eine Vereinigung von Jordan-Ketten und die obere Diagonal-
form der Matrix folgt daraus. n

2.6 Jordansche Normalform

Satz 2.6.1 (Jordansche Normalform) Sei f € End(V), so dass xy (oder uy) in
Linearfaktoren zerfillt. Dann gibt es eine Basis B von V' so, dass

Matgs(f) = diag(J(C1, 1), -+, J(Csr15))

, wobei die Matrizen J(\;,n;) sind, bis auf Vertauschen, eindeutig bestimmt sind.
Diese Matrix heifst Jordan-Normalform von f. Die (3, - - - , (s sind nicht notwendig
paarweise verschieden. 0

Beweis. Ist B eine Basis mit Matg( f) wie oben, so sagen wir, dass Matg(f) in Jordan-
Normalform ist. Wir zeigen zuerst, dass es eine solche Basis gibt.

Fiir die Einschrankung f; von f auf H(f,\;) gilt (f; — A\;Id)™ = 0. Nach Korollar
2.5.9 gibt es eine Basis B; von H(f,\;) so, dass Matg, (f;) in Jordan-Normalform ist.
Sei B=B;U---UDB,. Nach dem Satz 2.3.7, ist B eine Basis von V und es gilt

Matg(f) = diag(Matg, (f1), -, Matg, (f.)).

Es folgt, dass Matg(f) in Jordan-Normalform ist.
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Wir zeigen jetzt, dass die Jordan-Blécke, bis auf Vertauschen, eindeutig bestimmt
sind. Sei B = By U --- U B, eine Basis mit B; = (v;1,- -+, v;n,) 50, dass Matg(f) in
Jordan-Normalform ist.

Sei J((;,m;) ein Jordan-Block von Matg(f). Dann ist v;; ein Eigenvektor fiir den
Eigenwert (;. Es folgt, dass die Skalare (3, --- , (s die Eigenwerte von f sind und also
eindeutig bestimmt. Auferdem, gilt v;; € E;(f, () \ Ej-1(f, ) fiir j € [1,n;]. Sei
e;(A) = dim E;(f, A). Es folgt

d;j(A\) = €;(X) —ej_1(\) = Anzahl der Elemente von {i | (; = A und n; < j}.

Sei ji(A) die Anzahl von Jordan-Blocken der Gestalt J(A,¢) in alle Jordan-Blocken
J(C1yma), -+, J(Cs,ms). Es folgt

dj(A) = th(k)-

Daraus folgt
Jt(A) = di(N) = di—1(A) = ex(A) + e_a(A) — 2e4_1(N).

Es folgt, dass j;(A) nur von f abhéngt und dass die Jordan-Blocke, bis auf Vertau-
schen, eindeutig bestimmt sind. -

Sei e;(f, A) = dim E;(f, \) und sei j;(f,\) die Anzahl von Jordan-Blocke der Grofe

t zum Eingenwert .

Korollar 2.6.2 Sei f € End(V) und J eine jordansche Normalform fiir f.
(1) J hat dim E(f, ) = e1(f, \) Jordan-Blocke zum Eigenwert \.
(n) J hat j;(f, A) = 2e4(f, A) — eri1 (f, A) — er—1(f, A) Jordan-Blocke J(A, ).

(m) Es gilt
ei(N) = Z min(z, t) 5. (f, ).

t>1

Beweis. (1) folgt aus (m) fiir i = 1.

Wir haben im Beweis des obigen Satzes gezeigt, dass

ei(N) —eia(A) = di(\) = Y 5N

t>1

Es folgt

jt(fa )‘) = dt(>\) - dt+1<)‘> = et(fa )‘) - €t71(fa )‘) - (€t+1<f7 )\) - et(fa )\))
und (n) folgt.
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Es gilt auch

ei(f;) =Y diN) =)D () =5 1= min(i,0)ji(f, ).

k=1 t>k t>1 k<it >1
Definition 2.6.3 Das Spektrum X'(f) eines Endomorphismus f (bzw. X(A) einer

Matrix A) ist die Menge aller Eigenwerte von f (bzw. von A).

Korollar 2.6.4 Zwei Matrizen A, B € M, (K), so dass x4 und yp in Linearfaktoren
zerfallen, sind genau dann &hnlich, wenn dim F; (A, ) = dim E;(B, \) fiir alle A € K.

Beweis. Nach dem Satz sind A und B genau dann dhnlich, wenn A und B die selben
Jordan-Blocke haben. Nach dem obigen Korollar ist dies dquivalent zu j(A,\) =
Ji(B, A) fiir alle A € K und alle ¢t € N. Nach dem obigen Korollar gilt

jt<f7 )‘) = 2dim Et<f7 )‘) - (dlm Etfl(fv )‘> + dim Et+1<f7 )‘)

und (nach Induktion) gilt auch

dim E;(f,A) = Y min(i, £)ji(f, A).

t>1

Es folgt, dass A und B genau dann dhnlich sind, wenn dim E;(A, \) = dim E;(B, \)
fir alle A € K. -

Beispiel 2.6.5 Seien

1000 1100
0100 010 0
A=lqg g1 1 |mdB=|4 414
000 1 000 1

Diese Matrizen sind in Jordan-Normalform. Die Jordan-Blocke fiir A sind
J(1,1); (1, 1);.7(1,2).

Die Jordan-Blocke fiir B sind
J(1,2);J(1,2).

Es folgt, dass A % B (dies ist eine Losung fiir die Ubung nach dem Beispiel 1.10.8).
Wir kénnen die Dimension aller erweiterten Eigenrdume Bestimmen. Fiir A # 1 gilt
dim E;(A, \) = dim E;(B, A) = 0 fiir alle i. Es gilt

dim Fy(A, 1) = 0,dim F1(A, 1) = 3 und dim F;(A, ) = 4 fiir alle ¢ > 2.

dim Ey(B, 1) = 0,dim F(B,1) = 2 und dim E;(B, \) =4 fiir alle i > 2.



3 Symmetrische Gruppe

3.1 Definition

Sein € N, mit n > 1 und sei [, = [1,n].

Definition 3.1.1 Die symmetrische Gruppe S, ist die Gruppe (Bij({,), o), wo-
bei Bij(/,,) die Menge aller bijektiven Abbildungen I,, — I, ist und die Verkniipfung
o die Komposition von Abbildungen ist. Ein Element von S,, heifst Permutation.

Notation 3.1.2 Ist o : I,, — I,, ein Element in S,,, so schreiben wir
0= (0(1)7 to ,O'(TL)).

Beispiel 3.1.3 (1) Die Gruppe S;. Die Menge I; hat nur ein Element: 1. Es gibt also
nur eine Abbildung I; — I;: die Identitét. Diese ist eine Bijektive Abbildung. Es gilt

Sl == {Id[l}
(1) Die Gruppe Ss. Die Menge I, hat zwei Elemente: 1 und 2. Es gibt zwei Bijektionen
Iy — I5: die Identitét und die Abbildung 7 » definiert durch 7y 5(1) = 2 und 7 5(2) =

1. Es gilt
Sy = {Id12,7'1,2} = {(172)7 (2> 1)}

(m) Die Gruppe S hat 6 Elemente:
53 - {(17 27 3)7 (17 37 2)7 (27 17 3)7 (27 37 ]‘)7 (37 17 2)7 (37 27 1)}
Lemma 3.1.4 Die Gruppe Sj3 is nicht abelsch. 0

Beweis. Es gilt (2,1,3)0(2,3,1) = (1,3,2) und (2,3,1)0(2,1,3) = (3,2, 1). Es folgt
(2,1,3)0(2,3,1) # (2,3,1) 0 (2,1, 3) und S; ist nicht abelsch. -

Lemma 3.1.5 Die Abbildung ¢, : S,, — S,y1 definiert durch

N Joo@) firie[l,n]
n1(0)(3) _{ n+1 firi=n+1,

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Das Bild ist die Untergruppe

tp1(Sn) ={o € Sps1 | o(n+1)=n+1} = S(n+1).
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Beweis. Die Abbildung ist injektiv: Seien o, 7 € S,, mit ¢,,41(0) = tp11(7). Dann gilt
fir alle i € [1,n], dass (i) = t,11(0)(7) = tne1(7)(7) = 7(7). Es folgt o = 7.

Seien 0,7 € S,. Es gilt

) corT(1) firee|l,n
Ln+1(OOT)(Z):{ n_|_1() fijri:[n—i-]l

Es gilt auch
b1 (0)0tms (7) (1) = { tny1(0)(7(3))  fiir ¢ € [1,n] _ { o(7(i)) fiiri € [1,n]

tny1(0)(n+1) firi=n+1, n+1 firi=n+1,
Daraus folgt t,,11(007) = tpy1(0)0tns1(7) und ¢y, ist ein Gruppenhomomorphismus.

Das Bild ist enthalten in S,,;1(n). Sei ¢ € S,41(n + 1). Dann gilt o(1,,) C I,, und
olr, € Sp. Es gilt t,41(0l1,) = 0. -

Korollar 3.1.6 Die Gruppe S,, mit n > 3 ist nicht abelsch.

Beweis. Nach Induktion iiber n. Fiir n = 3, gilt dies nach Lemma 3.1.4. Nach Induk-
tionsannahme ist S, nicht abelsch, es gibt also Elemente 0,7 € S, mit c o7 # 700.
Wir betrachten t,,41(0), tn11(7) € Spy1. Da t,,41 injektiv und ein Gruppenhomomor-
phismus ist, gilt t,11(0) 0 tn11(7) # tni1(7) 0tny1(0). Es folgt S,,41 ist nicht abelsch.g

3.2 Transpositionen

Definition 3.2.1 Seien 4, j € [1,n] mit ¢ # j. Die Transposition 7, ; ist die Per-
mutation definiert durch

g fiirk=1
TZ‘J‘(k’) = 1 fir k= j,
k sonst.

Bemerkung 3.2.2 Es gilt 77; = Id;, oder Tk_i = Thon-
Lemma 3.2.3 Jedes 0 € 5, ist ein Produkt von r < n — 1 Transpositionen. O

Beweis. Nach Induktion iiber n. Klar fiir n = 1 und n = 2. Sei ¢ € S,,;1 und sei
i=o0(n+1).SeiT =7 pp100. Esgilt 7(n+1) = 7,,41(1)) = n+1. Es gilt 7 € S, (n+1)
und nach Induktionsvorraussetzung ist 7 ein Produkt von r» < n — 1 Transpositionen.
Es gilt 0 = 7; ,41 o 7. Daraus folgt, dass o ein Produkt von r 41 < n Transpositionen
ist. ]

Lemma 3.2.4 Sei G eine Gruppe und sei g € G. Sei Inty : G — G definiert durch
Int,(h) = ghg™! fiir alle h € G. Dann ist Int, ein Gruppenautomorphismus von G
und es gilt Int;1 = Intg-1. 0
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Beweis. Es gilt Int,(h)Int,(k) = ghg 'gkg™" = ghkg™*

Inty(hk). Daraus folgt
dass Int, ein Gruppenhomomorph1smus ist. Es gilt Inty(Int, _1( ) =

9(g 1hg) =h
und Int,-1(Inty(h) = ¢ *(ghg~')g = h. Daraus folgt, dass Intg1 Int,~1 und Int,
ein Gruppenautomorphismus ist. =

Korollar 3.2.5 Sei k € [1,n+ 1] und sei ¢4 : S,, = Sp41 definiert durch

16 (0) = Thnt1 0 tny1(0) © T];n+1.

Dann ist ¢, injektiv und ein Gruppenhomomorphismus. Das Bild von ¢, ist die Un-
tergruppe
e(Sn) = {0 € Suq1 | o(k) = k} = Sppa(k).

Beweis. Es gilt 1, = Int, ., 0tny1. Es folgt, dass ¢4 injektiv und ein Gruppenhomo-
morphismus ist. Das Bild von ¢, ist

w(Sn) = Intry 1 (bng1(Sn)) = Ity ({0 € S [ o(n+1) =n+1}).

Wir zeigen Int,, . ({0 € Spy1 | o(n+1) = n+1}) = {0 € Sup1 | o(k) = k}.
Sei ¢ € Spy1 mit o(n +1) = n+ 1. Es gilt Int,, . (0)(k) = Tens10Tkni1(k) =
Thnr10(n + 1) = Tppy1(n + 1) = k. Bs folgt Int, . (o) € Spy1(k). Sei o € S,
mit o(k) = k. Es gilt 0 = Iﬂtrk,nHIﬂtT;lH(U)- Sei 7 = Intﬂ;l“(a) = Int o).
Es gilt 7(n + 1) = 70110 nt1(n + 1) = Ten+10(k) = Tk7n+1’(k‘) = n+ 1. Es folgt

Tk,n+1(

T=1Int, . (0) €Si(n+1)und o =Int, . (7). -
Lemma 3.2.6 Sei S, = {0 € S,41 | o(n+ 1) = i}. Dann ist die Abbildung
St 1 — Spy1(n+ 1) definiert durch o — 7;,11 o o eine Bijektion. o

Beweis. Wir zeigen, dass diese Abbildung wohl definiert ist, i.e. dass fiir o € S},
gilt 7 41 00 € Spy1(n+1). Es gilt

Tint10(n+1) =7Tp41(i) =n+ 1.

Umgekehrt betrachten wir die Abbildung S,41(n + 1) — S:_; definiert durch o —
Tin+1 © 0. Diese Abbildung ist wohl definiert: fiir 0 € S,,11(n + 1) gilt

Ting100n+1) =7 ,(n+1)=1i.
Diese Abbildungen sind invers. Es folgt das Lemma. -
Korollar 3.2.7 Die Gruppe S, hat n! Elemente.

Beweis. Nach Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist die Behauptung wahr. Angenommen
S, hat n! Elemente. Die Gruppe S, ist die disjunkte Vereinigung

n+1

i
n+1 H Sn—‘,—l

Nach dem Lemma, folgt, dass S, genau so viele Elemente wie S, hat. Nach Induk-
tionsvorraussetzung hat S, 1, fiir alle i € [1,n+ 1], genau n! Elemente. Es folgt, dass
Spt1 genau n - n! = (n + 1)! Elemente hat. -
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3.3 Support

Definition 3.3.1 Der Support einer Permutation o € S, ist die Teilmenge Supp(c) C
I,, definiert durch

Supp(o) ={i € L, | o(i) # i}.
Lemma 3.3.2 Seien 0,7 € S,, mit Supp(c) N Supp(7) = ). Dann gilt coT = T00.0

Beweis. Ubung. n

3.4 Permutationsmatrix

Definition 3.4.1 Sei 0 € S,. Der zugehorige Permutationsendomoprhismus
fo € End(k™) und die zugehorige Permutationsmatrix P, sind definiert durch

fo(ei) = eo) und P, = Matp(f,),
wobei B = (ey, - - ,e,) die kanonische basis des k™ ist.

Beispiel 3.4.2 Sei 0 = (2,3,1) € S3. Dann ist

P, =

o = O

0 1
0 0
10
Lemma 3.4.3 Seien 0,7 € S,,. Dann gilt f, o f, = f,o, und P, 0o P, = P,,,. O

Beweis. Die Gleichung P, o P, = P,., folgt aus f, o f; = f,... Da B eine Basis ist,
geniigt es zu zeigen, dass f, o f-(€;) = foor(e;). Es gilt

fa o fr(ei) - fa(er(i)) = Co(r(3)) = faor(ei)~

Korollar 3.4.4 Seio € S,,.

(1) Die Matrix P, ist invertierbar.

(1) Die Abbildung S,, — GL,(K) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. (1) Es gilt P,oP,-1 = P4 = I,, = P,-10P,. Daraus folgt, dass P, invertierbar
ist mit P,-1 als Inversem.

(n) Folgt aus dem Lemma. -

Korollar 3.4.5 Die Abbildung ¢ : S,, — K \ {0} definiert durch o — det(P,) ist ein
Gruppenhomomorphismus.
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Beweis. Wir wissen, dass det : GL,,(K) — K\ {0} ein Gruppenhomomorphismus ist.
Daraus folgt, dass die obige Komposition auch ein Gruppenhomomorphismus ist. g

Lemma 3.4.6 Sei 7, ; eine Transposition. Dann gilt e(7; ;) = —1. 0

= EZ(?) wobei EZ(Z) die zugehorige Elementarmatrix ist.
Daraus folgt das Lemma. n

Beweis. Man sieht, dass P;

Korollar 3.4.7 Die Abbilgung ¢ : S,, — {1, —1} definiert durch (o) = det(P,) ist
ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Es bleibt nur zu zeigen, dass det(F,) € {—1,—1}. Nach Lemma 3.2.3, gilt,
dass o ein Produkt 7 ---7; von Transpositionen ist. Es folgt det(P,) = (—1)* €

{-1,-1}. n

Definition 3.4.8 Eine Permutation o € S, heikt gerade falls £(0) = 1 und unge-
rade falls e(0) = —1.

3.5 Elementare Transpositionen

Definition 3.5.1 Sei i € [1,n — 1]. Die elementare Transposition s; ist die
Transposition 7; ;1.

Lemma 3.5.2 Seien i,j € [1,n] mit i < j. Es gilt
Tij = Si* " Sj—25j-15j—2 """ S;.
Insbesondere ist 7; ; ein Produkt von 2(j —¢) — 1 elementare Transpositionen. 0
Beweis. Nach Induktion iiber j—i. Fiir j—¢ = 1 gilt j = ¢4+1 und 7, ; = s;. Angenom-
men 7; ; = S; -+ S;-28j-15j—-2" " Si, wir Zeigen Ti—1,; = Si—1"""Sj—25j-15j—2" " " Si—1- Es
gilt
$i—1Ti,jSi—1 = Ti—1,5-

Das Lemma folgt nach Induktionsannahme. n

Satz 3.5.3 Jedes 0 € .5, ist ein Produkt von R < @ elementare Transpositio-
nen. 0

Beweis. Nach Induktion iiber n. Fiir n = 1 oder n = 2 ist die Behauptung wahr. Wir
nehmen an, dass das Lemma fiir S,, wahr ist. Sei o € S, .1 und sei i = o(n+1). Sei 7 =
Sp -+ s;0. Es gilt 7(n+1) = n+1. Es folgt, dass 7 € S,, und nach Induktionsannahme

gibt es R < @ elementare Tranpositionen s;,, -+, s;, mit 7 = s;, - - - 5;,,. Es folgt,
dass o ein Produkt von weniger als
-1 -1 1
%—i—n—ijtlg%—i—n:%

elementaren Transpositionen ist. =
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Lemma 3.5.4 Es gilt
(1) s? = 1Id, fiir alle 7 € [1,n — 1].
(1) (s;8:41)% = 1d, fiir alle ¢ € [1,n — 2].
(1) (s;8;)* = 1d, fiir alle 4,5 € [1,n — 1] mit [ — j| > 1. 0
Beweis. Ubung. n
Satz 3.5.5 Sei o € S,, und sei

I(o)={(i,5) € [1,n] x [1,n] | i < jund o(i) > o(5)}
und ¢(c) = |I(c)|. Dann gilt e(0) = (—1)%). 0
Beweis. Sei 0 € S, mit o(i) < o(i + 1) fiir alle 7 € [1,n — 1]. Dann gilt 0 = Id
(Ubung).
Sei o # 1d. Es gibt also ein ¢ € [1,n — 1] mit o(¢) > o(i + 1). Wir zeigen, dass

si(I(0)) =1(os;)) U{(i +1,4)} und (o) = £(os;) + 1.

(k),s:(1)) € I(os;) U{(i +1,7)}. Es gilt

Sei (k,l) € I(o). Wir zeigen s;(k,l) = (s;
) = (si(k),s;(1)) und os;(s;(k)) = o(k) >

k <l und o(k) > o(l). Es gilt auch s;(k,
o(l) = osi(s:(1)).

Fiir (k1) = (i,i + 1) gilt s;(k, 1) = s;(ii +1) = (i + 1,4). Sei (k,1) # (i,i + 1).
Fir {k, 1} N {i,i + 1} = 0 gilt s;(k, 1) = (k,1), also s;(k) < s;(I). Daraus folgt
(si(k),si(1)) € I(os;).

Seik=iundl#i+1.Dal >k =1, giltl >i+1. Esgilt also s;(k) = i+1 <1 = s;(0).
Daraus folgt (s;(k), s;(1)) € I(os;).

Seil=i+1und k#i. Dak <l=i+1,gilt k <i. Es gilt also s;(k) =k < i = s;(I).
Daraus folgt (s;(k), s;(1)) € I(os;).

Daraus folg s;(I(0)) C I(os;) U{(i+ 1,7)}. Umgekehrt gilt (i + 1,7) = s;(4,i + 1) €
sil(o). Sei (a,b) = s;(k,1) € I(0s;) wobei k = s;(a) und b = s;(b). Wir zeigen, dass
(k,1) € I(0). Es gilt o(k) = os;(a) > as;(b) = o(l).

Falls (a,b) = (i,i + 1), gilt o(i + 1)
{a,b} N {i,i + 1} = 0, gilt (k1) =
(k1) € I(0).

Seia=iundb#i+1.Dab>a=1dgiltb>i+ 1 Esgiltalsok=s;(a)=1+1<
b=s;(b) =1und (k1) € I(0).

Seib=1i+lunda #i.Daa <b=1i+1,gilt k = s;(a) =a <i=s;(b) =1und (k,[) €
I(o). Daraus folgt s;(1(c)) D I(os;)) U{(i+1,7)} und s;(I(0)) = I(os;) U{(i+1,7)}.
Es folgt, dass ¢(0) = |I(0)| = |si({(0))| = [L(0s;)| + 1 = £(os;) + 1.

= os;(a) > os;(b) = o(i). Widerspruch. Fiir
si(a,b) = (a,b), also k = a < | = b und
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Wir zeigen durch Induktion iiber (o), dass (o) = (—=1)%9). Fiir {(c) = 0, gilt
o(i) < o(i + 1) fiir alle s und ¢ = Id. Es folgt £(0) = 1 = (—1)%).

Induktionsannahme: fiir £(¢) = r > 0 gilt (o) = (—1)%?). Sei ¢ mit (o) =r+1 > 0.
Es gibt ein i € [1,n] mit o(i) > o(i + 1). Es folgt, dass ¢(0s;) = l(o) =1 =r
Nach Induktionsannahme gilt £(os;) = (—=1)%%) = (=1)4?)~1 Es folgt e(0)(—1) =
(=1)*@~L und e(0) = (—1)4), -

3.6 Determinante

Satz 3.6.1 Sei A € M,,(K) eine Matrix. Dann gilt

det(A) = Y (o H tio(i) = Y £(0) H Aoi).

UGSn O'ESn

Beweis. Die zweite Formel folgt aus der Ersten und det(A”) = det(A).

Fiir die erste Formel zeigen wir, dass die Abbildung

A>—)D Z Halg(z

O’ESn =1
linear in den Zeilen ist, dass D(A) = 0 fiir Rg(A) < n und, dass D(I,,) = 1.
Wir schreiben I, = (8; ;). Es gilt

O’ESn =1

Es gilt d; »(jy # 0 genau dann, wenn 7 = o(7). Daraus folgt, dass gilt [} ; 0; ) # 0
genau dann, wenn ¢ = o(i) fiir alle i € [1,n] i.e. [[}", 0; ;) # 0 genau dann, wenn

o = Id. Daraus folgt
D(I,) = 1.

Sei A € M,(K) und seien Zy, -, Zy, -+, Z, die Zeilen von A. Sei B mit Zeilen
Iy, L+ Zyy -+ Zp und C mit Zeilen Zy,--- , Z;, -+, Z,. Wir schreiben Z; =
(@i, s @) und Zp = (ag 1, -+, a;,). Es gilt also A= (am), B = (b;;) und ¢; ;)
wobei

sz _ ai,j / leI' ’l # k und Cij _ afJ» fur ’l # k
’ ag,; + ay, ; fiir i = k. ’ Qg fir i = k.

Es gilt

H bi,a(i) = H @ 5 (4) =+ a;g o H Q.0 (3) H Q.0 (3) + H Ci,o(i)-
=1 =1

zlz;ék
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Daraus folgt D(B) = D(A) 4+ D(C) und D ist linear in den Zeilen.

Sei A mit Rg(A) < n. Es gibt eine Zeile Z; mit Z;, = Z?:L 1ok Tt g Sel A, die
Matrix mit Zeilen (Zy, -+, Zx_1, Zy, Zs1,+ - , Zn). Nach Linearitét gilt

D(A)= Y xzD(A).

t=1, t#k

Es geniigt zu zeigen, dass D(A;) = 0. Wir schreiben A; = (b; ;). Es gilt

n

D(A) =Y e(0) [] biwi)-

0ESH =1
Da die ¢-te und die k-te Zeilen von A; gleich sind, gilt b, ; = by, ; fiir alle j. Sei 7 = 7,
es gilt

n

H bior(@) = bt.o(k)Ok,o(t) H bio(i) = Ok,o(k)bt,ot) H bio(i) = H bi o (i)-
i=1 itk itk i=1

n

D(A) = 3 &) [T biato = D (o) [T bucrio:

gESy oESH i=1
Wir setzen § = o7 i.e. 0 = 071 = 01. Es gilt

n n

D(A) =Y e(0r) [ [ biow = = D e(0) [ [ browy = —D(A).

0eSn i=1 0eSy i=1

Es folgt D(A;) = 0. -



4 Tensorprodukt

4.1 Bilineare Abbildungen und Tensorprodukt

Seien U, V und W drei K-Vektorraume.

Definition 4.1.1 Eine Abbildung f : U x V. — W heift bilinear falls fiir alle
x,y € K fiir alle u,u’ € U und alle v,v" € V gilt:

o flau+yu,w) = zf(u,v) +yf(,v)
o flu,av+y0') = 2 f(u,0) + yf (1),

Lemma 4.1.2 Sei f: U xV — W eine bilineare Abbildung und sei g : W — FE eine
lineare Abbildung. Dann ist g o f eine bilineare Abbildung. 0

Beweis. Ubung. n

Wir versuchen bilineare Abbildung durch lineare Abbildungen zu ersetzen.

Definition 4.1.3 Ein K-Vektorraum E heifst Tensorprodukt von U und V falls
gilt:

1. Es gibt eine bilineare Abbildung 7g : U x V — E und

2. fiir jede bilineare Abbildung f : U x V' — W, es gibt genau eine lineare Abbil-
dung LY : E — W mit LY omp = f.

Bemerkung 4.1.4 Es ist noch nicht klar, dass es ein Tensorprodukt gibt. Wir zeigen
zuerst, dass es hochstens ein Tensorprodukt gibt.

Satz 4.1.5 Seien E und F' zwei Tensorprodukte fiir U und V. Dann sind £ und F
isomorph. O

Beweis. Nach dem ersten Punkt der Definition gibt es bilineare Abbildungen 7g :
UxV — EFund g : U x V — F. Nach dem zweiten Punkt gibt es eindeutig
bestimmte lineare Abbildungen LZ : E — F und LY : F — E mit np = LE omp
und 7y = Lo np. Wir zeigen, dass LI und LZ  isomorph sind.

Wir haben eine bilineare Abbildung f = L o LE o7y : U xV — E und es gilt

TR
f=LE oLf ormp = LY onp = mp. Nach dem zweiten Punkt gibt es genau
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eine Abbildung L]]? mit L}E omg = f = mp. Aber wir haben Idg o mp = 7g also
L¥ =1dg. Wir haben auch f = LY o LE orp also gilt LY = L o LZ und es folgt
LF oLE =Idp.

TE

Der selbe Beweis, mit £ und F vertauscht, zeigt LZ o LY =1Idp. Es folgt, dass L%
und LZ  Inverse sind. -

Wir zeigen jetzt, dass es ein Tensorprodukt gibt. Wir betrachten

KUW) — L5 UxV = K | ¢(u,v) # 0 nur fiir endlich viele (u,v) € U x V'}.

Fiir (u,v) € U x V gibt es eine Abbildung ¢, so, dass

1 fir (a,b) = (u,v)
Pluw)(a,b) = { 0 sonst.

Lemma 4.1.6 Das System (¢(u,.))(uv)ecvxv ist eine Basis von K*V). In anderen

Worten ist das System (©(,..))(uv)cvxv linear unabhingig und fiir p € KU*V) gilt

Y= Z (U, V) P(up)-

(u,0)eUXV

In dieser Summe tauchen nur endlich viele ¢(u, V)Y, auf, die nicht null sind.

Beweis. Ubung. n

Die Abbildungen

POutpu’ v) — )\()O(u,v) — HPw ) und Pu v+’ — )\So(u,v) — UL (u,v)

sind in KW*V) enthalten. Sei

L= <§0(Au+uu’,v) - )\Qo(u,v) - M@(u’,v)a So(u,)\v—i—;w’) - )\Qo(u,v) - M‘p(u,v’))-

Definition 4.1.7 Sei U®x V = KUV)/Lund p: U xV — U ® V die kanonische
Projektion. Fiir (u,v) € U x V, schreiben wir u ®@ v = p(¢(u,)) fiir das Bild von ¢, .
in U QK V.

Lemma 4.1.8 Es gilt
L (Au+pu)@v=ANu®v)+ uu ®wv).
2. u® Ao+ pv') = AMu®v)+ plu®v). O

Beweis. Ubung. n
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Lemma 4.1.9 Das System (u ® v)(uwevxv ist ein EZS von U @k V. 0
Beweis. Es ist das Bild der Basis (@(u,0))(@u,0)crxv- -
Satz 4.1.10 (U ®g V,m) ist ein Tensorprodukt von U und V. O

Beweis. Sei m:U xV — U ®k V die Abbildung, die durch 7(u,v) = u ® v definiert
wird. Nach dem Lemma, ist 7 bilinear.

Sei jetzt f : U x V — W eine bilineare Abbildung. wir zeigen, dass es eine lineare
Abbildung Ly : U @ V — W gibt mit f = Ly o 7.

Wir definieren zuerst eine lineare Abbildung g : K{W*V) — W. Da (¢(u,0)) (uwv)cvxv
eine Basis ist, geniigt es g(@(,v)) zu definieren. Wir setzen g(¢q.v) = f(u,v). Wir
Zeigena dass g|L = 0. Da ((p(Aqu;m/,v) - )\So(u,v) — HP ! w)y Plu, votuv’) — )\Sp(u,v) - ,USO(u,v'))
ein EZS von L ist, geniigt es zu zeigen, dass

g(‘p(Au—l—uu’,v) - )\So(u,v) - ,USO(u',v)) = g(@(u,)w-‘,—;w’) - )\Sp(u,v) - ﬂgp(u,v’)) = 0.
Da g linear und f bilinear ist, gilt

g(@(hu—i—wﬂ,v) - )‘(p(u,v) - ,USO(U’,U)> = g(@()xu-i-uu’,v)) - Ag(@(u,v)) - Mg(@(u',y)))
f(Au + :uula ’U) - Af(ua ’U) - ”f(u,a U)
0

Analog zeigen wir, dass g(SO(U,Aqu,w') — ANP(upw) — MSO(u,v')) =0.

Nach dem Homomorphiesatz (Satz 7.4.8 Skript LAI), gibt es eine lineare Abbildung
Li:U®gkgV — W, so dass das Diagramm

K(UXV)

o

KUY L= U @k V

kommutiert. Wir zeigen, dass Ly om = f. Es gilt

Lf © 7r(u, U) = Lf(u & U) = Lf(p((p(u,v))) = g((p(u,v)) = f(u’ U).

Es folgt, dass U ®k V' ein Tensorprodukt von U und V ist. -
4.2 Basen
Lemma 4.2.1 Sei (uy,- - ,u,) ein System in U und sei (vy, -+ ,v,) ein linear unab-

hiangiges System in V. Falls
Z U; ® v = O,
i=1

so gilt uy =---=wu, =0. O
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Beweis. Sei p € UY und sei f, : U x V — V definiert durch f,(u,v) = ¢(u)v. Dann
ist f,, bilinear und es gibt ein lineares Ly, mit Ly, (u ® v) = o(u)v. Es gilt

0=1Ly, (Z u; @ vi> = ng(ul)v,
i=1

i=1
Da (v, - -+ ,v,) linear unabhéngig ist, gilt ¢(u;) = 0 fiir alle ¢ € [1,r]. Da dies fiir alle
© € UY wahr ist, gilt u; = 0 fiir alle ¢ € [1,r]. -
Lemma 4.2.2 Seien (ui,---,u,) und (vy,---,v,) EZS von U und V. Dann ist
(ui X Uj)ie[l,n},je[l,m] ein EZS von U ®k V. O

Beweis. Da (u®v)yecuvey ein EZS von U @k V ist, geniigt es zu zeigen, dass u®@v €
(u;®@v; | i€ [l,n],je[l,m]) fir alleuw € U und v € V. Es gibt Skalare Ay, -, A,

und feq, - - -, fy, mit
n m
u = Z)‘iui und v = Z,ujvj.
i=1 j=1

Es gilt
g = (0, Au) @ v

=i Ailus ®v)

=31 0N <Uz ® Z;n:1 Nj“j>

=D i A D e iU @ vj

= D im1 Djey AiljUi @ vj.
Daraus folgt, dass (u; ® v})ic[1,n],je[1,m] €in EZS von U @k V ist.
Satz 4.2.3 Seien (uy,- - ,u,) und (vy,- -, v,) Basen von U und V. Dann ist (u;
V;)ic[i,n],je,m) eine Basis von U @ V.

0O ® =

Beweis. Aus Lemma 4.2.2 folgt, dass (u; ® v;)ici1,n),jep,m) €in EZS ist. Seien A;;

Skalare mit L
Z Z )\i,jui & V; = 0.

i=1 j=1

Es gilt

Aus Lemma 4.2.1 folgt
Z )\muiO
i=1

fiir alle j € [1,m]. Es folgt \;; = 0 fiir alle s € [1,n] und j € [1,m]. -

Bemerkung 4.2.4 Mit dem selben Beweis gilt der obige Satz fiir unendlich-dimensionale
Vektorrdume.

Korollar 4.2.5 Seien U und V endlich-dimensionale Vektorrdume. Dann gilt
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4.3 Erste Eigenschaften

Satz 4.3.1 Es gibt genau einen Isomorphismus @ : URgV — V QU mit P(u®v) =
vV Uu. O

Beweis. Seien (uq,-- ,u,) und (vy,---,v,) Basen von U und V. Dann ist (u; ®
V) )iel1,n],jel1,m) €ine Basis von U @ V und (v; @ w;)ic[1,n),jen,m) eine Basis von V @x U.
Wir setzen

P(u; @ vj) = v; @ u; und P'(v; @ u;) = u; ® v;.

Dann sind @ und ¢ Isomorphismen mit @' = ¢’. Man zeigt (Ubung), dass ®(u®v) =
v@ufirallew e U und v € V.

@ ist eindeutig bestimmt weil u ® v ein EZS von U ®k V ist. -

Satz 4.3.2 Es gibt genau einen Isomorphismus ¥ : Uy (Vg W) = (U V) QK
Wit 7(u® (v@w)) = (u®v) ®w. O

Beweis. Seien (uy,- -+ ,uy,), (v1,-++ ,vn) und (wy,---,w,) Basen von U, V und W.
Dann ist ((u; ® vj) ® W )ic[1,n],je[1,m] k] €ine Basis von (U ®x V) @k W und (u; ®
(v; ® W) )ic1,n],je[1,m] ke[1,] €ine Basis von U @k (V @ W).

Sei ¥ : (U@KV)(X)KW — U®K(V®KW) und ¥’ : U®K<V®KW) — (U@KV)(X)KW
die lineare Abbildungen definiert durch ¥((u; ® v;) ® wi) = w; ® (v; ® wy) und sei
' ((u; @ (v;@wy)) = (u; ®v;) @wy.. Dann sind @ und ¢ Isomorphismen mit ¥~ = ¥’
Man zeigt (Ubung), dass ¥((u ® v) @ w) = u ® (v ® w) fiir alle uw € U, v € V und
weW.

¥ ist eindeutig bestimmt weil (v ® v) ® w ein EZS von (U @ V) @k W ist. -

Bemerkung 4.3.3 Wir werden die Klammern in Multitensorprodukten nicht mehr
schreiben. Wir schreiben z.b. U] Q-+ - Qk U,.

Definition 4.3.4 Sei n € N. Wir schreiben V" fiir V@ ---Q V.
—_———

n Mal

Satz 4.3.5 Es gilt V @ K ~ V. 0

Beweis. Sei f 1V x K — V definiert durch f(v,\) = Av. Dann ist f bilinear und
es gibt Ly : V ®xg K — V linear mit Ly(v ® \) = Av. Sei ¢ : V = V @g V
die Abbildung definiert durch ¢(v) = v ® 1. Diese Abbildung ist linear und es gilt
Liop(v)=L(v®1l)=wv,also Lyop =Idy. Es gilt auch po Li(v ® X) = p(Iv) =
)\’U@]_:U@)\, a,ISOQOOLf:IdV@KK. ]
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4.4 Bilineare Abbildungen

Definition 4.4.1 Sei Bil(U x V, W) der Untervektorraum von WYV aller bilinearen
Abbildungen.

Satz 4.4.2 Es gibt einen Isomorphismus Bil(U x VW) ~ Homg (U @k V,W).

Beweis. Sel @ : Bil(U x V, W) — Homg (U @k V, W) definiert durch @(f) = L. Die
Abbildung @ ist linear (Ubung). Sei @ Hom g (U @ V, W) — Bil(U x V, W) definiert
durch @' (L) = Lon, wobei m: U x V' — U ®f V die kanonische bilineare Abbildung
ist. Es gilt @0 @'(L) =P(Lom)=Lund & od(f) =Lrom = f. n

4.5 Tensorprodukt von Homomorphismen

Seien U, V, W und F vier K-Vektorraume und seien f : U — W und g : V — FE zwei
Homomorphismen.

Lemma 4.5.1 Die Abbildung @ : UxV — W ®k E definiert durch @(u,v) = f(u)®
g(v) ist bilinear. Es gibt also genau eine lineare Abbildung f®g: URxV — W Rk FE

mit (f ® g)(u®v) = f(u) ® g(v). O
Beweis. Ubung. n
Definition 4.5.2 Die Abbildung f ® g heifst die Tensorproduktabbildung.

Satz 4.5.3 Sei f € Homg (U, W) und g € Homg(V, E).

(1) Wenn f und g injektiv sind, dann ist f ® g injektiv.

(n) Wenn f und g surjektiv sind, dann ist f ® g surjektiv.

(m) Wenn f und g bijektiv sind, dann ist f ® g bijektiv. 0

Beweis. () folgt aus (1) und (1).

(1) Seien B = (u;) und B’ = (v;) Basen von U und V. Dann sind f(B) = (f(u;)) und
g(B') = (g(v;)) lineare unabhéngige Systeme. Da B ® B’ = (u; ® v;) eine Basis von
U®p V ist, geniigt es zu zeigen, dass (f ® g)(B® B') ein linear unabhéngiges System
ist. Seien ); ; Skalare mit

> f(w) ®g(v;) =0.
0,
Da (g(v;)) ein lineares unabhéngige System ist gilt (nach Lemma 4.2.1)

> Xijf () =0 fiir alle j.
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Da (f(u;)) ein linear unabhéngiges System ist gilt \; ; fiir alle ¢ und j. Es folgt, dass
(f ®g)(B® B') ein linear unabhéngiges System ist.

(1) Seien B = (u;) und B’ = (v;) Basen von U und V. Da B® B’ = (u; ® v;) eine
Basis von U ®y V ist, geniigt es zu zeigen, dass (f ® g)(B ® B') ein EZS ist. Da f
und ¢ surjektiv sind, sind f(B) = (f(u;)) und g(B') = (g(v;)) EZS. Nach Lemma
4.2.2 gilt, dass (f ® g)(B® B') ein EZS ist. -

Satz 4.5.4 Seien U,V, W, E vier K-Vektorrdume. Es gibt eine injektive lineare Ab-
bildung Homg (U, W) ® x Homg (V, F) — Homg (U @ V,W ®k E). Fiir U, V,W, E
endlich-dimensional ist diese Abbildung ein Isomorphismus. 0

Beweis. Sei ¢ : Homg (U, W) x Homg (V, E) — Homg (U @k V,W ®k E) definiert
durch &(f,g) = f ® g. Dann ist @ bilinear und es gibt eine lineare Abbildung

Lg - HomK(U, W) R HOIHK(VV, E) — HOIHK(U QK ‘/, W Q5 E)

mit Le(f ®¢g) = f®g. Wir zeigen, dass Lg injektiv ist. Seien (u;), (v;), (wi) und (e;)
Basen von U, V, W, E und sei (f;;) und (g;;) die angehorige Basen von Homg (U, W)
und Homg (V, E) (mit f; x(u,) = dawy, und g, (vp) = 6y je;). Dann ist (f; x ®g;,) eine
Basis von Homg (U, W) @ Homp (V, E). Sei D, ;1 Aijrifix @950 € Ker(Lg). Es gilt

0= Z Nijoifine @ gii(ug @ vp) = Z i ji k100, WE @ Op j€.

/[:7j7k7l /[:7j7k7l

Da (wy, ® e;) eine Basis ist gilt A,px; = O fiir alle a, b, k,{. Daraus folgt, dass Lg
injektiv ist.
Fiir endlich-dimensionale Vektorraume gilt

dim(Homg (U, W) @ Homg(V, E)) = dim(Homg (U, W)) dim(Homg (V, E))
=dim U dimV dim W dim £
= dim(Homg (U @k V) dim(W @k E)
= dim Homg (U @k V,W @k F).
Es folgt, dass Lg ein Isomorphismus ist. =

Korollar 4.5.5 Es gilt (U®@g V)" ~UY @ VY.

Beweis. Folgt aus dem obigen Satz fiir W = K = F. n

4.6 Korper Erweiterung

Definition 4.6.1 Sei L ein Kérper mit KX C L. Dann heifst L eine K6rpererweite-
rung von K. Der Korper L ist ein K-Vektorraum.
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Satz 4.6.2 Sei V ein K-Vektorraum, dann ist V®g L ein L-Vektorraum. Fiir dimg V =
n gilt dimy, V ®x L = n. 0

Beweis. Wir wissen, dass (V ®g L, +, ) ein K-Vektorraum ist. Es folgt, dass (V ®x
L, +) eine kommutative Gruppe ist. Fiir z € L definieren wir f, : V X L — V @k L
durch f,(v,2") = v ® z2'. Die Abbildung f, ist K-bilinear. Daraus folgt, dass es eine
K-lineare Abbidung z.1 1V ®x L -V @ Lmit z -, (v® ) =v® 22/,

Man zeigt, dass (V ®g L, +, 1) ein L-Vektorraum ist (Ubung). n
Satz 4.6.3 Sei (vq,---,v,) eine Basis von V als K-Vektorraum. Dann ist (v; ®
1,--+,v,®1) eine Basis von V ® L als L-Vektorraum.

Insbesondere gilt dim;, V ®x L = dimg V. O
Beweis. Sei (lp,ly,- -+ ,l.) eine Basis von L als K-Vektorraum mit [, = 1. Dann ist

v; ® 1;) eine Basis von V ®j L als K-Vektorraum.
J

Wir zeigen, dass (v; ® 1,-+- v, ® 1) ein EZS und linear unabhéingig ist (als System
von L-Vektorrdume). Es gilt v; ® [; = 1;(v; ® 1) also gilt

v @l E(L®L - v, ®1)L.
Daraus folgt, dass (v; ® 1,--+ ,v, ® 1) ein EZS ist.
Seien \; € L Skalare mit ) . \jvgl = 0. Es gibt Skalare y; ; € K mit

A= il
J=0
Daraus folgt

Z Z Hi Vi ® lj =0.
g

Da (v; ® l;) eine Basis als K-Vektorraum ist gilt p; ; = 0 fiir alle 4, j. Daraus folgt
Ai =0 fiir alle i und (v; ® 1,--- ,v, ® 1) ist linear unabhéngig. -

Beispiel 4.6.4 (1) Es gilt R" @g C = C™.

(11) Sei V' ein R-Vektorraum und sei f € End(V). Dann ist f®Id: V@rC — V®@rC
eine lineare Abbildung.

Sei B = (vy,---,v,) eine Basis von V. Dann ist B 1 = (1, ® 1,--- ,v, ® 1) eine
Basis von V ®p C als C-Vektorraum. Sei (a; ;) = A = Matg(f) die Matrix von f in
B.

Dann gilt

n

(.f ®Id)(’l}] ® 1) = f('Uj) ®1= Zamvi ® 1.

i=1

Daraus folgt B = Matggi(f ® 1) = A. Insbesondere gilt
Xsora = Xg und Rg(f @ 1) = Rg(f).
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4.7 Multilineare Abbildungen

Seien Uy, ---,U, und W Vektorraume.

Definition 4.7.1 Eine Abbildung f : U; x --- x U, — W heift n-linear oder

multilinear falls fiir alle w; € Uy, -+ ,u, € U, und fir alle i € [1,n] gilt: die
Abbildung

f(ula"' s Ui—1, O, Ujt1, " aun) : Uz — W
deﬁniert durCh f(uh e, Ui, 9, U‘i+17 tU 7un>(ul) - f(u17 sy Ui—1, Uy, U‘i+17 e 7U‘n)
ist linear.

Definition 4.7.2 Ein Vektorraum FE heifst Tensorprodukt von Uy, ---, U, falls
gilt:

1. Es gibt eine n-lineare Abbildung 7 : Uy X -+ x U, — E und

2. fiir jede n-lineare Abbildung f : U; x --- x U, — W, es gibt genau eine lineare
Abbildung L]]? : E— W mit L]]? omg = f.

Satz 4.7.3 Seien E und F' zwei Tensorprodukte fiir U und V. Dann sind F und F
isomorph. o

Beweis. Nach dem ersten Punkt der Definition, gibt es n-lineare Abbildungen 7g :
U x---xU, - Fund g : Uy x --- x U, — F. Nach dem zweiten Punkt gibt
es eindeutig bestimmte lineare Abbildungen LY : F — F und L : F — E mit
mp =LY omgund g = L omp. Wir zeigen, dass LE und LZ  isomorph sind.

Wir haben eine n-lineare Abbildung f = LI o LY ong : U xV — E und es gilt
f=1LE oLl ong = LY omp = mg. Nach dem zweiten Punkt gibt es genau
eine Abbildung L? mit L? omp = f = mg. Aber wir haben Idg o 7p = 7g also
L¥ =Idg. Wir haben auch f = LI oLl omp also gilt LY = Lf_o LZ und es folgt
LF oLF =Idp.

Der selbe Beweis, mit £ und F vertauscht, zeigt LY o Lf =1Idp. Es folgt, dass LI
und L% Inverse sind. .

Satz 4.7.4 U, ®g - - - @k U, ist ein Tensoprodukt von Uy, --- , U,. O

Beweis. Per Induktion iiber n. Fiir n = 2 folgt die Behauptung aus dem Satz 4.1.10.
Angenommen U; ®k - - - ®g U, _1 ist ein Tensoprodukt von Uy, --- ,U,_1. Wir zeigen,
dass Uy ®k - - - @ U, ein Tensoprodukt von Uy, -- -, U, ist.

Die Abbildung 7 : Uy X -+ x U, = U; Q - - - Qg U, definiert durch 7(uy, -+, u,) =
Uy ® -+ @ uy, ist n-linear (Ubung). Sei f : U; x -+ x U, — W eine n-lineare Ab-
bildung. Dann ist f,, : U X -+ x U,_y — W definiert durch f, (u1,-,u,—1) =
f(uy, -+ ,up_1,u,) eine n — 1-lineare Abbildung. Nach Induktionsannahme gibt es
eine lineare Abbildung L,, : U3 ®k -+ Qg Up_1 — W mit L, (u1 ® -+ @ up_1) =
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fug, -, up). Sei g (U1 @k -+ - @k Up_1) x U, — W definiert durch g(7',w,) = L., (T).
Diese Abbildung ist bilinear (Ubung). Daraus folgt, dass es eine lineare Abbildung
Li: U Qg -+ @k U, = W gibt mit L(u; @ tp—1 @ up) = Ly, (1 @ -+ - @ up_q) =
flug, -+ ,uy). Da (u; ® u,)) ein EZS ist, ist L; eindeutig bestimmt. -

Definition 4.7.5 Sei n-Hom(U; x - - - x U,,, W) der Untervektorraum von W U1>x-xUn
aller n-linearen Abbildungen.

Satz 4.7.6 Es gilt n-Hom(U; x -+ x U, W) ~ Homg (U; ®k -+ @ U,, W). 0

Beweis. Sei @ : n-Hom(U; x -+ x U,,W) — Homg (U; ®k -+ @k U,, W) definiert
durch &(f) = L;. Die Abbildung @ ist linear (Ubung). Sei ¢ Homy (U; ®k - - Qx
Up, W) = n-Hom(U; X --- x U,, W) definiert durch ¢'(L) = L o m wobei 7 : U; X
XU, = Uy ® - - - @k U, die kanonische bilineare Abbildung ist. Es gilt ®od'(L) =
P(Lom)=Lund ¢ od(f)=Lsom = f. -

4.8 Symmetrische und antisymmetrische Tensoren

Definition 4.8.1 Sei V ein K-Vektorraum. Wir setzen V®° = K.

Lemma 4.8.2 Sei o € S,,. Die Abbildung V" — V®™ definiert durch (vy,-- - ,v,) —
Vp(1) @ -+ @ Ug(n) ist n-linear. Es gibt also eine lineare Abbildung oyen € End(V®™)
mit

Ov®n(’l}1 K- ®Un) = Ug(1) Q.- ®’Uo(n).

Beweis. Ubung. n
Lemma 4.8.3 Es gilt Tyenoyen = (T70)yen. 0

Beweis. Da (v; ® -+ - ® v,) ein EZS ist, geniigt es zu zeigen, dass
Tv®n0'v®n<U1 ® tee ® Un) = (TO')V®n(’U1 ® tee ® Un).

Es gilt
Tv®na'v®n(’l}1 Q- X 'Un) = 7—V®"(va(1) Q& UO(N))
= VUro(1) Q@ Ura(n)
= (TO')V@n(Ul R vn)-
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Definition 4.8.4 Sei n € N.

(1) Ein Vektor 7' € V®" heift symmetrischer Tensor, falls fiir alle 0 € S, gilt
oyen(T) = T. Man schreibt Sym" (V) fiir den Unterraum aller symmetrischen Tenso-
ren. Es gilt

Sym" (V) = ﬂ Ker(oyen — Idyen).

UGSn

(n) Ein Vektor T' € V®" heift antisymmetrischer Tensor falls fiir alle o € S, gilt
oyen(T) = e(o)T. Man schreibt Alt" (V) fiir der Untgerraum aller symmetrischen
Tensoren. Es gilt

AlE"(V) = (] Ker(oven — £(0)Idyen).

O'ESn

Beispiel 4.8.5 Sei V = R? und sei B = (e, e) die kanonische Basis. Dann sind
e1®eq, ea®eg und e; ®es +es®eq symmetrische Tensoren. Der Tensor e; ®es —ea ®ey
ist antisymmetrisch.

Bemerkung 4.8.6 Sei K mit char(K) = 2. Dann gilt Sym" (V') = Alt" (V).

Satz 4.8.7 Sei K mit char(K) =0
(1) Sei pgym : V" — VO™ die lineare Abbildung

1
pSym :3;5 j{: Oyen.

" 0€Sh
Es gilt Im(pgym = Sym"™ (V') und fiir 7' € Sym"™(T) gilt psym(T) =T
(1) Sei pay : V" — V" die lineare Abbildung

1
PAl = m Z E(U)Uv®n.

" 0€Sn
Es gilt Im(pay) = Alt" (V) und fiir 7' € Alt"(T") gilt pa(T) = T.
(1) Es gilt ngm = PSym; p2Alt = paiy und Pgym © paiy = 0 = Pate © PSym- O
Beweis. (1) Sei T € V. Wir zeigen, dass psym(T) € Sym" (V). Sei 7 € S, es gilt
(mit 0 = 70)
Ty en (pSym(T) = # ZO’ESn Tyenoyen(T)

= % Zeesn Oyen (T)
= PSym (T).

Daraus folgt, dass psym(7") € Sym"(V'). Sei T' € Sym"(T'). Es gilt

1 1
psym(T) = — > oven(T) = T Y 1=T

" 0ESy, " oES,
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(11) Sei T' € V®™. Wir zeigen, dass pa(T) € Alt" (V). Sei 7 € S,,. Es gilt (mit 0 = 70)

Tven(pan(T) = # ZaeSn e(0)Tyenoyen(T)
= % Zaesn e(7)0ven(T)
= e(7)pan(T).

Daraus folgt, dass pai(7T) € Alt" (V). Sei T € Alt"(T). Es gilt

paell) = 2 3 e(@)oven(D) = T3 3 (o) = 7.

’ oGSn ’ O'ESn

(1) Sei T' € V®™. Dann ist psym (") € Sym" (V) und es folgt psym (psym (7)) = psym(T).
Analog gilt p3, = pax. Sei T € VO, Es gilt

Par(Psym(T)) = 57 Xoes, €(@)0VE" (psyu(T))
= 21 2oes, £(0)Psym(T).
= pSym(T)% Zaesn 5(0)

Y (o) =0

gESy

Die Abbilbdung {o € S, | o gerade} — {0 € S, | o ungerade} definiert durch
o +— sy ist bijektiv (Inverse o — 0s;). Es folgt, dass

Wir zeigen, dass

|
{o € S, | 0 gerade}| = |{o € S,, | 0 ungerade}| = %

Es gilt also

Yelo)= > 1+ > —1:%!—%!:0.

oESh o€Sn, o gerade 0ESy, o ungerade

Daraus folgt, dass pai; © psym = 0. Analog gilt psym © paiy = 0. -
Korollar 4.8.8 Es gilt Sym" (V) + Alt" (V) = Sym" (V) & Alt" (V).

Beweis. Sei T' € Sym" (V) N Alt"(V). Es gilt T = pgym(7T") und T = pay (7). Daraus
folgt T" = psym (1) = psym(paw(T")) = 0. n
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5.1 Algebren

Definition 5.1.1 Ein K-Vektorraum (A, +,-) mit eine bilineare Abbildung x : A x
A — A so, dass (A, +, X) ein Ring ist heift K-Algebra. Fiir a,b € A, wir schreiben
a x b= ab.

Die Algebra A heifst kommutativ falls ab = ba gilt fiir alle a,b € A.

Beispiel 5.1.2 Sei A = R? und (z,y)(2,y') = (z2’ —yy', 2y’ +y2'). Dann ist A eine
kommutative R-Algebra.

Lemma 5.1.3 (M,(K),+,-, xX), wobei - die Skalarmultiplikation von Matrizen ist
und x die Matrixmultiplikation ist, ist eine K-algebra. O

Beweis. Ubung. n

Definition 5.1.4 (1) Seien A und B zwei K-Algebren. Eine Abbildung f : A — B
heifst Algebrahomomorphismus falls f eine lineare Abbildung ist, f(14) = 1 und
flad") = f(a)f(d’) fiir alle a,d’ € A.

(n) Ein Bijektiver Algebrahomomorphismus heifst Algebraisomorphismus.

Beispiel 5.1.5 Sei R? mit Produkt (z,y)(z',y') = (z2' — yy/,zy’ + y2’) und sei
f:R? - C mit f(x,y) = x +iy. Dann ist f ein Algebraisomoprhismus.

Beispiel 5.1.6 Sei K ein Koérper und A = K[X]. Dann ist A eine K-Algebra.

Definition 5.1.7 Sei A eine K-Algebra. Ein Element a € A heifst invertierbar,
falls es ein Element b € A gibt mit ba = ab = 14. Wir schreiben

A" ={a € A | a invertierbar ist}.

Lemma 5.1.8 Sei a € A invertierbar. Dann ist b € A mit ab = ba = 14 eindeutig
bestimmt. O

Beweis. Seien b,/ € A mit ab = ba = 14 und ab’ = V'a = 14. Dann gilt b = bab’ =
b. n
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Definition 5.1.9 Sei ainA invertierbar. Das Element b € A mit ab = ba = 14 helit
Inverse von a und wird a~! bezeichnet.

Beispiel 5.1.10 1. In A = C als R-Algebra, sind alle Elemente aus A\ {0} inver-
tierbar.

2. In A = M,,(K) sind die Invertiebare Elemente die invertiebare Matrizen.

3. In K[X] sind die invertiebare Elemente die Polynome P # 0 mit deg(P) = 0.
Lemma 5.1.11 Sei A eine K-Algebra. Dann ist (A*, x) eine Gruppe. 0
Beweis. Ubung. n

Korollar 5.1.12 Eine K-Algebra A ist ein Korper genau dann, wenn A kommutativ
ist und A* = A\ {0}.

Beweis. Sei A ein Korper, dann ist A kommutativ und A* = A\ {0}.

Sei A eine kommutative K-Algebra mit A* = A\ {0}. Dann ist (A*, x) eine Gruppe.
Daraus folgt, dass A ein Korper ist. =

5.2 Verkniipfungstafel

Definition 5.2.1 Sei A eine K-Algebra und sei B = (e;);c; eine Basis von A als
K-Vektorraum. Fiir alle ¢, 5 € I gilt e; - e; € A. Es gibt also Skalare cﬁj € K mit

_ E k

keK

Die Skalare cﬁj heillen Strukturkoeffizienten.

Lemma 5.2.2 Sind alle Strukturkoeffizienten ci-f ; bekannt, dann sind alle Produkte
a - b fir a,b € A auch bekannt. 0

Beweis. Seien a,b € A. Dann gibt es Skalare a;,b; € K mit
a= Z a;e; und b = Z be;.
i€l el

Fiir das Produkt a - b € A gilt

a-b= (Z ai6i> : (Z bje]) =3 abieice; =Y > > aibic) e

il jeI iel jel i€l jel kel
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Definition 5.2.3 Die Tabelle
€j
€| €~ 6]'

heift Verkniipfungstafel.
Beispiel 5.2.4 Sei A = C. Dann ist A eine R-Algebra und (1,%) ist eine R-Basis von

A. Es gilt
1-1=1,1-i=4d,i-l=dundi-i=—1.

Es gilt I = {1,2}. Die Structurkoeffizienten ¢} ; sind

5.3 Unteralgebren, Ideale und Quotienten

Definition 5.3.1 Sei A eine K-Algebra. Eine Teilmenge B C A heift Unteralge-
bra falls 1, € B, B ein Unterraum von A ist und fiir alle b,b' € B gilt b’ € B.

Definition 5.3.2 Sei A eine K-Algebra. Eine Teilmenge I C A heifft Linksideal
(bzw. Rechtsideal, bzw. Ideal) falls I ein Unterraum von A ist und fiir alle a € A
und alle b € I gilt ab € I (bzw. ba € I, bzw. ba € I und ab € I).

Lemma 5.3.3 Sei f : A — B ein Algebrahomomorphismus. Dann ist f(A) = Imf
eine Unteralgebra von B. 0

Beweis. Ubung. n

Lemma 5.3.4 Sei A eine Algebra und sei I ein Ideal von A. Seien a,a’ € A und
seien [al, [a] die Aquivalenzklassen von a,a’ in A/I. Seien b € [a] und ¥’ € [d/]. Dann
gilt [aa'] = [bV]. O

Beweis. Es gilt a —b=c¢€ [ und o’ — b = ¢ € I. Daraus folgt
' =(a—c)(d —)=ad —ad —cd + cc.
Da ad,cd,cd € I gilt [aa’] = [bD']. -

Lemma 5.3.5 Sei A eine Algebra und sei [ ein Ideal von A. Sei x : A/IxA/I — A/I
definiert durch [a] x [a/] = [ad]. Dann ist (A/I,+, x) eine K-Algebra. O
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Beweis. Ubung. n

Definition 5.3.6 Sei A eine Algebra und sei [ ein Ideal von A. Die Algebra A/I
heilt Quotientalgebra.

Lemma 5.3.7 (1) Sei f : A — B ein K-Algebrahomomorphismus. Dann ist Ker(f)
ein Ideal von A.

(1) Sei I ein Ideal von A und sei p: A — A/I die kanonische Projektion. Dann ist p
ein Algebrahomomorphismus und es gilt I = Kerp. 0

Beweis. Ubung. n

Satz 5.3.8 Sei f : A — B ein K-Algebrahomomorphismus und sei I ein Ideal von
A.

1. Es gibt eine K-Algebrahomomorphismus f : A/I — B mit

A—~B
pl /
f
Al
genau dann, wenn [ C Ker(f).
2. f surjektiv < f surjektiv.
3. f injektiv & I = Kerf. 0

Beweis. Nach Satz 7.4.8 im Skript LAI gilt alles aufer, dass f ein Algebrahomomor-
phismus ist. Es gilt aber

f(lA/I) = fop(la) = f(la) = 1p und

f(lal[b]) = f([ab]) = f o p(ab) = f(ab) = f([a]) F([t])-

Daraus folgt, dass f eine K-Algebrahomomorphismus ist. n

Beispiel 5.3.9 1. Sei (P) = {Q € K[X] | P teilt Q}. Dann ist (P) ein Ideal von
K[X].

2.Sei A € K. Esgilt K[X]/(X—\) >~ K: wir haben ein surjektiver K-Algebrahomomorphismus
[+ K[X] — K definiert durch f(P) = P(A) und es gilt Ker(f) = (X — A). Daraus
folgt, dass f : K[X]|/(X — ) — K ein Isomorphismus ist.

3. BEs gilt R[X]/(X? +1) >~ C: wir haben ein surjektiver R-Algebrahomomorphismus
[ RIX] — C definiert durch f(P) = P(i) und es gilt Ker(f) = (X* + 1). Daraus
folgt, dass f : K[X]/(X — \) = K ein Isomorphismus ist.
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4. Es gilt K[X]/(X?—1) ~ RxR: wir haben ein surjektiver R-Algebrahomomorphismus
[ R[X] = RxR definiert durch f(P) = (P(1), P(—1)) und es gilt Ker(f) = (X*—1).
Daraus folgt, dass f : R[X]/(X 1) — R x R ein Isomorphismus ist.

2. Es gilt Q[ X]/(X2—2) ~ Q(+/2): wir haben ein surjektiver Q-Algebrahomomorphismus
[ Q[X] = Q(v2) definiert durch f(P) = P(v/2) und es gilt Ker(f) = (X? — 2).
Daraus folgt, dass f : Q[X]/(X? — v/2) = Q(+/2) ein Isomorphismus ist.

5.4 Produkte

Lemma 5.4.1 Seien A und B zwei K-Algebren. Dann ist A x B mit (a,b)(a’,V/) =
(ad’,bb'") eine K-Algebra. .

Beweis. Ubung. n

Definition 5.4.2 Seien A und B zwei K-Algebren. Die K-Algebra A x B mit Pro-
dukt (a,b)(d’,b") = (ad’, bb’) heilt Produktalgebra von A und B.

5.5 Einschrankung und Erweiterung der Skalare

Lemma 5.5.1 Sei A eine K-Algebra und sei L ein Teilkérper von K. Dann ist A
eine L-Algebra. O

Beweis. Die Addition und Multiplikation sind fiir beide Algebrastrukture gleich. Die
Skalarmultiplikation als L-Algebra ist die Einschrinkung des Skalarmultiplikations
als K(-Algebra. Es folgt, dass A eine L-Algebra ist. -

Definition 5.5.2 Sei A eine K-Algebra und sei L ein Teilkérper von K, dann schrei-
ben wir A, fiir die L-Algebra A.

Satz 5.5.3 Sei A eine K-algebra und sei L eine Korpererweiterung von K. Dann ist
A ®k L eine L-Algebra. O

Beweis. Nach Satz 4.6.2 ist A @k L ein L-Vektorraum. Wir definieren ein Produkt
iiber A ®x L wie folgt. Die Abbildung

fiAXLXAXL—> ARk L

definiert durch f(a, A, b, u) = ab® Ap ist K-multilinear (4-linear). Daraus folgt, dass
es eine Lineare Abbildung
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die kanonische bilineare Abbildung und sei

m:Lfo7r(A®KL)><(A®KL)—>(A®KL)

Diese Abbildung ist bilinear mit m(a® A\, b® p) = ab® Ap. Mit dieser Multiplikation
ist A®g L eine L-algebra (Ubung). -

Beispiel 5.5.4 (1) Der Korper C ist eine C-Algebra. Es ist auch eine R-Algebra.

(n) Wir Betrachten C als R-Algebra. Dann ist A = C ®g C eine C-algebra. Es gilt
dimg(A) = dimg(C) = 2. Sei (e1,e2) = (1,4) eine Basis von C als R-Vektorraum.
Dann ist (f, fa) = (1 ® 1,e2 ® 1) eine Basis von C ®g C als C-Vektorraum und fiir
zfi +yfound 2’ f; + ¢ fo in C ®p C gilt

(zfr +yfo) (@ fr + 4 fa) = (22" — yy') o + (29 + y2)) fa.

5.6 Erzeuger

Lemma 5.6.1 Sei A eine K-Algebra und sei (B;);e; eine Familie von Unteralgebren
von A. Dann ist
B=(B:

el

eine Unteralgebra von A. 0
Beweis. Ubung. -

Lemma 5.6.2 Sei A eine K-Algebra und sei E eine Teilmenge von A. Dann gibt es
eine minimale K-Unteralgebra von A welche F enthilt. O

Beweis. Sei (B;);er die Familie von alle Unteralgebren mit £ C B;. Dann ist
B =B
i€l
die minimale K-Unteralgebra von A welche E enthilt. n

Definition 5.6.3 Sei A eine K-Algebra und sei F eine Teilmenge von A. Die minima-
le K-Unteralgebra von A welche E enthélt heifst die von F erzeugte Unteralgebra
von A.

Definition 5.6.4 Eine Teilmenge E von A heift erzeugend falls A die von E er-
zeugte Unteralgebra von A ist.

Beispiel 5.6.5 Sei A = K[X]| und £ = {X}. Dann ist £ erzeugend.
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Lemma 5.6.6 Sei E erzeugend in A.

1. Sei f : B — A ein Algebrahomomorphismus. Dann ist f genau dann surjektiv,
wenn F C Imf.

2. Seien f: A— Bund g: A — B zwei Algebrahomomorphismen. Dann gilt f = ¢
genau dann, wenn f(e) = g(e) fiir alle e € E. O

Beweis. 1. Falls es surjektiv ist gilt £ C Imf. Umgekehrt ist das Bild Imf eine
Unteralgebra die E enthélt. Es folgt, dass A C Imf.

2.Wenn f = g gilt f(e) = g(e) fiir alle e € E. Umgekehrt, sei h = f — g. Dann
ist h linear. Sei I = Kerh. Wir zeigen, dass A’ eine Unteralgebra von A ist. Es gilt
h(1) = f(1) —g(1) =1—1=0. Es folgt 1 € A’. Seien a,a’ € A’. Es gilt f(a) = g(a)
und f(a') = g(a’). Es folgt h(aa’) = f(ad') — g(aa’) = f(a)f(a’) — g(a)g(a’) = 0. Die
Unteralgebra A’ enthélt E. Es folgt A C A’ und h =0, also f =g. n

Lemma 5.6.7 Sei A eine K-Algebra und sei (/;);c; eine Familie von Ideale von A.

Dann ist
1=
j€J
ein Ideal von A. 0
Beweis. Ubung. n

Lemma 5.6.8 Sei A eine K-Algebra und sei E eine Teilmenge von A. Dann gibt es
ein minimales Ideal von A welches E enthélt. O

Beweis. Sei (I;);es die Familie von alle Ideale mit £ C I;. Dann ist
I=NL
j€J
das minimale Ideal von A welches E enthélt. =

Definition 5.6.9 Sei A eine K-Algebra und sei E eine Teilmenge von A. Das mini-
male Ideal von A welches E enthilt heifst das von E erzeugte Ideal von A und
wird (E) bezeichnet.

Lemma 5.6.10 Sei A eine kommutative K-Algebra und seien a{,--- ,a, € A. Es

gilt
(CLl,"' ,an):{bla1+-~-bnan€A | bl,"' ,bnEA}.

Beweis. Ubung. n
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Lemma 5.6.11 Sei A eine K-Algebra und sei (a;);c; eine Familie von Elemente aus
A. Es gilt

(a; | j€J)=(bjajc; € A|b;,c; € Afiir j € J).
Beweis. Sei I = (bjajc; € A|b;,c; € Afiir j € J). Wir zeigen, dass I = (a; | j € J).

Sei a € I. Dann ist a eine lineare Kombination von b;a;c; mit b;,c; € A. Da a; €
(a; | 7 €J) gilt bja;c; € (a;j | j € J) und es folgt a € (a; | j € J).

Umgekehrt gilt a; € I fiir alle j € J. Wir zeigen , dass I ein Ideal ist. Per Definition
ist I ein Unterraum. Sei a € I und b, c € A. Dann ist a eine lineare Kombination von
Vektoren von der Form b;a;c; wobei b;, c; € A. Es gilt, dass ba (bzw. ac) eine lineare
Kombination von Vektoren der Form (bb;)a;c; (bzw. bja;(c;c)) ist und also in I. Es
folgt dann, dass (a; | j € J) C I. -

5.7 Polynome

Sei A eine K-Algebra und sei
AN = ff: N — A | f(n) # 0 nur fiir endlich viele n € N}.

Dann ist AN ein K-Vektorraum.

Definition 5.7.1 Sei e, : N — K definiert durch e, (i) = 6;,. Dann gilt e,, € AN,

Lemma 5.7.2 Sei f € A™. Dann gilt

=Y fnen

neN

Beweis. Ubung. n

Definition 5.7.3 Wir definieren auf AN eine multiplikation. Fiir f,g € AM, sei
f - g definiert durch

fogrim Y f(k)gli—k).

Lemma 5.7.4 (A™ + .)ist ein kommutativer Ring mit 1 409 = eo. 0
Beweis. Ubung. n

Notation 5.7.5 Als eg ein Eins fiir die Multiplication ist schreiben wir ¢y = 1. Wir
schreiben auch X fiir e;.
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Lemma 5.7.6 Es gilt X" =e¢,. O
Beweis. Ubung. n
Notation 5.7.7 Fiir f € AM gilt

=Y fme, =Y fm)X".
Wir schreiben
f = Z aana
wobei a,, € A ist nicht null nur fiir endlich viele n € N.

2. Wir schreiben A[X] fiir A™ und nennen A[X] Polynomring in X mit Koeffi-
zienten in A. Elemente in A[X] heiffen Polynome.

Lemma 5.7.8 Es gilt X" - X™ = X"+, O
Beweis. Ubung. n
Definition 5.7.9 Sei f =) a,X" € A[X].

1. Der Grad von f ist definiert als

deg(f) :{ —00 fall f =0,

max{n | a, # 0} sonst.

2. Das Polynom f heift normiert falls deg(f) =n > 0 und a, = 1.
Lemma 5.7.10 Es gilt

L. deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
2. deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)). O
Beweis. Ubung. n

Definition 5.7.11 1. Sei b € A. Man definiert ev, : A[X] — A die Einsetzung von
f=>,a,X"inbals

evy(f) = Zanbn € A
Man schreibt oft f(b) fiir ev,(f).

2. b € A heift Nullstelle von f wenn f(b) = 0.

Beispiel 5.7.12 Sei A = K[X]. Dann ist A[Y] = K[X][Y] = K[X,Y] de Menge
alle Polynome in die zwei Variablen X und Y. z.b. ist f = X?Y? + XY + X +
1 € K[X,Y]. Per Induksion nach n kann man Polynome in n Variablen definieren:
KXy, - Xa] = K[XG][X][ - ][X].

Bemerkung 5.7.13 Analog kann man A[X] fiir A ein Ring definieren. Dann ist
A[X] ein Ring.
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5.8 Graduierte Algebren

Definition 5.8.1 Sei A eine K-algebra und seien U und V zwei Teilmenge von A.
Dann schreiben wir

UOV={weA|luelU veV}.

Definition 5.8.2 Sei A eine K-Algebra. Eine Graduierung von A ist eine Familie
(An)n>o0 von Unterrdume von A so, dass

A=A, und A4; C Ay

n>0
fiir alle 7,7 € N.

Eine K-Algebra mit einer Graduierung heiftt graduierte K-Algebra.

Beispiel 5.8.3 1. Sei A eine K-Algebra und sei Ag = A und A,, = 0 fiir alle n > 0.
Dann ist A eine graduierte K-Algebra. Diese Graduierung heift die triviale Gra-
duierung.

2. Sei A = K[X] und A, = {P € A | deg(P) = n} U{0}. Dann ist (A,)nen eine
Graduierung von A.

Definition 5.8.4 Seien A und B zwei graduierte Algebren. Ein Algebrahomomor-
phismus f : A — B heift graduiert falls f(A,) C B, fiir alle n > 0.

Definition 5.8.5 Sei A eine Graduierte K-Algebra.

(1) Eine Unteralgebra B von A heift graduierte Unteralgebra falls

B=@P(BNA,).

n>0

(n) Ein Linksideal (bzw. Rechtsideal, bzw. Ideal) I von A heift graduiertes Links-
ideal (bzw. graduiertes Rechtsideal, bzw. graduiertes Ideal) falls

I=unA,).

n>0

Lemma 5.8.6 Sei A eine graduierte K-Algebra und [ ein graduietes Ideal. Dann ist
A/I eine graduierte Algebra und p: A — A/I ein graduierter Algebrahomomorphis-
mus. O
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Beweis. Sei (Ap)n>o die Graduierung und seip : A — A/I die kanonische Projecktion.
Wir zeigen, dass (p(A,))n>o eine Graduierung von A/I ist. Sei a, € A, fiir alle n so,
dass a,, # 0 nur fiir endlich viele n und

Zp(an) = 0.

Es gilt > a, € I. Da I = ®,(I NA,) gilt a, € I N A, und p(a,) = 0 fiir alle n.
Daraus folgt > p(A,) = ®,p(Ay). Da p surjektiv ist gilt

AT =P p(An).
n>0
Seien a; € A; und a; € A; dann gilt p(a;)p(a;) = p(aia;) € p(A;A;) C p(Aitj). -

Lemma 5.8.7 Sei f : A — B ein graduierter Algebrahomomorphismus. Dann ist
I = Kerf ein graduiertes Ideal. 0

Beweis. Ubung. n

Definition 5.8.8 1. Sei A eine graduierte K-Algebra. Ein Element a € A, heifst
homogen von Grad n.

2. Sei a € A. Es gilt

azg ap,

wobei a,, € A, und a, eindeutig bestimmt ist. Das Element a,, heift Komponente
von Grad n von a.

Lemma 5.8.9 Sei A eine graduierte K-Algebra und sei I ein Ideal. Dann ist I genau
dann graduiert, wenn fiir alle a € I gilt a,, € I (wobei a,, die Komponente von Grad
n von a ist). 0

Beweis. Angenommen [ ist graduiert. Dann gilt a € I = @,,(I N A,) also
a= Z by,

wobei b, € I N A,,. Es folgt, dass b, = a,, und a,, € I.

Umgekehrt. Wir zeigen, dass I graduiert ist. Es geniigt zu zeigen , dass [ = > (I N
A,). Seia € I. Es gilt a = ) a, und a, € I. Es folgt, dass a, € I N A, ist und

Lemma 5.8.10 Sei A eine graduierte K-Algebra.

1. Sei E eine Teilmenge von A welche aus homogene Elemente besteht. Dann ist (£)
ein graduiertes Ideal.

2. Sei I ein graduiertes Ideal. Dann gibt es eine Teilmenge E welche aus homogene
Elemente besteht mit [ = (F). O
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Beweis. 1. Sei I' = @, (INA,). Wir zeigen, dass I’ ein Ideal ist. Es ist ein Unterraum
(direkte Summe von Unterrdume). Sei a =) a, € I’ i.e. a, € I N A, fiir alle n und
sei b= b, € A. Es gilt

ab:Z( Z anbm> und bazZ( Z bman>.
k n+m=~k k n+m=k

Da a, € I N A, und b,, € A,, gilt a,b,,,bpa, € I N A, , und ab,ba € I'. Da alle
Elemente aus F homogen sond gilt auch £ C I'. Es folgt I C I'. Es folgt, dass I ein
graduiertes Ideal ist.

2.Sei E={a | ae€ I und a homogen}. Nach dem obigen Lemma gilt [ = (E). u

5.9 Tensor Algebra

5.9.1 Definition

Lemma 5.9.1 Sei V ein K-Vektorraum. Die Abbildung V& x V&m — y@®n+m)
definiert durch (T,7") — T ® T" ist bilinear. 0

Beweis. Ubung. n

Definition 5.9.2 1. Wir Setzen T,(V) = V@,
2. Sei V ein K-Vektorraum. Die Tensoralgebra 7'(V') von V ist

T(V)=EPT.(v).

n>0
Bemerkung 5.9.3 1. Die Tensoralgebra T'(V) ist ein K-Vektorraum.
2. Ein Vektor T' € T'(V) ist der Form

T:ZTn

n>0
wobei T,, € T,,(V) und T,, # 0 nur fiir endlich viele n.

Definition 5.9.4 Seien T, 7" € T(V) mit

T=> T, umdT =) T,
n>0 m>0
wobei T, 7" € T,,(V). Wir setzen
T -T = Z T, 2T,

n,m>0
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Notation 5.9.5 Wir schreiben T'® 7" fiir T - T".
Lemma 5.9.6 (7'(V),+,+,®) ist eine K-Algebra. O

Beweis. Nach Lemma 5.9.1 ist das Produkt bilinear. Da das Tensorprodukt assoziativ
ist, ist das Produkt assoziativ. Es gilt ¢o(V) = K und fiir 1 € K = Ty(V) € T(A)

gilt 1T =T®1="T. Es folgt, dass 1 ein Eins fiir T'(A) ist. -
Lemma 5.9.7 Die Familie (7,,(V)),>0 ist eine Graduierung von 7'(V). 0
Beweis. Es gilt T,,(V) - T,,,(V) C T (V). n
Bemerkung 5.9.8 Es gibt eine injektive lineare Abbildung o : V ~ T1(V) C T(V).
Lemma 5.9.9 Die Teilmenge o(V') C T'(V) ist erzeugend. O
Beweis. Ubung. n

5.9.2 Universelle Eigenschaft

Satz 5.9.10 Sei A eine K-Algebra und f : V — A eine lineare Abbildung. Dann
gibt es genau ein Algebrahomomorphismus 7 : T'(V) = A mit f =T} o p.

v - 4
g{ //Tf
T(V).

Beweis. Seien Ty und T zwei solche Algebrahomomorphismen. Dann gilt T (o(v)) =
T}(o(v)) fiir alle v € V. Da o(V') erzeugend ist gilt Ty = T7.

Die Abbildung V" — A definiert durch (vy,--- ,v,) — f(v1)--- f(vy,) ist n-linear. Es
folgt, dass es eine lineare Abbildung L, : T,,(V) — A gibt mit L,(v; ® --- ® v,) =
f(v1) - f(vy). Sei Ly = Idg und sei Ty : T(V) — A definiert durch

Tf(T) = Z Ln(Tn)

n>0
wobei T'= 3" T, mit T,, € T,,(V). Es gilt Ty(o(v)) = Li(v) = f(v).

Wir zeigen, dass Ty ein Algebrahomomorphismus ist. Die Abbildung 7 ist linear. Es
gilt Tr(1) = Lo(1) =lund fir T'=v; @ - - Qv und 7" = wy @ - - - @ w,y, gilt

T(TRT) =Ti(n® - @U, QW @+ @ W)
:Ln+m(U1®"'®Un®w1®"'®wm)
= f(v1) - f(va) f(w1) @ f(wm)
=L,(01 @ @) Lp(w1 @ -+ - @ wy,)
=T4(T) @ T¥(T").

Da die reine Tensoren ein EZS von T'(A) sind folgt von dem folgenden Lemma, dass
Ty ein Algebrahomomorphismus ist.
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Lemma 5.9.11 Seien A und B zwei K-Algebren und sei H : A — B eine lineare Ab-
bildung so, dass H(14) = 15 und fiir ein EZS (a;);e; von A gilt H (a;a;) = H(a;)H (a;).
Dann ist H ein Algebrahomomorphismus. O

Beweis. Seien a,a’ € A. Dann gibt es Skalare \;, pi; € K mit
a= Z \;a; und a’ = Z,ujaj.
i€l jel
Es gilt
H(aa') =H (Zie[ Zje] )\iujaiaj>
= D ier 2jer Nt H (a;a;)
=D ier Zje[ AiniH (a;) H (a;)
= Zie] Zje] H(XNa;)H (pja;)
= (Cier Ha0)) (X0 Hl11a))
=H (Ziel )‘iai) H (Zjel Njaj)
= H(a)H(d).

Korollar 5.9.12 Seien V und W zwei K-Vektorrdume und sei f : V. — W eine
lineare Abbildung. Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus 7'(f) so, dass
das folgende Diagram kommutiert

v W
;‘:(lV) U T(ij)v.

Die Abbildung T'(f) ist graduiert.

Beweis. Existenz folgt aus dem obigen Satz fiir die lineare Abbildung f o oy : V —
T(W). Wir zeigen, dass T'(f) graduiert ist. Es geniigt zu zeigen, dass fiir vy, -+ , v, €
Vgilt T(f)(vy---v,) € T, (W). Aberes gilt T'(f)(vy -+ -v,) = T(f)(v1) - T(f)(vp) =
f(vr) - f(on) € To(W). -

5.10 Symmetrische Algebra

5.10.1 Definition
Definition 5.10.1 Sei V' ein K-Vektorraum. Die Symmetrischealgebra Sym (V')
ist die Quotientalgebra
Sym(V) =T(V)/I wobei [ = (v®@v —v' @v | v,0" € V).
Fiir a,b € Sym(V') schreiben wir ab fiir das Produkt.
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Lemma 5.10.2 Das Ideal I = (v®v' —v'®@uv | v,v" € V) ist ein graduiertes Ideal von
T(V).Seip:T(V)— Sym(V) die kanonische Projektion. Die Familie (p(7,,(V)))n>0
ist eine Graduierung von Sym(V). 0

Beweis. Alle Elemente v ® v' —v' ® v sind homogen von Grad 2. Es folgt von Lemma
5.8.10.1, dass I graduiert ist. Es folgt, dass die Familie (p(7,,(V)))n>0 eine Graduie-
rung von Sym(V) ist. -

Definition 5.10.3 Wir schreiben Sym,, (V') = p(T,,(V)).

Bemerkung 5.10.4 Es gilt Sym" (V') # Sym,, (V). Zum Beispiel haben wir Sym" (V)
nur fiir char(K) = 0 definiert und Sym,,(K) ist fiir alle K definiert.

Lemma 5.10.5 Sie lineare Abbildung 6 = pop : V' — T'(V)) — Sym(V) ist injektiv.q

Beweis. Die Abbildung p ist injektiv. Es genugt zu zeigen, dass o(V) N1 = 0. Es gilt
o(V)CTh(V) und es gilt I NT (V) = 0. -

Satz 5.10.6 Die Algebra Sym(V) ist eine kommutative Algebra. 0

Beweis. Seien v,v' € V. Wir schreiben [v] fiir die Aquivalenzklasse von v € T(V) in
Sym(V). Es gilt [v][v'] = [v ® v'] (das Produkt in T'(V') von v und v ist v ® v'. Es
folgt

pI[v] = v @] = ' ®@v] = [][v].

Der Beweis folgt aus den zwei folgenden Lemma

Lemma 5.10.7 Die Familie ([v]),ey = 6(V) ist erzeugend. 0

Beweis. Sie Familie o(V') ist erzeugend in 7'(V) und p : T(V') — Sym(V) ist surjektiv.
Es folgt, dass 6(V') = p(o(V)) erzeugen ist. n

Lemma 5.10.8 Sei A eine K-Algebra und F eine erzeugende Teilmenge mit ee’ =
¢’e fiir alle e, ¢’ € E. Dann ist A kommutativ. 0

Beweis. Sei A = {a € A | ae = ea fiir alle e € E}. Es gilt E C A’. Wir zeigen, dass
A’ eine Unteralgebra ist. Es gilt 14e = e = el fiir allee € E. Es folgt 14 € A’. Seien
a,be A'. Es gilt

(ab)e = a(be) = a(eb) = (ae)b = (ea)b = e(ab).
Es folgt ab € A’. Daraus folgt, dass A’ = A. Insbesondere gilt ae = ea fiir alle a € A.

Sei B={be& A | ab = ba fiir allea € A}. Es gilt E C A. Wir zeigen, dass B eine
Unteralgebra ist. Es gilt 14a = a = aly fiir alle a € A. Es folgt 14, € B. Seien
bt/ € B. Es gilt

(b0 )a = b(b'a) = b(ab') = (ba)t/ = (ab)t/ = a(bV').

Es folgt bb' € B. Daraus folgt, dass B = A und dass A kommutativ ist. n
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5.10.2 Universelle Eigenschaft

Satz 5.10.9 Sei f : V — A eine lineare Abbildung mit f(v)f(v") = f(v')f(v) fiir
alle v,v" € V. Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus S; : Sym(V) — A
mit f = Sf od.

V A

/
7
-
-
0 S;

e

Sym(V).

Beweis. Seien Sy und S} zwei solche Algebrahomomorphismen. Dann gilt S¢(0(v)) =
S%(0(v)) fiir alle v € V. Da 6(V) erzeugend ist gilt Sy = S%.

Nach dem Satz 5.9.10 gibt es ein Algebrahomomorphismus 77 : T(V) — A mit
Tyop= f. Wir zeigen, dass I C Ker(7}). Seien v,v" € V, es gilt

Ti(v @ o) =Ty (0)T§(v') = f(0) f(V) = f() [ (v) = Tp (") Ty (v) = Ty (v @ 0).

Nach dem Satz 5.3.8.1, gibt es ein Algebrahomomorphismus Sy : Sym(V) — A mit
Spop=T1;

Sym(V).
Es gilt Sfof =Sfopop=Trop=f. n
Korollar 5.10.10 Seien V und W zwei K-Vektorrdume und sei f : V' — W eine

lineare Abbildung. Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus S(f) so, dass
das folgende Diagram kommutiert

v—w
(2% Ow
S(J/V) Lty S(I£/).

Die Abbildung S(f) ist graduiert.

Beweis. Existenz folgt aus dem obigen Satz fiir die lineare Abbildung fo 6y : V —
S(W). Wir zeigen, dass S(f) graduiert ist. Es geniigt zu zeigen, dass fiir vy, -+ ,v, €
V gilt S(f)(v1 - - -v,) € Sym,,(W). Aber es gilt S(f)(v1 - -vn) = S(f)(v1) -+ -S(f)(vn) €
Sym,, (W). -
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5.10.3 Symmetrische Tensoren und symmetrische Algebra

Satz 5.10.11 Sei K ein Korper mit char(K) = 0. Die Komposition
@, : Sym™(V) € T,,(V) & Sym, (V)
ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdume. O

Beweis. Sei I daslIdeal I = (v ®@ v —v' ®@v | v,v" € V) und sei I, = I NT,(V). Die
Einschrinkung den Quotientabbildung p : T'(V') — Sym,, (V') auf 7,,(V) ist

o Tp(V) = Sym, (V) = Tu(V)/(I N Tp(V)) = T,(V) /L.

Lemma 5.10.12 Es gilt [, = (v; ® - - - otimes(v; @ Viy1 — Vi1 QU;) Q@ - - Ry, | v; €

V fiir ¢ € [1, n]). O
Beweis. Folgt aus Lemma 5.6.11. n
Lemma 5.10.13 Sei 0 € 5, es gilt poo = p. 0

Beweis. Da (v; ® - -+ ® v,) ein EZS ist, geniigt es zu zeigen , dass
plo(vy @ - @) = p(o1 @ - vp).

Da o ein Produkte von Elementaretranspositionen ist, geniigt es zu zeigen, dass
psi(01 @+ ®@vn)) = p(vr @ -+ - vn)

fiir alle ¢ € [1,n — 1]. Es gilt

p(5i(01®- - -@vy)) = p(V1®(Vi11QV)®- - @) = P(VIR(V;@Vi11)@- - BV,) = P(V1® - -QUy).

Fiir n > 0 haben wir die lineare Abbildung 7,,(V') — Sym" (V') definiert. Wir schrei-
ben pgym , fiir diese Abbilgung.

Korollar 5.10.14 Es gilt p o pgymn = p.

Lemma 5.10.15 Es gilt I,, C Kerpsymn O

Beweis. Es gilt

Psymn (V1@ - - otimes(V;®V; 41—V 1@V;) @ - -QUp) = Psymn(V1®- + @Vn) —Psymns1((11@- - -Qvy,) = 0

Es folgt I,, C Kerpsymn ]
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Daraus folgt, dass es eine lineare Abbildung psym, : Sym,, (V) — Sym" (V') gibt mit
ﬁSym,n O Pn = PSym,n- Wir Zeigen ) dass qv)n OﬁSym,n - IdSymn(V) und dass pSym,n o gpn =
Idsymn(v).-

Sei T € Sym" (7). Es gilt T = pgym»(T") und
ﬁSym,n o @n(T) - ﬁSym,n(pn(T)) - pSym,n(T) =T.

Sei [T] = pn(T') € Sym,,(V') wobei T' € T,,(V). Es gilt

D © Psymn([T]) = Pu(Dsymn (Pn(T))) = Pu(Psymn(T)) = p(Psymn(T) = p(T') = [T].

Bemerkung 5.10.16 1. Fiir char(K') = 0 gibt es ein Isomorphismus von K-Vektorrdume

@ Sym" (V') ~ Sym(V').

n>0

Aber der Unterraum @,>oSym”(V) ist keine Unteralgebra von T'(V). Sei V = R*
und (ey, es, €3, e4) die kanonische Basis. Dann gilt a = e¢; ® 3 + 3 ® e; € Sym?*(V)
und b= e3 ® ey + 4 @ e3 € Sym?(V). Aber

ab=e1ReyRe3Res+eReyResRez ey e RezRey+ea®e; Qey ez ¢ Sym* (V).

Es gilt so(ab) # ab.

2. Fiir K = T, ist die Abbildung ®, : Sym*(V) — Sym, (V') nicht injektiv (und auch
nicht surjektiv). Da 1 = —1 in Fy gilt

Doy(v @V +v'@v) =plvav —v ®@v)=0.

5.10.4 Symmetrische Algebra und Polynome

Bemerkung 5.10.17 Nach der Konstruktion von K[Xi,---,X,] ist das System
(XJ'-- - Xin); i en eine Basis von K[Xp,---, X,] (Ubung).

Satz 5.10.18 Sei V' ein K-Vektorraum mit dim(V') = n. Dann gibt es ein Algebra-
isomorphismus

S(V) ~ K[X1, -, X,.

Beweis. Sei (vq,---,v,) eine Basis von V. Sei f : V — K[X;, -, X,] die lineare
Abbildung definiert durch f(v;) = X; fiir alle ¢ € [1,n]. Nach dem Satz 5.10.9 gibt
es ein Algebrahomomorphismus Sy : S(V) — K[Xy,---,X,| mit S;o00 = f. Wir
zeigen, dass S ein Isomorphismus ist.
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Da (vy,- -+ ,v,) erzeugend ist, ist dass System (vi' ---vin); _ ; <y ein EZS von S(V).

Wir zeigen, dass es eine Basis ist. Seien \;, ... ;. € K mit
i1 in
E )\i17...7invl U = 0.
i1, in

Es gilt

0= 25 ( Aig e in V1 'U"n> = 3 A Spof ) = Y Al X1

1,0 in

Es folgt, dass A;,..;, = 0 und (vj!---vin); i cy ist eine Basis. Die Abbildung S;

ist also bijektiv. n

Korollar 5.10.19 Sei V ein K-Vektorraum und sei B = (e, - ,e,) eine Basis.

Dann ist (el' - --ei);, .. i, en eine Basis von S(V).

5.11 AuRere Algebra

5.11.1 Definition

Definition 5.11.1 Sei V ein K-Vektorraum. Die aiiffere Algebra A(V) ist die
Quotientalgebra

A\(V)=T(V)/J wobei J = (v@uv |veV).

Fiir a,b € A\(V) schreiben wir a A b fiir das Produkt.

Lemma 5.11.2 Das Ideal J = (v®v | v € V) ist ein graduiertes Ideal von T'(V).

Sei p: T(V) — A(V) die kanonische Projektion. Die Familie (p(7,,(V)))n>0 ist eine
Graduierung von A (V). 0

Beweis. Alle Elemente v ® v sind homogen von Grad 2. Es folgt von Lemma 5.8.10.1,
dass J graduiert ist. Es folgt, dass die Familie (p(7,,(V')))n>0 eine Graduierung von

/\(V) ist. ]
Definition 5.11.3 Wir schreiben \"(V') = p(T,,(V)).
Lemma 5.11.4 Sie lineare Abbildung v =pog:V — T(V) — A(V) ist injektiv.

Beweis. Die Abbildung g ist injektiv. Es genugt zu zeigen, dass o(V)NJ = 0. Es gilt
o(V) C T1(V) und es gilt JNTy(V) = 0. -

Lemma 5.11.5 Die Familie ([v])yey = v(V) ist erzeugend. 0

Beweis. Sie Familie o(V') ist erzeugend in (V) und p : T(V') — A(V) ist surjektiv.

Es folgt, dass v(V') = p(o(V')) erzeugen ist. -

S X
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5.11.2 Universelle Eigenschaft

Satz 5.11.6 Sei f : V — A eine lineare Abbildung mit f(v)? = 0 fiir alle v € V.
Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus /A IE
bigwedge(V) — A mit f = A;ov.

Beweis. Seien /\f und /\;c zwei solche Algebrahomomorphismen. Dann gilt /\f(y(v)) =
/\'f(y(v)) fiir alle v € V. Da v(V') erzeugend ist gilt A\, = /\}

Nach dem Satz 5.9.10 gibt es ein Algebrahomomorphismus 7y : T(V) — A mit
Ty o p= f. Wir zeigen, dass J C Ker(T}). Sei v € V, es gilt

Tr(v@v) =Trv)Ti(v) = fv)? =0.

Nach dem Satz 5.3.8.1, gibt es ein Algebrahomomorphismus Sy : A(V) — A mit
Lambdaf op= Tf
Ty

TV)——A

/1
pl ////\f
AV).

Esgilt/\foy:/\fopog:Tfog:f. n

Korollar 5.11.7 Seien V und W zwei K-Vektorrdume und sei f : V. — W eine

lineare Abbildung. Dann gibt es genau ein Algebrahomomorphismus A(f) so, dass
das folgende Diagram kommutiert

v—'
Wl AP lyw
AV) —=AW).

Die Abbildung A(f) ist graduiert.

Beweis. Existenz folgt aus dem obigen Satz fiir die lineare Abbildung f o oy : V —
T(W) (weil f(v)? = f(v) A f(v) = 0 gilt). Wir zeigen, dass A(f) graduiert ist. Es
geniigt zu zeigen, dass fiir vy, --- ,v, € V gilt A(f)(v1 A---Av,) € \,,(W). Aber es

gilt A(/) (o A= Aon) = AU (W) A== AN (vn) € A"(W). .
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Korollar 5.11.8 Seien f : V — W und g : U — V zwei lineare Abbildungen. Es
gilt A(fog) = A(f) e Alg).

Beweis. Die Abbildung A(f) o A(g) : A(U) — A(W) ist ein Algebrahomomorphis-

mus. Fir u € U gilt A(f) o Alg)(w) = A(f)(g(v)) = flg(u)) = (f o g)(w). Da
es genau ein Algebrahomomorphismus (A(f o ¢g)) gibt mit dieser Eigenschaft gilt

A(fog)=A(f)oAg). n

5.11.3 Rechnungsregeln

Lemma 5.11.9 Seien v,v' € V,esgilt v Av=0und v  Av=—vAv. 0

Beweis. Dav®wv € J gilt vAv=[v®v] =0. Es gilt also (v+v') A(v+2v) =0. Es
folgt 0 =vAv+vAv + 0 Av+ v Av. Die zweite Gleigung folgt n

Lemma 5.11.10 Seien vy,--- ,v,,1 € V. Es gilt

U1t AU A - Ay = (=1 03 A Avp AUt
Beweis. Per Induktion nach n. Fiir n = 1 folgt die Gleichung vom obigen Lemma.
Induktionsannahme: es gilt v, 1 Avy A~ Av, = (=1)"01 A=+« A vy Avygq. Seien

Uy, L Upao € V. Es gilt

Ung2a AT A AUy Ay = (=103 A= Avp AUpio A Upiq
(=)Mo Ao A vy Avpgr A Vpya.

Lemma 5.11.11 Seien vy, --- ,v, € V und o € S,, mit v; = v; fiir ein Paar (i, j) mit
i # 7. Dann gilt
v AN---ANv, =0.
Beweis. Da v; = v; gilt v; Av; = 0. Es folgt
VA A, = (1T o A A AU AV A AV AV A A v, = 0.
——

=0

Korollar 5.11.12 Seia =v; A--- Av,. Dann gilt a A a = 0.

Lemma 5.11.13 Seien a € A" (V) und b € A™(V). Es gilt bAa = (=1)""aAb. o
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Beweis. Seien a = vy A+ Av, und b =v{ A---Avl . Wir zeigen bAa = (—1)""a Ab
per Induktion nach m. Die Gleichung fiir m = 1 folgt aus Lemma 5.11.10. Indukti-
onsannahme: b A a = (—=1)""a Ab fiira = vy A--- Av, und b = v} A--- Av),. Sei
V=viA--Nv,, Av,, . Es gilt

VANa =bAv,, Na
= (=" AaAvy,,
= (=)™(=1)""aANbAV,,
( 1)n(m+1)a AV,

Seien a € A"(V) und b € A" (V). Dann sind a und b lineare Kombinationen von
reine Tensoren:

a = Z Aoy V1 @ -+ @ vy, und b = Z,uv/l,...,%vi R Q.
Es gilt

bAa = (Z [ e, V) @ - ) (O Ao vn'Ul - ® V)
=> > )‘v1,---,vmuv’1,---v£nvl R QU ANV R ® ’U;n
= (_l)nm Z Z )‘v1,---,vmuv'1,---v§nvi Q- ® v;n NV @« Quy
= (=1)""a A b.

Lemma 5.11.14 Sei A eine K-Algebra und seien (aq,--- ,a,) Vektoren von A so,
dass a? = 0 fiir alle ¢ € [1, n] und a;a; = —aja, fiir alle ¢ # j € [1,n]. Dann gilt a*> = 0
fiir alle a € (aq,- -, ay). O

Beweis. Wir schreiben
n
a = E )\ZCI,Z
i=1

Es gilt
a’ =D ic1 21 Nidjaiay
:ZZ 1 Z+Zz;£j)\)\aaj
04 2 iy Xidj(aia; + aja;)
0.

Bemerkung 5.11.15 Das Lemma is noch wahr fiir unendliche EZS.
Satz 5.11.16 Sei a € A" (V). Dann gilt a A a = 0. 0

Beweis. Folgt aus dem obigen Lemma mit reine Tensoren als EZS. n
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Satz 5.11.17 1. Seien vy, -+ ,v, € V und o € 5,,. Es gilt

V(1) A=+ AUg(ny = €(O)01 A -+ AUy,

2.8ei T € T,(V) und o € S,,. Es gilt
[o(T)] = e(o)[T].

Beweis. 1. Da alle 0 € S, als Produkt von elementare Transpositionen geschrieben
werden konnen, geniigt es zu zeigen, dass

Vo(1) A\ - N Ug(n) = E(0)UL A== Ay
gilt fiir 0 = s; mit ¢ € [1,n — 1]. Es gilt
Usy(1) N oo AN VUsyn) = V1 A Vi1 A Vi1 AU AV N - - AUy

= =V ANVi—1 ANV AVig1 A\ Vg2 A== Aoy
:E(Sz’)v1/\-~-/\vn.

2. Wir schreiben
T = Z Avp U1 @ - @ Uy,
Es gilt
[(T)] =2 Ay [0(01 @ - @ 0y)]
vy v [vo(l) K- ® Ug(n)]
)\m,---vnvo(l) VANRRRIVAY Uo(n)]
T O IVANCIVAN %

Bemerkung 5.11.18 Es gilt nicht immer aAa = 0. Fiir V = R*und B = (ey, ey, €3, €4)
die kanonische Basis. Wir werden spéter zeigen, dass e; A ey Aez Aey # 0. Es gilt also

(e1 Nes+e3Neq) N(eg ANeg+e3Neg) =2 Aeg Aeg Aey # 0.

Satz 5.11.19 Sei V ein K-Vektorraum mit dim V' = d und sei (vy,- -+, v,) ein Sys-
tem von Vektoren in V' mit n > d. Dann gilt vy A --- A v, = 0. O

Beweis. Sei B = (ey,---eq4) eine Basis von V. Wir schreiben
d
v = Zamei fir alle j € [1,n].
i=1
Da n > d gilt e;, A--- Ae;, =0 fiir alle Folgen (iy,--- ,i,). Es gilt also

d d
Zz‘1:1 ail,leh) ARRERA <Zin:1 ail,nein>

(S IVANCICRVAN V5, <

d
Zih...7,~n:1(ai1,1 Qi) € N N,
0.

Korollar 5.11.20 Sei d = dim V. Es gilt A"(V) = 0 fiir n > d.
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5.11.4 Alternierende Abbildungen

Definition 5.11.21 Sewi A eine K-Algebra und sei f. : V" — A eine Abbildung.
Die Abbildung f heift alternierend wenn f multilinear ist und f(vy, -+ ,v,) =0
sobald es Indizen 7 # j mit v; = v; gibt.

Beispiel 5.11.22 Die Abbildung det : V" — K ist alternierend.

Satz 5.11.23 Sei f : V" — A eine alternierende Abbildung. Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung fr : A"(V) = A mit fa(vr A+ Ap) = fug, -+, 0,). O

Beweis. Eindeutigkeit: seien f, und f) zwei solche Abbildungen. Es gilt fu(v; A
o Ap) = for,-o-yvn) = fi(vr A2 Ay). Da (vp A -+ A,) ein EZS ist folgt, dass
fa= f/l\

Existenz: Da f multilinear ist, gibt es ein Ly : V¥ — A mit Ly(v; ® --- @ v,) =
f(vi, -+ ,v,). Per Definition gilt A"(V) = V®/(J N V®"). Wir zeigen, dass fiir
T eJNT,(V)gilt Ly(T) = 0. Nach Lemma 5.6.11 gilt

T = Z MO QU RTRTR Vg1 @ Up_a.

U1 Un_2
Es gilt
Ly (T)

Zx,vl---,vn,Q Lf(vl R QUpRTRT X Vg1 & Un—2)
Zx7vl...7vn72 f(vla Uk, Ty, Uk, vn—2)
0.

Es gibt also eine lineare Abbildung f, : A"(V) — A mit fA([T]) = Ly(T). Fiir
vy, U, €V ogilt

f/\(’l}l/\"'/\'l}n):Lf(1)1®"‘®vn):f(vla"' ,Un).

Beispiel 5.11.24 Sei V = R"™ und seien vy, --- ,v, € V Vektoren. Wir schreiben

Qg a1 0 Q1p
v = : firallei € [I,nJund A= | vy -+ v, | =

Qp i Qp1 " Qpn
Dann ist die Abbildung det : V" — K definiert durch det(vy,---,v,) = det(A)
multilinear und alternierend. Es folgt, dass es eine lineare Abbildung

n

det, : /\(V) — K

gibt mit dets(vy A -+ Awy,) = det(vy, -+, v,) = det(A).



72 5 Algebren

Korollar 5.11.25 Sei (eq,--- ,e,) ein System von Vektoren in V. Es gilt

(e1,--+,e,) ist linear unabhéngig < ey A---Ae, # 0.

Beweis. Fiirn > d ist (e, - ,e,) nie linear unabhéngig und es gilt immer e; A - - - A
e, = 0. Ohne bechréinkung kénnen wir annehmen, dass n < d.

Angenommen (eq,--- ,e,) sei linear unabhéngig. Wir ergéinzen (e, --,e4) in eine

Basis (e1, - ,€n,€ny1--,€q4) von V. Fiir alle Systeme (vy,---,v,) von Vektoren
schreiben wir

d
v = Zaivjei fir alle j € [1,n].
i=1

Die Abbildung f : V" — K definiert durch

flor, -+ o) = det(ai;)ijeqn

ist multzilinear und Alternierend. Es gibt also eine lineare Abbildung f, : A" (V) —
K mit f,(vy, -+ ,v,) = det(A). Insbesondere gilt

faler A= Ney) =det(er, -+ ,e,) =det(l,) =1#0.
Daraus folgt, dass e; A --- Ae, # 0.

Umgekehrt nehmen wir an, dass (eq, - - - , e,) linear abhéngig ist. Es gibt also Skalare
A1, -+, Ap € K nicht ale null mit

i=1

Sei j € [1,n] mit \; # 0. Es gilt

Es folgt
erAh- - Ney :elAm/\eH/\<—Z§‘:U#§—;ei>/\ejHAm/\en

A
:_Z?ZI,i;ﬁj)\_jel/\"'/\ejfl/\ei/\e]q*l/\“'/\en
=0.
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5.11.5 Basis

Satz 5.11.26 Sei (e1,---,eq4) eine Basis von V' und sei n < d. Das System

(€ N+ Nei,)i<iy<o<in<d

ist eine Basis von A\"(V). O

Beweis. Das System (e;, ® -+ ® €, )i, ... ine[1,4 it eine Basis von V& = T, (V). Es
folgt, dass (e;, A+~ A€, )i, ineit,a €in EZS von A" (V) ist. Es gilt auch, fiir o € S,:

ea(il VAYREIRWAN eo(in) = 5(0’)6@1 VANCIIEIVAN € -

Das System (e;; A -+ A €, )1<iy<.<i,<da iSt also ein EZS. Wir zeigen, dass es linear
unabhingig ist. Seien (\;, ... ;, € K Skalare mit

Z )\ih___,ineil VANRERIVAY €i, = 0.

1< <lp
Fir vy, .-+ ,v, € V schreiben wir

d
v = Zamei fiir alle j € [1,n].

i=1

Fiir eine Folge 1 < j; < --- < j, < d betrachten wir die Abbildung f : V" —» K
definiert durch

f(or, -+ v,) = det(aj, )k iein)-

Diese Abbildung ist multzilinear und Alternierend. Es gibt also eine lineare Abbildung
fa s NY (V) = K mit fa(vr, -+, vn) = det(ay, 1)k iepn. Fir f gilt

= sonst.

f/\(eil/\...ein):{ 1 fir (o, o) = (i, i)

Insbesondere gilt

O - Z )\’il,---,inf/\(eil /\ T /\ eZn) = )\jly"'yjn'

1< <l

Es folgt, dass (e; A+ A e, )1<i<..<i,<a €ine Basis von A" (V) ist. n

Korollar 5.11.27 Sei V endlich-dimensional. Dann ist (V') eine endlich-dimensionale
Algebra.
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5.11.6 Antisymmetrische Tensoren und dullere Algebra

Satz 5.11.28 Sei K ein Korper mit char(K) = 0. Die Komposition

n

@, : Alt"(V) 5 AV)

ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdume. O

Beweis. SeiJ dasIdeal J = (v®wv | v € V) und sei J,, = JNT,,(V). Die Einschréankung
den Quotientabbildung p: T'(V) — A"(V) auf T,,(V) ist

) — /\ V) /(TN TW(V)) = T (V) /Iy
Lemma 5.11.29 Es gilt J, = (11 ® - Qu; Qv; QUip1 @ -+ - @y, | v; € V fiiri €
[1,n]). =
Beweis. Folgt aus Lemma 5.6.11. n
Lemma 5.11.30 Sei 0 € S, es gilt poo = e(0)p. 0
Beweis. Folgt aus dem Satz 5.11.17. -

Fiir n > 0 haben wir die lineare Abbildung 7},(V') — Alt" (V) definiert. Wir schreiben
DAl flir diese Abbilgung.

Korollar 5.11.31 Es gilt p o pai.n = p-

Lemma 5.11.32 Es gilt J,, C Kerpayn O

Beweis. Ubung. n

Daraus folgt, dass es eine lineare Abbildung pay, : A"(V) — Alt"(V) gibt mit
DAlt,n © Pn = PAltn- Wir zeigen , dass @, o pay,, = Iday,(v) und dass pay, o @, =
Idarem vy
Sei T' € Sym"(T'). Es gilt T = pay,»,(T) und

ﬁAlt,n o @n(T) = ﬁAlt,n(pn(T)) = pAlt,n(T) =T.
Sei [T] = p,(T) € N\" (V) wobei T € T,,(V). Es gilt

D, © Patn([T1) = Pu(Parn(pn(T))) = Pu(parn(T)) = p(pann(T)) = p(T) = [T].
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Bemerkung 5.11.33 1. Fiir char(K) = 0 gibt es ein Isomorphismus von Vektorriu-
me

P A (v) ~ A(v).

n>0

Aber der Unterraum ,0Alt"(V) ist keine Unteralgebra von T'(V). Sei V' = R* und
(e1,eq,e3,¢e4) die kanonische Basis. Dann gilt a = e; ® e; — e @ ¢; € Alt*(V) und
b=rc3®@eq—es® ez € Alt*(V). Aber

ab=e,®e;ResPes—e1 Qe Ve Des—ea Qe Ves®es+ea ey ey @es & Alt(V).

Es gilt sy(ab) # —ab.

2. Fiir K = Fy ist die Abbildung @, : Alt>(V) — A,(V) nicht injektiv (und auch
nicht surjektiv).



6 Kombinatorischer Exkurs

6.1 Abbildungen

Definition 6.1.1 1. Seien £ und F' zwei Mengen, wir schreiben
FEF)={f:E—F}

fiir die Menge aller Abbildungen von E nach F.

2. Sei E eine endliche Menge. Wir schreiben |E| fiir die Anzahl der Elemente in E.

Satz 6.1.2 Es gilt
[ F([1,n], [, d])| = d".

Beweis. Die Abbildung f ist durch die Folge (f(1),---, f(n)) eindeutig bestimmt.
Fiir alle f(i) haben d Auswahlen. Es folgt|F([1,n],[1,d])| = d™. -

Definition 6.1.3 1. Sei Inj(E, F') die Menge aller injektiven Abbildungen von E
nach F'.

2. Sei Surj(FE, F') die Menge aller surjektiven Abbildungen von E nach F.
3. Sei Bij(E, F') die Menge aller bijektiven Abbildungen von E nach F'.

Satz 6.1.4 Es gilt

A i <
\Inj([l,n],[l,d])\:{ (()d—n)! iirn <d

sonst.

Beweis. Die Abbildung f ist durch die Folge (f(1),---, f(n)) eindeutig bestimmt.
Fiir f(1) haben d Auswahlen, fiir f(2) haben wir d —1 Auswahlen weil f(2) # f(1)...
Es folgt (Per Induktion!)

|Inj([1,n],[1,d])| =d(d—=1)---(d—n+1) =

(d—n)!l

Korollar 6.1.5 Es gilt
IBij([L, n], [1,m))| = nl.
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Lemma 6.1.6 Seien E und F zwei endliche Mengen. Sei @ : F — F eine Abbildung.
Es gilt

Bl=) 187 ().

fer

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass gilt

E=][r .

fer

Wir zeigen zuerst, dass es eine disjunkte Vereinigung ist. Sei e € &~1(f) N & 1(f).
Dann gilt f = &(e) = f und &71(f) = P L(f).

Sei e € F und f = &(e). Dann gilt e € d71(f). -

Definition 6.1.7 1. Sei Steig([1,n],[1,d]) die Menge aller steigenden Abbildungen
von [1,n] nach [1,d].

2. Sei Ssteig([1,n],[1,d]) die Menge aller streng steigenden Abbildungen von [1,n]
nach [1,d].

3. Sei P,(FE) die Menge aller Teilmengen F' C E mit n Elemente.
Satz 6.1.8 Es gilt

(Ssteig(([1, ], [1,d])| = [Pu([1, d])| = { @ firn<d

0 sonst.

Beweis. 1. Fiir n > d sind alle Mengen leer. Angenommen n < d. Wir betrachten die
Abbildung

& Inj([1,n], [1,d]) — Pa([L,d])

definiert durch &(f) = f([1,n]). Da f injektiv ist, hat f([1,n]) genau n Elemente
und die Abbildung @ is wohl definiert.

Sei F' C [1,d] mit n Elemente. Wir bestimmen @~ (F'). Wir schreiben
F={iy<-<i,} Cll,d].
Eine Abbildung f : [1,n] — [1,d] ist genau dann in &~!(F'), wenn
{fQ), - f(n)} = f([Lin]) = F = {ix, - -in}.

Die Abbildung f ist also durch eine Bijektion [1,n] — F bestimmt. Es gilt n! solche
Abbildungen. Daraus folgt
|~ (F)| = nl.
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Aus dem Lemma folgt

mj([Ln], [Ld) = Y nal=nlPu(L,d)] und [Py([1,d])| = i

(d—mn)n!
FePn([1,d])

Eine streng steigende Abbildung ist injektiv. Es gilt also Sstreig([1,n],[1,d]) C
Inj([1,n], [1,d]). Wir zeigen, dass P|ssweig([1,n],1,4) @ Sstreig([1,n],[1,d]) = Pn(]1,d])
eine Bijektion ist. Sei F' C [1,d] mit n Elemente. Wir schreiben

F={i<--<i,} Cll,d].

Es gibt genau eine streng steigende Abbildung f : [1,n] — [1,d] mit f([1,n]) = F:
Die Abbildung f(k) = i. ]

Definition 6.1.9 Wir schreiben

d\ _ [ goym firn<d
n 0 sonst.

Korollar 6.1.10 Es gilt

n

wmquMJLﬂﬂ:(d+n_l)

Beweis. Sei ¥ : Steig([1,n],[1,d]) — Ssteig([1,n],[1,n + d — 1]) definiert durch
V() (k) = f(k) +k—1.

Fir k € [1,n] gilt ¥ (f)(k) = f(k) +k—1 < d+n — 1. Wir zeigen, dass ¥(f) streng
steigend ist. Seii < jesgilt W(f)(i) = f(i)+i—1< f(j)+i—-1< f(j)+j—1=
Y (f)(j). Die Abbildung ¥ ist also wohl definiert.

Wir zeigen, dass ¥ injektif ist. Seien f und f’ mit ¥(f) = ¥(f’). Dann gilt fiir alle
ke [1,n]:

fR) =W (f)(k) = k+1=¥(f)k) —k+1= f(k).
Es folgt f = f’ und ¥ ist injektiv.

Wir zeigen, dass ¥ surjektiv ist. Sei g € Ssteig([1,n],[1,n + d — 1]). Dann gilt 1 <
g(1) < g(2) < -+ < g(n) < d+mn — 1. Wir zeigen g(k) > k per Induktion nach
k. Fir k = 1 gilt g(1) > 1. Angenommen g(k) > k. Es gilt g(k + 1) > g(k) also
g(k+1)>g(k)+1>k+1. Wir zeigen g(k) < d+n — 1 per absteigende Induktion
nach k. Es gilt g(n) < d+ n — 1. Angenommen g(k + 1) < d + k. Es gilt g(k) <
gk +1)—1<d+k—1.

Wir setzen f(k) = g(k)+1—k. Esgilt f(k) > k+1—k = 1lund f(k) < d+k—1+1—Fk =
d. Wir zeigen, dass f steigen ist. Es gilt f(k+1) =g(k+1)+1—-k—-1<g(k)+1—k =
f(k). Es gilt also f € Steig([1,n],[1,d]) und ¥(f) = g.

Es folgt, dass ¥ eine Bijektion ist. n
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6.2 Formeln

Lemma 6.2.1 Es gilt
dy d wnd d n d (d+1
n) \d—n n n+1) \n+1)

Beweis. Ubung. m

Satz 6.2.2 Sei A eine K-Algebra und seien a,b € A mit ab = ba. Fiir alle d > 0 gilt

(a+b)? :i( ) a"b ",

n=

Beweis. Wir zeigen das folgende Lemma

Lemma 6.2.3 Seien ay,- - ,aq,b1,- - ,bg € A so, dass all Elemente a; und b; kom-
mutieren. Es gilt

(a1 + bl) s (CLd + bd) = Z anFC

Fcl1,d]
wobei
ap = Hai und bpe = Hbi'
i€F igF

Beweis. Per Induktion nach d. Fiir d = 1 ist es wahr. Angenommen gilt

(a1 +01) - (aq +ba) = Z apbpe.

FC[1,d]
Dann gilt
[T (@i + b)) = (ZFC[I,d] anFC> (@dt1 + bat1)

= Qd+1 ZFc[l,d] apbre + bat ZFC[Ld] apbpe

FC[1,d+1],d+1€F apbpe + EFC[LdH},ngF apbpe.

Das Lemma folgt. n

Das Lemma mit a; =--- =aqg =a und by = --- = by = b gibt den Satz:

d
=y Y "bd_":Z(Z)anbd_".

n=0 FCPy([1,d]) n=0
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Korollar 6.2.4 Es gilt

d d
d\ .4 A\
> (n) =2%und ) (-1 (n) = 0.
n=0 n=0
Lemma 6.2.5 Sei p ein Primzahl. Dann teilt p alle (i) fiir k € [1,p—1]. 0
Beweis. Ubung. n

Korollar 6.2.6 Sei p ein Primzahl und K ein Koérper mit char(K) = p. Sei A eine
K-Algebra und seien a,b € A mit ab = ba. Fiir alle d > 0 gilt

(a+b)P = aP + P

6.3 Basen und Dimension

Satz 6.3.1 Sei V ein K-Vektorraum mit dimV' = d. Es gilt

dimT,(V) = d", dim Sym, (V) — (d e 1), dim/n\(V) _ (Z) und dim A\ (V) = 2.

n

Beweis. Sei B = (ey,--- ,e4) eine Basis von V.

Dann ist (e;, ®- - -®€;, )i - inc[1,q €ine Basis von T,,(V). Die folge (i1, - - - ,,,) definiert
genau eine Abbildung f : [1,n] — [1,d] dank f(k) = ix. Es gibt also |F([1,n], [1,d])| =
d™ Elemente in der Basis.

Dann ist (e;, -+ -€;,)i,<-<ine1,q) eine Basis von Sym, (V). Die folge (iy,--- ,i,) defi-
niert genau eine Abbildung steigende Abbildung f : [1,n] — [1,d] dank f(k) = iy.
Es gibt also |Steig([1,n], [1,d])| = (d+271) Elemente in der Basis.

Dann ist (e;, - - - €;, )i, <...<inef1,q €ine Basis von A"(V). Die folge (i1, - - - ,i,) definiert
genau eine Abbildung streng steigende Abbildung f : [1,n] — [1,d] dank f(k) = i.
Es gibt also [Ssteig([1,7n],[1,d])| = (¢) Elemente in der Basis.

Es gilt

dim [\ (V) = idim/n\(V) = do (Z) =92,

n



7 Bilineare und sesquilineare
Formen

7.1 Definition

Definition 7.1.1 1. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine bilineare Abbildung
B :V x W — K heift Bilinearform.

2. Ein Bilinearform B heifft symmetrisch, wenn V' = W und B(v,w) = B(w, v) fiir
allev,w e V.

3. Ein Bilinearform B heift antisymmetrisch, wenn V' = W und B(v,w) =
—B(w,v) fir alle v,w € V.

4. Ein Bilinearform B heifit alternierend, wenn V' = W und B(v,v) = 0 fiir alle
velV.

Definition 7.1.2 1. Sei ¢ ein Korperautomorphismus von K und seien V' und W
zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V' — W heiftt o-linear, wenn

fw+ ') = o (X f(v) + o () f(V)
gilt fiir alle A\, u € K und alle v,v' € V.

2. Seien V und W zwei K-Vektorraume. Eine Abbildung B : V x W — K heifit
sesquilinear Form, wenn

e fiir alle w € W, B(,w): V — K linear ist und
e fiirallev eV, B(v, ): W — K o-linear und

3. Eine sesquilineare Form B heifst hermitsch, wenn W = V und B(w,v) = o(B(v,w))
fiir alle v,w € V gilt.

4. Eine sesquilineare Form B heift antihermitsch, wenn W = V und B(w,v) =
—o(B(v,w)) fir alle v,w € V gilt.
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Beispiel 7.1.3 1. Sei K = Rund V = R" = W. Fiir v = (21,--- ,2,) und w =
(Y1, ,Yn) Setzen wir
Bi(v,w) = 2191 + -+ + TpYn-

Dann ist B; eine symmetische Bilinearform.

2. Sei K =R und V =R?". Fiir v = (21, ,%9,) und w = (y1,- - - ,Y2,) setzen wir

By(v,w) = T1Y2n + - + Tnlnt1 — Tng1Yns1 — T2nY1-
Dann ist B, eine antisymmetrische und alternierende Bilinearform.

3.Sei K =Fyund V = K2 v = (z1,,22) und w = (y1,92) setzen wir
Bs(v,w) = z1y1 + 2Y2.

Dann ist By eine symmetrische und eine antisymmetrische Bilinearform aber nicht

alternierend: Bs((1,0), (1,0)) =1 # 0.

4. Sei K = C und o : C — C die komplexe Konjuguation: o(z) = z. Dann ist o ein
Ko6rperautomorphismus. Fir v = (z1,--- ,x,) und w = (y1, -+, y,) setzen wir

By(v,w) = 2191 + -+ - + Ty
Dann ist B, eine hermitsche o-sesquilinear form.

5. Sei K = C und ¢ : C — C die komplexe Konjuguation: o(z) = z. Dann ist o ein
Korperautomorphismus. Fir v = (1, -+, z9,) und w = (y1, -+ , yo,) setzen wir

By(v,w) = 11%2n + -+ + TpUns1 — Tng1Ynt1 — Tondi-

Dann ist B, eine antihermitsche o-sesquilinear form.

6. Sei V ein K-Vektorraum und sei W = VY. Sei B=(, ) : V x V¥ — K definiert
durch

B(v, ) = (v,9) = ¢(v).

Dann ist B eine Bilinearform.

Bemerkung 7.1.4 Da ¢ = Idg ein Korperautomorphismus ist, sind alle bilineare
Formen auch o = Idg-sesquilinear.

Lemma 7.1.5 Sei B: V xW — K mit V =W.
1. Sei B (anti)symmetrisch. Dann gilt B = 0 oder o = Id.

2. Sei B (anti)Hermitsch. Dann gilt B = 0 oder o2 = Id-. O
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Beweis. Es gilt (1) = 1 und o(—1) 4+ o(1) = ¢(0) = 0. Es folgt o(—1) = —1. Sei
e ==1. Es gilt also o(¢) = ¢.

1. Seien v, w mit B(v,w) # 0 und A € K. Es gilt
o(A)B(v,w) = B(v, \w) = eB(Aw,v) = eAB(w,v) = eAB(v, w) = AB(v, w).
Es folt o(A) = A.

2. Seien v, w mit B(v,w) # 0 und A € K. Es gilt
AB(v,w) = B(A,w) = eo(B(w, \)) = eo(ea(B(Av,w))) = e20*(\)o?(B(v,w)).
Fiir A = 1 gilt 0*(B(v,w)) = B(v,w) und es folt 0?(\) = . -

Lemma 7.1.6 1. Sei B eine alternierende Bilinearform. Dann ist B antisymmetrisch.

2. Sei char(K) # 2 und sei B eine antisymmetrische Bilinearform. Dann ist B alter-
nierend. O

Beweis. 1. Seien v,w € V. Es gilt B(v,v) = B(w,w) = B(v 4+ w,v + w) = 0. Aus
der Linearitéit folgt

0=B{w+w,v+w)= B(v,v)+ B(v,w) + B(w,v) + B(w,w).
Es folgt B(v, w)0 — B(w,v).

2. Sei v € V. Es gilt B(v,v) = —B(v,v) also 2B(v,v) = 0. Weil 2 # 0 (char(K) # 2)
gilt B(v,v) = 0.

7.2 Matrizen

Definition 7.2.1 Sei B : VxW — K eine Bilinearform oder eine o-Sesquilinearform
und seien B = (vy,--- ,v,) und B’ = (wy,--- ,w,,) Basen von V und W. Dann heift
die Matrix

B(vi,wy) -+ B(vi,wy)
Mpp(B) = (B(vi,w;)) = : :
B(vg,wy) -+ B(vn, wy)

die Matrix von B bzg. B und B'. Fiir V = W und B’ = B schreiben wir Mg(B) =
MB,B/(B).
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Beispiel 7.2.2 1. Sei K = Rund V = R" = W. Fiir v = (21, ,2,) und w =
(Y1, ,Yn) Setzen wir

Bl<v7w) = T1l1 + -+ TnYn-
Sei B = B’ die kanonische Basis. Dann gilt Mg(B;) = I,,.

2. Sei K =R und V =R*. Fiir v = (21, -+ ,%9,) und w = (y1, -+ , Yon) setzen wir

By(v,w) = T1y2n + -+ + Tp¥ng1 — Tng1Ynt1 — TonYi-

Sei B = B’ die kanonische Basis. Dann gilt

Mp(Bs) =

3.Sei K =Fyund V = K2 v = (z1,,22) und w = (y1,92) setzen wir
Bs(v,w) = 2191 + T2Ya.
Sei B = B’ die kanonische Basis. Dann gilt Mg(Bs) = Is.

4. Sei K = C und o : C — C die komplexe Konjuguation: o(z) = z. Dann ist o ein
Korperautomorphismus. Fiir v = (21, -+ ,x,) und w = (y1,- -, yn) setzen wir

B4(v,w) =1+ -+ TpYn.

Sei B = B’ die kanonische Basis. Dann gilt Mg(By) = I,,.

Lemma 7.2.3 Sei B eine Bilinearform (bzw. eine o-Sesquilinearform), seien B =

(v, ,v,) und B = (wy, -+ ,w,,) Basen von V und W und seien
T U1 n .
Ty Um 1=1 j=1
Dann gilt B(v,w) = X" MgV bzw. B(v,w) = XMgpo(Y). .

Beweis. Folgt aus der linearitét. n
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Definition 7.2.4 Sei M € M, (K) eine Matrix.
1. Die Matrix M heifit symmetrisch, wenn M7 = M.
2. Die Matrix M heiflt antisymmetrisch, wenn M7 = —M.

3. Die Matrix M heift alternierend, wenn M7 = —M und die Hauptdiagonal null ist
i.e. m;; = 0 fiir alle ¢ € [1,n] wobei M = (m, ;).

4. Sei M = (m; ;) € My, ,(K) eine Matrix und o ein Kérperautomorphismus. Wir
setzen (M) = (o(m;;)).

5. Die Matrix M heift hermitsch, wenn M7 = o(M) und ¢? = Idg.

6. Die Matrix M heift antihermitsch, wenn MT = —o(M) und o2 = Idg.

Lemma 7.2.5 Sei o ein Kérperautomorphismus und seien M € M, ,,(K) und N €

M, ,(K). Dann gilt

o(MN)=o(M)o(N).

Beweis. Ubung. n

Lemma 7.2.6 Sei B : V x V — K eine Bilinearform und sei BB eine Basis.

Die Bilinearform B ist genau dann symmetrisch (bzw. antisymmetrisch, bzw. alter-
nierend, bzw. hermitsch, bzw. antihermitsch) wenn Mg(B) symmetrisch (bzw. anti-
symmetrisch, bzw. alternierend, bzw. hermitsch, bzw. antihermitsch) ist. O

Beweis. Ubung. n

Lemma 7.2.7 Seien M, M' € M, ,,(K) mit X"MY = XTM'Y fiir alle X €
M,1(K)und Y € M, (K). Dann gilt M = M. 0

Beweis. Ubung. n

Satz 7.2.8 (Basis Wechsel) 1. Seien B und C Basen von V und seien B’ und C’
Basen von W. Sei B eine o-Sesquilinearform, dann gilt

Mece/(B) = Q" Mg g (B)o(P)
wobei @) = Mate g(Idy) und P = Mate g (Idw).

2. Insbesondere fiir V =W und B =B und C =’ gilt

Me(B) = Q" Mp(B)o(Q).
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Beweis. Seien B = (vy,---,v,), C = (v},---,v},), B = (wy, -+ ,wy) und C' =

rn

(wh, -+ ,w),). Fiir v € V und w € Wschreiben wir
T ' hn vi
X = , X' = ], Y = : und V' = : wobei
Tn Iy, Ym Yom

v= Z:pivi = Zx;v; und w = Zijj = Zy;w;
i=1 i=1 j=1 j=1
Dann gilt X = QX' und Y = PY”. Daraus folgt
X" Meeo(Y') = Blo,w) = X" Mggo(Y) = X" Q" Mg go(P)o(Y").
Aus dem obiben Lemma folgt, dass Mc o = Q7 Mg gro(P). -

Korollar 7.2.9 (Basis Wechsel) 1. Seien B und C Basen von V und seien B’ und
C’ Basen von W. Sei B eine Bilinearform, dann gilt

Mce(B) = Q"Mpp(B)P
wobei ) = Mate g(Idy) und P = Mater g (Idw ).
2. Insbesondere fiir V=W und B =B und C =’ gilt
Me(B) = QT Ms(B)Q.

Definition 7.2.10 1. Seien M, N € M, (K). Die Matrizen M und N sind o-kongruent
wenn es eine invertierbare Matrix @Q gibt mit N = QT Mo (Q).

2. Seien M, N € M,(K). Die Matrizen M und N sind kongruent wenn es eine
invertierbare Matrix ) gibt mit N = QT MQ.

Lemma 7.2.11 Die o-Kongruenzrelation und die Kongruenzrelation sind Aquiva-
lenzrelationen. O

Beweis. Ubung. n

Korollar 7.2.12 Sei B eine o-Sesquilinearform und seien B und B’ Basen von V
und W. Dann hingt Rg(Mp g (B)) nicht von B und B’ ab.

Definition 7.2.13 Sei B eine o-Sesquilinearform und seien B und B’ Basen von V/
und W. Dann heift Rg(Mp s (B)) der Rank von B.
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7.3 Orthogonalitat

Definition 7.3.1 Sei B : V x W — W eine o-Sesquilinearform.

1. Zwei Vektoren v € V und w € W sind orthogonale wenn B(v,w) = 0. Wir
schreiben v L w.

2. Die o-Sesquilinearform B heifst reflexiv wenn W =V und
B(v,w) =0« B(w,v) =0

fiir alle v,w € V.

3. Eine o-Sesquilinearform B heifst links-ausgeartet wenn es ein Vektor v € V'\ {0}
gibt mit
B(v,w) = 0 fiir alle w € W.

4. Eine o-Sesquilinearform B heift rechts-ausgeartet wenn es ein Vektor w € W'\
{0} gibt mit
B(v,w) =0 fiir alle v € V.

5. Eine o-Sesquilinearform B heiftt links nicht ausgeartet wenn gilt

(B(v,w) =0 fiir allew € W) = v =0.

5. Eine o-Sesquilinearform B heifst rechts nicht ausgeartet wenn gilt

(B(v,w) =0 fiir allev e V) = w = 0.

6. Eine o-Sesquilinearform B heifst rechts ausgeartet wenn sie links und rechts
nicht ausgeartet ist.

Lemma 7.3.2 Symmetrische, antisymmetrische, alternierende, hermitsche und an-
tihermitsche Formen sind reflexiv. O

Beweis. Ubung. n

Bemerkung 7.3.3 Fiir B eine reflexive Bilinearform sind die bedigungen links aus-
geartet und rechts ausgeartet dquivalent.
Lemma 7.3.4 Sei K ein Korper:

1. Sei X € My (K) eine Matrix mit X7Y = 0 fiir alle Y € My;(K). Dann gilt
X =0.

1. Sei Y € My (K) eine Matrix mit X7Y = 0 fiir alle X € M,;(K). Dann gilt
Y =0. O
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Beweis. 1. Sei (e1,-- -, eq) die kanonische Basis des K. Es gilt ¢; € My;(K) und fiir
X' = ('Ila U 7xn) gllt
0= XTGZ‘ = XT;.

Es folgt X = 0.
2. Es gilt (XTY)T = YTX. Nach 1. gilt Y = 0. -
Satz 7.3.5 Sei B:V x W — K eine o-Sesquilinearform und seien B und 5’ Basen

von V.

1. Es gilt: B ist links nicht ausgeartet < Mg (B)7 ist injektiv. Insbesondere gilt
dimV < dim W.

2. Es gilt: B ist rechts nicht ausgeartet <« Mpp/(B) ist injektiv. Insbesondere gilt
dimV > dim W.

3. Es gilt: B ist nicht ausgeartet < det Mpp(B) # 0. Insbesondere gilt dim V' =
dim . O

Beweis. Sei n0dimV und m = dim W. Fir v € V und w € W schreiben wir X €
M,1(K)und Y € M,,;(K) die Koordinaten-Vektoren von v und w bzg. B und B'.

1. Sei v € V mit B(v,w) = 0 fiir alle w € W. Dann gilt B(v,w) = X" Mgz (B)o(Y).
Es folgt, dass
XTM&B/(B)O'(Y) =0

fiir alle Y € M,,1(K) wobei d = dim V. Sei Z = Mp(B)"X. Es gilt
Z'Y = X" Mg p(B)o(Y) =0
fiir alle Y € M,,1(K). Aus dem obigen Lemma folgt Mg s (B)"X = Z = 0. Es gilt

B ist links nicht ausgartet < v =10
&S X =0
& Mpp(B)T ist injektiv.
Da Mg z/(B)T € M, ,(K) ist, folgt n < m.

2. Sei w € W mit B(v,w) = 0 fiir alle v € V. Dann gilt B(v,w) = X" Mg g (B)o(Y).
Es folgt, dass
XTM&B/(B)O'(Y) =0

fiir alle X € M, 1(K) wobei d =dim V. Sei Z = Mg p(B)Y. Es gilt
X7 = X" Mg p(B)o(Y) =0
fiir alle X € M, 1(K). Aus dem obigen Lemma folgt Mp(B)Y = Z = 0. Es gilt

B ist rechts nicht ausgartet < w =0
&Y =0
< Mpp(B) ist injektiv.
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Da Mg (B) € M, m(K) ist, folgt m < n.
3. Folgt aus 1. und 2. -

Definition 7.3.6 Sei B : V x V — K eine reflexive o-Sesquilinearform. Sei M eine
Teilmenge von V.

1. Die Teilmenge M von V ist orthogonale, falls B(v,w) = 0 fiir alle v, w € M mit
v # w.

2. Die Teilmenge M von V ist orthonormale, falls M orthogonal ist und B(v,v) =1
fiir alle v € M.

1. Die Teilmenge M von V ist isotrope, falls B(v,w) = 0 fiir alle v,w € M.

Beispiel 7.3.7 1. Sei K = Rund V = R = W. Fiir v = (21, ,2,) und w =
(Y1, ,Yn) setzen wir
Bl(v, w) =1 + e+ TnlYn-

Dann ist die kanonische Basis eine orthogonale (und auch orthonormale) Teilmenge.

2. Sei K =R und V =R?". Fiir v = (21, - ,%9,) und w = (y1,- - ,Y2,) Setzen wir

By(v,w) = 21yon + -+ + Tn¥Ynt1 — Tn1Ynt1 — T2nl1-

Dannist M = (ey, - - - €,) eine isotrope Teilmenge (Unterraum) wobei B = (eq, - - - , €2,)
die kanonische Basis ist.

Definition 7.3.8 Sei B : V x V — K eine reflexive o-Sesquilinearform. Sei M eine
Teilmenge von V. Der Orthogonalraum von M ist definiert durch

M*={veV |vLw fir alle w € M}.
Wir schreiben auch v+ statt {v}*.

Lemma 7.3.9 Sei B : V x V — K eine reflexive o-Sesquilinearform. Sei M eine
Teilmenge von V. Dann ist M~ ein Unterraum von V. O

Beweis. Ubung. m

Definition 7.3.10 Sei B : V xV — K eine reflexive o-Sesquilinearform. Wir schrei-
ben Ker(B) = V*. Es ist ein Unterraum von V.

Satz 7.3.11 Sei B : V xV — K eine reflexive o-Sesquilinearform. Dann ist B genau
dann nicht ausgeartet, wenn Ker(B) = 0. 0

Beweis. Sei v € V mit B(v,w) = 0 fiir alle w € V. B ist genau dann nicht aus
geartet, wenn v = 0. Aber es gilt v € Ker(B). Der Satz folgt. n
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Bemerkung 7.3.12 Sei B : V x V — K eine reflexive o-Sesquilinearform. Sei M
eine Teilmenge von V. Es gilt Ker(B) C M*.

Definition 7.3.13 Sei B : V x V — K eine reflexive o-Sesquilinearform. Ein Unter-
raum U C V ist nicht ausgeartet wenn U N U+ = 0.

Satz 7.3.14 Sei B : V x V — K eine reflexive o-Sesquilinearform. Sei dimV < oo
und sei U nicht ausgeartet. Dann gilt V = U @ U™, O

Beweis. Die Summe ist eine direkte Summe per Definition. Sei n = dim U und sei
B = (uy,--- ,u,) eine Basis von U. Sei

o: V- K"

definiert durch ®(v) = (B(v,u1), -, B(v,u,)). Die Abbildung @ ist linear und
Ker(®) = U+. Nach dem Rangsatz gilt

dim U+ = dim Ker®d = dim V — Rg(®) > d — n.
Es folgt, dass dim(U @ U*) > n +d —n = d und den Satz folgt. -

Beispiel 7.3.15 1. Sei K = R und V = R*" = W. Fiir v = (21, -+ ,T2,) und
w = (Y1, ,Yon) Setzen wir

By(v,w) = z1y1 + -+ - + TonYon.

Sei U = (eq, ey - -e,). Dann gilt U+ = (41, - - €9,) und UNU* = 0. Der Unterraum
U ist nicht ausgeartet. Es gilt V = U @ U-+.

2. Sei K =Rund V =R?". Fiir v = (21, -+, Z9,) und w = (Y1, - - ,Ya,) Setzen wir
By(v,w) = T1yon + -+ + TpYnt1 — Tnp1Ynt1 — TonYi-

Sei U = (ey,e5---e,). Dann gilt U+ = U. Der Unterraum U ist ausgeartet. Es gilt
V # U + U* und die Summe ist keine direkte Summe.

Satz 7.3.16 Sei B : V x V — K eine reflexive o-Sesquilinearform und sei U ein
Unterraum.

1. Es gilt dim U+ > dimV — dim U.

2. Angenommen B sei nicht ausgeartet. Dann gilt dim U+ = dim V — dim U. 0
Beweis. 1. Sei n = dimU, d = dim V' und sei By = (uq,--- ,u,) eine Basis von U.
Sei

vV = K"

definiert durch @(v) = (B(v,uy),- -+, B(v,u,)). Die Abbildung @ ist linear. Es gilt

ve Ut & o) =0.
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Insbesondere gilt U+ = Ker?¥. Es folgt
dim U+ = dim Ker¥ = d — Rg(¥) > d — n.
2. Sei n = dimU, d = dimV und sei By = (uq,---,u,) eine Basis von U. Wir
ergénzen in B = (uq,--- ,uy) eine Basis von V. Sei
®:V — K

definiert durch @(v) = (B(v,u1),-- -, B(v,ug)). Die Abbildung @ ist linear. Sei B’
die kanonische Basis des K?. Es gilt Matg g (®) = Mp 5 (B). Es gilt

veUt @) =(0,---,0,B(v,upt1), -, B(v,uq)).

Insbesondere gilt U+ = &~ *((en41,- -+ ,eq)). Da B nicht ausgeartet is folgt, dass @
bijektiv ist. Es folgt dim U+ = d — n. -

7.4 Dualraume

Definition 7.4.1 1. Sei W ein K-Vektorraum, wir schreiben

WY ={f:W — K | fist o-linear}.

2. Sei f:V — W eine o-lineare Abbildung. Der Kern von f ist

Ker(f) ={veV [ f(v) =0}
Lemma 7.4.2 Sei f:V — W o-linear.
1. Es gilt: f injektiv < Ker(f) =0
2. Angenommen dim V' = dim W < oo. Es gilt: f injektiv < f bijektiv < f surjek-
tiv. O
Beweis. Bemerkung: fiir alle v € V gilt f(0) = f(0-v) =0c(0)f(v) =0- f(v) =0.

1. Sei f injektif und sei v € Ker(f). Es gilt f(v) = 0 = f(0). Es folgt v = 0.
Umgekehrt, sei Ker(f) = 0 und seien v,v’ € V mit f(v) = f(v). Dann gilt f(v—0') =
0 und v — v = 0 also v = v'. Die Abbildung f ist injektiv.

2. Sei f injektiv und sei B = (vy,--- ,v,) eine Basis von V. Wir zeigen, dass f(B) =
(f(v1),-+-, f(v,)) eine Basis von W ist. Da dim V' = dim IV geniigt es zu zeigen, dass
f(B) linear unabhéngig ist. Seien Ay,---, A, € K mit > \;f(v;) = 0. Es gilt

f <Z 0'_1(>\Z')Ui> =0
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und es folgt D1, o~ (\;)v; = 0. Da B eine Basis ist gilt o(\;) = 0 fiir alle i € [1,n]
und es folgt \; = 0 fiir alle 7 € [1,n].

Sei f surjektiv und sei B = (vy,---,v,) eine Basis von V. Wir zeigen, dass f(B) =
(f(v1),---, f(vy)) eine Basis von W ist. Da dim V' = dim W geniigt es zu zeigen, dass
f(B) ein EZS ist. Sei w € W. Da f surjektiv ist gibt es ein v € V mit f(v) = w. Es
gibt Skalare A\, -+, A, € K mit v =" N\uv;. Es gilt

n

w=f) =3 o(N)f(v).

i=1
Es folgt, dass f(B) ein EZS ist. n
Satz 7.4.3 Sei B:V x W — K eine o-Sesquilinearform und seien

@B:V—>WUV und ¥ : W — VYV

definiert durch @g(v)(w) = B(v,w) und ¥p(w)(v) = B(v,w). Dann ist ®p linear
und Vg ist o-linear. Es gilt

Kerdp = {v € V | B(v,w) =0 fiir alle w € W} und
Ker¥p = {w e W | B(v,w) =0 fiir alle v € V'}.

Beweis. Ubung. n

Korollar 7.4.4 Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und sei B :
V x W — K eine nicht ausgeartete o-Sesquilinearform. Dann sind @ : F — F" und
Up: W — VV bijektiv.

Beweis. Es gilt Ker®g = 0 und Ker¥g = 0. Da alle Verktorrdume der Dimension
dim V sind, sind &g und ¥ bijektiv. -

7.5 Quadratische Formen

Definition 7.5.1 Eine Abbildung @) : V' — K heiftt quadratische Form wenn

e Q(A\v) = \2Q(v) und
e B:V xV — K definiert durch B(v,w) = Q(v + w) — Q(v) — Q(w) ist eine

Bilinearform.

Die Bilinearform B heifit die Polariesierung von (). Wenn B nicht ausgeartet ist
heiftt () nicht ausgeartet.



93

Bemerkung 7.5.2 Sei () eine quadratische Form und B die Polarisierung.
1. Die Polariesierung B is symmetrisch.

2. Es gilt B(v,v) = 2Q(v).

3. Fiir char(K) = 2 ist also B auch alternierend.

4. Fiir char(K) # 2 ist jede symmetrische Bilinearform die Polarisierung einer qua-
dratichen Form: Sei B eine Bilinearform. Dann ist B die Polarisierung von Q(v) =
1B(v,v).

D) ’

7.6 Adjungiert

Satz 7.6.1 Sei B : V x W — K eine nicht ausgeartete o-Sesquilinearform und sei
f € End(V'). Dann gibt es genau ein Endomorphismus f* € End(W) mit

firallev e V und w € W.

0
Beweis. Sei w € W. Wir zeigen, dass es ein Vektor f*(w) gibt mit B(f(v),w) =
B(v, f*(w)) fiir alle v € V. Die Abbildung ¢ : V — K definiert durch ¢(v) =
B(f(v),w) ist linear. Es gilt also ¢ € V. Nach Korolar 7.4.4 gibt es ein f*(w) € W

mit Up(f*(w)) = ¢. Es folgt

B(v, [*(w)) = p(f*(w))(v) = ¢(v) = B(f(v),w)
fiir allev € V.
Wir zeigen, dass f*(w) eindeutig bestimmt ist. Seien f*(w) und f*(w) zwei Vektoren
in W mit B(v, f*(w)) = B(f(v),w) = B(v, f*(w)). Es gilt
B(v, f*(w) — f(w)) = 0 fiir allev € V.
Da B nicht ausgeartet ist gilt f*(w)— f""(w) = 0 und f*(w) = f"*(w). Die Abbildung

w — f*(w) ist also wohl definiert. Wir zeigen, dass f* linear ist. >Seien w,w’ € W
und A\, € K. Es gilt fiir alle v € V:

B(f(v)
a(N)B(
(M) B(

B(v, f*(Aw + paw')

, Aw + paw'’)
(

v, () + o () Blv, f*(w))
B(v, A\ f*(w )

k.‘

Da B nicht ausgeartet ist folgt, dass f*(Aw + pw') = Af*(w) + pf*(w') und dass f*
linear ist. [
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Definition 7.6.2 Sei B : V x W — K eine nicht ausgeartete o-Sesquilinearform
und sei f € End(V'). Der Endomorphismus f* € End(W') mit

B(f(v),w) = B(v, f*(w))
fiir alle v € V und w € W heifst f* der adjungierte Endomorphimus von f.

Beispiel 7.6.3 Sei B : V x V¥V — K definiert durch B(v, ) = ¢(v). Dann ist B
nicht ausgeartet (Ubung). Sei f € End(V') und f* € End(V'"). Es gilt

Fie)w) = o(f(v) = B(f(v), ) = Bvf*(¢)) = f*(¢)(v).
Insbesondere gilt f* = fV.

Satz 7.6.4 Sei B : V x W — K eine nicht ausgeartete o-Sesquilinearform. Seien
B und B’ Basen von V und W. Sei f € End(V) und f* € End(W) und seien
A = Matg(f) und A* = Matg (f*). Dann gilt

O'(A*) = MB’BI(B)_lATMB’BI(B) oder A* = 0-_1(MB’BI(B)_lATMB’BI(B)).

Beweis. Seiv € V und w € W. Wir schreiben B = (vy, -+ ,v,) und B' = (wy, - -+, wy,)
und
T n n m
X = : und Y = : wobei v = Z x;v; und w = Z Yw;.
, Y i=1 j=1
Dann gilt

(AX)"Mppo(Y) = B(f(v),w) = B(v, f*(w)) = X" Mppo(A'Y).
Aus Lemma 7.2.7 folgt AT Mg 5 (B) = Mg go(A*). n

Beispiel 7.6.5 1. Sei K = Rund V = R" = W. Fiir v = (z1,--- ,2,) und w =
(y1,-- - ,Yn) setzen wir
Bi(v,w) =x1y1 + - - - + TpYn.
Sei f € End(R") und sei A die Matrix von f in der kanonischen Basis des R". Dann
gilt
A= AT

2.5¢i K =Cund V =C". Fiirv= (21, - ,2,) und w = (y1,- - - ,yn) setzen wir
B3(v,w) = 2181 + -+ + Tn¥n.
Sei f € End(C") und sei A die Matrix von f in der kanonischen Basis des C". Dann

gilt
A= AT
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7.6.1 Endomorphismen die B erhalten

Definition 7.6.6 Sei B : V x V — K eine o-Sesquilinearform. Eine lineare Abbil-
dung f : V — V heilst B-Isometrie oder Isometrie fiir B falls

B(f(v), f(w)) = B(v, w)
fiir alle v, w € V. Wir schreiben
Isom(B,K) ={f € Endg(V) | f ist eine B-Isometrie}.
Lemma 7.6.7 Seien f,g € Isom(B, K). Dann gilt f o g € Isom(B, K). 0

Beweis. Es gilt

B(fog(v), fog(w)) = Blg(v), g(w)) = B(v, w)
fiir alle v,w € V. [ |
Satz 7.6.8 Sei B nicht ausgeartet und f € Isom(B, K). Dann ist f injektiv. 0

Beweis. Sei v € Ker(f). Es gilt

0= B(0, f(w)) = B(f(v), f(w)) = B(v, w)

fiir alle w € V. Da B nicht ausgeartet ist folgt, dass v = 0. Es folgt, dass f injektiv
ist. ]

Korollar 7.6.9 Sei B : V x V — K nicht ausgeartet mit dimV < oo und f €
Isom(B, K). Dann ist f bijektiv und f~! € Isom(B, K).

Beweis. Die Abbildung f ist injektiv und also bijektiv, weil V' endlich-dimensional
ist. Es gilt

B(f~'(v), f~H(w)) = B(f(f~'(v)), f(f 7 (w))) = B(v, w).
Es folgt, dass f~! € Isom(B, K). -

Korollar 7.6.10 Sei B : V xV — K nicht ausgeartet mit dim V' < co. Die Teilmen-
ge Isom(B, K)) ist eine Untergruppe von GL(V).

Definition 7.6.11 1. Fiir B symmetrisch und nicht ausgeartet heifst eine B-Isometrie
orthogonal. Man schreibt O(B, K) fiir Isom(B, K)).

2. Fiir B Hermitsch und nicht ausgeartet heifst B-Isometrie unitdr. Man schreibt
U(B, K) fiir Isom(B, K)).

3. Eine alternierende nicht ausgeartet Bilinearform B heiftt symplektisch.

1. Fiir B symplektisch heift eine B-Isometrie symplektisch. Man schreibt Sp(B, K)
fir Isom(B, K)).



96 7 Bilineare und sesquilineare Formen

7.6.2 Standard symmetrische Bilinearform des K"

Definition 7.6.12 1. Sei (, ) : K™ x K™ — K die nicht ausgeartete symmetrische
Bilinearform definiert durch

B(('rla T ,.Tn), (yb T 7yn> = T1% + - +xnyn
Diese Form heifit die standard Bilinearform des R".

2. Die Gruppe O(( , ), K) heifst die Orthogonalgruppe. Wir schreiben O, (K) =
o((, ), K).

Satz 7.6.13 Sei A € M,(K). Sei ( , ) das standard Skalarprodukt auf R". Die
folgende Aussage sind dquivalent:

1. ATA=1,.

A ist invertierbar und A™' = AT,

A€ 0,(K).

Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von (K™, ( , )).

AT B

Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von (K™, ( , )). O

Beweis. (1 < 2). Folgt aus den elementaren Eingenschaften invertierbarer Matrizen.
(1< 3). Seien X,Y € K". Es gilt (X,Y) = XTY. Es gilt also
A€ 0,(K) & (AX,AY) = (X,Y) fiir alle X,Y € K"

& (AX)T(AY) = XTY fiir alle X,Y € K"
s ATA=1,.

(3« 4).Sei B= (ey, - ,e,) die kanonische Basis des K. Wir betrachten das System
B’ = (Aey,-- -, Aey). Das System B’ besteht aus den Spalten von A. Fiir A € O,,(K)
ist B’ eine Basis (weil A invertierbar ist) und es gilt

(Aei, Aej) = (62‘, ej)

und es folgt, dass B’ eine orthonormale Basis ist. Umgekehrt, angenommen B’ sei
eine Orthonormale Basis. Es gilt

B(AGZ‘,AGJ') = 5i,j = B(ei,ej).
Seien X,Y € K" mit X = (21, ,2,) =x161+ -+ xpe, und X = (y1,- - ,yp) =
y1e1 + -+ + Yneyn. Es gilt

n n

(AX,AY) = (Z :L’Z-Ael-,ZyjAej> = Z(Ael-,Aej) = Z(ei,ej) =(X,Y).

ij=1 ij=1
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Es folgt A € O, (K).

(3 & 5). Wegen ATA = I, gilt auch AAT = I,,. Dann verfahren wir wie im Beweis
von (3 < 4). ]

Korollar 7.6.14 Sei B die kanonische Basis des K™ und B’ eine Basis. Dann gilt
B' ist orthonormal fiir (, ) < Matg s (Idk), Mats s5(Idk) € O,(K).

Beweis. Sei B = (e1,---,e,) und B’ = (vy,--- ,v,). Es gilt B’ = (Aey, - - -, Ae,,) wo-
bei A = Matp g(Idgn) und A~ = Matg g (Idgn). Aus dem Satz folgt A € O,,(K) <
B’ ist orthonormal. -

7.7 Symplektische Formen

Wir werden die Aquivalenzklassen der Kongruenzrelation fiir symplektische Formen
beschreiben. Sei B : V' xV — K alternierend mit dim V' = d < oo.

Satz 7.7.1 Es gibt eine Basis B = (e, -+ ,¢4) von V und r € N mit 2r < d so, dass
B(61a627") = 1a e 73(67’767"-1-1) =1
und B(e;, e;) = 0 fiir alle andere ¢ < j. 0

Beweis. Per Induktion nach d. Fiir d = 0 ist der Satz wahr. Fiir B die Nullform
ist der Satz auch wahr. Wir nehmen also an, dass B # 0. Seien v; und vy zwei
Vektoren mit B(vq,v3) = = # 0. Die Vektoren v; und vy sind linear unabhéngig:
sonnst gilt B(vi,vs) = 0. Sei U = (vy,v;) und sei vinU+ N U. Es gibt Skalare
A€ K mit v = vy + pvy. Es gilt 0 = B(v,v1) = —pz und 0 = B(v,v3) = Az.
Es folgt A = ;1 = 0 und v = 0. Es gilt also U + U+ = U @ U~. Nach Satz 7.3.16
gilt dim(U @ U+) = dimU + dim U+ > dimU 4 dimV — dim U = dim V. Es folgt
UaU+=V.

Fiir die Bilinearform Bl . gilt per Induktion: es gibt s mit 2s < d — 2 und eine Basis
(ug, -+ ,uq_2) so, dass

B(u17u28) = ]-7 T ,B(US,US+1) =1

und B(u;, u;) = 0 fiir alle andere 7 < j. Wir setzen r = s+ 1 und e; = vy, ey, = %1)2
, e, =y fiiri € [2,2s+ 1] = [2,2r — 1] und ¢; = u; fiir ¢ > 2r + 1. Dann gilt

B(61a627") =1, 73(67’767"-1-1) =1
und B(e;, e;) = 0 fiir alle andere ¢ < j. n

Korollar 7.7.2 Sei B eine alternierende Bilinearform. Dann ist Rg(B) = 2r gerade.
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Definition 7.7.3 Sei J, € M, (K) die Matrix

0 --- 1
Jr=1

Korollar 7.7.4 Sei M € My(K) eine alternierende Matrix. Dann gibt es ein r € N
so, dass M kongruent zu

0o J, 0
—J, 0 0
0 0 O

ist.

Korollar 7.7.5 Die Aquivalenzklassen der Kongruenzrelation fiir alternierende Ma-
trizen M € M,(K) sind dank der Rang Rg(M) eindeutig bestimmt. Die Moglichkei-
ten fiir Rg(M) sind alle 2r € [0, d]. Eine Normalform fiir M ist

J,
0
0

<

0
—J,
0

o O O

Korollar 7.7.6 Sei M € M, (K) eine alternierende Matrix. Dann gibt es ein Skalar
P(M) mit
det(M) = P(M)>.

Beweis. Sei M eine alternierende Matrix. Nach dem Satz gibt es eine Matrix P mit

0 J. 0
PTMP=| —J. 0 0
0 0 O
Es folgt det(PT) det(M) det(M) = 1 und det(M) = det(P)>. -

Definition 7.7.7 Sei M eine alternierende Matrix. Dann heift P(M) mit det(M) =
P(M)? die Pfaffsche Determinante von M.

Beispiel 7.7.8 Sei

0 a b ¢
—a 0 d e
M=1 5 24 0 ¢
—c —e —f 0

Dann gilt P(M) = af — be + dc und det(M) = (af — be + dc)>.
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Definition 7.7.9 Sei

0 J
0= ( o ) |
Die symplektische Gruppe ist
Spo, (K) = {M € My, (K) | M*Q2M = 2}.

Satz 7.7.10 Sei B : V x V — K eine Symplektische Bilinearform mit d = dim V.
Dann gibt es ein r € N mit d = 2r und eine Basis B von V so, dass Mpg(B) = (2. Die
Abbildung

Sp(B) — Spy,(K)

definiert durch f — Matg(f) ist ein Gruppenisomorphismus. O

Beweis. Da B nicht ausgeartet ist gilt 2r = Rg(B) = d und es gibt eine Basis B
mit Mg(B) = (2. Sei f € Sp(B). Es gilt B(f(v), f(w)) = B(v,w). Daraus folgt
XTATMp(B)AY = XTMg(B)Y wobei X und Y die Matrizen der Koeffizienten von
v und w in B sind und A = Matg(f). Es folgt AT My(B)A = Mg(B) und ATQA = (.
Die Abbildung ist wohl definiert. Es ist ein Gruppenhomomorphismus. Wir definieren
die Abbildung M ~ fy; durch Matg(fy) = M. Es gilt

B(fu(v), fu(w)) = XTMTOQMY = XTQY = B(v,w)
und fy; € Sp(B). Die Abbildung ist wohl definiert und ist die Umkehrabbildung. u
Korollar 7.7.11 Sei f € Sp(B). Dann gilt det(f)? = 1.

Beweis. Sei B eine Basis wie in dem obigen Satz und M = Matg(f). Es gilt det(f) =
det(M) und det(M7) det(§2) det(M) = det(£2). Da B nicht ausgeartet ist, gilt det(£2) #
0 (eigentlich gilt det(£2) = 1). Es folgt det(M)? = 1. -

Definition 7.7.12 Die Teilmenge von End(V') definiert durch
GL,(V) ={fEnd(V) | f ist ein Isomorphismus},
heifst Allgemeine lineare Gruppe iiber V. Die Teilemenge
SLa(V) = {f End(V) | det(f) = 1},
heifst Spezielle lineare Gruppe.
Lemma 7.7.13 Die Teilmenge GL(V') und SL(V') sind Untergruppen von (Bij(V), 0).n

Beweis. Isomorphismen sind bijektiv und fiir det(f) = 1 ist auch f ein Isomorphimus.
Es gilt rmSL(V) € GL(V) C Bij(V). Sei f eine Isomorphismus, dann ist f~' auch
ein Isomorphismus. Fiir det(f) = 1 gilt det(f~!) = det(f)~' = 1. Fiir f € rmGL(V)
oder f € SL(V) gilt also f~! € GL(V) oder SL(V).

Seien f,g € GL(V') bzw. SL(V). Es gilt fog ist ein Isomorphismus also fog € GL(V)

bzw. det(f o g) = det(f)det(g) =1 und f og € SL(V). -

Bemerkung 7.7.14 Man zeigt, dass fiir f € Sp(B) gilt det(f) = 1. Es gilt also
Sp(B) € SL(V)

die Symplektische Gruppe ist eine Untergruppe der Speziellen linearen Gruppe.
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7.8 Hermitsche Formen

Wir nehmen an, dass char(K) # 2.

Lemma 7.8.1 Sei B eine Hermitsche o-Sesquilinearform mit B(v,v) = 0 fiir alle
v € V. Dann gilt B = 0. 0

Beweis. Seien v,w € V. Es gilt 0 = B(v+w,v+w) = B(v,v)+B(v,w)+o(B(v,w))+
B(w,w). Es folgt B(v,w) = —o(B(v,w)) und AB(v,w) = —o(N)o(B(v,w)) fiir A €
K. Fiir B(v,w) # 0 gilt also fiir A\ = B(v,w)™': 1 = —o(1) = —1 und 2 = 0. Eine
Wiederspruch mit char(K) # 2. -

Satz 7.8.2 Sei B: V xV — K mit dimV < oo eine Hermitsche o-Sesquilinearform.
Dann gibt es eine orthogonale Basis B. 0

Beweis. Per Induktion nach dim V. Fiir n = 1 sind alle Basen orthogonal. Wir neh-
men an, dass alle Hermitscheformen in Dimension n eine orthogonale Basis haben.
Sei B mit dimV = n + 1. Wenn B = 0 sind alle Basen orthogonal. Sei also B # 0.
Nach dem Lemma gibt es ein Vektor v € V mit B(v,v) # 0. Der Unterraum U = (v)
ist nicht ausgeartet: sei v € U N U~+. Dann gilt U = Av und AB(v,v) = B(u,v) = 0.
Es folgt A\ = 0. Es folgt, dass V = U @ U~ . Insbesondere gilt dim U+ = n. Daraus
folgt, dass es eine orthogonale Basis B’ von U~ gibt. Die Basis B = {v} U B’ ist eine
orthogonale Basis von V. -

Korollar 7.8.3 Sei M € M,(K) eine Hermitsche Matrix. Dann gibt es ein r € N
und Skalare Ay, --- A\, € K\ {0} mit o(\;) = \; so, dass M kongruent zu

A

ist.

Beweis. Sei B(X,Y) = XT"Mc(Y). Dann gibt es eine orthogonale Basis (e, - -, eq)
fiir B. Dank Vertauschen der Basisvektoren kénnen wir annehmen, dass es ein r
gibt mit B(e;,e;) = Ay # 0 fir ¢ < r und B(e;,e;) = 0 fiir i > r. Es gilt auch
\i = Ble;, e;) = o(B(e;, e;)) = a(\i). n
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7.8.1 Symmetrische Bilinearformen
7.8.1.1 Algebraisch abgeschlossene Kérper

Korollar 7.8.4 Sei K algebraisch abgeschlossen (z.b. K = C). Dann sind die Aquiva-
lenzklassen der Kongruenzrelation fiir symmetrische Matrizen M € M,(K) dank der
Rang Rg(M) eindeutig bestimmt. Die Moglichkeiten fiir Rg(M) sind alle r € [0, d].
Eine Normalform fiir M ist
I, 0
(50),

Beweis. Sei ¢ = Idg. Sei B = (ey,---,eq) eine Basis so, dass die Matrix von
B(X,Y)=X"Mo(Y) = XTMY wie im obigen Korollar aussieht. Da K algebraisch
abgeschlossen ist gibt es Skalare p; mit p? = ;. Sei B’ = (vy, -+ ,vg) mit v; = iei

fiir ¢ < r und v; = e; fiir ¢ > r. Es gilt

MB/(B):(g 8)

7.8.1.2 Reelle Zahlen

Korollar 7.8.5 Sei K = R und M € M,(R) eine symmetrische Matrix. Dann gibt
es s,t € N so, dass M kongruent zu

I, 0 0
0 - O
0 0 0

ist.

Beweis. Sei B = (ey,- -, eq) eine Basis so, dass die Matrix von B(X,Y) = X" Mo (Y)
wie im Korollar 7.8.3 aussieht. Modulo Vertauchen kénnen wir annehmen, dass B(e;, e;) >
0 fiir i < s, dass Ble;,e;) < 0 fiir s < i < s+t =r und B(e;,e;) = 0 fiir i > r.
Es gibt Skalare p; mit p? = \; fir i < sund p? = —\; firs <i < s+t =r. Sei
B'= (v, ,vq) mit v; = iei fiir ¢ < r und v; = e; fiir ¢ > r. Es gilt

I, 0 0
0 -, 0O
0 0 0
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Lemma 7.8.6 Sei B eine symmetrische R-Bilinearform und B = (e, -+ ,e4) eine
Basis mit
I, 0 0
Ms(B)=| 0 -I 0
0O 0 0
Sei Vi = (eq,, - ,es), Vo = (541, -+ ,e) und Vo = (eq1,- -+, eq). Dann gilt
e Vy = Ker(B),

e B(v,v) >0 fiir alle v € V. \ {0},

e B(v,v) <0 fiir alle v € V_\ {0},

e Vo LV, V. LV und V, L V.
V=V,oV_aW,

Vo = Ker(B), B(v,v) > 0 fiir allev € V. \ {0} und B(v,v) < 0 fiir alle v € V_\ {0}.

Beweis. Sei v € Vp, dann gilt v = Zf:tﬂ Aie; und B(v, e;) = Zf:tﬂ NiB(e;, ej) =0.

Es folgt Vi € Ker(B). Sei v € Ker(B). Wir schreiben v = 3% | \e;. Es gilt
A fird e [1, 8]
O:B(v,ej): _)‘j fIlI"ZE [S+1,t]
0 firiet+1,d
Es folgt v € V4.

Seiv € Vi \{0}. v =37 | Aie; mit nicht alle \; nul. Es folgt B(v, v) = A4+ -+A2 > 0.
Analog gilt B(v,v) < 0 fiir alle v € V_\ {0}. n

Satz 7.8.7 (Satz von Sylvester) Sei B eine symmetrische R-Bilinearform und sei-
en

V=VieV.eVud V=V eV el
zwei Zerlegungen mit
¢ Vo = Kex(B) = V;,
e B(v,v) >0 fiir alle v € V. \ {0} und v € V{ \ {0},
e B(v,v) <0 fiir alle v € V_\ {0} und v € V' \ {0}.
o VoL Vi, Vi LV_ound Vo LVound Vy LV, V/ LV und V/ LV,

Dann gilt dim V; = dim V| und dim V_ = dim V". O
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Beweis. Sei W ein Unterraum von V' mit B(v,v) > 0 fiir alle v € W. Wir zeigen,
dass dim W < dim V. Angenommen dim W > dim V.. Dann gilt

dim(W N (Vo @& Vy)) =dimW +dim(V_ & V) — dim(W + (V_ & Vp))
>dimV, + (dimV —dimV,) —dim V = 0.

Es gibt also ein v € W N (V. ® V) mit v # 0. Es gilt B(v,v) > 0dav € W.
Wir schreiben v = v_ + vg mit v_ € V_ und vy € V4. Es gilt B(v,v) = B(v_,v_) +
2B(v_,v9) + B(vg, v9) = B(v—,v_) < 0. Ein Wiederspruch. Es folgt dim V] < dim V.

Analog zeigt mann dim V, < dim V), dim V’ < dim V_ und dim V_ < dim V”. n

Definition 7.8.8 Sei B eine symmetrische Bilinearform, sei B eine Basis und M =
Mpg(B). Dann heift die Differenz

Sg(B) =dimV, —dim V_
mit V =V, @V, & V_ wie im obigen Satz die Signatur von B. Dank dem Satz
hingt die Signatur nur von B und nicht von der Zerlegung V =V, @& V, ® V_ ab.

Korollar 7.8.9 Sei K = R. Dann sind die Aquivalenzklassen der Kongruenzrelation
fiir symmetrische Matrizen M € My(K) dank der Rang r = Rg(M) und die Si-
gnatur Sg(M) eindeutig bestimmt. Die Moglichkeiten fiir (Rg(M ), Sg(M)) sind alle
Rg(M) € [0,d] und Rg(M) —Sg(M) = 2t € [0,2Rg(M)]. Eine Normalform fiir M ist

I, 0 0
0 - 0
0 0

wobei Rg(M) = s+t und Sg(M) = s —t.

Beweis. Sei B = (e1,- -, eq) eine Basis so, dass die Matrix von B(X,Y) = XTMo(Y)
der Form

I, 0 0

0 - O

0 O
hat. Es folgt, dass Rg(B) = s+t und Sg(B) = s —t. Es folgt, dass Rg(B) —Sg(B) =
ot € [0, 2Rg(B)). .

7.8.2 Komplexe positiv definit Hermitsche Formen und
Skalarprodukte

Ab hier nehmen wir an, dass K = C und ¢ : C — C ist die komplexe Konjugation
definiert durch o(z) = Z.

Sei V' ein C-Vektorraum der dimension d und sei ( , ) : V. x V — C eine o-
Sesquilineare Hemitsche Form.
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Lemma 7.8.10 Es gilt (v,v) € R fiir alle v € V. O
Beweis. Es gilt (v,v) = (v,v). Daraus folgt (v,v) € R. -

Definition 7.8.11 Die Hermitsche Form ( , ) heift positiv wenn (v,v) > 0 fiir alle
v € V und positiv definit wenn (v,v) > 0 fiir alle v € V' \ {0}.

Lemma 7.8.12 Seien a,b,c € R mit a > 0. Dann gilt
(aX*+20A +c>0fiirall \ € R ) & (A=b*—ac<0).

AuRerdem, wenn A < 0, gibt es ein A € R mit a\?> + 20\ + ¢ = 0 genau dann, wenn
A=0und \ = —g. O

Beweis. Es gilt

b\? — \? A
a)\2+2b)\+c:a()\—|——) +ac :a()\+—) _ =
a a a a

Fiir A < 0 gilt also a\?+2bA+c > 0 fiir alle A € R. Umgekehrt, wenn a\?>+2bA\+c > 0
fiir alle A € R, gilt es fiir A = —3. Es folgt A <0.

AuRerdem, fir A =0 und A = —2, gilt aA? + 2bA + ¢ = 0. Umgekehrt, sei A € R mit

al? + 20\ + ¢ = 0. Es gilt
b\> A
a()\+—) ——=0.
a a

DaAgOunda()\—i-%)ZZ()folgt)\—l—g:OundAzo. -
Lemma 7.8.13 Sei (, ) positiv definit. Dann gilt

(v, w)|* < (v, v){w, w)
fiir alle v, w € V und Gleichheit gilt genau dann, wenn (v, w) linear abhéngig ist. o

Beweis. Es gilt (v, w) € C. Insbesondere gibt es r € R mit r > 0 und 6 € [0, 27[ mit
(v,w) = re. Es gilt also

(v, w)| =r =e(v,w) = (v, w).

Sei v/ = 7. Es gilt (v/,v') = (e7v, e ) = e7Pe?(v,v) = (v,v) und (w,v') =
Wiw)y=r=r= (" w).

Sei A € R. Es gilt

0 < (MW 4w, A +w) = A2 {v,v) + 2Ar + (w, w).

Es folgt, dass A = r? — (v,v){w,w) < 0 und die Gleichheit gilt genau dann, wenn
A = 0. Es gilt also

(v, w)|* < (v, v){w, w)
fir alle v,w € V und Gleichheit gilt genau dann, wenn es ein A gibt mit (A\v' +
w, W +w) =0 i.e. W +w =0 oder \e v +w = 0 i.e. das System (v, w) ist linear
abhingig. n
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Lemma 7.8.14 Sei (, ) positiv definit.
1. Dann ist ( , ) nicht augeartet.

2. Dann sind alle Unterrdume U nicht augeartet. Insbesondere gilt

V=UaqU".

Beweis. 1. Sei v € V mit (v, w) = 0 fiir alle w € V. Dann gilt (v,v) = 0 und es folgt
v =0.

2. Sei u € UNU*L. Dann gilt (u,u) =0 und u = 0. n

7.9 Normale Endomorphismen

Definition 7.9.1 Ein Endomorphismus f € End(V) heift normal, wenn f o f* =
frof.

Beispiel 7.9.2 1. Sei f € End(V) mit f = f*. Dann ist f normal.
2. Sei V =C" und (, ) die standard Hermitsche Form definiert durch
(X,Y) =mi§1 + -+ + Tun
wobei X = (zq,---,2,) und Y = (y1,---,yn). Sei A € End(C") = M, (C) eine

Hermitsche Matrix. Dann gilt A* = AT Insbesondere gilt: eine Hermitsche Matrix
A (i.e. A= AT) ist normal.

Satz 7.9.3 (Spektralsatz I) Sei (, ) : V x V — C positiv definit und sei f €
End(V). Angenommen f sei normal. Dann sind f und f* diagonalisierbar.

Auferdem gibt es eine orthonormale Basis welche aus Eigenvektoren von f und f*
besteht.

Auferdem, wenn v einen Eigenvektor zum Eigenwert A von f ist, ist v einen Eigen-
vektor zum Eigenwert A\ fiir f*. 0

Beweis. Per Induktion nach ndim V.

Da C algebraisch abgeschlossen ist hat x s eine Nullstelle. Also hat f einen Eigenwert
AeC.
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Sei also A € C einen Eigenwert von f und sei v € E(f,A) einen Eigenvektor zum .
Wir zeigen, dass v € E(f*,\). Es gilt

fr(), fr(v)) = (7 (v), Aoy = (Aw, [*(0)) + (A, Av)
F@),v) = Qw, () = (o, £4(0)) + AP v, v)
Ff@),0) = (Af(v),0) = (Mf(v),0) + [AP (v, v)
f(), fv) = MI (v, 0) = A (v, v) + [A*(v, v)
|A|2<v,v>— A0, 0) — [AR(0, v) + [0, 0)

(f*(v) = Av, f*(v) = Av)

=
=
=
=

Daraus folgt, dass f*(v) = Av und v € E(f*, \).

Sei U = (v). Da U nicht ausgeartet ist, gilt V = U®U~L. Wir zeigen, dass f(U+) c U+
und f*(U+) Cc UL, Sei w € Ut. Es gilt

(v, f(w)) = {f(w),v) = (w, f*(v)) = (f*(v),w) = (M, w) = Mv,w) = 0 und

(v, [ (w)) = (f(v),w) = (Qv,w) = A(v,w) = 0.
Daraus folgt f(U*) C U+ und f*(U*+) C U*.

Wir betrachten B|yi, flye und f*|yr = (f|ye)*. Nach Induktion gibt es eine or-
thonormale Basis B’ von U+ welche aus Eigenvektoren fiir f und f* besteht. Wir

setzen
1

(v,v)

Dann ist B eine orthonormale Basis welche aus Eigenvektoren von f und f* besteht.g

B={ v,B'}.

Korollar 7.9.4 Sei (, ) :V x V — C positiv definit und sei f € End(V). Es gilt

f ist normal < f is diagonalisierbar in einer orthonormalen Basis.

Beweis. Aus dem Satz folgt, dass wenn f normal ist dann ist f auch in einer or-
thonormalen Basis diagonalisierbar. Umgekehrt, sei f in einer orthonormalen Basis
B diagonalisierbar. Dann gilt Mg(B) = I,,. Set A = Matg(f) und A* = Matg(f*).
Nach Satz 7.6.4 gilt

A* = Mp(B)1AT Mg(B) = A",

Die Matrix A ist eine Diagonalmatrix. Also ist auch die Matrix A* eine Diagonalma-
trix und es gilt AA* = A*A. Der Endomorphismus f ist normal.
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7.9.1 Unitare Matrizen

Lemma 7.9.5 Sei V = C" und (, ) die standard Hermitsche Form definiert durch

(X,Y)=mg1 + -+ + Tl
wobei X = (z1,--+,2z,) und Y = (y1, -+ ,y,). Dann gilt

AcU((, ), K)e At =A" = A%
Insbesondere ist in diesem Fall A normal. O
Beweis. Die Matrix A ist genau dann in U(( , ), K) enthalten, wenn gilt
XY = (X,Y) = (AX, AY) = (AX)TAY = XTATAY .

Es ist also Aquivalent zu ATA = I, i.e. zu (AT = (AT)~! = A oder zu A~ = AT,
In diesem Fall gilt AA* = AA™! = I, = A~ A. Der Endomorphismus A is normal. g

Definition 7.9.6 Sei V' = C™ und ( , ) die standard Hermitsche Form definiert
durch
<X7Y> =T1Y1+ -t Tpln
wobei X = (x1,---,2,) und Y = (y1,-- - ,y,). Wir schreiben
Un() = U((, ), K) = {4 € My(C) | A = A7),

Die Gruppe U,(K) heift die Unitdre Gruppe. Ein Element A € U,(K) heift
unitir.

Sei z € C, wir schreiben |z| = v/2Z.
Satz 7.9.7 Sei A € M,(C). Es gilt

A ist unitér < A is normal und alle Eigenwerte A haben Betrag 1: |A\| =1
A is diagonalisierbar in einer orthonormalen Basis und
alle Eigenwerte A haben Betrag 1: |A\| = 1.

Beweis. Die letzte Aquivalenz folgt aus Korollar 7.9.4.

Sei A unitdr. Nach dem Lemma ist A normal und also in einer orthonormalen Basis
diagonalisierbar. Sei A einen Eigenwert von A und X einen Figenvektor zum \. Es
gilt

(X, X) = (AX, AX) = 0X, 0 X) = [A\2(X, X).
Da X # 0 gilt (X, X) # 0 und es folgt || = 1.
Umgekehrt, sei A is diagonalisierbar in einer orthonormalen Basis B = (vq,- -, v,)
mit allen Eigenwerte A{,---, A, von Betrag 1: |\;| = 1 fiir alle i € [1,n]. Es gilt

B Ny oo )0 fiir i # 7
(A, Aw3) = e dd = Wstoe) ={ oy i o

Aus der Bilinearitét folgt (Av, Aw) = (v, w) fiir alle v,w € C". Es gilt A € U,,(K).m

= <Ui7 Uj>'
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7.9.2 Hermitsche und anti-Hermitsche Matrizen

Satz 7.9.8 Sei A € M,,(C). Es gilt

1. A ist Hermitsch < A is normal und
alle Eigenwerte sind reelle Zahlen;
2. Aist anti-Hermitsch < A is normal und
alle Eigenwerte A sind imaginére Zahlen: A € iR.

Beweis. 1. Sei A Hermitsch. Dann gilt A* = AT = A und A ist normal. Sei \ einen
Eigenwert von A und X einen Eigenvektor zum \. Es gilt

MX, X) = (0X, X) = (AX, X) = (X, A*X) = (X, \X) = \X, X).
Da X # 0 gilt (X, X) # 0 und es folgt A € R.

Umgekehrt, sei A normal mit reellen Eigenwerte. Dann sind A und A* diagonalisier-
bar in der selben orthonormalen Basis B = (vy,--- ,v,). Seien Ay, -+, A, die reelle
Eigenwerte von A. Es gilt

(A" (v3),v5) = (Nivi, v3) = (Avi, v5) = (Awg, Ajug).

Da B eine Basis ist und (, ) nicht ausgeartet ist gilt A(v;) = A*(v;). Da B eine Basis
ist, gilt A* = A und A ist Hermitsch.

2. Sei A anti-Hermitsch. Dann gilt A* = AT = —A und A ist normal. Sei \ einen
Eigenwert von A und X einen Eigenvektor zum \. Es gilt

MX,X) = (AX, X) = (AX, X) = (X, A"X) = (X, \X) = -\ (X, X).
Da X # 0 gilt (X, X) # 0 und es folgt A € iR.

Umgekehrt, sei A normal mit imaginire Eigenwerte. Dann sind A und A* diagona-
lisierbar in der selben orthonormalen Basis B = (vy,---,v,). Seien Ay, .-+, A, die
imaginire Eigenwerte von A. Es gilt

(A*(v3),v5) = (Nivi, v5) = (=g, v5) = (—Av;, Ajvj).

Da B eine Basis ist und ( , ) nicht ausgeartet ist gilt —A(v;) = A*(v;). Da B eine
Basis ist, gilt A* = —A und A ist anti-Hermitsch. n
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7.9.3 Reelle symmetrische Bilinearformen

Sei V=R"CVe=V®C=C"und (, ) die standard symmetrische Bilinearform
definiert durch

(X,Y) =y + -+ T = 2151 + -+ 200 = (X, Y)
wobei X = (21, ,z,) und Y = (y1, -+, Yn)-

Korollar 7.9.9 Sei M € M,(R) eine symmetrische Matrix. Dann gilt A* = A und
A'ist in einer orthonormalen Basis diagonalisierbar.

Beweis. Es gilt AT = AT = A. Also ist A Hermitsch fiir ( , ). Es folgt, dass A in
eiener orthonormalen Basis fiir (, ) in C™ diagonalisierbar ist und dass die Eigenwerte
reelle Zahlen sind.

Wir zeigen, dass A auch in R" diagonalisierbar ist. Sei p14 cn das Minimalpolynom
von A in C". Da A diagonalisierbar in C" ist, zerféllt p14 c» in lineare Faktoren:

pacr = (X = A) - (X = A)

mit Ay, - -, A\, paarweise verschieden. Die Skalare A\, --- , A, sind die Eigenwerte von
A also reelle Zahlen. Sei f14 g» das Minimalpolynom von A in R". Da R" C C" gilt

HA R teilt KA cCn-

Es folgt, dass j14 g» in lineare Faktoren mit Vielfachkeit 1 zerfillt. Daraus folgt A ist
diagonalisierbar.

Wir zeigen, dass es eine orthonormale Basis gibt welche aus Eigenvektoren Besteht.
Seien A1, - - - , A\, dir Eigenwerte von A und sei B; eine orthonormale Basis von F(A, \;).
Dann ist B = B; U---U B, eine Basis welche aus Eigenvektoren besteht. Wir zeigen,
dass B eine orthonormale Basis ist. Es geniigt zu zeige, dass (v;,v;) = 0 fiir v; € B;
und v; € B;. Da A symmetrisch ist gilt

Ai(vi, v5) = (Avi, v5) = (Avg,v5) = (vi, Avy) = (vi, Ajvy) = Nj(vi, v5).
Da )\z 7& )‘j gllt (’Ui,l)j) =0. |

Bemerkung 7.9.10 Antisymmetrische reelle Matrizen sind nicht diagonalisierbar.
Antisymmetrische reelle Matrizen sind anti-Hermitsch fiir { , ) also diagonalisierbar
in C" mit imagindre Eingenwerte. Da die Eigenwerte keine reelle Zahlen sind kénnen
anti-symmetrische Matrizen in R™ nicht diagonalisierbar sein.

Beispiel 7.9.11 Sei
0 1
Mz(_l O)EMQ(R).

Dann ist M nicht diagonalisierbar in M5(R). Die Matrix M ist in My(C) diagonali-
sierbar mit Eigenwerte ¢ und —i.
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Korollar 7.9.12 Sei B eine symmetrische Bilinearform auf V' ein R-Vektorraum und
sei B eine Basis. Sei M = Mpg(B). Dann gilt

Rg(B) = |{\ # 0 | A Eigenwert von M }| und
Sg(B) = |{\ > 0| A Eigenwert von M }| — [{\A < 0 | A Eigenwert von M }|.

Beweis. Sei B = (ey,---,e,) und sei ( , ) das standard Skalarprodukt definiert
durch (e;, e;) = 6; ;. Es gilt also Mp((, )) = I,. Sei M = Mp(B). Da B symmetrisch
ist, ist M eine symmetrische Matrix und also diagonalisierbar. Es folgt Rg(B) =
I{\ # 0 | X Eigenwert von M}|. Sei B’ eine orthonormale Basis fiir ( , ) welche aus
Eigenvektoren von M besteht. Es gilt

M’ = Matg (M) = PMP™!

wobei P = Matg s (Id). Da B und B’ orthonormale Basen sind gilt P € O, (R) also
Pt = PT. Es folgt M’ = Mpg(B). Da M’ diagonal ist folgt das Korollar aus der
Definition den Signatur. -

Definition 7.9.13 Sei M = (m;;); jepn € My(K) eine Matrix. Die Hauptminoren
von M sind die Determinante

Hy (M) = det(M;) fiir k € [1,n],
WObei Mk = (mi,j)me[l,k].

Beispiel 7.9.14 Sei M = (m;;); jenn € M,u(K) eine Matrix. Es gilt H, (M) = mq,
und H, (M) = det(M).

Korollar 7.9.15 Sei B eine symmetrische Bilinearform auf V' ein R-Vektorraum und
sei B eine Basis. Sei M = Mpg(B). Dann gilt

B ist ein Skalar produkt < Hg(M) > 0 fiir alle k € [1, n]
& alle Eigenwerte von M sind streng positiv.

Beweis. Sei B = (e, - ,e,) eine Basis von V und sei (, ) das standard Skalarpro-
dukt definiert durch (e;,e;) = 6; ;. Es gilt also Mg((, )) = I,. Sei M = Mp(B). Da
B symmetrisch ist, ist M eine symmetrische Matrix und also diagonalisierbar. Sei
B’ = (v, ,v,) eine orthonormale Basis fiir ( , ) welche aus Eigenvektoren von M
besteht. Es gilt
M’ = Matg (M) = PMP™!

wobei P = Matg g (Id). Da B und B’ orthonormale Basen sind gilt P € O, (R) also
Pt = PT. Es folgt M' = Mg (B) und M’ ist diagonal der Form

A
M =
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Sei v € V. Wir schreiben v = > | 20, und X = (x4, ,2,)". Es gilt B(v,v) =
XTM'X =37, Nia?. Insbesondere gilt B(v,v) > 0 fiir alle v # 0 genau dann, wenn
A; > 0 fiir alle 7 € [1,n].

Sei B positiv definit. Dann sind alle eigenwerte streng positiv und es gilt H, (M) =
det(M) > 0. Sei Vi, = (ey, -~ ,ex) und By, = (ey,- - - ,ex). Dann ist B|y, positiv definit
und My = Mg, (Bly,). Es folgt Hi(M) = det(M}) > 0.

Umgekehrt nehmen wir an, dass Hy(M) > 0 fiir alle & € [1, n]. Wir zeigen per Induk-
tion nach n, dass B positiv definit ist. Sei Vi, = (eq, -+ ,ex) und By = (e1, -+, ex).
Dann ist Bly, , positiv definit (Induktionsannahme). Es gilt

V=V,_1®V:,

und dim Vi, =1.Sei 0 #u € V2, und C = (e1,- -+ ,e,_1,u). Es ist eine Basis von
V. Sei M" = M¢(B). Es gilt

Mn—l 0 . "o T
( 0 B(u,u))_M = PMP*.

Es folgt B(u,u)H, (M) = det(M") = det(P)*det(M) > 0 und B(u,u) > 0. Sei
v € V. Dann gilt v = w + Au wobei w € V,,_; und A € K. Es gilt

B(v,v) = B(w,w) + AB(u,u) > 0.

Daraus folgt, dass B positiv definit ist. =
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