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1 Grundlagen

1.1 Mengenlehre

Erste Definitionen und Beispiele

Die Mengenlehre ist einen nicht trivialen Teil der Mathematik. Wir werden Mengen
nicht richtig definieren.

Wir werden mit den folgenden vagen (aber fiir unseren Zwecke ausreichenden) Defi-
nition arbeiten.

Definition 1.1.1 Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von verschiedenen Ob-
jekte (die man Elemente nennt) zu einem neuen Objekt.

Axiom 1.1.2 (Extensionalitdtsaxiom) Zwei Mengen M und N sind genau dann
gleich, wenn sie die selbe Elementen enthalten.

Notation 1.1.3 Wir werden die folgende Symbole benutzen.

{} die Mengenklammern: z.b. M = {0;1;2}.

€ ist Element von: z.b. 1 €{0;1;2}.

¢ st nicht Element von: z.b. 3 & {0;1;2}.

v alle: z.b. Vn € N es gilt n > 0.
3 es gibt: z.b. dn € N so dass n > 5.
= dann: zb.n>1=n2>0.

Bemerkung 1.1.4 Mit Symbole: M = N genau dann, wenn
reM=zxze Nundze N=2x¢€c M.

Definition 1.1.5 Sei M eine Menge.

1. Eine Teilemenge N von einer Menge M ist eine Menge so dass alle elemente in
N auch in M enthalten sind. Mit Symbole: x € N = x € M.

2. Eine echte Teilmenge N von einer Menge M ist eine Teilmenge die nicht gleich
M ist.



Notation 1.1.6 Hier sind weitere Symbole.

C,C ist Teilmenge von: z.b. {0;1;2} € {0;1;2} oder N C Z.
C  ist eine echte Teilmenge von: z.b. {1;2} C {0;1;2}.

Bemerkung 1.1.7 Es gilt {0;1;2} = {2;0;1} = {0;0; 1;2; 2; 2}.

Konstruktion in der Mengenlehre
Aussonderungsaxiom

Axiom 1.1.8 (Aussonderungsaxiom) Zu jeder Menge M und jeder eigenschaft
P gibt es eine Teilmenge N von M, die gerade aus den Elementen von M mit dieser
eigenschaft besteht.

Notation 1.1.9 Weitere Symbole.
| mit der Eigenschaft: z.b. {0;1;2} = {n e N |n <2}.

Satz 1.1.10 Es gibt eine Menge, die keine Elemente enthélt: Mann nennt diese Men-
ge die leere Menge und bezeichnet sie mit (). 0

Beweis. Wir behaupten, dass es mindenstens eine Menge M gibt. Dann kann man,
dank dem Aussonderungsaxiom die Menge

0={xeM|z+#uz}
definieren. Die Menge () enthélt keine Elemente. m

Bemerkung 1.1.11 Die leere Menge ist in jede Menge enthalten: fiir jede Menge
M gilt ) C M.

Satz 1.1.12 Es gibt keine Menge die jede Menge als Element enthélt 0

Beweis. Siehe Tutorium 1. -

Vereinigungsaxiom

Axiom 1.1.13 (Vereinigungsaxiom)

1. Seien M und N zwei Mengen, dann gibt es eine Menge M U N, die Vereinigung
von M und N, die genau alle Elemente von M und N enthilt. Mit Symbole

MUN ={z |z € M oder x € N}.
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2. Verallgemeinerung. Sei I eine Indexmenge und (M;);c; eine Familie von Mengen,
dann gibt es eine Menge
M,
iel
die Vereinigung von (M;);c;, die genau alle Elemente von M fiir alle ¢ € I enthélt.
Mit Symbole
UMi = {z | es gibt ein ¢ € [ so dass x € M,}.

iel
Beispiel 1.1.14 Here sind Beispiele von Mengen.
1. Die leere Menge ().
2. Zu jedes Element x € M kan man die einelementige Menge {z} definieren.

2. 7Zu zwei Elemente x und y kann mann die Paarmenge

{z,y} ={z} U{y} = {ytU{z} = {y,z}

definieren. Es ist die Menge, die genau x und y entéhlt.

Aus dem Vereinigungsaxiom und dem Aussonderungsaxiom ergibt sich die Existenz
des Durchschnitts von Mengen.

Satz 1.1.15 (Durchschnitt)

1. Seien M und N zwei Mengen, dann gibt es genau eine Menge M N N, der Durch-
schnitt von M und N, die genau die Elementen von M und N enthélt. Mit Symbole

MNN={zxeMUM |z € Mund z € N}.

2. Verallgemeinerung. Sei I eine Indexmenge und (M;);c; eine Familie von Mengen,
dann gibt es genau eine Menge

(M,

iel
der Durchschnitt von (M;);cr, welche genau die Elemente, die in jeder Menge M;
fiir all 7 € I enthalten sind. Mit Symbole

M = {erMi | fiir alleielgiltxeMi}.
iel iel
Satz 1.1.16 Seien M, N und O drei Mengen. Dann gilt.
I.MUM=Mund MNM =M.

2 MUN=NUMund MNN=NNM.

3. MUNUO)=MUN)UOund MN(NNO)=(MNN)NO O



Beweis. Ubung [
Satz 1.1.17 Seien M, N und O drei Mengen. Dann gilt.
I.MN(NUO)=(MNN)U((MnNO).

2. MUNNO)=(MUN)N(MUO,). O
Beweis. Siehe Ubungsblatt 0. n

Definition 1.1.18 Das Komplement von N in M ist die Menge M \ N von ele-
mente die in M und nich in N enthalten sind. Mit Symbole:

MA\N={xe M|z &N}
Satz 1.1.19 Seien M, N und O drei Mengen. Dann gilt.
.M\ (NUO)=(M\N)N(M\O).
2. M\ (NNO)=(M\N)U M\ O). 0
Beweis. Siehe Ubungsblatt 0. n

Potenzmengensaxiom

Axiom 1.1.20 Sei M eine Menge, dann gibt es genau eine Menge, die Potenzmen-
ge P(M) von M, welche Elemente genau alle Teilmenge von M sind.

Beispiel 1.1.21

1 B(0) = {0}.

2. B{0}) = {0; {0}}.

3. P({0;1;2}) = {0; {0} {1}; {2}; {0;1}; {0; 2}; {15 2}; {0; 1; 2} 1.

Kartesische Produkt

Definition 1.1.22 Seien M und N zwei Mengen.

1. Ein geordnetes Paar von Elementen x € M und y € N besteht aus der Angabe
eines erten Elements x € M und eines zweiten Elements y € N. Paaren werden als
(x,y) geschrieben.

2. Die Menge aller geordneten Paare von Elementen aus M und N heiftt das Karte-
sische Produkt und ist durch M x N = {(z,y) | * € M, y € N} bezeichnet.

Satz 1.1.23 Es gilb (z,y) = (y, ) genau dann wenn x = y. 0
Beispiel 1.1.24 Sei M = {0;1;2} und N = {A, B} dann gilt
M x N ={(0,4);(0,B);(1,A); (1, B); (2, A); (2, B) }.
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1.2 Natiirlische Zahlen

Definition

Wir haben noch keine unendlische Menge, i.e. Menge mit unendlischen vielen Elemen-
ten, gesehen. Wir brauchen eigentlich ein neues Axiom dafiir.

Axiom 1.2.1 (Peano Axiome) Es gibt eine Menge N, die Meger der natiirlischen
Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

e zu jeder n € N, gibt es genau einen Nachfolger N(n) € N (spater N(n) = n+1).
e Es gibt ein Element 0 € N, so dass fiir alle n € N gilt N(n) # 0.
e Jede n € N ist Nachfolger hochstens einer natiirlichen Zahlen.
e Sei M eine Teilmenge von N, so dass
-0eM
-neM=Nn)eM

dann gilt M = N (Induktionseigenschaftaxiom).

Notation 1.2.2 Konkret kann man die natiirlische Zahlen wie folgt definieren: 0,
1=N(0),2=N(1),3=N(2) ... n+1=N(n).

Man kann mit dieser Definiton die klassische arthmetische Eigenschaften von N zu-
riick finden.

Beispiel 1.2.3 Here sind weitere Beispiele von unendliche Mengen die man dank
der Existenz von N konstruiren kann.

Die Menge der ganzen Zahlen ist Z.
Die Mende der rationale Zahlen ist Q.
Die Mende der reelen Zahlen ist R.

Die Mende der komplexen Zahlen ist C.

Induktion

Satz 1.2.4 Sei P eine eigenschaft die eine natiirlische Zahl haben kann. Wenn P(0)
und P(n) = P(n+ 1) wahr sind, dann ist P(n) wahr fiir jede n € N. O

Beweis. Sei M = {n € N | P(n) ist wahr}, dann gilt 0 € M und n € M = N(n) €
M. Vom Induktionseigenschaftaxiom folgt M = N. n
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Beispiel 1.2.5

1. Fiir alle n € N gilt 0+1+2+...+n:w,
2. Fiirallen e Ngilt 02+ 124+22+...4+n? = n<n+1>6(2”+1)
3. Fiirallen € N gilt 0°+134+2% 4 - 4 nd = "2(”4+ 1)?
Beweis. 1. Sei P(n) die Eigenschaft

B n(n+1).

0+ 1424 4n="——

Dann gilt P(0). Angenommen,dass P(n) gilt, dann gilt

n(n+1)
2

n>+n+2n+2 n+1)(n-+2
+(n+1) = : _( )2( )

0+142+4-+n+(n+l) =

2. und 3. Siehe Ubungsblatt 0. n

1.3 Auswahlaxiom

Wir geben noch ein Axiom, das nicht von den Anderen abhéngt.

Axiom 1.3.1 (Auswahlaxiom) Sei (M;);c; ein Mengensystem so dass fiir jedes
i €I, gilt M; # 0 und fiir jede i,j € I, gilt M; N M; = (). Dann gibt es eine Menge
M, so dass fiir jedes ¢ € I die Menge M; N M genau ein Element enthilt.

Dieses Axiom wird spéter benutzt, um zu beweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis
enthalt.

1.4 Abbildungen

Definition 1.4.1 Seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung f von M nach
N ist eine Vorschrift, durch die jede Elemente = € M genau ein Element f(z) € N
zugeordnet wird. In Symbol man schreibt:

f: M — N
x = f(x).

Die Menge M heift Definitionsbereich und N heikt Wertebereich der Abbil-
dung f.
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Beispiel 1.4.2
1. Sei M eine Menge, es gibt die identische Abbildung Id,; : M — M, x > x.
2.Sei f:R =R, x> 22

Definition 1.4.3 Seien f : M — N und g : N — O, dann kann man f mit g
componieren. Als Resultat erhilt man eine Abbildung go f : M — O definiert
durch z — g(f(x)).

Definition 1.4.4 Sei f : M — N eine Abbildung und seien X C M und Y C N
Teilmengen von M und N. Das Bild von X under f ist die Teilmenge von N defienert
durch

fX)={yeN|3reXmity=[f(z)}={f(z) |z X}

Das Urbild von Y ist die Teilmenge von M defieniert durch
[Y)={zeM| f(z) €Y}
Fiir eine Teilmenge {y} mit einem einzigen Element schreibt man f~'(y) = f~'({y}).

Beispiel 1.4.5 Sei f : Z — 7Z die Abbildung definiert durch x ~ 22. Dann gilt
FU=11)) = {1} und f1(1) = {11},

Definition 1.4.6 Sei f: M — N eine Abbildung.

1. Die Abbildung f heikt injektiv wenn, fiir alle z,2’ € M gilt die Implikazion
f(@) = f(&') = x =2’ (oder x # 2" = f(x) # f(z')).

2. Die Abbildung f heift surjektiv wenn, f(M) = N.

3. Die Abbildung f heifst bijektiv wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Satz 1.4.7 Sei f : M — N eine Abbildung. Die Abbildung f ist bijektiv genau dann
wenn existiert eine Abbildung g : N — M mit go f = Idy; und fog = Idy.

Fiir f bijektiv ist die Abbildung ¢ eindeutig definiert. O

Beweis. Angenomment f sei bijektiv. Sei y € N. Als f surjektiv ist, existiert ein
Element z € M mit f(x) = y. Das Element z ist von y eindeutig definiert weil fiir
¥ € M mit f(x) = f(a) gilt z = 2/. Man definiert g : N — M mit g(y) = x. Dann
gilt fog(y) = f(9(y)) = f(x) =y und go f(z) = g(f(z)) = 9(y) = =.

Die Abbildung g ist eindeutig: sei h : N — M mit ho f = Idy; und foh = Idy, dann
gilt fir y = f(x) € N: h(y) = g(f(z)) = x = g(y). Da f surjetiv gilt die Gleichheit
h(y) = g(y) fiir alle y € N.

Angenommen es gibt g, dann fiir x,y € M mit f(z) = f(y) gilt z = g(f(z)) =
9(f(y)) = vy, so dass f injektiv ist. Sei y € N dann gilt y = f(g(y)) und f ist
surjektiv. n
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Definition 1.4.8 Sei f : M — N eine bijektive Abbildung, dann ist die einzige
Abbildung ¢ so dass go f = Id;; und f o g = Idy die Umkehrabbildung genannt
und wird mit f~!': N — M geschrieben.

Bemerkung 1.4.9 Sei f : M — N eine Abbildung und Y einen Teilmenge von
N. Die Urbild f~!(Y) ist fiir jede (auch nicht bijektive) Abbildung definiert und fiir
y € N ist die Urbild f~!(y) fiir jede (auch nicht bijektive) Abbildung definiert.

Satz 1.4.10 Seien f: M — N und g : N — O zwei Abbildungen. Dann gilt.
1. f und g injektiv = g o f injektiv.
2. f und g surjektiv = g o f surjektiv.

3. f und g bijektiv = g o f bijektiv. 0

Beweis. 1. Seien z,y € M, so dass go f(z) = go f(y), dann gilt g(f(x)) = g(f(v))
und als ¢ injektiv ist, gilt f(x) = f(y). Als f injektiv ist, gilt x = y so dass go f
injektiv ist.

2. Sei z € O. Als g surjektiv ist, gibt es y € N mit g(y) = 2. Als f sujektiv ist, gibt es
x € M mit f(z)=y. Dann gilt go f(x) = g(f(x)) = g(y) = z und go f ist surjektiv.

3. Folgt aus 1. und 2. -

Satz 1.4.11 Sei f : M — N eine Abbildung zwischen nicht leere Mengen.

1. Die Abbildung f ist injektiv genau dann wenn, es eine Abbildung g : N — M mit
go f=1Idys gibt.

2. Die Abbildung f ist surjektiv genau dann wenn, es eine Abbildung h : N — M
mit f o h = Idy gibt.

3. Wenn f bijektiv ist dann sind die beide Abbildungen g : N - M und h: N — M
gleich die Umkehrabbildung f~!. 0

Beweis. Siehe Tutorium 2. -

Definition 1.4.12 Sei f : M — N eine Abbildung, der Graph von f ist die Teil-
menge I'(f) C M x N von M x N definiert durch

I'(f) ={(z,y) e M x N |y = f(2)} = {(z, f(z)) | v € M}.

Definition 1.4.13 Seien M und N zwei Mengen, dann ist N¥ die Menge aller
Abbildungen von M nach N.
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Abbildungen und Mengenoperationen

Satz 1.4.14 Seien f : M — N eine Abbildung, M;, My C M und N;, N, C N dann
gilt:

1. M, C My = f(Ml) C f(MQ) und Ny C N, = f_1<N1) C f_1<N2).

2. f(MyUM,) = f(Mi)U f(Ms) und f~1(Ny U No) = f~H(N) U f~1(Na).

3. f(MyN M) C f(Mi) N f(Mz) und f~1 (N1 N Np) = f=H(N) N fH(N).

4. f(M)\ f(Ma) C f(My\ M) und f=H (N1 \ No) = f7H(N)\ f7H(NR). O
Beweis. Siehe Ubungsblatt 2. n

1.5 Relationen

Erste Definition

Definition 1.5.1 Sei M eine Menge. Eine Relation auf der Menge M ist eine Teil-
menge R von M x M. Seien x,y zwei Elemente in M, fiir (z,y) € R schreibt man

r~RY.

Beispiel 1.5.2 1. Sei M eine Menge, die Relation R = {(z,y) € M x M | z = y}
ist die Gleichheitsrelation. Es gilt x ~p y & © = .

2.Sei M =Nund R = {(z,y) € Nx N | 2 <y}. Dann ist R eine Relation auf N.

3. Sei M eine Menge und R = {(A,B) € P(M) | An B = (}. Dann ist R eine
Relation auf M.

Definition 1.5.3 Sei R eine Relation auf einer Menge M.

1. R heilst reflexiv, wenn x ~p z fiir alle x € M.

2. R heifst symmetrisch, wenn x ~p y = y ~p .

3. R heifst antisymmetrisch, wenn (z ~g y und y ~g ) = z = y.
4. R heifit transitiv, wenn (z ~g y und y ~g 2) = x ~g 2.

Beispiel 1.5.4 1. Sei M eine Menge, die Gleichheitsrelation R = {(z,y) € M x
M | x =y} ist reflexiv, symmetrisch, antisymmetrisch und transitiv.

2. Sei M = N die Relation R = {(z,y) € NxN | z <y} ist reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv aber nicht symmetrisch.

3. Sei M eine nichtleere Menge. Die Relation R = {(A,B) € B(M) | AnB = 0}
auf der Menge M ist nicht reflexiv, symmetrisch, nicht antisymmetrisch und nicht
transitiv.
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Ordnungsrelationen

Definition 1.5.5 Sei M eine Menge und R eine Relation auf M. Die Relation R
heifst Ordnungsrelation, wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

Beispiel 1.5.6 1. Sei M eine Menge, die Gleichheitsrelation ist eine Ordnungsrela-
tion.

2. Sei M = N die Relation R = {(z,y) € N x N | 2 < y} ist eine Ordnungsrelation.

3. Sei M eine nichtleere Menge. Die Relation R = {(A, B) € B(M) | AN B = (0} ist
nicht eine Ordnungsrelation.

Aquivalenzrelationen

Definition 1.5.7 Sei R eine Relation auf einer Menge M. 4. R heikt Aquivalenz-
relation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel 1.5.8 1. Sei M eine Menge, die Gleichheitsrelation ist eine Aquivalenzrela-
tion.

2. Sei M = N die Relation R = {(z,y) € NxN | z < y} ist keine Aquivalenzrelation.

3. Sei M eine nichtleere Menge. Die Relation R = {(A, B) € B(M) | AN B = (0} ist
keine Aquivalenzrelation.

Lemma 1.5.9 Sei R = {(x,y) € Nx N | x —y ist gerade}. Dann ist R eine Aquiva-
lenzrelation auf N. O

Beweis. Siehe Ubungsblatt 2. -

Satz 1.5.10 Sei f : M — N eine Abbildung. Dann ist R = {(z,y) € M | f(z) =
f(y)} eine Aquivalenzrelation. O

Beweis. Als f(x) = f(x), gilt © ~r z. Fiir x ~g y, gilt f(z) = f(y) und f(y) = f(x),
so dass y ~g x gilt. Fiir  ~g y und y ~p z, gilt f(z) = f(y) und f(y) = f(2), so
dass f(z) = f(z) und = ~g z gilt.
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Quotient

Definition 1.5.11 Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M.

1. Die Aquivalenzklasse [z] von z ist die Menge aller Elemente y mit z ~p y. Mit
Symbol:

] ={ye M |z ~ry}

2. Die Gesamtheit der Aquivalenzklassen bildet eine Teilmenge der Potenzmenge
PB(M) die man M/R bezeichnet und Quotientenmenge von M nach R. Mit
Symbol
M/R ={N eB(M) | Iz € M mit N = [z]}
= {[z] e B(M) | = € M}.

Lemma 1.5.12 Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M und sei z,y € M.
Dann sind die folgende Aussagen dquivalent:

3.[L‘NRy. O

Beweis. 1. = 2. Trivial: x € [z] = [y] also x € [z] N [y].

2. = 3. Sel z € [z] N [y]. Dann gilt x ~p z und y ~p z. Als R symmetrisch ist gilt
z ~p y und von der transitivitit gilt  ~p y.

3. = 1. Sei z € [z], dann gilt x ~g 2. Als R symmetrisch und transitiv ist gilt y ~g z
i.e. z € [y] und [z] C [y]. Die Inklusion [y] C [z] kann man mit der selben Methode
beweisen. -

Korollar 1.5.13 Sei O € M/R eine Aquivalenzklasse dann gilt z € O < [7] = O.

Definition 1.5.14 Sei M eine Menge, eine Partition von M ist eine Familie (M;);e;
von Teilmenge M; C M so dass

L MZOM]I(Z)fuI'Z%j,

° UMi:M-

el

Satz 1.5.15 Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Dann bildet die
Familie von Aquivalenzklassen eine Partition von M. O
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Beweis. Aus Lemma 1.5.12 gilt [x]N[y] = 0 fiir [z] # [y]. Aukerdem, gibt es fiir jedes
Element x € M eine Klasse: [z] so dass x € [z]. Es gilt daher

[z]eM/R
Die umgekehrte Inklusion gilt auch da [z] C M fiir alle [z]. -

Definition 1.5.16 Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Die Abbildung
pr: M — M/R defieniert durch = — [z] heifst die kanonische Projektion.
Lemma 1.5.17 Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M.

1. Die kanonische Projektion pg ist surjektiv.

2. Es gilt fiir x,y € M: [z] = [y] © pr(z) = pr(y). 0

Beweis. 1.Sei [z] € M/R, dann gilt [z] = pr(z).

2. Trivial aus der Definition. =

Satz 1.5.18 Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Sei f : M — N
eine Abbildung, so dass [z] = [y] = f(z) = f(y). Dann gibt es eine Abbildung
f:M/R — N,sodass f = fopg.

M—f>N

7

pRl e
4 f

M/R.

Beweis. M/ R ist eine Menge von Teilmengen von M. Sei O € M/R (z.b. O = [] fiir
z € M). Wenn die Abbildung f existiert, dann gilt fiir x € O: f(x) = f(pr(x)) =
f([z]) = f(O) i.e. f(O) = f().

Seien z,y € O, dann gilt aus Lemma 1.5.17: [z¢] = O = [y] und f(z) = f(y). Die
Abbildung O — N definiert durch = — f(x) ist konstant gleich n € N. Wir definieren
f(O) =n. Es gilt n = f(z) fiir jeder x € O.

Es gilt f o pr(z) = [(a]) = f(a). .



2 Gruppen, Korper und Ringe

2.1 Gruppen

Definition und Beispiele

Definition 2.1.1 Eine Gruppe ist ein geordnetes Paar (G, m) mit G einer Menge
und m einer Abbildung m : G x G — G (auch Verkniipfung gennant) so dass die
folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

e Es existiert ein neutrales Element e in G mit m(e, x) = m(x,e) = z fiir alle

re(.

e Die Verkniipfung m ist assoziativ, dass heifst m(z, m(y, z)) = m(m(z,y), 2)
fiir alle x,y, 2z € G.

e Fiir jedem x € G gibt es ein inverses Element, dass heifst eine Element y € G

mit m(z,y) = m(y,z) = e.

Definition 2.1.2 Eine Gruppe (G, m) heift kommutativ oder abelsch falls gilt:
m(z,y) = m(y,z) fir alle z,y € G.

Notation 2.1.3 Wir werden oft die Verkniipfung m : G x G — G mit einem mul-
tiplikativen Symbol schreiben: m(z,y) = x - y. Die Axiome fiir die Definition einer
Gruppen sehen wie folgt aus:

e Neutrales Element: e € G mit e-x =z -e = z fiir alle x € G.
e Associativitit: - (y-z) = (x - y) - 2 fiir alle z,y, 2z € G.
e Inverses Element: fiir jedem z € G existiert yc Gmit v -y =y -z =e.

Die Kommutativitat sieht wie folgt aus:
x . y = y . ZL"

Beispiel 2.1.4 Hier sind Beispiele von Gruppen:

e (Z,+), wo + : Z x Z — 7Z durch (z,y) — x + y definiert ist, ist eine abelsche
Gruppe.
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(Q,4), wo +: Q x Q — Q durch (x,y) — x + y definiert ist, ist eine abelsche
Gruppe.

e (R,+), wo +: R xR — R durch (z,y) — = + y definiert ist, ist eine abelsche
Gruppe.

e (C,+), wo +:C x C — C durch (z,y) — z + y definiert ist, ist eine abelsche
Gruppe.

o (Q\ {0}, x), wo x :Q\{0} xQ\{0} — Q\ {0} durch (z,y) — z x y definiert

ist, ist eine abelsche Gruppe.

e Fiir eine Menge M, die Menge Bij(M) der bijektiven Selbstabbildungen f :
M — M mit der Verkniipfung Bij(M) x Bij(M) — Bij(M) gegeben durch
Komposition von Abbildungen: (f,g) — f o g ist eine Gruppe. Die Gruppe
(Bij(M), o) ist nicht kommutativ sofern M mindestens drei paarweise vershie-
dene Elemente enthélt.

e (N, +) ist keine Gruppe: 1 hat kein inverses Element.

Satz 2.1.5 Sei (G, ) eine Gruppe.
1. Das neutral Element ist eindeutig bestimmt.

2. Sei x € (G, das inverse Element von z ist eindeutig bestimmt. 0

Beweis. 1. Seien e und €’ zwei neutrale Elemente. Dann gilt ¢/ = e - ¢’ weil ¢’ neutral
ist und e - ¢/ = ¢’ weil e neutrql ist. Es folgt ¢/ =¢e-¢ =e.

2. Seien y und 3’ zwei inverse Elemente von z. Dann gilt

y=e-y=0U 2z -y=y (x-y)=y.

Beispiel 2.1.6 Wir beschreiben das neutral Element und das inverse von einem
Element z in den obigen Beispielen von Gruppen.

e (Z,+): neutral Element 0. Inverse von z: —z.

e (Q,+): neutral Element 0. Inverse von z: —z.

e (R, +): neutral Element 0. Inverse von z: —zx.

e (C,+): neutral Element 0. Inverse von z: —z.

e (Q\ {0}, x): neutral Element 1. Inverse von z: £ =z~ 1.
e (Bij(M),o): neutral Element Id,,. Inverse von f: f~1.
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Notation 2.1.7

1. Oft (aber nicht immer) werden wir allgemeine Verkniipfungen auf G die eine Grup-
pe definieren mit - bezeichnen. In diesem Fall werden wir das neutral Element mit 1
bezeichnen und das inverse Element von x mit 27! bezeichnen.

2. Wenn eine Gruppe abelsch ist werden wir oft (aber nicht immer) die Verkniipfung
mit + bezeichnen. Dann werden wir das neutral Element mit 0 bezeichnen und das
inverse Element von  mit —z bezeichnen.

3. Sei (G, -) eine Gruppe und seien (a;);cn,n) 7 Elemente in G. Dann werden wir das
Produkt von diesen Elementen mit

n
[]a
i=1

bezeichnen. Falls n = 0 zugelassen ist, dann handelt es sich um die leere Folge. Man
erklart das zugehorige leere Produkt durch

0

Hai =1.

=1

4. Sei (G, +) eine Gruppe und seien (a;);cj1,,) 7 Elemente in G. Dann werden wir die
Somme von diesen Elementen mit
n
D
i=1

bezeichnen. Falls n = 0 zugelassen ist, dann handelt es sich um die leere Folge. Man
erklart das zugehorige leere Somme durch

Zai:O.

=1

Untergruppe

Definition 2.1.8 Sei (G, ) eine Gruppe und H C G eine Teilmenge, dann heiflt H
eine Untergrupp von G wenn gilt:

1. 1e H,
2.xz,ye H=z-ye H,

3.xeH=2x2'ecH.

Satz 2.1.9 Sei H eine Untergrupe von (G,-), dann ist (H,-) eine Gruppe. 0
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Beweis. Siehe Ubungsblatt 3. n

Satz 2.1.10 Sei (G, -) eine Gruppe und seien z,y, z Elemente in . Dann gilt:
l.ay=22=9y=2z2,
20yr =z =y = 2,
3. (a7 =g,
-1

4. (zy) P =y tzl 0

Beweis. 1. Es gilt y = (z7'2)y = 27 H(zy) = 27 (22) = (z7'2)2 = 2.

2. Es gilt y = y(za™!) = (yx)z™! = (z2)z7! = z(2xz™!) = 2.

3. BEs gilt z27! = 272 = 1, das heifit z ist das inverse Element fiir 27!

3. Es gilt (zy)(y to™) =x(yy Dz =2z =1 und (y o ey =y Ha"ta)y =

y~ty = 1, das heifit y~'z~! ist das inverse Element fiir zy. -

Gruppenhomomorphismus

Definition 2.1.11 Seien (G,-) und (G’,x) Gruppen. Eine Abbildung f : G — G’
heitt Gruppenhomomorphismus wenn fiir jeden x,y € G gilt:

fxy) = f(x) > f(y).
Satz 2.1.12 Sei f : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus dann gilt fiir alle z € G
F(1) = e und f(a7) = f(a)
wo 1 das neutral Element von G ist und ex das neutral Element von G’ ist. O

Beweis. Es gilt f(1)x f(1) = f(1-1) = f(1) = f(1) * eer und von Satz 2.1.10.1 folgt
f(1) = ecr.

s gilt f(2) (o)) = flae) = f(1) = ecr und f(z~) % f(@) = fla~1a) = £(1) =

ecr, dass heift f(x™!) ist das inverse Element von f(z). -

Satz 2.1.13 Sei f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, dann ist Ker(f) = {z €
G | f(x) = eq '} eine Untergruppe von G. 0

Beweis. Es gilt 1 € Ker(f). Fir z,y € Ker(f) gilt f(zy) = f(z) * f(y) = e» x e =
eqr, dass heikt zy € Ker(f) und f(271) = f(z)™! = e = e, dass heikt z € Ker(f).m

Definition 2.1.14 Sei f : G — G ein Gruppenhomomorphismus, dann heifst die
Untergruppe Ker(f) = {z € G | f(xz) = e} der Kern von f.
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Satz 2.1.15 Sei f.G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Die Abbildung f ist genau
dann injektiv, wenn Ker(f) = {1}. O

Beweis. Angenommen f sei injektiv, dann gilt fiir x € Ker(f): f(z) = e = f(1)
und z = 1 folgt von der Injektivitit.

Angenommen Ker(f) = {1}, dann gilt fiir 2,y € G mit f(z) = f(y): f(zy™!) =
fx)f(y)™' = f(z)f(z)™' = eq, dass heikt zy~! € Ker(f). Weiter folgt zy~! =1
und x = y. n

Satz 2.1.16 Sei f : G — G’ ein Gruppenabbildung, dann ist das Bild von f eine
Untergruppe von G’ O

Beweis. Siehe Ubungsblatt 3. n

2.2 Korper

Definition und Beispiele
Definition 2.2.1 Ein K6rper ist ein geordnetes Paar (K, +, ) mit K einer Menge
und +, - Verkniipfungen auf K, so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

e (K,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutral Element 0.

e (K \ {0},-) ist eine kommutative Gruppe mit neutral Element 1.

e Fiir jeden z,y,z € K gilt x(y + z) = 2y + zz (Distributivgesetzt).

Das Element 0 heiftt das Nullelement von K und das Element 1 heilst das Einsele-
ment von K.

Notation 2.2.2

1. In die Gleichung z(y + 2) = zy + xz hitten Wir eigentlich z(y + 2) = (zy) + (z2)
schreiben mussen. Implizit hier ist, dass die Multiplication - Vorrang der Addition +
hat.

2. Wir schreiben K* fiir K\ {0}.

3. Fiir x € K und y € K schreiben wir T xy L.
Yy

Beispiel 2.2.3 Hier sind Beispiele von Korper:
e (Q,+,-) ist einer Korper.
e (R,+,) ist einer Korper.
e (C,+,-) ist einer Korper.
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e (Z,+,-) ist keiner Korper: 2 hat kein inverses Element.

Satz 2.2.4 Sei (K, +,-) ein Korper.
1. Es gilt (y 4 2)z = yx + zz fiir alle z,y, z € K,

2. Es gilt 20 = 0x = 0 fiir alle z € K,

t
3. Es gilt£+z: Tt yz fiir alle x, 2 € K und y,t € K*.
y t yt
4. Seien x,y € K, dann gilt zy = 0x = x = Og oder y = Ok 0

Beweis. 1. Es gilt (y + 2)x = 2(y + 2) = zy + vz = yx + 2.
2. Es gilt 0x = 20 = 2(0 + 0) = 20 + 20 und mit Satz 2.1.10.1 gilt 0z = 20 = 0.
3. Es gilt

Iy % =ay ot =att T ly—1 4+ 2zyy T = at(yt) "+ yz(yt) 7t
Y

t
— (wt +y2)(yt) ™ = = iyz'
)

4. Seien x,y € K, mit 2y = Og. Falls x # Ok, dann gilt y = (z7'2)y = 27 (2y) =
SL’_loK = Og. m

Teilkorper

Definition 2.2.5 Sei (K, +, ) ein Koérper L C K eine Teilmenge, dann heifst K ein
Teilkérper von K wenn L eine Untergruppe von (K, +) ist und L™ eine Untergrup-
pen von (K*-) ist.

Satz 2.2.6 Sei L ein Teilkorper von (K, +,-), dann ist (L, +, ) ein Korper. 0
Beweis. Folgt von Satz 2.1.9. n

Beispiel 2.2.7
1. Q ist ein Teilkorper von (R, +,-) und von (C, +,-).
2. R ist ein Teilkorper von (C, +, ).

3.Q(v2) = {zx+yv2 € R | z,y € Q} ist ein Teilkérper von R (sieche Ubungsblatt 3).
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Korperhomomorphismus

Definition 2.2.8 Seien (K,+,:) und (K’ ,+,-) zwei Kérper. Eine Abbildung f :
K — K’ heiftt Kérperhomomorphismus wenn f : (K,+) — (K',+) und f :
(Kx,-) — (K'",-) Gruppenhomomorphismus sind.

Satz 2.2.9 Sei f : K — K’ ein Kérperhomomorphismus dann gilt fiir alle z € K
und y € K*:

F(0x) =0k, f(1x) =1k f(=2) = —f(2) und f(y~") = f(y)~".

Beweis. Folgt von Satz 2.1.12. n

Beispiel 2.2.10 Sei f: C — C mit f(z) = z die komplexe Konjugation, dann ist f
ein Kérperhomomorphismus (siehe Ubungsblatt 3).

Satz 2.2.11 Sei f: K — K’ ein Kérperhomomorphismus, dann ist f injektiv. 0
Beweis. Wir berechnen Ker(f) ={z € K | f(z) = 0x/}. Sei z € Ker(f) mit  # O,
dann gilt Oxr # 1 = f(lg) = f(za™!) = f(z)f(x™!) = O f(x™!) = O ein

Widerspruch. Weiter folgt © € Ker(f) = = = 0k und Ker(f) = {Ox} und aus Satz
2.1.15 folgt, dass f injektiv ist. n

Die Characteristik eines Korper

Definition 2.2.12 Sei K ein Korper, n € N und z € K. Man definiert n - x durch

n-r=x+xr+---+2.

n mal

Man definiert char(K'), die Charakteristik von K, durch char(K) = 0 fallsn-1x # 0
fiir alle n # 0, und char(K) = min{n € N\ {0} | n- 1x = 0k} andernfalls.

Satz 2.2.13 Sei K ein Korper, dann gilt char(K) = 0 oder char(K) ist eine Prim-
zahl. 0O

Beweis. Angenommen dass char(K) # 0, seien n,m € N mit char(K) = nm. Dann
gilt char(K) - 1x = (nm) - 1x = (n- 1) (m - 1x) und aus Satz 2.2.4 folgt n- 1x = Ok
und m - 1x = Og. Aus der Definition folgt char(K) = n oder char(K) = m, dass
heift char(K) ist eine Primzahl. -
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2.3 Ringe

Definition und Beispiele

Definition 2.3.1 Ein Ring ist ein geordnetes Paar (R, +,-) mit R einer Menge und
+, - Verkniipfungen so dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

e (R,+) ist eine kommutative Gruppe,
e es existiert ein Einselement 1z in R mit 1zp-x =2 -1z =z fiir alle z € R,
e die Verkniipfung - ist associativ,

e fiir jeden z,y,z € R gilt x(y + 2) = zy + zz und (y + 2)z = yz + 2.

Definition 2.3.2 Ein Ring (R, +, ) heilt kommutativ falls gilt: zy = yx fiir alle
r,y €R

Beispiel 2.3.3 Hier sind Beispiele von Ringe:
e (Z,+,-), ist ein kommutativer Ring.

e Ein Korper (K, 4+, -) ist ein kommutativer Ring also sind (Q, +, -), (R, +, ) und
(C,+, ) kommutative Ringe.

Unterringe

Definition 2.3.4 Sei (R, +,-) ein Ring und S C R eine Teilmenge, dann heifst S
eine Unterring von R wenn gilt:

1. (S,+) ist eine Untergrupe von (R, +),
2. x,ye S=ay e S.
3.1€S.

Satz 2.3.5 Sei S ein Unterring von (R, +,-), dann ist (S, 4+, -) ein Ring. 0

Beweis. Ubung. n
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Ringhomomorphismus

Definition 2.3.6 Seien (R,+,-) und (R',+,-) Ringe. Eine Abbildung f : R — R’
heifst Ringhomomorphismus wenn gilt:

1. f:(R,4+) = (R',+) ist ein Gruppenhomomorphismus.

2. f(lR) = ]-R"

3. f(zy) = f(z)f(y) fir jeden z,y € R.

Beispiel 2.3.7

1. Eine Kérperhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus.

2. Sei K ein Korper, die Abbildung Z — K definiert durch n +— n - 1x ist ein
Ringhomomorphismus.

Die Ringe Z,

Lemma 2.3.8 (Schulwissen) Seien x,n € Z, mit n # 0. Dann existieren eindeutig
bestimmte Elemente r,q € Z mit 0 <r <n und x = gn + r.

Setze r,(x) = r. O

Definition 2.3.9 Sei n € N mit n > 2 und sei Z, = {0,1,2,---,n — 1}. Fiir
T,y € Lpseix+y=r,(x+y)und -y =r,(zy).

Satz 2.3.10 (Z,, +,-) ist ein kommutativer Ring. 0
Beweis. Ubung. n
Satz 2.3.11 (Z,,+, ) ist ein Kérper genau dann wenn n eine Primzahl ist. 0

Beweis. Es gilt n -1z, = 0z, und m - 15, # 0z, fiir 0 < m < n. Falls Z,, ein Kérper
ist, gilt char(Z,) = n und n ist eine Primzahl.

Angenommen, dass n eine Primzahl ist, wir beweisen, dass jedem = € Z,, \ {0z, } ein
inverses Element hat. Wir zeigen zuerst ein Lemma.

Lemma 2.3.12 Sei n eine Primzahl ist. Dann ist Z, Nullteilerfrei, dass heift: fiir
x,Yy € Ly mit x -y = 0z, gilt © =0z, oder y =0y,. O

Beweis. Seien x,y € Z, mit x -y = 0z, . Dann ist xy ist durch n teilbar. Da n
eine Primzahl ist , folgt: n teilt = oder y. Damit ist aber x = 0 oder y = 0, da
0 S z,y S n— 1. |
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Sei nun z € Z, \ {0z, }. Definiere eine Abbildung m, : Z,, — Z,, durch m,(y) = x - y.
Dann ist m, injektiv: seien y, z mit m,(y) = m.(2), es folgt x(y — z) = 0z,. Vom
Lemma folgt y — 2 =0z, und y = z.

Alle Elemente m,(0), m,(1), m.(2), - ,m,(n — 1) sind paarweise verschieden. Es
sind dann n Elemente im Bild m,(Z,,) von m,. Da Z,, genau n Elemente hat gilt: m,
ist surjektiv. Insbesondere gilt: es gibt ein y € Z, mit m,(y) = 1z,. Dann ist y das
invrses Element von x und Z,, ist ein Korper. =



3 Vektorraume und lineare
Abbildungen

3.1 Vektorraume

Definitionen und Beispiele

Definition 3.1.1 Sei K ein Korper. Ein Vektorraum iiber K (oder K-Vektorraum)
ist eine Menge V' zusammen mit zwei Abbildungen 4+ : V' x V — V (Addition gen-
nant) und - : K x V — V (Skalarmultiplikation genannt) mit den folgenden
Eigenschaften:

e (V,+) ist eine kommutative Gruppe,

o fiir alle z,y € K und v € V, es gilt (zy) -v=1z-(y-v),

o fiirallev eV gilt 1x-v=nuv,

e fiir alle x € K und vy,vs € Vesgilt - (v1 +vg) =z v + - vs.
o fiirallex,y€c Kundv e Vesgilt (zx+y) - v=ax-v+y-v.

Die Elemente in V' heiffen Vektoren, die Elemente in K heifen Skalare. Das Null-
element 0, von (V,+) heift Nullvektor (oder die 0 von V).

Notation 3.1.2 Sei V ein K-Vektorraum man setze
o vy — Uy =01 + (—1) - v,y fiir alle vy, v €V,

e yrv=yg-viirallexz € Kund v V.

Beispiel 3.1.3 Sei K ein Korper.

1. Der Nullvektorraum V = {0} iiber K (fiir + und - gibt es nur eine Moglichkeit).
Man schreibt einfach V' = 0.

2. Der Vektorraum V = K: Addition und Skalarmultiplication sind durch Addition
und Mulktiplikation von K definiert.
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3. Sei V = K™ das n-fache Kartesische Produkt von K. Wir schreiben Elemente als
Spalten:

|

T

wobei x; € K. Wir definieren + : V' x V — V durch

1 Y1 1+
: + : = :
T Yn Ty + Yn
und - : K x V — V durch
I XTI
T - =
Tn TXy,

Dann ist (V,+,-) ein Vektorraum (siche Ubungsblatt 4).

4. Sei I eine Menge, dann ist K! = {Abbildungen f : I — M} ein Vektorraum,
wobei fiir f,g € V und x € K, sind f + g und = - f die Abbildungen definiert durch

(f +9)(@) = f(i) +g(i) und (z - f)(2) = = f(i)
fir alle 7 € 1.

5. Sei L ein Korper so das K ein Teilkorper von L ist (K C L). Dann ist L ein K-
Vektorraum mit Addition und Skalarmultiplikation gegen durch Addition und Multi-
plikation von L.

Zum Beispiel sind R und C Vektorrdume iiber Q (und auch iiber R).
Der Korper Q(v/2) = {z +yv2 € R | z,y € Q} ist ein Q-Vektorraum.

6. Seien V und W zwei K-Vektorrdume, dann ist V x W auch ein K-Vektorraum
wobei Addition und Skalarmultiplikation durch

(v, w1) + (v, wa) = (V1 + Vo, w; +ws) und z - (v,w) = (x - v,z - w)
gegeben sind.

Definition 3.1.4 Seien V und W zwei Vektorrdume. Der K-Vektoraum V x W wird
mit V' @ W bezeichnet und heifit (externe) direkte Summe von V und W.
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Unterraume

Definition 3.1.5 Sei V' ein K-Vektorraum, ein Unterraum W von V ist eine Teil-
menge W von V', so dass gilt:

e (W, +) ist eine Untergruppe von (V,+),

e zwcWfirallex € K und w &€ W.

Lemma 3.1.6 Sei V' ein K-Vektorraum und sei W ein Unterraum von V. Dann ist
W ein K-Vektorraum mit Addition und Skalarmultiplication durch Einschrinkung
der Addition und Skalarmultiplikation von V' gegeben. O

Beweis. Ubung. n

Beispiel 3.1.7 Sei K ein Korper.

1. Sei V ein K-Vektorraum, dann ist {0y } ein Unterraum von V. Statt {0y } schreibt
man einfach 0y oder sogar 0.

2. Sei V ein K-Vektorraum und sei v € K. Dann ist (v) = {zv € V | x € K} ein
Unterraum von V. Fiir v = Oy gilt (v) = Oy. Fiir v # 0y heifst (v) eine Gerade von
V.

3. Seien W; und W5 zwei Unterrdme von ein K-Vektorraum V. Dann sind

WinNWy und Wi+ Wy = {w; +wy € V |wy € Wi und wy € Wh}
Unterraume.
4. Sei I eine Menge, dann ist

KW = {fe K'| f(i) # 0 fiir nur endliche viele i € I}
ein Unterraum von K’.
5. Fiir ein Interval I in R, dann ist
CUI) = {f € R"| f ist stetig}

ein Unterraum von RZ.

Definition 3.1.8 Sei V ein K-Vektorraum. Zwei Unterrdume W; und W5 sind in
direkte Summe falls W; NW5 = 0y.. In disem Fall schreibt man W; Wy = Wi+ W,y
und nennt man W; @ W, die interne direkte Summme.
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3.2 Lineare Abbildungen

Definitionen und Beispiele

Definition 3.2.1 Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f: V — W
heiftt linear oder K-linear falls gilt:

o f:(V,4+)— (W,+) ist ein Gruppenhomomorphismus,
o f(x-v)=ux-f(v)firallez € Kund v e V.

Eine lineare Abbildung heifst auch Homomorphismus. Falls W = V| heifst dann
eine lineare Abbildung auch Endomorphismus.

Definition 3.2.2 Seien V und W zwei K-Vektorraume. Wir definieren

Homg(V,W)={f:V — W | f ist ein Homomorphismus}
Endg (V) = Homg (V, V).

Lemma 3.2.3 Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : V — W
ist K-linear genau dann wenn

f(z1v1 + 22v2) = 21 f (V1) + 22 f (v2)
fiir alle 1,29 € K und vy, vy € V. O
Beweis. Siehe Ubungsblatt 4. n

Definition 3.2.4 Sei f: V — W eine lineare Abbildung.
1. f heift Monomorphismus falls f injektiv ist.

2. f heifit Epimorphismus falls f surjektiv ist.

3. f heifst Isomorphismus falls f bijektiv ist.

Lemma 3.2.5 Sei f : V — W ein Isomorphismus, dann ist die Umkehrabbildung
f~1: W — V auch ein Isomorphismus. 0

Beweis. Siehe Ubungsblatt 4. -

Definition 3.2.6 Zwei K-Vektorrdume V und W heifen isomorph falls es ein Iso-
morphismus f : V' — W gibt. Dann schreibt man V ~ .

Lemma 3.2.7 Sei f:V — W dann gilt f(0) =0. 0

Beweis. Folgt aus Satz 2.1.12, weil f : (V,+) — (W, +) ein Gruppenhomomorphis-
mus ist. [
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Lemma 3.2.8 Seien f: V — W und g : W — U zwei Homomorphismus dann ist
g o f auch ein Homomorphismus. 0

Beweis. Seien x1, 19 € K und vy,v, € V, dann gilt

go f(zivr + 22v2) = g(f(z1v1 + 22v2)) = g(w1f (V1) + 22 f (2))
= z19(f(v1)) + 229(f (v2)) = 219 0 f(V1) + D29 © f(V2).

Aus Lemma 3.1.6 folgt, dass g o f ein Homomorphismus ist. n

Beispiel 3.2.9 1. Seien V und W zwei K-Vektorraume. Die Nullabbildung f :
V' — W ist die Abbildung definiert durch f(v) = 0 fiir alle v € V. Die Nullabbildung
ist linear. Man schreibt f = 0.

2. Sei V ein K-Vektorraum, die identitdt Abbildung Idy ist linear.

3. Sei V ein K-Vektorraum und sei x € K. Dann ist die Abbildung f, : V — V|
welche definiert durch f,(v) = zwv ist, linear. Die Abbildung f, heiftt Homothetie
(oder zentrische Streckung) von Streckfaktor z.

4. Die Abbildung K% — K? definiert durch
( T ) ( ax + by )
—>
Yy cx + dy

4. Die Abbildung K — K, x + 22 ist nicht linear.

wobei a,b,c,d € K, ist linear.

Definition 3.2.10 Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Der Kern von f ist
Ker(f) = {ve V | f(v) =0}.

Bemerkung 3.2.11 Der Kern von einer linear Abbildung f ist der Kern von f als
Gruppenhomomorphismus f: (V,+) — (W, +).

Lemma 3.2.12 Sei f : V — W eine lineare Abbildung.

1. Ker(f) ist ein Unterraum von V.

2. f ist injektive genau dann, wenn Ker(f) = 0. O

Beweis. 1. Seien v,v" € Ker(f) und x € K, dann gilt f(v+v') = f(v) + f(v') =0
i.e. v+ v € Ker(f) und f(zv) =z f(v) =0 i.e. x € Ker(f).

2. Folgt aus Satz 2.1.15, weil f : (V,+) — (W, +) ein Gruppenhomomorphismus ist.m

Lemma 3.2.13 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und seien V' C V und
W' c W Unterraume.

1. Dann ist f(V’) ein Unterraum von W.

2. Dann ist f~!(WW’) ein Unterraum von V. 0
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Beweis. 1. Seien w,w" € f(V’) und sei x € K. Aus der Definition von f(V’), gibt
es v,v" € V' so dass, f(v) = w und f(v') = w'. Dann gilt w + v’ = f(v) + f(V') =
flo+") e f(V), weil v+ o' € V', Es gilt auch zw = xf(v) = f(zv) € f(V'), weil
xv e V.

2. Seien v,v' € f~Y(W’) und sei * € K. Aus der Definition, gilt f(v) € W’ und
f(v') € W. Dann gilt f(v+ ') = f(v) + f(v') € W'. Es gilt auch f(zv) = zf(v) €
w’. n



4 Linear Unabhangigkeit

4.1 Linearkombinationen

Definition 4.1.1 Sei V ein K-Vektorraum und seien vy,--- ,v,, € V.Dannistv € V
eine Linearekombination von v, - - - , v, falls es Skalar x,--- ,z,, € K gibt mit

m
V= E T;V; = T1U1 + Ty Uy -
i=1

Beispiel 4.1.2 1. Der Nullvektor ist eine Linearekombination von alle Vektoren
V1, , Uy € Vies gibt Skalar: xy = - -2, = 0sodass Oy = >, 0-v;, = > 20,

2. Seien vy, v, v3 € Q% mit

e (B) = (0w ()

und sei

Dann gilt v = 2-v1+1-v3+0-v3 = 3-v1+0-v94+1-v3 und v ist eine Linearekombination
von v1, V9, v3. Man kann hier schon bemerken, dass Linearekombinationen nicht immer
eindeutig sind.

Definition 4.1.3 Sei V ein K-Vektorraum. Die lineare Hiille einer Teilmenge M
von V ist definiert als:

(M) :={v € V | v ist eine Linearekombination von Vektoren in M }.
(Wir setzen (()) = {0}). Wir schreiben (vq, -+, vy,) fir ({vi, -, vm}).
Lemma 4.1.4 Die lineare Hiille (M) ist ein Unterraum. 0

Beweis. Der Nullvektor ist immer eine Linearekombination also 0y € (M). Seien
v,w € (M). Dann gibt es Elemente vy, -+ ,v,, € M und Elements wy, -, w; € M und
Skalare xq, -+, xm,y1, -,y € K so dass:

m l
v = g z;v; und w = E YW
=1 j=1
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Dann gilt
m l
v+ w = Z%Uz‘ + Zijj
i=1 j=1

i.e. v +w € (M). Fir x € K gilt auch

m

m
TV =T Z T0; = Z(IE%)%
i=1

i=1
i.e. xzv € (M). -

Definition 4.1.5 Sei U ein Unterraum von V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge M
von U erzeugt U falls (M) = U. In diesem fall heift M ein Erzeugendensystem
(EZS) von U.

Definition 4.1.6 Ein Vektorraum V ist endlich erzeugt, falls V = (M) mit M
einer endlichen Teilmenge von V.

Beispiel 4.1.7 1. {0} = (D) i.e. () ist ein EZS von V = {0}.
2. Es gilt K2 = (vy,vq) i.e. {v1,v2} ist ein EZS von K? wobei

e (D) e (0.

2. Sei v € K?, dann ist {vy, vy, v} ein EZS von K2.

3. Seien 1,v2 € Q(v2) = {z +yv2 | z,y € Q}. Dann ist (1,v/2) ein EZS von Qv/2)
iber Q.

Lemma 4.1.8 Sei I eine unendliche Menge, dann ist K/) nicht endlich erzeugt. o

Beweis. Per Definitionem gilt
KU = {f:T— K| f(i) # 0 nur fiir endliche viele i € I'}.

Nemmen wir an, dass es Elemente fi, -, f, € K gibt so dass KU = (fy,---, fu).
Sei
J={jel] fi(j) #0 firein i mit 1 <i<n}.

Dann ist J endlich. Da I unendlich ist gibt es ein Element k € I\ J. Sei f: ] — K

definiert durch
1 fallsi =%

0 andernfalls.

i) == {

Es gilt f € KO aber f & (fi,--, fu). n



36 4 Linear Unabhéngigkeit

4.2 Linear Unabhangigkeit

Definition 4.2.1 1. Ein n-Tupel (vy,- -+ ,v,) von Vektoren in V' heifit ein Vektor-
system.

2. Ein Vektorsystem (vy, - - -, v,) heift linear abhéngig, fall es Skalare z1,--- ,z, €
K gibt, welche nicht alle gleich 0 sind (i.e. (z1, -+ ,2,) # (0,---,0)), mit

n
E T;U; = 0.
i=1

Andernfalls heift (vy,---,v,) linear unabhéngig.

Definition 4.2.2 Eine Teilmenge M C V heifst linear unabhéngig, falls alle Vek-
torsysteme (vq,- - ,v,) mit vy, - -+ , v, € M linear unabhéngig sind. Andernfalls, heifst
M linear abhingig.

Die leere Menge ist immer linear unabhéngig.

Beispiel 4.2.3 1. Sei v € V, dann ist {v} genau dann linear unabhéngig, wenn

v # 0.
2. Sei v € V, dann ist (v, v) linear abhingig.

3. Seien vy, vy € V, dann ist (vy,v) linear abhéngig genau dan wenn es z1, x5 € K
gibt, die nicht beide gleich nul sind, mit z;v; + x2v9 = 0.

Gilt v; # 0 und vy # 0, dann ist (v1, v9) linear abhéingig genau dann wenn Kv; = Kuv,
wobel Kv; = {zv; | x € K}.

4. 2. Seien vy, v9, v3 € Q? mit

(1) (3 (1)

Dann ist (v, vg,v3) linear abhéngig, weil 1-v; 4+ (=1) - v + 1 - v3 = 0.

5. (1,4/2) ist in Q(v/2) linear unabhingig (als Q-Vektorraum): seien 2,y € Q mit
z-1+yv2=0.Fall y # 0 gilt V2 = % € Q ein Wiederspruch also gilt y = 0 und
dann z = 0.

Lemma 4.2.4 Sei (v, ,v,) ein linear unabhéngiges System, dann ist ein Unter-
system (vj,,--- ,v; ) von (vy,--- ,v,) auch linear unabhéngig. 0
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Beweis. Seien Skalare x;,,--- ,z; so dass

k
k
xilvil + s + xikvik = Zl‘ij’l}ij = O
j=1
Dann setzen wir z; = 0 fiir ¢ € {1,--- ,n} \ {i1,--- ,ix}. Es gilt
n
iU + XU, = Z.Tj’l]j = 0.
j=1
Als (v, -+ ,v,) linear unabhéngig ist gilt x; = --- =z, sodass x;; =---=x;, =0

und (v;,,- - ,v;,) ist linear unabhéngig. -

Lemma 4.2.5 Sei V ein Vektorraum.

1. Sei (vy, -+ ,Um,v) ein linear abhéngiges Vektorsystem. Ist (vq,- -+ ,v,,) linear un-
abhéngig, dann gilt v € (vy, -+, vy).

2. Sei M U{v} linear abhéngiges wobei M C V aund v € V. Ist M linear unabhéngig,
dann gilt v € (M). O

Beweis. 1. Es gibt Skalare (xy,-- -, Z,,, z), nicht alle gleich 0, so dass
11 + -+ Uy + xv = 0.

Falls x = 0 dann gilt xyv; + - - 2,,v,, = 0 mit x1,--- , 2z, nicht alle gleich 0 7.e.
(v1, -+, vp) ist linear abhéngig. Ein Wiederspruch. Also ist # # 0 und wir haben

xq T
T=—v 4+ —Uy € (U1, , Up).
x x
2. Es gibt Elemente vy, - - - ,v,, € M, so dass (vy,- -+, v, v) ein linear abhéngiges Vek-
torsystem ist. Aber als M linear unabhéngig ist, ist (vy,- -+ ,v,,) linear unabhéngig,
dann gilt aus 1, dass w € (vy, -+ ,v,) C (M). -

Korollar 4.2.6 Sei M C V linear unabhéingig und sei v € V mit v ¢ (M), dann ist
M U {v} linear unabhéngig.

Lemma 4.2.7 Sei V ein Vektorraum so dass V' nicht endlich erzeugt ist.

Dann gibt es fiir jedes n € N ein n-elementige Teilmenge M,, von V mit M,, linear
unabhéngig und My C My C My C - --. O

Beweis. Wir konstruiren M,, per Induktion. Sei My = ), die leere Menge ist linear
unabhéngig. Sei M,, schon definiert. Da V nicht endlich erzeugt ist gilt (M,,) # V.
Seiv € V'\ (M,). Dann ist M,,,; = M,,U{v} linear unabhéngig (siche Korollar oben)
und hat n + 1 Elemente. -
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Satz 4.2.8 Seien vq,---, v, € V. Dann ist dquivalent
1. Die Vektoren sind linear unabhéingig.
2. Ist v = xyvy + -+ -2V, eine Darstellung eines Elementes v € (v, -+, v,,) mit

Koeffizienten zq, -, z,, € K, so sind diese eindeutig durch v bestimmt. O

Beweis. (1. = 2.) Seien v = zyv1 + + - - XV, und v = iy + - - 2] v, zwei Darstel-

lungen. Dann gilt (z1 — 2})vy + -+ - + (2, — 20,) Vs, = 0 und weil (vy,--- ,v,,) linear
unabhéngig ist gilt x; = 2/, -- , x,, = x},. Die zwei Darstellungen sind gleich.
(2. = 1.) Seien 1, ,x,, € K mit xyv; + -+ - + 2,0, = 0. Dann gibt es auxch eine

weitere Darstellung 0-v; 4+ ---+0-v,, =0 von 0 € V. Diese zwei Darstellungen sind
gleich i.e. xy =0,--- , 2, = 0. [



5 Basen und Dimension

5.1 Definition und Beispiele

Definition 5.1.1 Sei V ein K-Vektorraum

1. Ein System (vy,- -+ ,v,) von Vektoren, heift eine (endliche) Basis wenn
o (v, -+ ,v,) ein EZS ist und
e (vy,---,v,) linear unabhéngig sind.

2. Ein System (v;);er (gegebenfalls I unendlich) von Vektoren, heift eine Basis wenn
e (v;)ier ein EZS ist und
e (v;)ier linear unabhéngig sind.

Beispiel 5.1.2 1. Die leere Menge () ist die einzige basis von V = 0.

2.5ei V =K". Fiirt € Nmit 0 <i <n, sei e; €V definiert als

0

—_

€; =

0
wo die Eins auf die i-te Zeile ist. Dann ist (e, -- ,e,) eine Basis von V. Diese Basis
heitt Standardbasis von K™.

3. Sei V = Q(v/2). Dann ist V ein Q-Vektorraum und (1,/2) ist eine Basis von V.

Satz 5.1.3 Ein System (vy,---,v,) von Vektoren, ist eine Basis genau dann, wenn
fiir alle Vektoren v € V' es genau eine Darstellung

n
v = E €T;U;
i=1

gibt, wobei x; in K fiir alle 7 ist. 0
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Beweis. Alle Vektoren v € V' haben eine Darstellung

n
vV = E €T;U;
1=1

genau dann, wenn (vq,---,v,) ein EZS ist. Nach Satz 4.2.8 ist die Darstelung ein-
deutig genau dann, wenn (vy,--- ,v,) linear unabhéngig sind. -

5.2 Basen und Abbildungen

Satz 5.2.1 Sei (vy,---,v,) eine Basis von V. Dann gilt V ~ K™. 0
Beweis. Sei f: K™ — V definiert als

T

f : = Z Z;0;.
Wir zeigen, dass f ein Isomorphismus ist. Zuerst zeigen wir, dass f linear ist. Es gilt
1 n Tr1 + Y n
fl=f ¢ |+y]| : = f : = (zzv; + yyov;)
Tn Yn TTn + YYn =1
n n a1 xy
=$Z$ivi+yzywi:$f 5 +yf
i=1 i=1 T, T,

Nach Lemma 3.2.3 ist dann f linear. Sei (z1,--- ,x,) € Ker(f), dann gilt

n
E T;UV; = 0
i=1

und als (vy, - - -, v,) linear unabhéangig sind gilt (z1,---,2,) = (0,---,0) = 0gn. Also
f ist injektiv. Das Bild von f ist (vy,--- ,v,) und weil (vy,--- ,v,) ein EZS ist, ist f
surjektiv. [

Korollar 5.2.2 Sei V' ein Vektorraum und sei (vy,--- ,v,) eine Basis.

1. Seien f:V — W und g : V. — W zwei lineare Abbildungen. Es gilt f = g genau
dann, wenn f(v;) = g(v;) fiir alle 1 <i < n.

2. Seien wy, - - - ,w, Vektoren in ein Vektorraum W, es gibt genau eine lineare Abbil-
dung f:V — W mit f(v;) = w; fiir alle 1 <i <n.
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Beweis. 1. Falls f = g, dann gilt f(v;) = g(v;) fiir alle 1 < i < n. Umgekehrt, Falls
f(vi) = g(v;) fiir alle 1 < i < mn, sei v € V, dann gibt es Elemente z1,---,z, € K
mit v = x1v; + - - - 2,0, und es gilt

f(v) = szf(vz) = szg(vz) =g(v).

2. Eindeutigkeit folgt von 1. Sei v € V, dann gibt es eindeutig bestimmte Elemente
1, , T, € K mit v=mx0; + - 2,0, und wir definieren

flv) = me(m = inwi cw.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass f linear ist. n

Satz 5.2.3 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und sei (vy,---,v,) eine Basis
von V.

1. f ist injektiv genau dann, ween (f(vy), -, f(v,)) linear unabhéngig ist.
2. f ist surjektiv genau dann, ween (f(vy),---, f(v,)) ein EZS ist.

3. f ist bijektiv genau dann, ween (f(v1), -, f(v,)) eine Basis ist. O

Beweis. Siehe Ubunsblatt 6. =

5.3 Existenz

Satz 5.3.1 Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis und jede solche
Basis ist endlich. 0

Beweis. Sei (vy,---,v,) ein EZS von V mit n minimal i.e. es gibt kein EZS mit
weniger als n Elemente. Falls (vy,- -+ ,v,) linear unabhéngig ist, ist (vy,--- ,v,) eine
Basis. Andernfalls gibt es ein k < n so dass (vy,--- ,v,) linear unabhingig ist und
(v1, -+, VK, Ugs1) linear abhéngig ist. Nach Lemma 4.2.5.1. gilt vgyq € (v1,- -, k).
Also ist (v1, -+, Vg, ,0n) = (V1,*** , Uk, Ugra, * -+, Uy) ein EZS. Ein Widersprch als
n minimal war. -

Satz 5.3.2 Sei V ein Vektorraum und (vy,--- ,v,) ein System von Vektoren aus V.
Dann ist dquivalent:

1. (vy,- -+ ,v,) bild eine Basis,
2. (v1,- -+ ,v,) ist ein maximales linear unabhégiges System,

3. (vq, -+ ,vy,) ist ein minimales EZS. 0
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Beweis. (1 = 2) Angenommen (vy, - - ,v,) sei eine Basis, dann ist (vq, -+ ,v,) linear
unabhéngig. Wenn (vy, - - -, v,,) nicht maximal wére, dann wiirde es ein Vektor v € V
geben, so dass (vq,- -+ ,v,,v) linear unabhéngig ist. Aber als (vy,--- ,v,) eine Basis
ist gilt v € (vy,--- ,v,) i.e. es gibt Skalare (z,---,2,) € K" mit

v = invi das heifft —v + Zazivi =0
i=1 i=1

und (vy,- -+ ,v,,v) ist linear abhéngig, ein Widerspruch.

(2 = 1) Angenommen (vy,---,v,) sei maximales linear unabhégiges System und
sei v € V. Dann ist (vy,---,v,,v) linear abhidngig und aus Lemma 4.2.5.1. gilt
v € (vy,- -+ ,v,). Also ist (v, -, v,) ein EZS und eine basis.

(1 = 3) Angenommen (vy,---,v,) sei eine Basis, dann ist (vy,---,v,) ein EZS.
Wenn (vq, -+ ,v,) nicht minimal wére, dann wiirde es ein Vektor vy geben, so dass
(v1,++ , Uk, ,v,) ein EZS ist. Dann gilt vy € (vy, -+, 0k, -, v,) i.e. es gibt Skalare
(1, Ty -+, Tp) € K™ mit

v = Z x;v; das heifst — v, + Z z;v; =0

i=1,i#k i=1,i#k
und (vy, -+ ,v,) ist linear abhéngig, ein Widerspruch.
(3 = 1) Angenommen (vy,---,v,) sei ein minimales EZS. Falls (vq,---,v,) linear
abhéngig ist, dann gibt es gibt Skalare (x1,---,x,) € K" nicht alle nul mit

n
E T;UV; = 0.
i=1

Sei k mit x; # 0, dann gilt

n

X
UV = — E —;,

imtigk Ok
also gilt vy, € (vy,- -+, Vg, - ,v,) und (vy, -+ , Vg, -+ ,0n) = (V1,- -+, v,) ein Wider-
spruch als (v, -+ ,v,) ein minimales EZS war. -
Satz 5.3.3 (Basiserginzungssatz) Sei (vy,---,v,) ein linear unabhéngiges sys-
tem und sei (wq,---,wy,) ein EZS. Dann ldsst sich (vy,---,v,) durch Elemente
in (wy, -+ ,wy,) zu einer Basis erginzen, i.e. es gibt paarweise verschidene Indizes
i1, ik € {1,--- ,m} so dass
('Ula"' y Upy Wiy ® o 7wik)

eine Basis bildet. O
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Beweis. Sei (w;,, - - ,w;, ) minimal so dass (vy, -+, v, Wy, -+, w;, ) ein EZS ist. Wir
zeigen, dass (vq,-- -, v, Wy, -+ ,w;, ) linear unabhéngig ist. Wenn nicht, wiirde das
System (vy,---, Uy, w;,, -+ ,w;, ) linear abhingig sein. Dann wiirde es Skalare, die
nicht alle nul sind, (2, , 2, ¥y, -, ¥s,) geben mit

r k
E Tjvj + E :yijwij = 0.
j=1 j=1

Da (vq,- -+ ,v,) linear unabhéngig ist gibt es ein jy mit Yi;, 7 0. Es gilt

r k
Wiy = — E :xjvj - E : Yi; Wi
Jj=1

J=1j#jo

also Wy € <'U1a"'7'U7"awi1a'”7wjm"'7wik> und <vla"'avrawi17”'awjm”'awik>
ist ein EZS. Ein Widerspruch weil (w;,,--- ,w;,) minimal war, so dass das System
(v1, -+, U, W4y, -+, w;, ) ein EZS ist. n

Theorem 5.3.1 Sei (vy,---,v,) eine linear unabhéngiges system, sei (wq,- -, wy,)
ein EZS und sei (eq,--- ,e,) eine Basis. Dann gilt r <n < m. 0

Beweis. Das System (eg, - ,e,) ist linear unabhéngig und kann, dank Basisergén-
zungssatz, mit Elemente (w;,, -+, w;, ) aus dem EZS (wy, -+ ,w,,) in eine Basis
(wiy, - ) Wiy 5 €2, ,€n) ergianz werden. Da ey & (eg, -+ ,€,) ist ky > 1.

Dann ist (w;,,--- ) Wiy 5 €37 ,€,) auch linear unabhingig und kann, dank Basis-
ergénzungssatz, mit Elemente (w;, .- ,w;, ., ) aus (wi, - ,wy) in eine Basis
(Wiys 5 Wiy s Wiy 1,0+ Wiy, €3, €,) erganz werden mit ky > 1. Wenn wir alle
Elemente e; ersetzen haben wir eine Basis

(wi17 Tt awikl ) wikl-i-l) Tt wik1+k27 Tt awik1+...+kn71+1a e awik1+...+kn)'

Es gibt also k1 + - - - + k, < m und als k; > 1 fiir alle ¢ gilt n < m.

Dank Basisergéinzungssatz gibt es Elemente (e;,,--- ,e;,) aus dem EZS (ey,--- ,e,)
so dass (vy,- -+, v, €5, -+ ,w;, ) eine Basis ist. Dann ist (vy,- -+ , v, €;, -+, w;, ) eine
Basis und (eq,- - ,e,) ein EZS, so dass r + k < n also r < n. -

Korollar 5.3.4 Sei V' ein endlich erzeugten Verktorraum. Jede zwei Basen bestehen
aus gleichviel Elementen.

Beweis. Seien (vy,---,v,) und (e, - ,e,) zwei basen. Dann sind beide Systeme
auch EZS und linear unabhingig. Es gilt also n < m und m < n aus Theorem
5.3.1. .
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5.4 Dimension
Definition 5.4.1 Sei V ein endlich erzeugten Vektorraum. Die Anzahl von Elemen-
ten in jeder Basis heiftt die Dimension von V und ist dim V' oder dimg V' bezeichnet.

Wenn V' nicht endlicht erzeugt ist, sagt man das V' unendlich dimensional ist und
schreibt man dimg V' = oo.

Korollar 5.4.2 Sei V' ein Vektorraum und n € N. Dann ist dquivalent:
1. dimV =n,

2. ein existiert ein linear unabhéngiges System von n Vektoren und alle Systeme
von mehr als n + 1 Vektoren sind linear abhéingig.

Beweis. (1. = 2.) Es gibt eine Basis (eq, - - - , e,) mit n Elemente, insbesondere gibt es
ein linear unabhéngiges Systen (eq, - - - , e,,) von n Vektoren. Sei (vy, - -+ ,v,) ein linear
unabhingiges System, dann gilt aus Theorem 5.3.1 r < n. Also sind alle Systeme
von mehr als n + 1 Vektoren linear abhéngig.

(2. = 1.) Es gibt in V' ein maximales unabhéngiges System von n Vektoren. Also
eine Basis mit n Vektoren, und es folgt dim V' = n. m

Korollar 5.4.3 Sei V' ein Vektorraum und n € N. Dann ist dquivalent:
1. dimV > n,

2. es existiert ein linear unabhéngiges System von n Vektoren.

Beweis. (1. = 2.) Falls dim V' # oo, dann gibt es eine Basis mit dim V' Elemente und
diese Basis ist ein linear unabhéngiges System. Ein Untersystem mit n Elemente ist
auch linear unabhéngig nach Lemma 4.2.4.

Falls dimV = oo, dann gilt nach Lemma 4.2.7, dass es ein linear unabhingiges
System mit n Elemente gibt.

(2. = 1.) Falls dim V' = oo dann gilt dim V' > n. Andernfalls, gibt es eine Basis mit
dim V' Elemente. Nach Theorem 5.3.1 gilt n < dim V. n

Korollar 5.4.4 Sei V ein Vektorraum mit dim V' < oo.
1. Ein unabhéngiges System mit dim V' Elemente ist eine Basis.

2. Ein EZS mit dim V' Elemente ist eine Basis.
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Beweis. Wir setzen n = dim V' und betrachten eine Basis (eq, - -, e,).
1. Sei (vy, - - -, v,) ein unabhéngiges System, dann kénnen wir (vy, - -+, v,) mit (eg, -+, e,)
erginzen, um eine Basis zu bilden. Aber Basen haben n Elemente i.e. (vy,---,v,)

war schon eine Basis.

2. Das leere System ist ein unabhéngiges System und kann mit (vy, -« ,v,) erginzen
werden, um eine Basis zu bilden. Diese Basis hat genau n Elemente i.e. die Ergénzung
war (v, ,v,) und (vq,--- ,v,) ist eine Basis. -

Korollar 5.4.5 Sei U ein Unterraum in V', dann gilt dim U < dim V. Gleichheit gilt
genau dann, ween U = V.

Beweis. Falls dim V' = oo sind wir schon fertig. Andernfalls, gibt eine Basis mit dim V'
Elemente in V. Sei (vy, -+ ,v,) ein unabhéngiges System in U. Dann ist (v, -, v;)
auch ein unabhéngiges System in V. Nach Theorem 5.3.1 gilt » < dim V. Es gilt also
ein maximales unabhéngige System in U i.e. eine Basis in U. Diese basis bestht aus
dim U Elemente und ist linear unabhéngig. Dann gilt dim U < dim V.

Wenn U =V dann gilt Gleichheit. Angenommen dim U = dim V/, gibt es eine Basis
(v1, -+ ,v,) von U mit n Elemente. Diese Basis ist dann ein unabhéngiges System von
V mit n Elemente, also eine Basis nach Korolar 5.4.4. Es gilt U = (v, ,v,) = V.m

5.5 Basen in Unendlich dimensionale VVektorraume

Wir werden den folgende Satz nicht bweisen:

Satz 5.5.1 Alle Vektorrdume (auch unendlich dimensional) besitzen eine Basis. [

Bemerkung 5.5.2 Dieser Satz ist dquivalent zum Ausswahlaxiom 1.3.1.



6 Direkte Summe

6.1 Definition und Beispiele

Definition 6.1.1 Sei V ein Vektorraum.

1. Seien U und W zwei Unterraume in V. Die Summe von U und W ist die
Teilmenge

U+W={veV|v=ut+wmitueU und we W}

1. Seien (U;);er eine Familie von Unterrdume in V. Die Summe von (U;);c; ist die
Teilmenge

ZUi: {UEV | v:Zui mit u; € U; und u; # 0 fiir nur endliche vieleiel}.

el el

Beispiel 6.1.2 1. Sei V = R? und seien

1 0 1 1 1
er=10 1], e= 11, vn= -1 ], vu= 1 und v = 1
0 0 0 0 1

Sei U = (e1) und W = (e5). Dann sind vy,ve € U + W aber v3 € U + W.

2. Sei V' = R? und seien ey, e3,v1, v2,v3 wie oben. Sei U = (e, ep) und W = (v;)
dann gilt U + W =U.

3. Sei V' = R? und seien ey, 3, v1,v2,v3 wie oben. Sei U = (e, ep) und W = (v3)
dann gilt U + W =V = R3.

Lemma 6.1.3 Die Summe von Unterrdume ist ein Unterraum. O

Beweis. Ubung. n
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6.2 Karacterisierung

Lemma 6.2.1 Seien U und W zwei Unterrdume von V. Die folgenden Aussagen
sing dquivalet:

1. Die Unterrdume U und W sind in directe Summe.

2. Fiir alle v € U + W gibt es genau eine Darstellung v = u + w mit v € U und
wewWw.

3. Aus der Gleichung u +w = 0 mit u € U und w € W, folgt u =0 = w.
In diesem Fall schreibt man U+ W =U @ W. O

Beweis. (1. = 2.) Angenommen U und W sind in direkte Summe i.e. UNW = 0.
Seien u +w = v = v + w’ zwei Darstllungen von v mit u,u’ € U und w,w’ € W.
Dann gilt v — v’ = w’ — w und dieser Vektor ist in U und in W enthalten also ist
gleich der Nulvektor. Daraus folgt © = v’ und w = w'.

(2. = 3.) Nehmen wir an dass es fiir alle v € U+ W genau eine Darstellung v = u+w
gibt mit u € U und w € W. Seien v € U und w € WW mit u + w = 0. Es gibt eine
zweite Darstellung von 0 und zwar fir o' = 0 und w’' =0 gilt u +w =0 =o' + w'.
Als es nur eine solche Darstellung gibt, haben wir v = v/ und w = w’ also u = 0 und
w=0.

(3. = 1.) Nehmen wir an dass fiir alle u+w = 0 mit u € U und w € W gilt u = w = 0.
Seiv e UNW und seien u = v € U und w = —v € W. Dann gilt u + w = 0. Daraus
folgt u =w = 0 und v = 0. -

Beispiel 6.2.2 Im Beispiel 6.1.2 sind U und W in direkte Summe in den Fallen 1
und 3.

Definition 6.2.3 Sei (U;);c; eine Familie von Unterrdume von V. Die Unterrdume
sind in direkte Summe, wenn es fiir alle v € ), _; U; genau eine Darstellung

V= Z U;
icl
mit u; € U; gibt. In diesem Fall schreibt man
> - @
el 1€l

Satz 6.2.4 Sei (U;);c; eine Familie von Unterrdume von V. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

1. Die Unterrdume (U;);cr sind in direkte Summe.
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2. Aus der gleichung Zie[ u; = 0 mit u; € U; fiir alle ¢ € I, folgt u; = 0 fiir alle
1€ 1.

3. Fiiralle j € I gilt U;n Y U =0. O

i€l, itj

Beweis. (1. = 2.) Seien Elemente u; € Uj fiir alle ¢ € I mit ), ; u; = 0. Wir setzen
i;=0¢€ U furalled € I. Dann sind ) .., u; = O und ), uj = 0 zwei Darstellungen
von 0 und als die Unterrdume (U;);es in direkte Summe sind gilt u; = «}, = 0 fiir alle
1€ 1.

(2.=3.)SeivecU;N Zid, i2; Ui- Es gibt also Elemente u; € U; fiir alle i # j mit
z:e[7 ity Wi = U Sei U; = —v € Uj, dann gilt

Daraus folgt, dass u; = 0 fiir alle ¢ € I insbesondere v = —u; = 0.

(3. = 1.) Seien u;, u; € U, fiir alle ¢ € I mit

iel el
Sei j € 1, es gilt
uj —uy = Z u, — Z ;.
i€l, i#j icl, i
Dieser Vektor liegt in U; N ), ,.; Ui = 0. Also u; — u}; = 0 und u; = uj. Dies ist
fiir alle 7 € J wahr also gilt u; = u, fiir alle i € [. -

Satz 6.2.5 Seien U und W zwei Unterrdume, dann sind dquivalent:

1. U und W sind in direkte Summe,

2. dim(U +W) =dim U + dim W. O
Beweis. (1. = 2.) Seien (uy,- - ,u,,) eine Basis von U und (wy, - ,w,) eine Basis
von W. Es gilt also m = dim U und r = dim W. Dann ist die Familie (uq, - -« , tp, w1, - - -

ein EZS System von U @ W. Wir zeigen, dass es eine Basis ist i.e. das dieses System
linear unabhéngig ist. Seien x1,--- , X, Y1, - - , ¥ Skalare mit

T1Uy + - TppUp + Y1W1 + - YWy = 0.
Als die Summe direkte ist gilt ¢ € I:

Uy + - Ty, = 0 und ywy + - - - ypw, = 0.
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Aber beide Systeme (uy, -, up) und (wy,---,w,) (v}, -, v} ) sind Basen von U
und W also linear unabhéngig und es gilt fiir alle: x; = Oy; fiir alle i € [1,m] und
j € [1,r]. Die Familie (u1,- -, Up, w1, -+ ,w,) ist also eine Basis. Daraus folgt die
Dimensionsformel.

(2. = 1.) Seien (uy,---,u,) eine Basis von U und (wy,---,w,) eine Basis von W.

Es gilt also m = dimU und r = dimW und m + r = dim(U + W). Die Familie
(Up, -y U, w1, - -+, w,) ist ein EZS System von U + W mit dim(U + W) Elemente.
Es ist also eine Basis.

Seiuw € U und w € W mit u +w = 0. Es gibt Skalare Seien z1, -+, X, y1, " , Yr
Skalare mit
U= 21U+ TipUpy und w = w1 + - YWy

Es gilt also
iUy + - T + Y1Wy + - YWy = 0.

Aber (uy, -+ Uy, wy, -+ ,w,) ist eine Basis, also gilt es 2y = -+ =z, = y;--- =
yr =0 i.e. u =0 und w = 0. Die Summe ist direkte. -

6.3 Komplement

Definition 6.3.1 Sei U ein Unterraum von V. Ein Unterraum W von V heifit ein
Komplement von U in V, wenn V =U @ W.

Beispiel 6.3.2 1. V ist ein Komplement von 0 in V' und = ist eine Komplement von
VinV.

2. Seien U und W mit U @ W =V, dann ist W ein Komplement von U und U ein
Komplement von W.

3. Sei V = K? und seien v;, v, v9 € V wie folgt:

(1) 2 (2) e (1)

sei U = (e1) dann sind W5 = (vg) und W3 = (v3) zwei Komplemente von U in V.

Lemma 6.3.3 Sei U ein Unterraum von V', dann exisiert ein Komplement W von

UinV. 0
Beweis. Seien (uy, -+, u,,) eine Basis von U und (vy,--- ,v,) eine Basis von V. Das
System (w1, -+ ,uy,) ist linear unabhéngig und (vq,--- ,v,) ist ein EZS. Wir kénnen
(ug,- -+, up) mit Elemente von (vy, - -+ ,v,) erginzen so dass (uy, -« , Upm, Uiy, -, Vi)

eine Basis ist. Sei W = (v;,,- -+, v;,).
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Es gilt V = U+ W, wir zeigen, dass die Summe direkte ist so dass W ein Komplement
von U in V ist. Seien v € U und w € W mit v + w = 0. Es gibt Skalare Seien
L1, T, Y1, - ¢, Y Skalare mit

U= T1U + Ty U, und W = Y105, + - - - Yrw;, -
Es gilt also
iUy + - Tl + Y105, + - - ypws, = 0.
Aber (uq,- -+, Up, Vi, - ,w;, ) ist eine Basis, also gilt es 1 = -+ =2, =y -+ =

Yi, = 0 4.e. u =0 und w = 0. Die Summe ist direkte. n

Satz 6.3.4 (Dimensionsformel) Seien U und W Unterrdume, dann gilt

dim(U 4+ W) +dim(UNW) = dim U + dim W.

Beweis. Sei R ein Komplement von UNV in U+W und seien U’ und W' Komplemente
von UNW in U und in W. Es gilt

U+W=RoUnW), U=UnW)aU und W=UnNW)dW.

Es gilt also dim(U + W) = dim R+ dim(U NW), dim U = dim U’ + dim(U N W) und
dim W = dim W’ 4+ dim(U N W). Daraus folgt dim(U + W) +dim(UNW) — (dim U +
dim W) = dim R — (dim U’ + dim W").

Lemma 6.3.5 Es gilt: U' + W' = U’ @ W’/ und U’ & W' ist ein Komplement von
UNWin U+ W. .

Beweis. Seiv e U NW' dann gilt v € UNW und v € U'. Aber U N(UNW) =0
also v = 0. Die Summe U’ 4+ W’ ist eine direkte Summe.

Seive U+ W,esgibtalsoue Uundw € Wmitv=u+w. AlsU=U"&(UNW)
und W =W o (UnNW)gibtesu € U, v e UNW mit u = v+ v und v’ € v/,
v e UNW mit w=w +v". Es gilt also

v=utw=u+v+uw+0"=u 4w+ @ +"),

mit v’ € U, w' € Wund v +v" e UNW. Also v € (U' @ W') + (UNW). Sei
veUaeW)N(UNW).Esgibtu' € U und w’ € W mitv=u"+w" e UNnW.
Aberv' e U' cUundv e Usodassw =v—u € U. Alsogilt w’ € W'NU Cc UNW
und w’ € W’ so dass w’ = 0. Die selbe beweis gibt U’ =0 und V = 0. n

Nach dem Lemma gilt dim U'+dim W’ = dim(U'®&W') = dim(U+W)—dim(UNW) =
dim R. Daraus folgt der Satz. n
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6.4 Projektion

Definition 6.4.1 Seien U und W Unterrdume von V so dass V = U & W. Die
Projektion auf U parallel zu W ist die Abbildung pyw : V — V definiert wie
folgt. Sei v € V. Es gibt genau eine Darstellung v = v +w mit v € U und w € W.
Man definiert pyw(v) = u.

Lemma 6.4.2 Die Projektion pyy ist eine lineare Abbildung. 0
Beweis. Ubung. n

Satz 6.4.3 Sei py die Projektion auf U parallel zu W.

1. Es gilt pf,y = puw © puw = puw-

2. ImpU,W =U.

3. Kerpyw = W. 0
Beweis. 1. Seiv € V und sei v = u+w mit u € U und w € W die einzige Darstellung

von v. Dann gilt pyw(v) = u. Aber u = u + 0 ist die einzige Darstellung von w als
Element in U @ W, also gilt py,w(u) = u. Es folgt pg,y (v)0py,w (v) fiir alle v € V.,

2. Aus der Definition gilt Impyw C U. Sei w € U, in der Beweis von 1. haben wir
gezeigt: u = pyw(u) also u € Impy .

3. Sei w € W, dann ist w = 0 4+ w die einzige Darstellung von w als Element in
U @ W. Aus der Definition gilt also pyw(w) = 0 und w € Kerpyw. Sei v € Kerpy v
und sei v = u + w die einzige Darstellung von v als Element von U & W. Dann gilt
0=pyw(v) =u. Esgilt also v =w € W. -
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7.1 Der Vektorraum Hom(V, W)

Seien V und W zwei Vektorrdume. Die Menge aller linearen Abbildungen f : V' — W
wird Hom(V, W) bezeichnet. Wir definieren zwei Abbildungen + : Hom(V, W) x
Hom(V, W) — Hom(V, W) und - : KxHom(V, W) — Hom(V, W) wie folgt:

(f +9)(v) = f(v) + g(v) fiir f,g € Hom(V, W),
(- f)(v) =axf(v) fiirx € K, f € Hom(V,W).
Lemma 7.1.1 Das Triple (Hom(V,W),+, ) ist ein Vektorraum. O

Beweis. Siehe Ubungsblatt 6. n

7.2 Lineare Abbildungen und Dimension

Lemma 7.2.1 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und seien vy, - - - , v,) Vektoren
in V. Dann gllt f((vla e 7vn> = <f(’U1), e 7f(vn)> O
Beweis. Siehe Ubungsblatt 6. n
Lemma 7.2.2 Sei f : V — W eine lineare Abbildung und sei (vq, - - - , v,) ein System.
Falls (f(v1),---, f(v,)) linear unabhéngig ist, dann ist (vy,--- ,v,) linear unabhén-
gig. D
Beweis. Siehe Ubungsblatt 6. n

Lemma 7.2.3 Sei f : V — W eine lineare Abbildung, dann gilt dim f(V') < dim V.

Beweis. Sei (e1,--- ,e,) eine Basis von V. Dann ist (f(e1),---, f(e,)) ein EZS von
f(V). Also gilt nach Theorem 5.3.1, dass eine Basis von f(V') weniger als n Elemente
hat, also dim f(V) <n =dimV. -

Korollar 7.2.4 Seien V und W zwei Vektorrdume mit V ~ W, dann gilt dim V' =
dim W.
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Beweis. Sei f : V. — W ein isomorphismus. Angenommen dimV = n < co. Dann
gilt W = f(V) also dim W = dim f(V) < dim V" also W ist auch endlich dimensional.
Es gibt ein isomorphismus f~!: W — V also der selbe Beweis zeigt, dass dimV <
dim W. ]

Lemma 7.2.5 Seien V und W zwei Vektorrdume mit dimV = dim W < oo, dann

Beweis. Aus Satz 5.2.1, gilt fir n = dimV = dimW: V ~ K" und W ~ K". Es
gilt also ein isomorphismus f : V' — K™ und ein isomorphismus ¢g : K" — W. Die
Komposition go f : V' — W ist ein isomorphismus. n

Definition 7.2.6 Sei f : V — W eine linear Abbildung, das Bild von f wird Im(f)
bezeichnet also Im(f) = f(V).

Satz 7.2.7 Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt:
dim Ker(f) + dim Im(f) = dim V.
Beweis. Sei (wy,--- ,w,) eine Basis von f(V). Fiir alle i € [1,r] gilt w; € f(V) also

es gibt v; € V mit f(v;) = w; fiir alle ¢ € [1,7]. Sei (eq,- - ,ex) eine Basis von Ker(f).
Wir zeigen, dass (e, -+, ek, vy, - ,v,) eine Basis von V ist.

Sei v € V| dann ist f(v) € V und es gibt Skalare xy,--- ,x, € K mit

flv) = Z%f(vz) =f (Z %Uz‘) .

Also gilt v — Y7, z;v; € Ker(f) und es gibt Skalare yy,--- ,y, € K mit

r k
v — E T;v; = E Y;€;.
=1 j=1

v ist also eine lineare Kombination der Vektoren (e, - - ,ex, vy, -+ ,v,). Dies bedeu-
tet, dass (ey, -+, e, v1, -+ ,v,) ein EZS ist.

Seien x1 -+ ,x, € K und y,,--- ,y, € K Skalare mit

r k
Z T;0; + Z Yyie; = 0.
i=1 j=1

Dann gilt

k

r k r r
0= f (Z ;0 + Zyjej> = szf(vz) + Zyjf(ej) = szwl

j=1



54 7 Lineare Abbildungen

Aber (wy, -+ ,w,) ist eine Basis also gilt z; = 0 fiir alle € [1,7]. Es gilt also
k
> ujej =0
j=1
aber (vq,---,v;) ist eine Basis. Daraus folgt y; = 0 fiir alle j € [1, k]. Das System
(e1,-++ €k, V1, -+ ,v,) ist linear unabhéngig und also eine Basis.

Es gilt dim V' = k + r = dim Ker(f) + dim Im(f).

Der selbe Beweis gilt fiir dim V' = oo mit unendlichen basen. n

Definition 7.2.8 Sei f : V' — W eine lineare Abbildung. Der Rang Rg(f) ist
Re(f) = dim I (f).

Korollar 7.2.9 Seien V und W zwei Vektorrdume mit dimV = dim W < oo und
sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Eigenschaften
aquivalent:

1. f ist injektiv,
2. f ist surjektiv,
3. f ist bijektiv.
Beweis. (1. = 2.) Angenommen, dass f injektive ist. Dann gilt Ker(f) = 0 also

dim Ker(f) = 0 und es gilt dim f(V) = dim V' = dim W. Daraus folgt f(V) = W
und f ist sujektive.

(1. = 2.) Angenommen, dass f sujektive ist. Dann gilt dim f(V) = dim W = dim V..
Daraus folgt dim Ker(f) = 0 und Ker(f) = 0 i.e. f ist injektive.

(3. = 1.) Folgt aus der Definition. -

7.3 Der Dualraum

Definition 7.3.1 Sei V' ein Vektorraum. Der Vektorraum Hom(V, K) heift der
Dualraum von V und wird V¥ (oder V*) bezeichnet. Eine lineare Abbildung ¢ €
VY = Hom(V, K) heift eine Linearform.

Beispiel 7.3.2 Die Abbildung K™ — K definiert durch

Z1
— I,

Tn
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ist eine Linearform. Wir werden diese Linearform mit e’ bezeichnen. Das System

(e}, ,e.) von (K™)" heikt die Dualbasis von (ey,--- ,¢e,). Es gilt
1 fallsi =7
ei (ej) = 01 { 0 andernfalls.
Lemma 7.3.3 Das System (eY,---,eY) ist eine Basis von (K™)Y. 0
Beweis. Siehe Ubungsblatt 7. n

Bemerkung 7.3. 4 Sei p : K™ — K eine Linearform. Es gibt Skalare ay,--- ,a, € K
mit o = > a;e). Es gilt also

T n T1 n
¥ : = <Z aieiv> : = Z a;T;.
Satz 7.3.5 Sei f:V — W eine lineare Abbildung.

1. Die Abbildung fY : WY — VYV definiert durch fY(p) = ¢ o f ist linear. Die
Abbildung [V heift die duale Abbildung.

2. Sei g : W — U eine lineare Abbildung. Dann gilt (go f)Y = fY o g". 0
Beweis. 1. Seien ¢,v € WV. Es gilt (fY(¢ + ¥))(v) = ((p + ) o f)(v)

D) = o0 + 6 0) = @)@ + (P 0))(0). St 2 € K, o5 gilt (f
2)(0) = (z-9) 0 ) = (- O)(f() = 7 - (f()) = (z - (*(2)))(v).

)=
2. Sei p € UY, es gilt ((g o f)")(p)(v) = (po(gof))(v) =¢(g(f(v)))- Es gilt auch
(fYog")(@)(v) = (" (g"(@)) () = (f* (¢ g))(v) = (pogo f)(v) = ¢(g(f(v))) m

Satz 7.3.6 Sei f:V — W eine lineare Abbildung und sei fY : WY — V'V die duale
Abbildung.

(¢ +
Y(x

1. Ist f injektiv, dann ist fV surjektiv.
2. Ist f surjektiv, dann ist [V injektiv. 0

Beweis. 1. Sei ¢ € VY. Sei g : V. — f(V) definiert durch g(v) = f(v). Da die
Abbildung f injektiv ist, ist auch g injektiv. Die Abbildung ¢ ist auch surjektiv,
also g ist eine bijektion von V nach f(V). Sei g~! die Umkehrabbildung. Sei U ein
Komplement von f(V') in W. Wir definieren ¢ € WV als

Y=pog! O Py U

Es gilt

(fY () () =¥ (f(v) = g7 Pronu(f () = w(g7 (f(v) = p(v).
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Es gilt also fY(1) = ¢ und fV ist surjektiv.

2. Sei ¢ € WY mit fY(p) =0. Dann gilt ¢(f(v)) =0 fiir alle v € V. Sei w € W. Da
f surjektiv ist, gibt es ein v € V mit f(v) = w. Es gilt also p(w) = ¢(f(v)) = 0 und
Y = 0. n

Sei V' ein Vektorraum und sei (vy,---,v,) eine Basis. Nach Korollar 5.2.2, gibt es
Abbildungen ¢; : V' — K mit ¢;(v;) = §;; fiir alle i € [1,n].

Satz 7.3.7 Das System (o1, -+, ¢,) von V" ist eine Basis. Die Basis heift die dual
Basis von (vq, - ,vy). 0

Beweis. Sei ¢ eine lineare Abbildung und sei x; = ¢(v;) € K fiir alle i € [1,n] und
sel Y =Y  x;p;. Es gilt

VY(v;) = in%‘(va‘) = x; = ¢(v)).

Nach Korollar 5.2.2, gibt ©» = ¢ und ¢ € (¢1,- -+ ,¢,) und (@1, -+, p,) ist ein EZS
von V'V.

Seien xq, -+ ,x, € K Skalare mit >, x;¢; = 0. Dann gilt

fiir alle j € [1,n] und (g1, -, ¢,) ist linear unabhéngig. -
Korollar 7.3.8 Sei V mit dimV < oo, dann gilt dimV = dim V.

Korollar 7.3.9 Sei V mit dimV < oo, dann gilt V ~ V'V,

Beweis. Es gilt dim VY = dim V/, daraus folgt V ~ V. n

Satz 7.3.10 Sei f : V — W eine lineare Abbildung mit dim V' < oo und dim W <
oo. Dann gilt Rg(f) = Rg(fY). O

Beweis. Wir betrachten g : V' — f(V) definiert durch g(v) = f(v) und h: f(V) —
W definiert durch h(w) = w. Es gilt f = ho g. Es gilt also f¥ = ¢¥ o hY wobei
g f(V)Y = VY und hY : WY — f(V)V.

Wir zeigen, dass Imf¥ = Img". Sei ¢ € ImfY, dann gilt ¢ = V(1) = 1 o f fiir ein
e WY, Esgilt p =1®ohog=g"(oh)und ¢ € Img". Sei ¢ € Img", dann
gilt o = ¢g¥ () = ¢ o g fiir ein ¢ € f(V)". Die Abbildung h ist injektiv also ist h"
surjektiv und es gibt ¢’ € WY mit ¢ = hV(¢)') = ¢'oh. Es gilt ¢ =1og =1Y'ohog =
o f = (') und ¢ € Tmf.

Fiir die Abbildung ¢¥ : f(V)¥ — VY, gilt dimImg" = dim f(V)" — dim Ker(g").
Aber g ist surjektiv also ist ¢ injektiv und Ker(g¥) = 0. Es gilt also Rg(f") =
dimIm(fY) = dimIm(g¥) = dim f(V)" = dim f(V) = Rg(f). n
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Definition 7.3.11 Sei V ein Vektorraum. Der doppelt duale Vektorraum V'V
von V ist VYV = (VV)V.

Satz 7.3.12 Sei V ein Vektorraum.

1. Die Abbildung @ : V' — V"V definiert durch ¢(v) = v¥ wobei
v VY S K o0 (p) = pv),

ist eine lineare Abbildung.

2. Die Abbildung @ ist injektiv.

3. Fiir dimV < oo ist @ ein Isomorphismus. O

Beweis. 1. Seien v,v" € V und z,y € K. Es gilt

2. Sei u € Ker(®). Dann gilt @(u) = 0 also gilt fiir alle ¢ € VY, ¢o(u) = @(u)(p) = 0.

Lemma 7.3.13 Wenn u # 0, dann gibt es ein linear From ¢ : V' — K mit p(u) = 1.0

Beweis. Sei W ein Komplement von U = (u). Angenommen u # 0, dann gilt dim U =
1 und (u) ist eine Basis von U. Sei v" die duale Basis also " : U — K mit u”(u) = 1.

Fir v € V, sei p : V — K definiert durch ¢(v) = v”(pyw(v)). Diese Abbildung ist
linear und p(u) = 1. ]

Wenn u # 0, dass gibt es, nach dem obigen Lemma, ein linear Form ¢ mit ¢(u) = 1.
Also gilt 1 = p(u) = &(u)(p) = 0, ein Widerspruch.

3. Es gilt dim VY = dim VY = dim V' und @ ist injektiv. Diese Abbildung ist also
bijektiv nach Korolar 7.2.9. -

7.4 Quotienten Vektorraume

Definition 7.4.1 Sei U ein Unterraum in V. Die Kongruenz modulo U Relation
ist die Relation

Ry ={(v,v) eV xV ]|v—2 €U}

Lemma 7.4.2 Die Relation Ry ist eine Aquivalenzrelation. O
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Beweis. Sei v € V. Es gilt v —v = 0 € U also Ry ist reflexiv. Seien v,v" € V mit

v—2v" €, dann gilt v/ —v = —(v—2') € U und Ry ist symmetrisch. Seien v, v’ 0" € V
mit v — v’ € U und v —v” € U, dann gilt v —v" = (v —v') + (v —v") € U und Ry
ist transitiv. -

Definition 7.4.3 Sei U ein Unterraum in V und sei v € V. Wir schreiben v + U fiir
die Teilmenge
v+U={v+ueV|ueU}.

Lemma 7.4.4 Die Aquivalenzklasse [v] von v fiir die Relation Ry ist v 4 U. O

Beweis. Sei v' € [v], dann gilt v — v € U. Es gibt also ein v € U mit v' = v 4+ u und
v' € v+ U. Umgekehrt, sei v' € v * U. Es gibt ein v € U mit v" = v + u also gilt
vV —v=wueUund v € [v]. -

Definition 7.4.5 Die Aquivalenzklasse [v] = v 4+ U heift die Restklasse von v
modulo U. Das Quotient V/Ry i.e. die Menge aller Aquivalenzklassen wird V/U
bezeichnet und heiftt der Quotientenvektorraum.

Satz 7.4.6 Sei U ein Unterraum in V.

1. Es gelte [v] = [¢v/] und [w] = [w/] fiir v,v", w,w" € V. Dann folgt [v+ w] = [v' + ']
sowie [zv] = [z0'] fiir alle z € K.

2. Man definiert [v] + [v] = [v + v/] und z[v] = [zv], dann ist (V/U, +,-) ein Vektor-
raum.

3. Die kanonische Projektion pg, : V' — V/U definiert durch v — [v] ist eine surjek-
tive lineare Abbildung.

4. Ker(pg,) =U. 0
Beweis. 1. Aus den Gleichungen [v] = [¢/] und [w] = [w'] folgt, dass es Elemente
u,u’ € U gibt mit v—v" = w und w—w’" = v'. Es gilt also (v+w)—(v+w') = u+u' € U
und xv — zv’ = zu. Daraus folgt [v + w]| = [v/ + w'] und [zv] = [z0'].

2. Aus 1. sind die Addition und die Multiplikation + und - wohl definiert. Es gilt
[v] +[0] = [v+ 0] = [v] = [0+ v] = [v] + [0] also ist [0] ein neutrales Element. Es gilt
[0l + ([w] + [u]) = [v] + [w+u] = [v+w+u] = [v+w] + [u] = ([v] + [w]) + [u] und
+ is associativ. Es gilt [v] + [—v] = [0] = [0] + [v] also ist [—v] ein Inverse fiir [v]. Es
gilt auch [v] + [w] = [v+w] = [w+v] = [w] + [v], so dass (V/U, +) eine kommutative
Gruppe ist.

Es gilt (zy)[v] = [zyv] = [2z(yv)] = zlyv] = z(y[v]), L[v] = [v], 2[v+w] = [z(v+w)] =
[rvt+aw] = [wv]+[pw] = 2lv]+rfw] und (z+y)o] = [(2+y)v] = [ro+yo] = z[v]+ylv],
so dass (V/U, +,-) ein Vektorraum ist.
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3. Die kanonische Projektion ist immer surjektiv (Lemma 1.5.17), wir zeigen, dass
sie linear ist. Seien v,v’ € V und z,y € K, dann gilt pg, (zv + yv') = [zv + yo'] =
z[v] + y[v'] = zpr, (€) + ypr, (V).

4. Sei v € Ker(pg,, ), dann gilt [v] = pg,(v) = [0] also v € U. Umgekehrt, sei v € U,
dann gilt pg, (v) = [v] = [0]. ]

Korollar 7.4.7 Sei U ein Unterraum von V mit dim V' < oo. Dann gilt dim(V/U) =
dimV —dimU.

Beweis. Die Abbildung pg, : V. — V/U ist linear, surjekiv mit Ker(pg,) = U.
Daraus folgt, dim V' = Rg(pg,, ) + dim Ker(pg, ) = dim V/U + dim U. n

Satz 7.4.8 (Homomorphiesatz) Seien U ein Unterraum vom Vektorraum V' und
sei pgr, : V — V/U die kanonische Projektion.

1. Dann existiert zu jeder linearen Abbildung f : V' — W mit U C Ker(f), genau
eine lineare Abbildung f : V/U — W so dass das Diagramm

v—Lw

V/U

kommutiert i.e. f = fopg,.

2. Weiter ist f genau dann injektiv, wenn U = Ker(f) gilt und genau dann surjektiv
wenn f surjektiv ist. 0

Beweis. 1. Sei f:V — W eine lineare Abbildung mit U C Ker(f). Wir zeigen, dass,
wenn [v] = [v/], dann f(v) = f(v') gilt. Wenn [v] = [v/], dann gilt v — v = u € U.
Also gilt f(v) — f(v') = f(v =) = f(u) = 0 weil U C Ker(f).

Nach Satz 1.5.18, gilt es eine Abbildung f:V/U— W mit ffopg, = f. Es gilt also
f([v]) = f(v). Wir zeigen, dass f linear ist. Seien v,v’ € V und z,y € K, dann gilt

fal] +y[v']) = flzv +y']) = flav +y) = 2f () + yf () = af ([]) + yf(['])

und f ist linear.

Wir zeigen, dass f mit f opg, = f eindeutig bestimmt ist. Sei g mit g o pg, = f,
dann gilt g([v]) = g(pr, (v)) = f(v) = f([v]) also g = f.

2. Wir zeigen U = Ker(f) < f ist injektiv.

Angenommen U = Ker(f), sei [v] € Ker(f). Dann gilt f(v) = f([v]) = 0 also
v € Ker(f) = U und [v] = [0].

Angenommen f ist injektiv. Sei v € Ker(f), dann gilt f([v]) = f(v) = 0. Aber f ist
injektiv also [v] = [0] und v € U.
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Wir zeigen f ist surjektiv < f ist surjektiv.

Angenommen f ist surjektiv, dann ist f eine Komposition von zwei surjektive Abbil-
dungen und ist auch surjektiv.

Angenommen f ist surjektive, sei w € W. Es gibt ein v € V' mit f(v) = w. Daraus

folgt f([v]) = f(v) = w und f ist surjektiv. -

Korollar 7.4.9 (Isomorphiesatz) Sei f : V. — W eine lineare Abbildung, dann
induziert f in kanonischer Weise einen isomorphismus V/Ker(f) ~ Im(f).

Beweis. Sei g : V. — Im(V) die Abbildung definiert durch g(v) = f(v). Aus dem
Satz 7.4.8 folgt, dass es eine lineare Abbildung g : V/Ker(f) — Im(V') gibt mit g
injektiv und g bijektiv also g ein Isomorphismus. n

Korollar 7.4.10 Sei f : V — W eine surjektive lineare Abbildung, dann induziert
f in kanonischer Weise einen isomorphismus V/Ker(f) ~ W.

Beweis. Die Abbildung ist surjektiv also gilt Im(f) = f(V') = W und aus Korolar
7.4.9 folgt V/Ker(f) ~ W. -

7.5 Lineare Abbildungen und Basen

Seien V und W zwei endlich dimensionale Vektorrdume. Wir wollen in diesem Ab-
schnitt eine Basis fiir den Vektorraum hom(V, W) beschreiben. Sei n = dim V' und
m = dim W und seien B = (vq,--- ,v,) eine Basis und V und B = (wy, - -+ ,w,) eine
Basis von W.

Wir haben den folgenden Satz bewiesen (siehe Korolar 5.2.2):

Satz 7.5.1 Sei V' ein Vektorraum und sei (vy,--- ,v,) eine Basis.

1. Seien f:V — W und g : V — W zwei lineare Abbildungen. Es gilt f = g genau
dann, wenn f(v;) = g(v;) fiir alle 1 <i < n.

2. Seien wi, - -+ ,w!, Vektoren in ein Vektorraum W, es gibt genau eine lineare Abbil-

dung f:V — W mit f(v;) = w, fiir alle 1 <i <n. 0

Nach dem zweiten Punkt vom Satz 7.5.1, gibt es fiir jedes ¢ € [1,n] und jedes j €
[1,m] genau eine Abbildung f;  mit

fig(ve) = { 0 andernfalls.

Satz 7.5.2 Das System (f;;)if1,m], jep1,n] ist eine Basis von Hom(V, W). 0
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass das System (f;;)ij1,m], jep1,n] linear unabhéngig ist.
Seien fiir alle ¢ € [1,m] und j € [1,n] Skalare z; ; € K mit

Z Z zijfig =0

i=1 j=1

Dies ist eine Gleichung zwischen lineare Abbildungen also gilt es fiir alle v € V:

SN wiifislv) =

i=1 j=1
Fiir v = v, haben wir
m n
O_szljflj 'Uk szsz
=1 j=1
Aber (wy, -+ ,wy,,) ist eine Basis also gilt z;;, = 0 fiir alle ¢ € [1,m]. Dies ist wahr

fir alle k& € [1,n] also gilt z;;, = 0 fiir alle k£ € [1,n] und ¢ € [1,m] und das System
(fij)it,m, jep,n ist linear unabhéngig.

Wir zeigen jetzt, dass das System (f; ;)ij1,m], jepi,n) €in EZS ist. Sei f € hom(V, W). Fiir
alle k € [1,n] es gilt f(vx) € W = (w1, -+ ,wp,). Es gilt also Skalare x1 4, -+, Zmy €
K mit
fog) = 21 w1 + -+ - Tip g W
Wir zeigen, dass die Gleichung
f= Z Z Tijfi;
i=1 j=1
gilt. Nach Punkt 1. vom Satz 7.5.1 reicht es zu zeigen, dass
V) = Z Z ;3 fij(vr)
i=1 j=1
fir alle k € [1,n]. Auf einen Seite gilt
f(Uk) = T1,rW1 + - T, kWm-

Auf der anderen Seite gilt

E E xzyfzy Uk: E T kWi

=1 j=1
Die Gleichung
ve) = )Y wiifig(ve)
i=1 j=1

ist also wahr und (.fi,j)i[l,m], j€[1,n] ist ein EZS. ]
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Korollar 7.5.3 Es gilt dim Hom(V, W) =nm =dim V - dim W.

Definition 7.5.4 Sei f eine lineare Abbildung und seien (;;)ic(1,m) jen,n die ein-
deutig bestimmte Skalare so dass

m n
F=>_2 wiihi
i=1 j=1

Wir schreiben die Skalare (; ;)ic[1,m],je[1,,) in eine Tabelle

T11 Ti2 - Tin

Ta1 T22 -+ T2n
Mat&[g/(f) = . . .

Tmi1 Tm2 " Tmn

die die Matrix von f in die Basen B und B’ heift.
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8.1 Definition

Definition 8.1.1 Sei K ein Korper. Eine m x n-Matrix A (mit eintrigen in K)
ist eine Anordnung von Elementen (a;;)ic[1,n),je[1,m] von K in eine Tabelle

@11 Q12 - Q1n

Q21 Q22 - Q2n
A= . .

Am,1 Gm2 **° Amn

Die Menge aller m x n-Matrizen wird mit M,, ,(K) bezeichnet. Das m-Tupel

a,j
az,j

alm7j
ist die j-te Spalte von A, und das n-Tuple (a;1,a;2,- -, a;,) ist die i-te Zeile von A.

Notation 8.1.2 1. Statt

a1 Q12 - Qip

Q21 Q22 - Q2n
A= . .

Qm,1 Am2 **° Amn

schreibet man auch A = (a;;)ici1,m),jeq,n) 0der A = (a; ;).
2. Statt M, ,(K) schreibt man auch M, (K).

3. Sei A = (a;;) mit a;; = 0 fiir alle 4, j. Dann schreibt man A = 0. Diese Matrix
heift die Nullmatrix.
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8.2 Operationen auf Matrizen

Definition 8.2.1 Seien A = (a;;) und B = (b;;) in M,, ,(K) zwei Matrizen. Wir
definieren die Summe A + B von A und B durch

ajg+biy ao+bio o ar, by,

as1+ba1  asotbao - as, +boy
A+B: (ai7]‘+bi7j) = . .

am,1 + bm,l Am,2 + bm,Z v Gmn + bm,n

Die Abbildung M, ,(K) X My, ,(K) = My, (K), (A, B) — A+ B heifit die Addi-
tion von Matrizen.

Definition 8.2.2 Seien A = (q;;) in M,,,(K) eine Matrix und sei x € K. Wir
definieren die Skalarmultiplikation von x und A durch

xray rayo - xTayn

Tagz1 Ta2 - TdAgg
rA = (za;;) =

Tlmi TQm2 - TAm;mnp

Die Abbildung K x M, ,(K) = My, ,(K), (x,A) — xA heifst die Skalarmultipli-
kation von Matrizen.

Lemma 8.2.3 (M,,,(K),+,) ist ein Vektorraum. Der Nullvektor ist die Nullma-
trix. O

Beweis. Siehe Ubungsblatt 8. n

Definition 8.2.4 Sei A = (a;;) € M, ,(K) und B = (b; ;) € M, ,(K). Wir definie-
ren das Produkt oder die Multiplikation AB von A und B durch

AB = (¢;;) € M, ,(K) durch

n
Cij = E Wi kb j-
k=1

Die Abbildung M,, ,,(K) x M, ,(K) = M, ,(K), (A, B) — AB heift die Multipli-
kation von Matrizen.

Beispiel 8.2.5 1. Es gilt



65

2. Es gilt
1 0 I 1Y) 1 1
-1 0 1 1) \ -1 -1
3. Es gilt
10 a b\ [(a b
01 c d) d
4. Es gilt

8.3 Kanonische Basis

Definition 8.3.1 Seien k € [1,m] und | € [1,n]. Wir definieren die Matrix Ej; €

M, ,(K) durch Ejy; = (e; ;) wobei

o 1 fori==Fkandj=I,
€3 =1 0 andernfalls

Lemma 8.3.2 Das System (Ej)ke[1,m),ic[1,n) it eine Basis von M, ,(K).

Beweis. Seien (Ty1)ke[1,m),ic[1,n Skalare mit

m n

Z Z {L‘kJEkJ =0.

k=1 [=1

Als Matrizen konnen wir schreiben

Ti1 T1i2 - Tin

To21 T22 -+ Tan
(i) = : :

Tm1l Tm2 °°° Tmn

Es gilt also x; ; = 0 fiir alle 4 und j und das System ist linear unabhéngig.

Sei A = (a; ;) eine Matrix, es gilt

und das Systen ist ein EZS.

Korollar 8.3.3 Es gilt dim M,, ,(K) = mn.
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8.4 Matrizen als lineare Abbildungen

Sei B = (e, - ,e,) die kanonische Basis von K™ und sei B’ = (vq, - - - , vy,) die kanoni-
sche Basis von K™. Sei f : K™ — K™ eine lineare Abbildung und sei A = Matg /(f)
die Matrix von f in die Basen B und B'. Es gilt A € M,, ,(K).

Lemma 8.4.1 Sei (f;;) die Basis von Hom (K™, K™) definiert durch f; j(ex) = 6;xv;.
Es gilt
Matg s (fi;) = Ei;-

Beweis. Wir schreiben f; ; als lineare Kombination von Elemente von der Basis ( fx,).
Bs gilt fi; = 3521 2121 @k frg mit

a1 = 5z‘,k5j,l-
Die Matrix Matg g (fi ;) ist (ax;), es gilt also Matg 5/ (fi ;) = Ei ;. -

Definition 8.4.2 Sei Matg g : Hom(K", K™) — M,,,,(K) die Abbildung definiert
durch f+— Matg g (f).

Satz 8.4.3 Die Abbildung Matg s ist ein Isomorphismus. O

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Matg s linear ist. Seien f,g € Hom(K™, K™) und
seien z,y € K. Wir schreiben

f= Zai,jfi,j und f = Zai,jfi,j
iyj Zh]

wobei (f; ;) die Basis von Hom (K™, K™) definiert durch f; ;(e;) = J;xv; ist. Es gilt
also

Matg s (f) = (a;;) und Matg 5z (g) = (b; ;).

Es gilt auch

/[/7]

vftyg =2 aiifij+y ) aijfi; =Y (vai;+ybij)fi;
inj inj

Es gilt also

Matg g (xf + yg) = (va;; + ybi ;) = sMatg g (f) + yMatg 5 (g).

Die Abbildung Matp s ist linear. Diese Abbildung schickt die Basis (f; ;) iiber die
Basis (E; ;). Daraus folgt, dass Matp z ein Isomorphismus ist. =
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Definition 8.4.4 Sei A = (a;;) € M,,,(K) eine Matrix. Wir definieren eine Abbil-
dung, die wir ebenfalls mit A bezeichnen, wie folgt:

A: K"

Km

v— A(v) = Av

wobei Av das Produkt von der Matrix A € M,, ,,(K) und der Matrix v € M, (K)
bezeichnet. Wir nennen A : K" — K™ dann Matrixabbildung.

Lemma 8.4.5 Sei f € Hom (K™, K™) mit Matg z/(f) = A. Es gilt Av = f(v). 0
Beweis. Wie schreiben v = Y "7'_, ze;,. Es gilt also

X1

Wir schreiben A = (a; ), es gilt also

n

f= Z Z aijfig

= j:l
Daraus folgt

n n

Zzlaufz] Zza”fz] <Z$k€k> - ZZ xka”f” €k)

=1 =1 j=1 i=1 j=1 k=1

3

m n n m n
=D DD maibi =Y > w0 = E D | v
j=1

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 i=1

Es gilt auch per Definition

Zk:l al,k‘xk m n
Av = : :5 g a; ;T | Vi
k=1

n .
> ke1 Gm kTk =1

Daraus folgt Av = f(v). ]

Korollar 8.4.6 Sei A = (a;;) € M,,,(K) eine Matrix, die Abbildung A : K — K
ist linear.
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Der folgende Satz ist sehr niitzlich, um die Matrix einer linearen Abbildungen zu
berechnen.

Satz 8.4.7 Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Sei B = (vy,--- ,v,) eine Basis

von V und sei B’ = (wy,- - ,w,,) eine Basis von W. Wir schreiben f(v1),---, f(v,)
als lineare combination von wq, - - - Wyy,:
for) = zaw+ -+ T Wiy o (V) = T1aW1 A+ Ty Wi
Dann gilt
T11 0 Tin
Matg s (f) =
Tm1 *°° Tmn

Beweis. Sei A die obige Matrix. Es geniigt zu zeigen, dass Av = f(v). Es geniigt also
zu zeigen, dass Av; = f(v;) fiir alle i € [1,n]. Dies folgt aus der Definition der Matrix
A. [

Sei B"” die kanonische Basis von KP.

Korollar 8.4.8 Seien A = (a;;) € M,,,,(K) und B = (b;;) € M,,(K) Matri-
zen und seien f € Hom(K", K™) und g € Hom(K?, K™) mit Matg s (f) = A und
Matgr 5(g) = B. Dann gilt fiir alle v € K?:

(fog)(v) =A(Bv) und Matg: g (f o g) = AB.

Beweis. Sei v € K?, dann gilt g(v) = Bv € K. Es gilt also (f o g)(v) = f(g9(v)) =
Ag(v) = A(Bv). Insbesonderen gilt diese Formel fiir v € B”. Daraus folgt die zweite
Formel. -

Korollar 8.4.9 Seien A = (a;;) € My, ,(K) und B = (b; ;) € M,,,(K) Matrizen
und seien f € Hom(K™, K™) und ¢ € Hom(K™, K™) mit Matgp(f) = A und
Matg g (g) = B. Dann gilt fiir alle v € K?:

(f +9)(v)=(A+ B)vund Matgp(f +g) = A+ B.

Korollar 8.4.10 Die Matrixmultiplikation ist associativ, i.e. fiir alle A € M,, ,(K),
BeM,,(K), CeM,,K) gilt

(AB)C = A(BC).

Beweis. Sei B" die kanonische Basis von K. Sei f € Hom(K™, K™), g € Hom(K?, K")
und h € Hom (K9, K?) mit Matg s (f) = A, Matgs g(g) = B und Matgw g (h) = C.
Es gilt

(AB)C = Matg//,lg/(f o g)Math,B/(h) = Matg///,lg/((f o g) o h)
= MatB///’B/(f (@) (g (@) h)) = Matlglg/(f)Math’B(g o h) = A(BC)
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Korollar 8.4.11 (M, (K),+,-) wobei - die Matrixmultiplikation ist, ist ein Ring.

Beweis. Wir wissen, dass (M, (K),+) eine kommutative Gruppe ist (weil (M, (K)
ein Vektorraum ist). Die Matrixmultiplikation ist auch assoziativ. Wir setzen

1 0 ..« 0
[n = Mat&B(IdKn) = 0 1

. 00

o --.-. 0 1

Sei A € M, (K) und sei f € Hom(K", K™) mit A = Matg(f). Es gilt,
A[n = MatcB,B(fOIdK”) = MatcB,B(f) = A = MatcB’B(f) = MatcB’B(IdKn Of) = [nA
Seien A, B,C € M, (K) und seien f,g,h € Hom(K", K™) mit A = Matg(f), B =
Matg g(g) und C' = Matg g(h). Es gilt

A(B + C) = Matp 5(f)(Matps(g + h)) = Matss(f o (g + h)).

Sei v € K", es gilt (f o (94 h))(v) = (f(g+h)(v) = fg(v) + h(v)) = f(g(v)) +
f(h(v)) = (fog)(w)+ (foh)(v). Es gilt also

A(B -+ C) = Mat&lg(f 0] (g + h)) = Mat&lg(f og + f @) h))
= Mat&[g(f o g) + Mat3,3<f o h)) = AB + AC.

Es gilt auch
(B+ C)A = (Matgs(g + h))Matg 5(f) = Matgs((g + h) o f).

Seiv € K", es gilt ((g+h)o f)(v) = (g+h)(f(v)) = g(f(v)) +h(f(v)) = (g0 f)(v) +
(ho f)(v). Es gilt also

(B + C)A = Mat[ilg((g + h) o f) = Mat373(g of+4+ho f))
= Matgg(go f) +Matgs(ho f)) = BA+ CA.

Bemerkung 8.4.12 (M, (K),+, ) ist nicht kommutativ. Zum Beispiel, gilt es:

11 LoY_ (oo (1 0\(1L1\_(1 1
11 )\-10) " {oo)™ \-10)\11)7\ -1 1)
Definition 8.4.13 Ein Ring (R, +, ) mit eine Skalarmultiplikation * : K x R — R
heilt K-Algebra falls gilt:
1. (R,+,x) ist ein K-Vektorraum,
2. firallex € K, r,se Rgiltxx(r-s)=(x*xr)-s=1r-(xx*s).

Lemma 8.4.14 (M,(K),+,-,*), wobei x die Skalarmultiplikation von Matrizen ist,
ist eine K-algebra. O

Beweis. Ubung. n
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8.5 Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei V mit dimV = n und W mit dim W = m zwei Vektorrdume. Sei B eine Basis
von V und B’ eine Basis von W. Wir fiir Hom (K™, K™) kann man ein Isomorphismus
zwischen Hom(V, W) und M,, ,(K') geben. Wir werden nur eine vereinfachte Beweis
geben.

Satz 8.5.1 Die Abbildung ¢ : Hom(V,W) — M,,,(K) definiert durch @(f) =
Matg g (f) ist ein Isomorphismus. 0

Beweis. Man beweist zuerst, dass diese Abbildung linear ist (siehe Ubungsblatt 8).
Dann zwigt man, dass die Basis (f; ;) (siehe Satz 7.5.2) die Gleichung @(f; ;) = E; ;
erfiillt (siche Lemma 8.4.1). Dann ist @ ein Isomorphismus. -
Wir schreiben f(vy,) = >0 @ pw;.

Satz 8.5.2 Es gilt

11 Ti2 - Tin
To1 T2 - Ton
Matg s (f) =
'rm,l DR DR xm7n
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
m n
=YD wiifi
i=1 j=1

mit (f; ;) die Basis von Hom(V, W) im Satz 7.5.2 definiert. Es gilt

<Z Z%jfi,j) () = Z in,jfi,j(vk) = Z%sz = f(vr).

i=1 j=1 i=1 j=1

8.6 Elementarmatrizen

Definition 8.6.1 Fiir 1 < p,q < n mit p # q und a € K, definieren wir eine Matrix
137 (a) = Ty q(a) = (ti;) € M,(K) durch

1 fallsi=j,

ti; =< a falls (i,5) = (p, q),
0 andernfalls.



Fiir 1 <p < nund b € K*, definieren wir eine Matrix D" (b) = D,(b) = (d;;) €
M, (K) durch
1 fallsi=j #p,
dij =4 a fallsi=j=p,
0 andernfalls.

Fiir 1 < p, ¢ < n, definieren wir eine Matrix EI(;’fq) =FE,, = (e;) € M,,(K) durch

1 fallsq#i=j+# 7,

)1 falls (,5) = (. a),

7 a falls (i,§) = (¢.p),
0 andernfalls.

Es gilt E,, = E,, und E,,, = I,,.

Matrizen der Form TISZ)

Typ I, IT bzw. IIL

(a), D,(;")(b) und E%) nennt man Elementarmatrizen vom

Beispiel 8.6.2

1 000 1 000

@, v_1 01 a0 @w,v_| 0100
La@W=1090 10| B2@W=]0g 410
0001 0001

b 0 0 0 1 000

@y |01 00 @y | 01T 00
Dy(b) = 0010 Dy (b) = 00 b0
0001 0 001

1 000 00 01

@ | 0010 @,y _| 0100
Bas=10o100| Bul@=)001 0
0 001 10 00

Lemma 8.6.3 Die Matrizen T,§ZZ) (a), DI(,")(b) und EI(;’fq) sind invertierbar. O

Beweis. Es gilt
Ty ()T (—a) = I, = Ty (—a) T (a)
DY (0D (b~1) = I, = DY (6= D (b)
BB =1,

Lemma 8.6.4 (Zeilenoperationen) Seien A € M,, ,(K), a € K und b € K*.

(I) TISZ) (a)A ensteht aus A, indem man zur p-ten Zeile von A das a-fache ¢-ten
Zeile addiert.
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(II) DY)b)A ensteht aus A, indem man die p-te Zeile von A mit b multipliziert.

(I1) EY A ensteht aus A durch Vertauchen der p-ten und j-ten Zeilen. 0

Beweis. Ubung. n

Definition 8.6.5 Die drei im vorherigen Lemma beschriebenen Umformungen von
A nennt man Zeilenoperationen vom Typ I, IT und III.

Lemma 8.6.6 Zeilenoperationen vom Typ IIT kann man durch Hintereinanderschal-
tung von Typ I und Typ II erhalten. 0

Beweis. Es gilt ESY = DS (= 1)T ()T (= 1) T (1). .

Definition 8.6.7 Analog definieren wir Operationen auf den Spalten. Dann sind
AT (a), ADS™ (b) und AES" die elementaren Spaltenoperationen vom Typ
I, II und III.

8.7 GauR-Algorithmus

Definition 8.7.1 Eine Matrix B = (b; ;) € M,,,(K) ist in reduzierter Zeilenstu-
fenform falls gilt B = 0 oder es existieren ein 1 < r < min(m,n) und 1 < j; < js <
- < Jr < m, so dass gilt

1. Fir 1 <k <rgilt by; = 0 falls j < jj (die ersten j; — 1 Eintriige der k-ten
Zeile sind nul).

1 fallsi =k,
0 sonst.
ist 1, alle andere Eintrige sind nul).

2. Fir 1 <k <rgilt b, = { (die k-te Eintrag der ji-ten Spalte

3. Firr+1 <k <mgilt by ; =0 fiir alle 1 < j <n (fiir r+ 1 <k < m sind die
k-ten Zeilen nul).

Die Elemente in der Teilmenge Zeilenform(B) = {ji, - ,j.} von [1,n] heiken Zei-
lenstufenindizes von B. Fiir B = 0 schreibt man Zeilenform(B) = {).

Beispiel 8.7.2 1. Die Matrix

0 1 b1z bia 0 big 0 0 by biao
00 0 0 1 byg 00 bog basg
|00 0 0 0 0 10 by by
00 0 0 0 0 01 by bao
00 0 0 0 0 00 0 0
00 0 0 0 0 00 0 0
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ist in redizierter Zeilenstufenform, wobei r = 4 und Zeilenform(B) = {2, 5,7, 8}.

2. Eine Matrix B in reduzierter Zeilenstufenform ist also von der Form

1 J1 Jo J3 Jr n
0 - O]1]x -+ *[O]* -+ x[O]x -+ « 0lx -+ %] 1
1 (% -+ x| 0|x -+ % 0 2
1% -+ % 0 3
0 4
0 . .

0
1 (% --- % T
r+1

0 .
n

wobei die Sternen fiir beliebige Elemente aus K stehen. Hier ist Zeilenform(B) =
{n, ek

Satz 8.7.3 (GauB-Algorithmus) Sei A = (a;;) € M,,,(K) eine Matrix. Dann
gibt es Elementarmatrizen T4, ---T;, so dass B = T3 ---T; A in reduzierter Zeilenstu-
fenform ist. Wir nennen dann B eine reduzierte Zeilenstufenform von A. O

Beweis. Falls A = 0, so ist A bereits in Zeilenstufenform und der Algorithmus stoppt.
Sei also A # 0. Man setze A = (ag?j)) = A. Sei j; € [1,n] definiert durch

J1 = min{s € [1,n] | es gibt ein p € [1, m] mit, a;?g # 0},

In Worten: wir suchen die erste Spalte die nicht nul ist und nennen 7; sein Indiz. Sei
p € [1,m] definiert durch

p=min{l € [1,m)] | a? # 0}.

L,j1

In Worten: wir suchen, in der ji-te Spalte (die nicht nul ist), den erste Eintrag der
nicht nul ist und nennen p sein Indiz. Wir setzen

CO = (%) = Di((@) ) ) B, A und

.7 D:J

AN — (a(l)) _ TmJ(_C(o) )"'T2,1(—C§?}1)C(0)-

ivj myjl
Man bemerkt, dass die erte Zeile von C© ist von der Form

Erste Zeile von C'©): (0,0 1%, %)
N——

j1—1 Eintrége
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wobei die Sternen fiir beliebige Elemente aus K stehen. Man bemerkt auch, dass die
ersten j; — 1 Spalten von A™ nul sind und die j;-te Spalte von A®) von der folgenden

Form ist:
1

0

Wir definieren induktiv Matrizen A% ¢ M, (K) und natiirliche Zahlen j; < --- <
ji wie folgt: Angenomment A*—1 = (agfg{l)) und j; < - -+ < jx_1 sind bereits definiert
fiir ein k > 2. Sei

Jr = min{s € [jx_1 + 1,n] | es gibt ein p € [k, m] mit a},’f;l) # 0}.

In Worten: wir suchen, in den letzen m — k + 1 Zeilen, die erste Spalte mit Indiz
grofer als jx_; die nicht nul ist und nennen j; sein Indiz. Wenn ein solches j; nicht
existiert sind alle Zeilen mit Indiz grofer als £ — 1 nul und der Algorithmus stoppt.

Angenommen jj existiert. Sei p € [k, m] definiert durch

p=min{l € [k,m] | Al # 0}.

lvjk:

In Worten: wir suchen, in den letzen m — k + 1 Zeilen und in der ji-te Spalte (die
nicht nul ist), den erste Eintrag der nicht nul ist und nennen p sein Indiz. Wir setzen

Cl = (i) = Dl ) Eip A und A® = (af]) mit

%,J Dk ,J

AR = Tm,k(—c(kd)) - 'Tk+1,k(—c,(;:1%). )qu,k(—c,(f:l{;k) . -Tl,k(—cglf]?))(}’(k’l).

myjk J

Man bemerkt, dass die (m x jj)-Matrix, welche aus den ersten j; Spalten von A®)
besteht, in reduzierter Zeilenstufenform ist.

Jetzt sieht man leicht, dass A®), spétestens nach & = min(m,n) schritten, in redi-
zierter Zeilenstufenform ist. -

Beispiel 8.7.4 Hier ist ein Beispiel vom Gauf-Algorithmus.

00 2 01 2 01 2
A= 024 ]|=Cc9=[002]|—~AD=[00 2 |~
01 1 01 1 00 —1

01 2 010
—CD=100 1 |—-4®9=10 0 1
00 —1 000
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Bemerkung 8.7.5 Analog konnen wir die reduzierte Spaltenstufenform einer
Matrix A € M,,,(K) definieren. Die entsprechende Formulierung und Beweis des
Gauk-Algorithmus ist eine Ubungsaufgabe.

Definition 8.7.6 Sei A € M,,, (K) eine Matrix. Der Kern von A ist die Teimenge
von K™ definiert durch

Ker(A) = {v e K" | Av =0}.

Bemerkung 8.7.7 1. Sei f: K™ — K™ eine lineare Abbildung und seien B und B’
die kaninische Basen von K" und K™. Sei A = Matg/(f). Dann gilt

Ker(f) = Ker(A).
2. Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und seien B = (vq,---,v,) und B’ =
(wy, -+ ,w,,) Basen von V und W. Sei A = Matg g /(f). Dann gilt

T
Ker(f) = Qv =mxv1 + -+ 2,0, : € Ker(A)

xn
Lemma 8.7.8 Sei B € M, ,(K) in Zeilenstufenform mit Zeilenform(B) = {ji,--- ,j. }-
Fir j € [1,n] \ {j1,-- -, -} definieren wir

T
B S— [p— . . .
Kj = € E :bweﬁ
i=1

wobei (e, --- ,e,) die kanonische Basis von K™ ist. Dann gilt Ker(B) = (K7, j €

[1,n]\ {j1, - ,7-}) und dimKer(B) =n —r. O
Beweis. Dank einfache Matrixmultiplikationen kann man die Enthaltung (K ]B , J €
[1,n]\ {j1, - ,Jr}) C Ker(B) einfach beweisen. Sei U = (e;,, - ,e;,) und sei u =
rie, + -+ xre, € U. Es gilt

T

Ty

0
Daraus folgt, dass u € Ker(B)NU < u = 0. Also gilt U + Ker(B) = U & Ker(B).
Daraus folg dim Ker(B) = dim(U + Ker(B)) —dim U = dim(U 4+ Ker(B)) —r <n—r.
Es geniigt also zu zeigen, dass die Vektoren K7 fiir j € [1,n]\ {j1,---,j-} linear
unabhéngig sind.



76 8 Matrizen

Fir j e [1,n|\ {j1, -+ ,jr}, sei z; € K so dass

j€[17n]\{j17"' 7jr}

Dann gilt
0= Z <.§L’j€j — Z b@jeji) = Z .Tj@j— Z ijbi,jeji.
je[lvn}\{jlf"nj?‘} i=1 je[lvn}\{jlf"nj?‘} j€[17n]\{j17"'7j7‘} i=1

Da die Elemente e, fiir j € [1,n]\{j1, -, j-} und e;,, - - - , e;, linear unabhéngig sind
gilt x; = 0 fiir alle j € [1,n]\ {j1, -, 4 }- -
Beispiel 8.7.9 Sei

01 b173 0 b175

00 0 1 by
B=100 0 0 o [|€MsE)
00 0 0 O

Es gilt Zeilenform = {ji, jo} = {2,4} und [1,5]\ {2,4} = {1,3,5}. Die Vektoren K[
sind

1 0 0
0 —by 3 —b15
KP=|o0|, K? 1 und K2 = 0 :
0 0 ~by 5
0 0 1

Lemma 8.7.10 Sei A € M,,,(K) eine Matrix und sei E eine Elementarmatrix.
Dann gilt Ker(A) = Ker(EFA). O
Beweis. Sei v € Ker(A), dann gilt Av = 0 und EAv = E0 = 0. Umgekehrt, sei v €
Ker(FA), dann gilt EAv = 0. Aber E ist invertierbar, es gilt also Av = E"'E Ay =
E-10=0. ™

Korollar 8.7.11 Sei A € M,,,(K) eine Matrix und sei B die reduzierte Zeilenstu-
fenform von A. Dann gilt Ker(A) = Ker(B).

Korollar 8.7.12 Sei A € M,, ,,(K) eine Matrix und sei B eine reduzierte Zeilenstu-
fenform von A mit Zeilenform(B) = {j1,-- -, j.}, dann gilt Rg(A) = Rg(B) =r.

Beweis. Es gilt Rg(A) =n —dimKer(A) =n —dimKer(B)=n—(n—7r)=r. =n

Bemerkung 8.7.13 Der Gauk-Algorithmus liefert ein explizites Verfahren zur Kon-
struktion einer Basis von Ker(A).
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Satz 8.7.14 Sei A € M,,,(K) eine Matrix. Dann gibt es genau eine reduzierte
Zeilenstufenform B von A. O

Beweis. Die Existenz ist bereits durch den Gaufs-Algorithmus bewiesen. Es bleibt zu
zeigen, dass B eindeutig ist. Seien B, B’ reduzierte Zeilenstufenformen der Matrix A.
Wir zeigen B = B'.

Es gilt Zeilenform(B) = genau dann wenn Ker(B) = K™. Wegen Ker(B) = Ker(4) =
Ker(B’) gilt also Zeilenform(B) = genau dann, wenn Zeilenform(B’) =. In diesem
fall folgt sofort B = B’ = 0.

Wir nehmen an, dass Zeilenform(B) und Zeilenform(B’) nicht leer sind. Wir schreiben
Zeilenfrm(B) = {j1, -+, jr-} und Zeilenfrm(B’) = {ji,---,Jj;} mit r,t > 1. Es gilt
r = Rg(B) = Rg(A) = Rg(B') =t.

Schritt 1: Angenommen j; < ji. Dann gilt B’(e;,) = 0 und B(ej,) = e; # 0. Ein
Widerspruch mit Ker(B) = Ker(A) = Ker(B’). Also gilt j; > j;. Der Fall j; > j]
wird analog behandelt. Also es gilt j; = 71.

Schritt 2: Sei P > j; mit der eigenschaft: Fiir & € [1,p — 1] ist die k-te Spalte von B
gleich der k-ten Spalte von B’. Wir werden zeigen, dass dann auch die p-te Spalte von

B gleich der p-ten Spalte von B’ ist. Damit hdtten wir dann per Induktion bewiesen,
dass B = B’ gilt.

Sei 1 < s —1 < r maximal mit j; < -+ < js_1 < p. Wir haben j, = j; fiir alle
1<k <s—1. Falls s—1 < haben wir auch p < j; und p < j..

Fall I: p ¢ Zeilenform(B) und p ¢ Zeilenform(B'). Seien B = (b; ;) und B" = (b} ;).
Dann gilt

—b1p, + b1y

B(KpB) _ _b2,p-‘|— b2,p _
_bm,p + bm,p

und wegen Ker(B) = Ker(B’) gilt

—bip + 0,
—by, + b

2 e
~bmyp + Uy

Daraus folgt b;), = b}, fiir alle i € [1,m].

Fall IT: Sei s — 1 < r und p = j; = j.. Dan sind die p-ten Spalten von B und B’
gleich ey, stimmen also iiberein.

Fall III: Sei s — 1 < 7 und p = j, < ji. Es folgt B'(KZ) = 0 aber B(LF') =
ea—> 0} by, per # (weil (e1, - - -, e;) linear unabhéngig ist). Widerspruch zu Ker(B) =
Ker(B’).
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Der Fall Sei s —1 < r und p = j. < js wird analog zu Fall III bewiesen. n

8.8 Invertierbare Matrizen

Definition 8.8.1 Eine Matrix A € M, (K) heifst invertierbar wenn es eine Matrix
B € M,(K) gibt mit AB = BA = I,

Lemma 8.8.2 Sei A eine invertiebare Matrix, dann ist die Matrix B € M, (K) mit
AB = BA = I, eindeutig bestimmt. Man schreibt B = A~ O

Beweis. Seien B und C' zwei Matrizen mit AB = BA = I, und AC = CA = I,.
Dann gilt C = C1I, = C(AB) = (CA)B = 1,B = B. -

Lemma 8.8.3 Sei A € M, (K) und sei fHom(K", K") mit Matgg(f) = A. Dann
ist A invertierbar genau dann, wenn f bijektive ist. In diesem Fall gilt A=! =

Matlg“lg(fil). O

Beweis. Angenommen, dass f bijektiv ist. Wir setzen B = Matg 5(f '), es gilt AB =
Mat3,3<f o f_l) = Matg,gad) = I, und BA = Mat&[g(f_l o f) = Mat&[g(Id) =1,.
Dies zeigt auch die letzte Aussage.

Angenommen, dass A invertierbar ist. Wir definieren ¢ € Hom(K™, K™) mit A~! =
Matgg(g), es gilt Matgp(f o g) = AB = I, = Matgp(ld) und Matg (g o f) =
BA = I, = Matg(Id). Es gilt also fog = Id = go f und f ist bijektiv mit ¢ als
Umkehrabbildung. -

Definition 8.8.4 1. Eine Matrix A € M, (K) heift linksinvertierbar, wenn es eine
Matrix B € M, (K) gibt mit BA = I,,.

2. Eine Matrix A € M, (K) heifit rechtsinvertierbar, wenn es eine Matrix B € M, (K)
gibt mit AB = I,,.

Lemma 8.8.5 Sei A € M, (K). Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
1. A ist invertierbar,
2. A ist linksinvertierbar,
3. A ist rechtsinvertierbar.

Wenn diese Eigenschaften erfiillt sind, sind alle Matrizen B, C € M, (K) mit BA =1,
oder AC = I,, gleich A~ O
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Beweis. (1 = 2) ist klar.

(2=1) Sei B € M,,(K) mit BA = I,,. Sei B die kanonische Basis von K" und seien
f,g € hom(K™, K™) mit Matg s(f) = A und Matg z(g) = B. Es gilt

Mat373(g @) f) = Mat373(g)MatB,B(f) = BA = In = MatBﬁ(IdKn).

Es gilt also g o f = Idg». Wir zeigen, dass f injektiv ist. Sei v € Ker(f). Es
gilt v = g(f(v)) = ¢g(0) = 0. Daraus folgt, dass Ker(f) = 0 und f ist injektiv.
Weil f : K™ — K" linear ist, ist f eine bijektion. Nach dem obigen Lemma ist A
invertierbar.

Wir zeigen, dass B = A, Sei f~! die Umkehrabbildung, es gilt Matg z(f~') = A~%.
Sei v € K™. Es gilt f(f~*(v)) = v. Daraus folgt g(v) = g(f(f~(v))) = f~!(v) also
g=ftund B= A%

(1 = 3) ist klar.

(3=1) Sei B € M,(K) mit AB = I,,. Sei B die kanonische Basis von K™ und seien
f,g € hom(K™, K™) mit Matg s(f) = A und Matg 5(g) = B. Es gilt

Mat[ilg(f @) g) = Mat373(f)Mat373(g) = AB = In = Mat&lg(IdKn).
Es gilt also f o g = Idg». Wir zeigen, dass f surjektiv ist. Sei v € K". Es gilt

v = f(g(v)). Daraus folgt, dass f injektiv ist. Weil f : K™ — K™ linear ist, ist f eine
bijektion. Nach dem obigen Lemma ist A invertierbar.

Wir zeigen, dass B = A™'. Sei f~! die Umkehrabbildung, es gilt Mats 5(f ') = A~%.

Sei v € K. Bs gilt ~'(v) = /" (f(9(0)))) = (f o f)(g(v)) = g(v). Daraus folgt

g(v)=f1t(v)alsog= f~tund B= AL -

Definition 8.8.6 Die Teilmenge GL, (K) von M, (K) definiert durch
GL,(K)={A € M,(K) | Aist invertierbar}

heiftt die allgemeine lineare Gruppe.

Lemma 8.8.7 (GL,(K),-), wobei - die Matrixmultiplikation ist, ist eine Gruppe.

Beweis. Ubung. n
Als Korollar vom Gauf-Algorithmus erhalten wir ein Algorithmus um das Inverse
eine Matrix zu berechnen.

Satz 8.8.8 Eine Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn es elementare Matrizen
Ty,---T; gibt mit T, - - - T1 A = I,,. 0
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Beweis. Wenn es elementare Matrizen 17, ---7T; mit T;---T1A = I, gibt dann gibt
es B=1T,---T) mit BA = 1I,, und A ist invertierbar.

Umgekehrt, wenn A invertierbar ist, dann gibt es elementare Matrizen 77, --- T} so
dass T; - T1 A in reduzierte Zeilenstufenform ist. Es folgt » = n weil sonnst ist Ker(A)
nicht trivial. Also gilt T} - T1A = I,,. -

Korollar 8.8.9 (Praktische Berechnung von A™') Sei A € M,(K) invertier-
bar. Der Gauk-Algorithmus liefert elementare Matrizen Ty, --- , Ty mit T, - - - T1 A = I,,.
Dann gilt

At =T,...T).

8.9 Duale Abbildung

Definition 8.9.1 Sei A € M,,,(K) eine Matrix mit

11 . Qip

A:

Am,1 *°° Amn
Die Transponierte Matrix von A ist die Matrix A” € M, ,,(K) gegeben durch

a1 - QAm
AT =

Q1n = Amn

Satz 8.9.2 Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und seien B = (v, - ,vy,)
und B’ = (wy,- -+ ,wy,) Basen von V und W. Sei A = Matg (f) und seien BY =
(vY, - ,vY)und B = (wy,---,w)), dann gilt

AT = 1\/[at8\/7 B (fv) .

Beweis. Wir schreiben A = (a;;). Sei wy ein Basisvektor von WY. Wir schreiben

fY(wy) als lineare Kombination von (ey,---,v,):

n
f(w]) = ZxkeZ.
k=1

Es gilt
Frw)) ) = we) (v) = @i,
k=1
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Es gilt auch

Y (wy)(vi) = wi o f(vi) = wi(f(vi)) = wy (Z ak,z'wk> = ;.

Daraus folgt:
Fw)) =" ajef.

und die Gleichung
a1 - Gm

AT =

1n = Amn

Definition 8.9.3 Sei A € M,,,(K) eine Matrix.

1. Der Zeilenrang Rg,(A) von A ist die Dimension des Unterraums von K™, welcher
von den Zeilen von A erzeugt ist.

2. Der Spaltenrang Rg (A) von A ist die Dimension des Unterraums von K™, wel-
cher von den Spalten von A erzeugt ist.

Lemma 8.9.4 Es gilt Rg(A) = Rg,(A). 0

Beweis. Es gilt Rg(A) = dimIm(A) = dim(A(eq),- -, A(e,)) wobei (e, ,e,) die
kanonische Basis von K" ist. Aber A(e;), -, A(e,) sind die Spalten von A und es
folgt Rg(A) = Rg,(A). -

Korollar 8.9.5 Es gilt Rg,(A) = Rg(A) = Rg,(A).

Beweis. Sei B die kanonische Basis von K™ und B’ die kanonische Basis von K™. Sei
fhom(K"™, K™) mit Matg g (f) = A. Es gilt Rg(f) = Rg(A) = Rg,(A).

Es gilt auch AT = Matgy zv(f¥) und Rg(f¥) = Rg(AT) = Rg,(AT). Aber die
Spalten von A” sind die Zeilen von A also gilt Rg,(AT) = Rang.(A). Wir haben
auch gesehen, dass Rg(fY) = Rg(f). Daraus folgt Rg,(A) = Rg(A) = Rg(f) =
Rg(f") = Rg(A”) = Rg,(A") = Rg.(A). .



O Linear Gleichungssysteme

9.1 Definition

Definition 9.1.1 Ein lineares Gleichungssystem (LGS) besteht aus m Gleichun-
gen der Form

a1 Xy +a1oXo+ -+ a1, X, = b

a1 X1 + ageXo + -+ az, X, = by

()

am,le + a'm,QXZ ++ a'm,an = bm

wobei Xj,---,X, Variablen oder Unbekannte genannt werden und a;; und b;
Skalare aus K sind.
Ein Vektor
U1
v = :
Un

ist eine Losung von (%), falls gilt

a11V1 + Q12U + -+ - 4 a1 U, = by
A1V + Q29U + - - - 4 A2, U, = by

Qm,1V1 + A, 20V2 +-+ Qm,nUn = bm~

Eine Kurzschreibungweise fiir (x) ist AX = b wobei

ari1 -+ Ainp
A=

Am,1 *°° Amn

die Koeflizientenmatrix von (x) und

b —
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ist.

Das lineare Gleichungssystem AX = b heift homogen falls b = 0 und inhomogen
falls b # 0. Die Matrix

a1 - Qip by
[Alb] =

Qm,1 " Amn bm

ist die erweiterte Koeffizientenmatrix von (x).

Die Losungmenge L(A,b) des lineares Gleichungssystemy (%) ist definiert als
L(A,b) ={v e K" | v ist eine Losung von (x)}.
Lemma 9.1.2 Es gilt

L(Ab) = {ve K" | Av =0b} = A (b).

Beweis. Ubung. n

Definition 9.1.3 Sei AX = b ein lineares Gleichungssystem.

1. Das Gleichungssystem AX = b ist l6sbar falls L(A,b) # (.

2. Das Gleichungssystem AX = b ist eindeutig l6sbar falls L(A,b) einelementig ist.
3. Das Gleichungssystem AX = b ist unl8sbar falls L(A,b) = (.

9.2 Losung Verfahren

Lemma 9.2.1 Sei T eine Elementarmatrix, und sei [A'|t)] = T - [A]b]. Dann gilt
L(A,b) = L(A" V). O

Bemerkung 9.2.2 Fiir [A'|)] =T - [A|b] gilt es A" =T A und b’ = T Ab.

Beweis. Sei v € L(A,b). Dann gilt Av = b. Es gilt also TAv = Tb i.e. A'v =1V und
v e LA, V). Ungekehrt, sei v € L(A",b'). Dann gilt A'v = b i.e. TAv = Th. Aber
T ist invertiert bar. Nach Multiplikation mit 7! gilt Av = b und v € L(A,b). n

Dank dem Gaufk-Algorithmus kénnen wir A mit B in reduzierter Zeilenstufenform
ersetzen i.e. es gibt Elementarmatrizen T7,---,7; mit T;---T1A = B wobei B die
Zeilenstufenform von A ist. Es gilt

L(A,b) = L(B,T,- - - Tyb).
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Satz 9.2.3 Sei AX = b ein lineares Gleichungssystem mit A in reduzierter Zeilen-
stufenform und sei r = Rg(A).

1. Falls by, # 0 fiir ein k € [r + 1, m], dann gilt L(A,b) = 0.

2. Falls by = 0 fiir alle k € [r + 1, m], sei

X1

in K™ definiert durch

[ b falls k = j; fiir ein s € [1, 7]
TEZ 1 0 sonst.

Dann gilt L(A,b) = v+ L(A,0) = v+ Ker(A) ={v+ v | v/ € Ker(A)}. O

Beweis. 1. Sei w € K™ mit w = Av fiir ein v € K". Wir schreiben

w1
w =
Wm
Dann gilt w,; = -+ = w,, = 0. Also gilt 1.

2. Es gilt Av = b. Sei v/ € Ker(A), dann gilt A(v +v') = Av+ AV =b+0 =b.
Daraus folgt v + Ker(A) C L(A,b). Umngekehrt, sei v” € L(A,b), dann gilt Av” =b
und A(v”" —v) = A" — Av = b—b = 0. Es gilt v/ —v = v/ € Ker(A) und
V' =v+0 € v+ Ker(A). -

Korollar 9.2.4 Sei A € M,, ,(K) in reduzierter Zeilenstufenform mit Zeileform(A)+
{j1,-++,Jjr} und sei b € K™. Dann sind dquivalent:

e Das lineare Gleichungssystem AX = b ist l6sbar.
o L(AD)#£D

o b1 = =by,=0.

Korollar 9.2.5 Sei A € M,, ,(K) in reduzierter Zeilenstufenform mit Zeileform(A)+
{j1, -, ji} und sei b € K™. Dann sind dquivalent:

e Das lineare Gleichungssystem AX = b ist eindeutig losbar.

® b1 ="-+=by =0und Ker(A) =0.



85

9.3 Ein Beispiel

Sei K = R und sei

002 4 -6 1 -1 0

211 0 -1 0 1 2

Al=] 210 -2 2 1 1 6
4 2 0 —4 4 1 1 8
210 -2 2 -3 1 -6

Der Gaufs-Algorithmus liefert

120-11 00 1

1 2 =300 -1

[B|c] = 1 0 3
1 1

0 0

wobei B in Zeilestufenform ist. An der letzten Spalte von [B|c| sieht man bereits,
dass das lineare Gleichungssystem AX = b l6sbar ist. Es gilt

Zeilenfrom(B) = {1, 3,6, 7}

und .
> 1 ~1
1 0 0
0 -2 3
KZ=10 KP=1| 1 KP=1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

Es gilt also L(A,0) = Ker(A) = Ker(B) = {ayKP + a4KP + a5 KP | ay,a4,a5 € K}.
Fiir

O =

_—w o O

Dann gilt Bv = ¢ also gilt
L(A,b) =v+ L(A,0).



10 Basis Wechsel

Frage 10.0.1 Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Seien B,C Basen von V und
seien B’,C’ Basen von W. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Matp 5 (f) und

Matac/(f)?

10.1 Koordinaten Abbildungen

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit dimV = n.

Definition 10.1.1 Sei B = (vy,--- ,v,) eine Basis und sei (ey,--- ,e,) die kanoni-
sche Basis von K™. Sei
cg:V— K"

die lineare Abbildung definiert durch cz(v;) = e;. Die lineare Abbildung cg heift Ko-
ordinatenabbildung von V bzg. B. Fiir v € V ist cg(v) der Koordinatenvektor
von v bzg. B.

Bemerkung 10.1.2 Sei B = (vy,---,v,) eine Basis und v € V. Man schreibt

V=21V + -+ TpUp.

Es gilt
T
cp(v) =
Tn
Lemma 10.1.3 Die Abbildung ¢z : V — K™ ist ein Isomorphismus. O
Beweis. Das Bild von der Basis B = (vy,--- ,v,) ist die Basis (e, ,e,). Also ist
cp ein Isomorphismus. -

Beispiel 10.1.4 1. Sei V = K3 mit B = (ey, €2, e3) die kanonische Basis. Dann gilt



87

Die Abbildung cg ist die Identitdtabbildung.
2. Sei V = K3 und sei B = (e3, e + €3, e2). Dann gilt

Al T3 — X1
Ccn i) = il
T3 )
Lemma 10.1.5 Seien B = (v, - - ,v,) eine Basis von V und B' = (wy, - - - , wy,) eine

Basis von W. Sei f : V' — W linear und sei A = Matg g (f). Dann ist das folgende
Diagramm kommutativ

v—Lw

Cgl/ lCB/
A

K'——K™

i.e. cgro f=Aocg. 0

Beweis. Wir schreiben

Es gilt

Es gilt also

m m m a’lyj
(CB’ o f)(vj) = Cp/ (Z ai,jwi> = ai,jcB/ (w,) = Z ai7je,~ =

i=1 i=1 i=1

und
ay,j

(Aocp)(v;) = Ale;) =

Es gilt also (cp o f)(v;) = (Ao cg)(v;) fiir alle j und es folgt cg o f = Ao cp. -

10.2 Basiswechsel

Satz 10.2.1 Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Seien B,C Basen von V und
seien B',C’ Basen von W. Sei A = Matgp (f) und B = Matce/(f). Dann ist das
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folgende Diagramm kommutativ:

V w

YV

v

cc cgl Csll Ce/
K" _A> Km
/ x

K Km
i.e. B = QAP wobei P = Mat¢ g(Idy) und ) = Matp ¢ (Idw). 0

B

Beweis. Es gilt ¢z o f = cg o A. Die Abbildung cz ist bijektiv. Es gilt also f =
¢y 0 Aocg. Es gilt auch f = c;' o Bocc. Daraus folgt

-1 -1
B=cepocg oAocgoc, .

Fiir Idy und Idy gilt es auch Idy, = cgl o Mate g(Idy) o cc = cgl o P oc¢e und
Idy = cg,l o Matp ¢r(Idw) o cpr = cg,l o ) o cg. Daraus folgt

P=cp ocg1 und @ = c¢r ocg,l.
Es folgt B = QAP. n

Definition 10.2.2 Seien B und C zwei Basen von V. Die Matrix Matg ¢(Idy ) heifst
Basiswechselmatrix von B nach C.

Korollar 10.2.3 Es gilt Mate ¢/(f) = Matg e/ (Idw )Matg s ( f)Mate p(Idy ).
Korollar 10.2.4 Es gilt Matgc(Idy) = Mate g(Idy) .

Beweis. Sei V=W, B=B,C=C"und f =1dy. Dann gilt

I,, = Mate ¢(Idy) = Matg ¢ (Idy)Matg g(Idy)Mate g(Idy ) = Matg ¢ (Idy )Mate g(Idy ).
Daraus folgt Matgc(Idy) = Mate (Idy) . -

10.3 Berechnung von Mat¢ z(Idy) fiir V.= K"

Seien B = (v, ,v,) und C = (v}, -+ ,v)) Basen von V = K". Wir definieren die
Matrix A € M,, 2, (K) durch

A= o] fonfoi] - v

Die Matrix A ist die Matrix, welche die Vektoren vy, --- , v, und v}, - - - , v/, als Spalten
hat.
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Satz 10.3.1 Sei B die reduzierte Zeilenstufenform von A. Dann hat B der Form
B = [I,|C]
wobei C' € M, (K). Es gilt C = Mat¢ g(Idy). 0

Beweis. Wir haben L(A,0) = L(B,0) = Ker(B). Wir schreiben C' = (¢;;). Wir
haben eine Basis vom Ker(B) gegeben durch

K11B+i - (_Cl,ia Ty _Cn,iaoa Ty, ]-70a T aO)T
wobei die 1 an der (n + i)-ten Stelle steht und wobei ¢ € [1,n]. Es gilt BK?, , = 0

B . .
also AK,,; =0, i,e,
n
r_
’Uj = Ci Ui
i=1

Daraus folgt C' = Matc z(Idy ). =

Beispiel 10.3.2 Sei

s=((2)(1))m ((7)(0))

Basen von R?. Wir schreiben

1 1 01
A:[v1|v2lvi|1}§]:(_1 11 0)'
Dan gilt
(10 =1 1N
B—<01 g 1) =i
Also

_1
C - ( 12
2
Beispiel 10.3.3 Sei f : R? — R? definiert durch
f il - T1 + 29
2 o 2l‘3 — T '

Seien B = (ey, e, e3) und B’ = (e, e3) die kanonische Basen von R? bzg. R?. Dann
ist

DN [0 [

) = MataB(Idv).

A=Matgp(f)= ( _11 (1) g)

Seien
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Basen von R? bzg. R% Dann ist

-1
01 -1 1
Matlic/(ld[[@) = ( 11 ) = ( 1 0 )

und B = MatC,C'(f) = Matg ¢ (Idg2)Matp 5 ( f)Mate g(Idgs) also

1 11
11 1 10 _ (12
-1 1 0

Es gilt
1
Bl 0 :<_14).
0

Mit anderen Worten f(v)) = —4w] + w) also

O O =

1 1
Matcﬁ(IdRa) = 0 1
-1 1

~
O =
|
VR
— O
~
+
VR
— =
~

—1



11 Normalformenprobleme

11.1 Aquivalenz von Matrizen

Definition 11.1.1 1. Seien A, B € M,,, ,(K). Dann sind A und B dquivalent, falls
es P € GL,(K) und Q € GL,,(K) gibt mit

B = QAP.

In diesem Fall schreiben wir A ~ B.

2. Sei R die Relation R = {(A, B) € M, ,(K) | A~ B}.
Lemma 11.1.2 Die Relation R ist eine Aquivalenzrelation. O
Beweis. Ubung. n

Satz 11.1.3 Seien A, B € M,, ,(K). Die folgende Aussage sind dquivelent:
1. A~ B.
2. Rg(4) = Rg(B). .

Beweis. (1. = 2.) Angenommen A ~ B. Dann existieren invertierbare Matrizen
P und @Q mit B = QAP. Wir zeigen, dass f : Im(A) — Im(B), v — Qv wohl
definiert ist i.e., dass fir v € Im(A) gilt Qv € Im(B). Fir v € Im(A), gibt es
ein v/ € K™ mit v = Av'. Fiir v/ = P~W gilt v = Av' = APP 1", Also gilt
Qu = QAPP W' = BP~ %" € Im(B).

Wir zeigen, dass g : Im(B) — Im(A), v — Q 'v wohl definiert ist i.e., dass fiir
v € Im(B) gilt Q 'v € Im(A). Fiir v € Im(B), gibt es ein v' € K" mit v = Bv'. Es
gilt Q7 'v=Q 'Bv = Q7 'QAPv" = APv" € Tm(A).

Die Abbildungen f und g sind linear. Es gilt f o g = Idpy,p) und go f = Idmya) also
f und g sind Isomorphismen. Es gilt Rg(A) = dim Im(A) = dim Im(B) = Rg(B).

(2. = 1.) Angenommen Rg(A) = Rg(B). Dank Gauk-Algorithmus gibt es Ele-
mentarmatrizen 11,--- , 7T, und E;--- ,E, so dass A’ = T, ---T1 A in reduzierte Zei-
lenstufenform ist und B’ = FE,--- E1B in reduzierte Zeilenstufenform ist. Es gilt
Rg(A’) = Rg(A) = Rg(B) = Rg(B’) = r. Wir verwenden jetzt Spalten Operationen.
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Es gibt Elementarmatrizen F,---, Fy und Gy, -G, so dass A” = A'Fy --- Fy und

B" = B'Gy---G, von der Form

1 0 A |
0 1 R |
0 0 1 « *
0 00 - 0

sind wodei % ein beliebiges Element in K darstellt. Es gibt Elementarmatrizen Hy, - - -

und Jy,---J; so dass A” = A"H,---Hy und B"” = B"J; --- J; von der Form

1 0 - 00 --- 0

1 -« 00 --- 0
0 0 10 0
0 00 - 0
0 00 0

sind. Es gilt also
Ty - -TVAF, - -FyHy - Hy=A" =B" = E,--- BYAG, ---GyJy - - - J;

und
B:Efl...E;th...TlAFI...Fle...thjfl...Jfngl...G;1.

Also es gilt A ~ B.

Korollar 11.1.4 Es gilt

wobei

I, 0

Definition 11.1.5 Sei A € M,, ,(K) mit Rg(A) = r Dann heift

( T ) € My (K)

die Normalform von A bzg. Aquivalenz von Matrizen.

7Hh
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Satz 11.1.6 Sei f : V — W mir Rg(f) = r. Dann gibt es Basen B und B’ von V
und W so dass

Mat3,3/<f) = < Iéﬂ 8 ) .

Beweis. Seien B = (vy, -+ ,v,) und B = (wy, -+ ,w,) Basen von V und W, und sei
A = Matgp(f). Dann gibt es Matrizen P € GL,(K) und Q € GL,,(K) mit

B:QAP:(I(;’ 8)

Sei C = (v}, --,v) = (cg'Pcs(v1),-++,cg' Peg(v,)) und C' = (w), -+ ,w!) =

(cgrQ e (wr), -+, g Q@ tep (wn)). Dann sind C und C’ Basen von V und W (weil
P und @ invertierbar sind). Wir zeigen

cc = Pich und cor = Qcgr.

Es gilt ce(cg' Pes(v;)) = e;. Also ce(cg' Ple;)) = e fiir alle i. Also ceeg' P = Idgn.
Daraus folgt cc = P~lcg. Es gilt cor(cg' Q tep (w;)) = e;. Also cer(cg' Q7 er)) = e
fiir alle 7. Also cc/cg,lQ’l = Idgm. Daraus folgt cor = Qcpr.

Wir haben ¢z o f = A o cp. Daraus folgt
cof = Qen f = QAcg = BP ¢y = Bee.
Daraus folgt Matc ¢ (f) = B. n

11.2 Basiswechsel fiir Endomorphismen

Satz 11.2.1 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Seien B und C Basen von V
und sei f: V — V linear. Dann gilt

Matec(f) = Matgc(Idy)Matg g( f)Mate g(Idy ).
Also fiir A = Matgg(f), B = Matcc(f) und P = Matge(Idy), gilt
B=PAP !

Beweis. Folgt aus Satz 10.2.1. n

Definition 11.2.2 1. Seien A, B € M,(K). Dann sind A und B dhnlich, falls es
P € GL,(K) gibt mit
B =PAP.

In diesem Fall schreiben wir A ~ B.

2. Sei R’ die Relation R’ = {(A, B) € M,(K) | A~ B}.
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Lemma 11.2.3 Die Relation R’ ist eine Aquivalenzrelation. O
Beweis. Ubung. n
Frage 11.2.4 1. Wann sind zwei Matrizen A, B € M, (K) dhnlich?

2. Suche eine Normalform bzg. Ahnlichkeit von Matrizen.

Dies wird erst in LA II beantwortet.



12 Bilineare Formen

12.1 Bilineare Formen, Skalarprodukte

Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 12.1.1 Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung 5 : V x V — K,
so dass fiir alle z,y € K und alle v,2',0" € V gilt:

o B(xv+yv' V") = zB(v,0") +yp (', v")
o BV xv+yv') = zL(W" v) +yBW" V).

Bemerkung 12.1.2 Eine Abbildung 5: V x V — K ist genau dann bilinear, wenn
fiir alle v € V' die Abbildungen

BV = K, v — B(v,v) und

Bo:V = K, v — B, v)

linear sind.

Definition 12.1.3 Sei 3 eine Bilinearform auf V.
1. Die Bilinearform f ist symmetrisch, wenn fiir alle v, v" € V gilt 5(v,v") = 5(v/, v).

2. Die Bilinearform [ ist antisymmetrisch, wenn fiir alle v,v" € V gilt f(v,v") =
-6V, v).

3. Fiir K ein Teilkorker von R, heifst die Bilinearform [ positiv definit, falls gilt
B(v,v) > 0 fiir alle v € V' \ {0}.

4. Eine positiv definit symmetrische Bilinearform § auf V' heifst Skalarprodukt
auf V. Man schreibt dann oft (v,v) oder (v, v) statt B(v,v).

5. Ein Paar (V,(, )), wobei (, ) ein Skalarprodukt ist, heift Eiklidischer Vektor-
raum.

Bemerkung 12.1.4 In einem Euklidischen Vektorraum kann mann das Skalarpro-
dukt (, ) benutzen, um Lénge, Abstand und Winkel zu definieren. Zu studieren sind
lineare Abbildungen f:V — V welche Linge, Abstédnde und Winkel erhalten.
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Beispiel 12.1.5 1. Die Abbildung 5 : K x K — K definiert durch §(z,y) = xy ist
eine symmetrische Bilinearform.

2. Sei V' =R", dann ist die Abbildung (, ):V x V — R definiert durch
/8('07 Ul) = (U, ’U,) = Z ZiYi,
i=1

wobei
I Y1
v = : und v’ = S I
Ty Yn

ist ein Skalarprodukt auf V. Dieses Skalarprodukt heift das Standardskalarpro-
dukt von R".

3. Sei A € M,,(K) eine Matrix und sei 84 : K" x K™ — K definiert durch f4(v,v’) =
v Av'. Dann ist 34 eine Bilinearform auf K.

Definition 12.1.6 1. Eine Matrix A heilt symmetrisch, wenn A = A7,

2. Eine Matrix A heifit antisymmetrisch, wenn A = — AT,

Beispiel 12.1.7 1. Die Bilinearform (£, ist symmetrisch, genau dann wenn A sym-
metrisch ist.

2. Die Bilinearform (34 ist antisymmetrisch, genau dann wenn A antisymmetrisch ist.

3. Die Abbildung 5 : M,(K) x M,(K) — K definiert durch S(AB) = Tr(AB) ist
eine Bilinearform auf M, (K).

4. Sei V = C°([0,1],R). Die Abbildung ( , ): V x V — R definiert durch

1

(f.9) = / F(H)g(t)dt

0

ist ein Skalarprodukt auf V.

12.2 Euklidische Vektorraume

Sei (V, (', )) ein Euklidischer Vektorraum.
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L3dnge, Abstand, orthogonale Unterrdaume

Definition 12.2.1 Sei € R, dann ist |z| der Betrag von .

1. Sei v € V, die Lange von v ist definiert als
[|v]l = v/ (v, v).

2. Seien v,v" € V. Der Abstand von v und v’ ist definiert durch
d(v,0') = [l =[] =[] —l.

Definition 12.2.2 Sei M eine Teilmenge von V.

1. Die Teilmenge M von V ist orthogonal, falls (v,v") = 0 fiir alle v,v" € M mit
v£EV.

2. Die Teilmenge M von V ist orthonormal, falls M orthogonal ist und (v,v) =1
fiir alle v € M.

3. Fiir v,v" € V schreiben wir v L v/, falls (v,v’) = 0.

Lemma 12.2.3 Sei M eine orthogonale Teilmenge von V' \ {0}. Dann ist M linear

unabhéngig. O
Beweis. Sei vy,--- v, in M mit zyv; + -+ + z,v, = 0. Fiir alle ¢ € [1,n] gilt
0=x1(v1,v;) + - + Tp (v, v;) = x; (v, v;). Weil v; # 0, gilt (v, v;) # 0. Daraus folgt
x; = 0 fiir alle ¢ und M ist linear unabhéngig. n

Definition 12.2.4 Sei M eine Teilmenge von V. Der Orthogonalraum von M ist
definiert durch
M*={veV |v L firallev € M}.

Wir schreiben auch vt statt {v}+.

Lemma 12.2.5 Sei M eine Teilmenge von V', dann ist A+ ein Unterraum von V.
Beweis. Ubung. n
Lemma 12.2.6 Sei v € V' \ {0} und sei n = dim V. Dann gilt dim(vt) =n — 1. g
Beweis. Sei f, : V — K definiert durch f,(v") = (v,v’). Dann ist f, eine Linearform
und es gilt v+ = Ker(f,). Es gilt f,(v) = (v,v) # 0 (weil v # 0) also ist f, surjektiv.
Nach dem Rangsatz gilt dim v+ = dim Ker(f,) = n — dimIm(f,) =n — 1. -

Definition 12.2.7 Ein Unterraum W von V mit dim W = dim V' — 1 heift Hyper-
ebene von V.
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Lemma 12.2.8 Sei M eine Teilmenge von V. Dann gilt

M* = (M)

Beweis. Ubung n

Lemma 12.2.9 Sei W ein Unterraum von V und B eine Basis von WW. Dann gilt

Wt = ﬂ vt
veB

Beweis. Die Enthaltung W+ C ),z v ist trivial.

Wir schreiben B = (v1,---,v,). Sei v € [,czv" und sei w € W. Es gibt Skalare
Ty, Ty € Kmitv = v+ - +x,0,. Es gilt (v, w) = z1(v,v1)+- -+, (v, v,) = 0.
Daraus folgt v € W+. [

Lemma 12.2.10 Sei W ein Unterraum von V mit dim W = k. Dann gilt dim W+ >
n—k. m

Beweis. Ubung n

Satz 12.2.11 Sei W ein Unterraum von V mit dimV < co. Dann gilt V = W &
W O

Beweis. Sei v € W N W, dann gilt (v,v) = 0 also v = 0. Es gilt W N W+ =0 also
W+ W+ =W @ W, Daraus folgt dim(W & W) = dim W + dim W+ und nach
dem Lemma folgt dim(W @& W) = dim W + dim W+ > dim V. Also gilt Gleiheit
und W Wt =V. -

Korollar 12.2.12 Sei W ein Unterraum von V mit dim V' < oo. Dann gilt dim W+ =
dimV — dim W.

Definition 12.2.13 Sei IV ein Unterraum von V. Die Projektion py, o heift or-

thogonale Projektion von V auf V.

Orthogonale und orthonormale Basen

Definition 12.2.14 Sei B eine Basis von V.
1. Die Basis B heifit Orthogonalbasis falls 5 eine orthogonale Teilmenge ist.

2. Die Basis B heifst Orthonormalbasis falls B eine orthonormale Teilmenge ist.
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Lemma 12.2.15 Sei B = (v, -+ ,v,) eine Orthonormalbasis und sei v € V. Dann
gilt
v = Z(v, v;)v
i=1
Beweis. Man schreibt v = > | z;v;. Dann gilt

U Uk E xX; U“Uk = Tk-

Lemma 12.2.16 Sei W ein Unterraum von V und sei B = (vq,- -+, vg) eine Ortho-
normalbasis von W. Sei v € V. Dann gilt

k

Pww(v) = Z(v, V;)U;.

i=1

Beweis. Man setze v =S¢ (v, v;)v;. Bs gilt o' € W. Fiir j € [1, k] gilt

k
(v —"2",v;) = (v,v)) Z v, v;)(v5,v5) = (v,v5) — (v,v;) = 0.
=1
Es gilt also v — o' € W, Daraus folgt py . (v) =0 -

Satz 12.2.17 (Cauchy-Schwartz) Seien v, v’ € V dann gilt
(v,0)* < (v,0)(V,0)
mit Gleichheit genau dann wenn v und v’ linear abhéngig sind. 0
Beweis. Sei A € R, es gilt (Av + v/, Av 4+ v’) > 0. Daraus folgt
(Ao + 0, v +0) = N(v,0) + 2A(v,0") + (v, 0) >0
fiir alle A € R. Der Diskriminant
A =4((v,0)? = (v,v)(v,0))

ist also nicht positiv i.e. (v,v)? < (v,v)(v),v’). Falls es Gleichheit gibt, dann gilt
A =0 also gilt es genau ein A\ € R mit

A+, v+ ) = A2(v,0) + 2A(v,0) + (v, ') = 0.
Daraus folgt Av + v = 0 also v und ¢’ sind linear unabhéngig.

Umgekehrt, wenn v und v’ linear unabhéingig sind, dann ist v = 0 oder gibt es ein
A € R mit A\v = /. In beide Falle gilt die Gleichheit. n
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Korollar 12.2.18 Seien v,v" € V, dann gilt
o+ o]] < Jlol| + 10/
Beweis. Es gilt
(v+ v v +0") = (v,0) + 2(v,0") + (V, V) < (v,0) + 24/ (v, 0) (v, V) + (V', V).
Es gilt also
v+ " < ol + 20 [ll[]Vl] + [10']1* = (ol + []v']])*.
Lemma 12.2.19 Sei W ein Unterraum von V mit dimV < oco. Sei v € V. Unter
allen w € W hat py 1 (v) den kleinen Abstand zu v. O

Beweis. Wegen V =W @ W, gibt es ein v/ € W+ mit v = py 1 (v) + v'. Fiir alle
uwe U gilt

o —ull* =

(Pww+ () = )|+ [|[* = {[v']

|
(
= |(|pW,Wl(U) —u, pyw(v) —u) + (v, 0)
v — pW,Wl<U>||2'

Bemerkung 12.2.20 Sei v € V mit v # 0. Dann gilt

’ 1
—
[|v]]

Satz 12.2.21 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren) Sei B =

=1.

(v1, -+ ,v,) eine Basis und sei V; = (v, -+, v;).

Dann gibt es eine Orthonormalbasis (v, --- ,v}) von V mit V; = (v, --- ,v}). Die v]
sind (bis auf Vorzeichen) eindeutig bestimmyt. O
Beweis. Sei v| = mHle Dann gilt ||v]|| = 1 und V; = (vy) = (v]).
Induktionsannahme: Es gibt eine Orthonormalbasis (v},---,v;) von V; mit V; =
(v}, v)) fiir alle j <.

Falls ¢ = n, sind wir fertig.

Falls i < n, sei w;y1 = viy1 —py, v1 (Vig1). Dann gilt wi, € V. Es folgt (w;, v;) =0
fiir alle j <. Setze

r 1 /
Vip1 = ||Ul ||vi+1'
i+l
Die Menge von Vektoren (v}, - -, v}, ) ist orthonormal also linear unabhéngig. Diese
Vektoren liegen in V;;;. Also ist (vf,---,v},,) eine Orthonormalbasis von V.

Die Eindeutigkeit von v/, , (bis auf Vorzeichen) folgt aus (v}, ,,v/ ;) =1, vj,; € Visa
und dim(V;; NV1) = 1. -
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Orthogonale Homomorphismen

Seien (V, (', )) und (W, (, )) zwei Euklidische Vektrraume.

Definition 12.2.22 Eine lineare Abbildung f : V' — W heift orthogonal falls
(f(v), f(¥) = (v, 0")

fiir alle v,v" € V.

Definition 12.2.23 Eine Abbildung f : V' — W heilt Bewegung oder distanz-
treu falls

1 (0) = F@)I| = [lo =]

fiir alle v,v" € V.

Definition 12.2.24 Eine lineare Abbildung f : V' — W ist lingetreu falls
LF @) = [lvl]

fiir allev € V.

Definition 12.2.25 Seien v,v’ € V' \ {0}. Der Winkel Z(v,v’) ist

Loty = anccos (0L ).

ol - [']]
Eine lineare Abbildung f : V' — W ist winkeltreu falls
Z(f(v), f(0) = £(v, v)
fiir alle v,0" € V.

Definition 12.2.26 Eine lineare Abbildung f : V — W eine Ahnlichkeitsabbil-
dung falls es ein 65 > 0 gibt mit

[F ()| = ollol|

fiir allev € V.

Lemma 12.2.27 Orthognale Abbildungen sind Bewegungen, sind léngetreu, sind
winkeltreu und sind Ahnlichkeitsabbildungen. 0

Beweis. Sei f eine orthogonale Abbildung. Es gilt
1f () = F)|P = (flv =), flo =) = (v =0, v =) = [[v =]

und f ist eine Bewegung. Daraus folgt, fiir o' = 0, dass ||f(v)|| = ||v|| und f ist
distanztreu. Aus der Definition des Winkels folgt, dass f winkeltreu ist. Mit d; = 1
und weil f eine Bewegung ist, ist f eine Ahnlichkeitsabbildung. n
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Lemma 12.2.28 Sei f eine orthogonale Abbildung. Dann ist f injektiv. 0

Beweis. Sei v € Ker(f). Dann gilt (v,v) = (f(v), f(v)) = 0. Es folgt v = 0. -

Definition 12.2.29 Die orthogonale Gruppe O(V, (, )) ist die Teilmenge
OWV,(,))={f €hom(V,V) | f ist orthogonal und bijektiv}.

Lemma 12.2.30 O(V,(, )) ist eine Gruppe fiir die Verkniipfung (f,g) — fog. o

Beweis. Ubung. n

Bemerkung 12.2.31 Fiir V endlich dimensional und f : V' — V linear, gilt die
Implikation (f orthogonal = fbijektiv). Also gilt die Gleichung

OWV,(,))=A{f €hom(V,V) | f ist orthogonal}.
Lemma 12.2.32 Sei n = dim V' und sei B eine Basis von V. Die folgende Aussage
sind dquivalent:
e B3 ist eine Orthonornale Basis.

e Die Abbildung ¢z : V' — R" ist orthogonal, wobei wir hier R" als Euklidischen
Vektorraum auffassen, indem wir das Standardskalarprodukt verwenden. 0

Beweis. Sei B = (v, ,v,) und sei (e, - ,e,) die kanonische Basis von R". Die
Abbildung ¢ ist definiert durch cz(v;) = e;.

(1 = 2). Seien v,v" € V. Es gilt

n n

v = Z(v,vi)vi und v’ = Z(v', Vi)V

i=1 i=1

Daraus folt

n n n n

(e(0), es(v) = D2 D (0 (0, 05)(exse3) = D2 D7 (0, 00) (0 ) (w1, 03) = (0,0)

i=1 j=1 i=1 j=1

(1= 2). Es gilt
(vi,v5) = (es(vi), cs(v;)) = (€i,€5) = 6

und B ist orthonormal. -

Satz 12.2.33 Sei A € M,(R). Sei (, ) das standard Skalarprodukt auf R". Die
folgende Aussage sind dquivalent:

1. ATA=1,.
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A ist invertierbar und A1 = AT,

Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von (R", (, )).
Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von (R", (, )).
Die Matrix Abbildung A : R® — R" ist orthogonal.

Seien (V,(, )) und (W, (, )) Euklidische Vektorrdume mit B und B’ Ortho-
normalbasen von V und W. Sei f : V — W die (eindeutig bestimmte) lineare
Abbildung mit Matg z/(f) = A. Dann ist f orthogonal. 0

A

Beweis. (1 < 2). Folgt aus den elementaren Eingenschaften invertierbarer Matrizen.

(1< 3). Sei B = (b;;) = AT A. Dann gilt

bi; = (i-te Zeile von AT)-(j-te Spalte von A)
= (i-te Spalte von A)T-(j-te Spalte von A).

Aber fiir v,v" € R" gilt (v,v') = o7 - /. Also gilt b;; = d;; genau dann wenn die
Spalten von A eine Orthonormalbasis bilden. (Dass die Spalten eine Basis bilden folgt
direkt aus der Invertierbarkeit von A.)

(1 < 4). Wegen ATA = I, gilt auch AAT = I,,. Dannn verfahren wir wir im Beweis
von (1 < 3).

(3 & 5). Seien (vy,---,v,) die Spalten von A und sei B = (v, -+ ,v,). Es gilt
cg' = A. Aus Lemma 12.2.32 folgt

B ist orthonormal < ¢z ist orthogonal < A = cjz' ist orthogonal.
(5 < 6). Wir haben ein kommutatives Diagram

v—Lo-w

A

R* —R".

Es gilt also f = cg,lAcB und A = cp fcg'. Weil B und B’ Orthonormalbasen sind,
sind cg, ¢g', ¢ und ¢ orthogonal. Daraus folgt (5 < 6). n

Definition 12.2.34 1. Die orthogonal Gruppe von R" mit dem standarten Skalar-
produkt wird O,,(R) bezeichnet.

2. Eine Matrix A € M, (R) heift orthogonal wenn ATA = 1I,,.

Korollar 12.2.35 Es gilt O,(R) = {A € GL,(R) | ATA=1,}.
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13.1 Determinantenfunktion

Definition 13.1.1 Eine Abbildung det : M — n(K) — K heifst Determinanten-
funktion, falls gilt

1. det ist linear in jeder Zeile.
2. Falls Rg(A) < n, gilt det(A) = 0.
3. det(I,) = 1.

Bemerkung 13.1.2 det ist linear in jeder Zeile genau dann, wenn fiir jedes i € [1,n]
gilt

ayi; - Qip a1 - Qinp a1 - Qinp

_ / / " "
det | ain -+ aj, | =det| aiy -+ a, | +det| @y - ai,
Ap1 =+ Qpn Qp1 = Qpnp ap1 - Gpnp

fiir alle (a; ;) € M,(K) mit a;; = aj ; + aj; fiir alle i, j € [1,n] und

(T R 0 ) aiir -0 Qin
det )\am cee )\ai,n = Adet i1 Qin
Qn,1 T Qn.n ap1 - Gpn

Lemma 13.1.3 Sei det : M, (K) — K eine Determinantenfunktion und sei 7" eine
Elementarmatrix in M, (K). Sei A € M, (K), dann gilt

1. det(T'A) = det(A), falls T" vom Typ I ist.
2. det(T'A) = Adet(A), falls T'= D,(A\) vom Typ II ist (A = 0 ist erlaubt).
3. det(T'A) = — det(A), falls T vom Typ III ist. O
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Beweis. Folgt aus der Linearitit in den Zeilen. Seien 71, - - - | Z,, die Zeilen von A. Es
gilt
Zy
A=
Zy,

Sei i # j und T = T,"(a) von Typ L Es gilt

Z Zy Z
Zi + CLZj ZZ ZJ
det(T'A) = det : =det | : +adet | = det(A) + 0.
Zj Zj 4
Zn Zn Zn

Sei T'= D;()\) von Typ II, dann gilt

Zy Z
det(TA) =det | AZ; | =Xdet | Z; | = Adet(A).
Zn Ln

Seien i,j € [1,n] und T = E\") von Typ IIL Es gilt

Z
Zj
det(T'A) = det :
Z;
Zy,
Es gilt
Z Z Z Z Z
Zi + Z; Z; Z; Z; 7
0 = det : = det : + det : + det : + det
Zi+ Z; Z; Z; Z; Z;
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Daraus folgt 0 = det(A) + det(T'A). -

Korollar 13.1.4 Fiir det eine Determinantenfunktion, 7" eine Elementarmatrix und
A€ M,(K) gilt
det(AT) = det(A) det(T)).

Es gilt auch det(7") = 1 fiir 7" von Typ I, det(T") = A fiir T'= D,(X) von Typ II und
det(T) = —1 fiit T von Typ III.

Beweis. Aus dem Lemma fiir A = [, gilt det(7") = 1 fiir 7" von Typ I, det(T) = A
fir 7= D,(\) von Typ II und det(7") = —1 fiir 7" von Typ III. Die Gleichung folgt
aus dem Lemma fiir A beliebig. n

Korollar 13.1.5 Fiir det eine Determinantenfunktion und A, B € M, (K) gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Fiir A oder B nicht invertierbar ist AB nicht invertierbar. In diesem Fall
gilt det(AB) = 0 = det(A) det(B). Fiir A und B invertierbar gibt es Elementare
Matrizen 11, --- , Ty und Uy, - ,U, mit T} -- - T1A = I, und U, - - - U1 B = I,,. Daraus
folgt, (weil fiir 7' eine Elementarmatrix, die Matrix 7! auch eine Elementarmatrix
ist):

ot Trstucte Ut

u

u

(
(

=det(T7" - T D det(UE - U
(

Satz 13.1.6 Sei A € M, (K). Die Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn
det(A) # 0. O

Beweis. Fiir A nicht invertierbar gilt det(A) = 0. Fiir A inverierbar gibt es Element-
armatrizen 1y, ---,T; mit A = T, ---T;. Daraus folgt det(A) = det(7}) - - - det(T3).
Fiir T eine Elementarmatrix gilt det(7") # 0, daraus folgt det(A) # 0. n

13.2 Existenz

Satz 13.2.1 (Laplacescher Entwicklungssatz) Es gibt genau eine Determinan-
tenfunktion det : M, (K) — K und es gilt fiir jedes j € [1,n]:

n

det(A) = Z(—l)i+jai,j det(4;;),

i=1

wobei A; ; aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht (A; ; €
M, (K)). 0
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Beweis. Die Existenz und die Gleichung zeigen wir per Induktion nach n. Fiir n =0
ist det(A) = 1 per Konvention.

Firn=1 gllt det(A) = det(au[l) =a = (—1)1+1(l171 det(Al,l).
Sei n > 1. Der Satz sei richtig fiir n — 1. Fiir A € M,,(K) definieren wir det(A) durch

n

det(A) = > (—1)Ma;; det(Ay ).

i=1
Wir zeigen, dass det eine Determinantenfunktion ist.

Wir zeigen, dass det linear in jeder Zeile ist. Seien A, A’ und A” wie folgt:

aii1 - Qinp @11 - Ain a1 - Qinp

— ! !/ / n n n
A= | axy - agn |, A=\ a; - a, | mdA"=| a, -+ a,
an,l e an,n a'n,l Tt a'n,n an,l e an,n

wobei ay ; = aj; + ay ; fiir alle j € [1,n]. Es gilt

- ) — (a}w + a%,j) det(Ay,;) firi =k
Qj,j det<Am) - { (li,j(det((A/)i,j) +det((A”),~7j)) fiir i % L

Dabei gilt Ay ; = A} ; = A ;. Es gilt also

n

det(A) = Z(—l)“—jai,j det(A; ;)

=1

det(A) = ay ; det (A}, ;) + ai ;) det(A7 ) + > (=1)"ay;(det((A")i;) + det((A");))-

ik
det(A) = Z( 1™ al ; det((A'):) +Z 1™ af ; det((A");;) = det(A")+det(A”).
i=1

Sei

11 - Qip

B = )\ak,l cee )\akm

Ap 1 e Ap.n

Es gilt

Aay, ;det(Ag ;) firi==Fk
big det(Bi;) = { a; ;A det(4; ;) firi# k.
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Daraus folgt det(B) = Adet(A) und det ist linear in jeder Zeile.
Sei jetzt A mit Rg(A) < n. Wir zeigen det(A) = 0. Rg(A) < n bedeutet, dass es eine
Zeile Z,, von A gibt mit

i#k
wobei Z; die Zeilen von A sind. Wegen der linearitit in der k-te Zeile gilt

Z Zy

det(A) =det | Zp | =) a;det| Z

: 1#£k :

Zn Zn
Bei allen Matrizen in der Summe ist eine Zeile doppelt. Es ist nur noch zu zeigen,

dass in diesem Fall ist die Determinante gleich 0. Sei also

Zy
Z;
Z;:
Zy,

eine Matrix mit Zeile Z; auf der i-te und k-te Zeilen. Es gilt Rg(B; ;) < n — 1 fir
 # 1 und | # k. Daraus folgt (per Induktion) det(B; ;) = 0 fiir [ # ¢ und [ # k. Aus
der Definition folgt

det(B) = (=1)™7b; jdet(B; ;) + (—1)*"by, ; det(By ).

Es gilt b;; = by; und B;; = B - EY'Y By s Daraus folgt

det(B) = (=1)™7b; j det(B;;)+(—1)* (=1)¥ """ b, ; det(B; ;) = (=1)"7b; ; det(B; ;(1-1) = 0.
Wir zeigen jetzt det([,,) = 1. Es gilt det(Z,,) = (—=1)%7 det(([,,);;) = det([,,—1) = 1
per Induktion. Daraus folgt, dass det eine Determinantenfunktion ist.

Wir zeigen jetzt, dass det eindeutig ist. Seien det und det’ zwei Determinantenfunk-
tionen. Fiir A nicht invertierbar gilt det(A) = 0 = det’(A). Aus Korollar 13.1.4 gilt
auch det(7") = det(7”) # 0 fiir alle Elementarmatrizen 7T'. Fiir A invertierbar gibt es
Elementare Matrizen T}, --- ,T; mit T;---T1 A = I,,. Es gilt also

det(A) = det(T7h) - - -det (T, 1) = det’(T7) - - - det’(T;71) = det/(A).

Daraus folgt det(A) = det’(A). -
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Beispiel 13.2.2 1. Sei A € My(K) mit
A= a11 Q12
G271 A22 '

det(A) = (—1)2(1171 det(Al,l) + (—1)3(1271 det(AQJ) = a1,1G22 — A2101 2.

Dann gilt fiir j =1

2. Sei A € M3(K) mit
1,1 ai2 G1.3
A= G21 Qg2 G23

a31 azz 33

Dann gilt fiir j =1

det(A) = ay 1 det ( Qg2 QA23 ) — ag, det ( ai2 a3 ) + ag, det ( a2 Qi3 ) .

a3,2 433 aza Aa33 Q292 (23

Bemerkung 13.2.3 Fiir R ein Ring, kann man auch Matrizen M, (R) betrachten.
Man kann auch die Matrixaddition, die Skalarmultiplikation und die Matrixmultipli-
kation definieren. Der Laplacesche Entwicklungssatz ist dann noch fiir A € M, (R)
wahr (mit dem selben Beweis, aufser fiir die Eindeutigkeit). Es gilt also eine (eindeu-
tige) Determinantenfunktion

det : M,(R) — R
fiir alle Ringe R.

13.3 Rechnenregeln fiir Determinanten

Lemma 13.3.1 Sei A eine Obere Dreiecksmatrix mit a1, - , @y, auf der Diagona-
len. Im Symbol

a1 Aairz - a1,n

A — 0 a2 9
. Ap—1n
0 0 An.n
Dann gilt
det(A) =a11---any

Beweis. Ubung. n

Lemma 13.3.2 Sei A € M,(K), dann gilt

det(AT) = det(A).
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Beweis. Fiir Rg(A) < n gilt Rg(AT) = Rg(A) < n und det(AT) = 0 = det(A). Fiir
A invertierbar, gibt es Elementare Matrizen T, - ,T; mit A = T3 ---T;. Aukerdem
gilt, fiir £ eine Elementarmatrix von Typ I ist E7 auch Elementar von Typ I, fiir
E elementar von Typ II gilt E7 = E und fiir E elementar von Typ III ist E7 auch
elementar von Typ III. Daraus folgt

det(E") = det(E)
fiir £ eine Elementarmatrix. Daraus folgt det(AT) = det(A). -

Korollar 13.3.3 (Entwicklung nach der j-ten Zeile) Es gilt fiir jedes j € [1,n]:

det(A) = (=1)a;; det(A;;).
i=1
Beweis. Anwende Laplacescher Entwicklungssatz fiir det(A7). -

Korollar 13.3.4 Die Determinantenfunktion det ist linear in jeder Spalte.

Lemma 13.3.5 Sei A € M, (K) eine Matrix der Form

_B1 * *
a=| O B ]

DT T &

0O --- 0 B,

wobei B; € My, (K) mit k; + - - -+ k, = n. Dann gilt

det(A) = det(By) - - - det(B,).

Beweis. Ubung. n

Satz 13.3.6 Sei A eine Matrix.
1. Fiir A invertierbar gilt det(A™') = det(A)~'.
2. Sei COIH(A) = (b@j) mit bi,j = (—1)i+j det(A%]) Dann gllt

ACom(A)T = det(A)I,.

3. Fiir A invertierbar gilt
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Beweis. 1. Es gilt AA™! = I,. Daraus folgt det(A)det(A™!) = det(l,) = 1 und
det(A™1) = det(A)~L.

2. Wir schreiben ACom(A)” = (¢; ;). Es gilt
cij =Y aix(—1)F det(A; ;) = det(A')
k=1

wobei A’ aus A entsteht durch Ersetzen der j-ten Zeilen durch die i-te Zeile. Daraus
fOlgt Cij = 5i,j det(A)

3. Folgt aus 2. n

Beispiel 13.3.7 Fiir A € My(K) mit
A= ( ayi Aaip2 ) '
A21 A22

Com(A) = ( d22 a2 ) und Com(A)" = ( 22 412 ) .

—Q12 A1 —G21 411

Dann gilt

Dann gilt fiir det(A) = a3 1029 — ag1a;2 # 0:

A1 — 1 Q29  —Q12
11022 — Q21012 —G21 G411

13.4 Cramersche Regel fiir lineare
Gleichungssysteme

Sei A = (a;;) € M, (K) und sei b = (b;) € M, 1(K) = K"

Satz 13.4.1 Fiir A invertierbar, gibt es genau eine Losung v = (z;) € M, 1(K) = K"
des lineares Gleichungssystems AX = b und es gilt:

ayy v a14—1 by ayi+1 A1n
1 a1 a1 by agi+1 - a2n
T, = det
det A
Qp—-11 ' QOp-14-1 b—1 Ap—14+1 ' Qpn-1n

ap 1 Tt Api—1 bn Qp i1 Tt Apn
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Beweis. Wir wissen, dass es, fiir A invertierbar, genau eine Losung des Systems
AX = b gibt. Sei v = (z;) die Losung. Es gilt Av = b. Also fiir Sy, - - - , .S, die Spalten
von A gilt:

215+ + 245, = b,

Daraus folgt, dass das System (51, -+, S;_1,2;5;—b, S;11,- -+ ,S,) inear abhéngig ist.
Sei B die Matrix mit Sy, -+, S;_1,2;S; —b, Siy1, -+ ,.S, als Spalten. Es gilt det(B) =
0. Aus der Linearitdt von det in den i-ten Spalte folgt

aii cr ay;—1 by Qa1,i+1 ce a1n
2.1 Tt a2,—1 by a2 i+1 Tt a2.n
0 = det(B) = x; det(A)—det : :
an—-1,1 *°° Gp-1,i—1 b1 Ap—-1,i+1 *°° Qn—1n
ap 1 Tt Api—1 bn Qp i1 e Apn

13.5 Determinanten von Endomorphismen

Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n.

Lemma 13.5.1 Sei f: V — V ein Endomorphismus und seien B und B’ zwei Basen
von V. Es gilt
det(Matg(f)) = det(Matg (f)).

Beweis. Nach Basiswechselsatz fiir Endomorphismen gilt Matg (f) = QMatg(f)Q L.
Daraus folgt

det(Matg (f)) = det(Q) det(Matg(f)) det(Q)~* = det(Q) det(Q ") det(Matz(f)).
Es folgt det(Matg (f)) = det(Matg(f)). -

Definition 13.5.2 Sei f : V' — V ein Endomorphismus. Die Determinante det( f)
von f ist
det(f) = det(Matz(f)),

wobei B eine Basis von V' ist. Nach dem Lemma héngt det(f) nicht von B ab.

Satz 13.5.3 Seien f und g zwei Endomnorphismen von V. Dann gilt:

1. det(f o g) = det(f)det(g) = det(g o f).
2. det(Idy) = 1.
3. f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn det(f) # 0.

4. Falls f ein Isomorphismus ist, dann gilt det(f~!) = det(f)~*. o

Beweis. Ubung. n



14 Polynomringe

14.1 Definition

Wir wissen, dass
KM ={f:N—= K | f(n) # 0 nur fiir endlich viele n € N}

ein Vektorraum ist. Sei e, : N — K definiert durch e, (i) = §;,. Dann gilt e, €
KM,

Lemma 14.1.1 Das System B = (e, )nen ist eine Basis von K™ . Diese Basis heift
die kanonische Basis von KM, o

Beweis. Sei f: N — K in K™, Dann gilt
f=2_ fmen.

neN

Wegen f € KM ist die Summe endlich. Daraus folgt, dass B eine Basis ist. Fiir
n € N, sei x,, € K mit
Z Tpen = 0.

Dies ist eine Gleichung von Elemente aus K die Menge aller Abbildungen von N
nach K. Fiir ¢ € N gilt also

T; = anen(i) = <Z :Enen) (1)=0
und B ist linear unabhingig. -

Definition 14.1.2 Wir definieren auf K™ eine multiplikation:

KN w k) —— (V)

(f9)——=1r-9

wobei f - g definiert ist durch

Fogiim ST Fk)gli— k).

k=0
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Notation 14.1.3 Wir schreiben X fiir e;.
Lemma 14.1.4 (K™ + .)ist ein kommutativer Ring. 0

Beweis. Ubung. Wir zeigen nur, dass e ein Eins fiir die Multiplikation ist. Es gilt

(eo - [)()) = Xi_p eo(k) (i — k) = f (). =

Notation 14.1.5 Als eq ein Eins fiir die Multiplication ist schreiben wir ey = 1. Wir
schreiben auch X fiir e;.

Lemma 14.1.6 Es gilt X" =e¢,,. 0

Beweis. Wir zeigen X™ = ¢, per Induktion nach n. Es gilt ¢y = 1 = X° (Konvention)
und e; = X (Definition von X). Angenommen e, = X". Wir zeigen, dass X, 11 =
ént1- Es gilt

i

X) = (XX ) = (er-en)(i) = S er(K)enli=k) = enli=1) = Sons1 = enra(i).

k=0

Notation 14.1.7 1. Fiir f € K™ gilt
= Zf(n)en = Zf(n)Xn

Wir schreiben

f=2 aX",
wobei a,, € K ist nicht nul nur fiir endlich viele n € N.

2. Wir schreiben K[X] fiir K™ und nennen K[X] Polynomring in X. Elemente
in K[X] heiken Polynome.

Lemma 14.1.8 Es gilt X" . X™ = X"tm, 0
Beweis. Ubung. n

Definition 14.1.9 Sei f =) a,X" € K[X].
1. Der Grad von f ist definiert als

—00 fall f =0,
max{n | a, # 0} sonst.

deg(f) = {

2. Das Polynom f heift normiert falls deg(f) =n > 0 und a, = 1.



115

Lemma 14.1.10 Es gilt
1. deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
2. deg(f +g) < max(deg(f),deg(g)). 0

Beweis. Ubung. n

Satz 14.1.11 (Polynomdivision) Sei p € K[X]|\ {0}. Fiir jedes f € K[X] gibt es
eindeutig bestimmte Polynome ¢, r mit

f=p-q+r
und deg(r) < deg(p). O
Beweis. Schulkenntniss (oder Ubung). -

Definition 14.1.12 1. Sei € K. Man definiert ev, : K[X]| — K die Einsetzung
von f =) a,X"in z als

ev.(f) = Zana:” € K.

Man schreibt oft f(z) fiir ev,(f).
2. € K heift Nullstelle von f wenn f(z) = 0.

Lemma 14.1.13 Sei z € K. 1. ev, ist eine Linearform auf K[X].
2. Seien f,g € K[X], es gilt ev,(f - g) = ev,(feva(g). also (fg)(x) = F()g(x). o

Lemma 14.1.14 Sei a € K eine Nullstelle von f € K[X]\ {0}. Dann gibt es ein
g€ K[X]mit f=g¢q-(X —a). O

Beweis. Sei p =X —a, es gibt ¢,r € K[X]| mit f = p-g+r und deg(r) < deg(p) =1
also deg(r) = 0. Es gilt also r = ageg = apl = ag. Auberdem, gilt 0 = f(a) =
p(a)q(a) + r(a) = 0 + ag. Daraus folgt 0 = ap =7r und f =¢q- (X — a).

Lemma 14.1.15 Seien f,g € K[X] mit f-¢g =0. Dann gilt f =0 oder ¢ =0. ¢

Beweis. Angenommen f # 0 und g # 0. Dann haben wir deg(f) = n > 0 und
deg(g) = m > 0 und deg(f - g) = deg(f) + deg(g) > 0. Es folgt f-g # 0, ein
Widerspruch. =

Satz 14.1.16 Sei f € K[X]\ {0}. Angenommen f hat eine Nullstelle, dann gibt es
paarweise verschiedene ay, - ,ax € K und mq,--- ,my > 1in N und ¢ € K[X] mit

f=X=a)™ (X —ar)™ ¢

wobei ¢ # 0 keine Nullstelle in K hat und aq, - - - , ax und my, -, my eindeutig bestimmt
sind. O
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Beweis. Sei a; eine Nullstelle von f. Dann gibt es (per Induktion auf deg(f)) ein
my > 1 und ein ¢; € K[X] mit ¢;(a;) # 0 und

f=X—-a)™ q.

Wir zeigen, dass ¢; und m; eindeutig bestimmt sind. Angenommen f = (X —ay)™ -
@ = (X —a)™ - ¢ mit gi(a;) # 0 # ¢,(a;). Ohne Beschriinkung konnen wir
annehmen, dass m; > m/. Es folgt

(X —a)™ (X —a)™ ™aq —qp) = 0.
Wegen (X — a;)™ # 0 gilt (X — a;)™ ™q — ¢, = 0. Fiir m; > m/ gilt 0 =
eV, (X —ay))™ ™q, — q)) = —¢'(a1), ein Widerspruch. Es gilt also m; = m/. Dann
gilt (X —a1)™ ™ =1 und es folgt ¢, = ¢}.

Es gilt deg(q1) < deg(f) und per Induktion gibt es eindeutig bestimmte as, - - - , ax)
und my, -+ ,my > 1in N und ¢ € K[X]| mit

G =(X—a)™ (X —ap)™ -q.
Definition 14.1.17 SSei f € K[X]\{0}. Das Polynom f zerfilt iiber K vollstan-

dig in Linearfaktoren, falls es A\ € K und paarweise verschiedene aq, - ,a, € K
und my,---,myg > 1in N gibt mit

f=AMX—a)™ (X —ag)™.
Dann sind ay, - - - , a; die Nullstellen von f.

Beispiel 14.1.18 1. Sei K = R und f = X? + 1. Dann zerfillt f nicht in Linearfak-
toren iiber R. Fiir K = C gilt aber

f=X>4+1=(X+49)(X —1).

1. Sei K = Q und f = X% — 2. Dann zerfillt f nicht in Linearfaktoren iiber Q. Fiir
K =R gilt aber
F=X*—2=(X+V2)(X —V2).

Definition 14.1.19 Ein Korper ist algebraisch abgeschlossen falls jedes f €
K[X]\ {0} iiber K in Linearfaktoren zerfallt.

Satz 14.1.20 (Fundamentalsatz der Algebra) Der K’orper C ist algebraisch ab-
geschlossen. -

Beweis. Wird erst in der Vorlesung Algebra beweisen. n
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14.2 Das charakteristische Polynom eines
Endomorphismus

Sei V ein K-Vektorraum mit dim V' < oo.

Definition 14.2.1 Sei f : V — V ein Endomorphismus. Das charakteristische

Polynom von f ist
x5 = det(XIdy — f).

Beispiel 14.2.2 1. Sei V = R? und sei f = Idy. Dann gilt

Xf:det(XIdv—IdV):det(Xo_l X0_1 ) =(X—-1=X*-2X +1.

2. Sei V = R? und sei f(x,y) = (y, ). Dann gilt

Xf:det(XIdV—f):det()f )1():)(2—1:()(—1)()(—1-1).

3. Sei V =R? und sei f(z,y) = (y, —z). Dann gilt

Xf:det(XIdV—f):det<)1< ;(1>zx2+1.



15 Eigenwerte, Eigenvektoren und
Diagonalisierbarkeit

15.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 15.1.1 1. Sei f : V — V ein Endomorphismus von V. Ein Vektor v &
V '\ {0} heifst Eigenvektor mit Eigenwerte \ € K falls gilt

fv) = .

2. Sei A € M,(K) eine Matrix. Ein Vektor v € K™ \ {0} heifit Eigenvektor mit
Eigenwerte \ € K falls gilt
Av = .

Lemma 15.1.2 Sei f : V — V ein Endomorphismus und sei B eine Basis von V.
Sei v ein Eigenvektor von f mit Eigenwerte A, dann ist cg(v) ein Eigenvektor von
A = Matg(f) mit Eingenwerte \. O

Beweis. Als cg ein Isomorphismus ist, gilt cg(v) # 0 fiir v # 0. AuRerdem wissen wir,
dass cgf = Acp. Daraus folgt Acg(v) = ca(f(v)) = cg(Av) = Aeg(v). -

Beispiel 15.1.3 1. Sei A eine diagonale Matrix mit Ay,---, A, auf der Diagonale.
Dann ist e;, der i-te Basis Vektor der kanonischen Basis ein Eigenvektor fiir A mit

Eigenwerte \;:
A@i = )\Zez

2. Sei A die Drehung um « in R2 Also
= < cos @ —sina ) '
sina cosa
Die Matrix A hat einen Eigenvektor genau dann wenn o = 0 oder o = 7.

3. Sei A € M,(K) eine nilpotente Matrix i.e. AN = 0 fiir ein N € N. Sei \ eine
Eigenwerte von A. Dann gilt A = 0: sei v # 0 mit Av = \v. Es gilt 0 = ANy = Mo,
Daraus folgt A = 0 und \ = 0.



119

Definition 15.1.4 Sei A € K und f : V — V eine Endomorphismus. Der Eigen-
raum FE(f,\) zu f und X ist

E(f,\) ={veV | [f(v) =},
Lemma 15.1.5 Es gilt E(f, ) = Ker(Aldy — f). O

Beweis. Sei v € E(f,\), dann gilt f(v) = Av also (Aldy — f)(v) = Av — Av = 0. Sei
v € Ker(Aldy — f), dann gilt (Idy — f)(v) = 0 also Av — f(v) = 0. -

Korollar 15.1.6 E(f, ) ist ein Unterraum von V.

Korollar 15.1.7 Ein Skalar )\ ist eine Eigenwerte von f genau dann, wenn Ker(Idy —

f)=E(f.A) #0.
Korollar 15.1.8 Die Eigenwerte von f sind die Nullstelen von x.

Beweis. Sei A eine Eigenwerte von f. Dann gilt Ker(Aldy — f) # 0 also Aldy — f
ist nicht injektiv und x;(A) = det(Aldy — f) = 0. Umgekehrt, fiir A eine Nullstelle
des characteristische Polynom gilt det(Aldy — f) = 0. Daraus folgt, dass Aldy — f
nicht bijektiv ist und also nicht injektiv. Es gilt Ker(Aldy — f) # 0 und A ist eine
Eigenwerte. n

Satz 15.1.9 1. Fiir A # p gilt E(f,\) N E(f, ) = 0.

2. Systeme von FEigenvektoren mit paarweise verschiedene Eigenwerte von f sind
linear unabhéngig. 0

Beweis. 1. Sei v € E(f,\) N E(f,n). Es gilt f(v) = A und f(v) = pv. Daraus folgt
(A —p)v =10. Wegen p # A, gilt v =0.

2. Sei (vy,---,vx) ein System von Eigenvektoren mit paarweise verschiedene Eigen-
werte Ap, -+, A,. Angenommen (vy,---,vg) sei linear abhingig. Sei t minimal mit
der Eigenschaft: es gibt Skalare z;,, - ,z;, € K \ {0} mit

xilvil + . 'IL‘itZL'Z‘t = 0
Es gilt
0= f(wyvyy, + - 14,T3,) = Ny Ty Uiy + - Ny Ty, T,

Daraus folgt

0
0

— i )T Uiy A (Nl — )T iy (N — Ai) T2
= Xi ) T3, Vg, - Ny — N )Ty Ty -

()\il
()\il

Tt—1

Seien y;; = (\i; — Ai,)xi; € K\ {0}. Es gilt

L

Yiy Uiy + - Yip_1Vip_y = 0.

Ein Widerspruch zur Minimalitét von ¢. =
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Korollar 15.1.10 Sei n = dimV und f € End(V'). Dann hat f hochstens n Eigen-
werte.

Korollar 15.1.11 Sei f € End(V'). Dann gilt

S E(f.N) =EPEUN.

AeK AeK

Beweis. F™ur Ay, -- -, A\, paarweise verschieden und vy, € E(f, ;) mit >, vy, = 0 gilt
vy, = 0 fiir alle ¢. n

15.2 Diagonalisierbare Matrizen

Definition 15.2.1 Eine Matrix A = (a;;) € M, (K) heifit diaginal wenn a;; = 0
gilt fiir alle ¢ # j.

Definition 15.2.2 Eine Matrix A € M, (K) ist diagonalisierbar falls sie &hnlich
zu einer Diagonalmatrix ist i.e. falls es Q € GL,(K) gibt so dass QAQ ™! eine Dia-
gonalmatrix ist.

Satz 15.2.3 Sei A € M,,(K). Dann sind folgende Aussagen #dquivalent:
1. A ist diagonalisierbar.
2. Es gibt eine Basis B von K™, welche aus Eigenvektoren von A besteht.
- Y oex Am E(A, X)) = n.
. Oaex E(AN) = K™ 0

-~  w

Beweis. Wir wissen schon, dass 4 und 3 dquivalent sind (weil die Gleichung

@rexE(AN) =) dimE(A,))

AEK
gilt).
(1. = 2.) Sei @ € GL,(K) und D eine Diagonalmatrix mit Ay,---,\,) auf der
diagonalen und so sass D = QAQ™!. Sei (e, -+ ,e—mn) die kanonische Basis von K"
und sei B = (v, -+ ,v,) mit v; = Q 'e;. Dann gilt

AUZ‘ = (Q_lDQ)(Q_lei) = Q_lDei = Q_lAiei = )\zvz

Die Basis B besteht aus Eigenvektoren von A.
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(2. = 1.) Sei B eine Basis welche aus Eigenvektoren von A von Eigenwerte Ay, - -« , A,)
besteht. Die Matrix A und die Matrix D = Matg(A) sind &hnlich. Es gilt aber

N O - 0
D 0 X :
R ()
0 -~ 0 M\,

(2. = 4.) Sei B eine Basis von Eigenvektoren von A. Diese Vektoren sind in @,cx E(A, \)
enthalten. Es gilt also dim(® ex E(A, X)) > n.

(4. = 2.) Sei B, eine Basis von E(f, ). Dann ist Uycx By eine Basis von K™ welche
aus Eigenvektoren von A besteht. n

Beispiel 15.2.4 Sei A € Ms(R) mit

= ( cos(a)  sin(a) )

sin(a) — cos(a)

Es gilt x4 = (X — cosa)(X + cos a) — sin®? @ = X2 — 1. Die Nullstellen von x4 sind
1 und —1. Die Eigenrdume von A sind

E(A1) = <( L cosa )> und E(A, —1) = <( cose )>

Die Matrix A ist diagonalisierbar und &hnich zu der Matrix

1 0
- (4)
Definition 15.2.5 Sei n = dim V. Ein Endomorphismus f € End(V) ist diagona-
lisierbar falls es eine Basis B von V' gibt mit Matg(F') eine Diagonalmatrix.

Lemma 15.2.6 Sei f € End(V') und sei B eine (beliebiege) Basis von V. Dann ist
f diagonalisierbar genau dann, wenn Matg(f) diaginalisierbar ist. O

Beweis. Basiwechsel. -

Satz 15.2.7 Sein = dimV und f € End(V). Dann sind fogende Aussage dquivalent:
1. f ist diagonalisierbar.

2. Es gibt eine Basis B von V' welche aus Eigenvektoren von f besteht. 0
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Beweis. (2. = 1.) Sei B eine Basis B von V welche aus Eigenvektoren von f besteht.
Dann ist Matg(f) eine Diagonalmatrix.

(1. = 2.) Sei B eine Basis mit Matg(f) eine Diagonalmatrix. Dann sind die Vektoren
aus B Eingenvektoren. n

Lemma 15.2.8 Sei n = dimV und f € End(V). Hat f genau n vershiedene Eigen-
werte, dann ist f diagonalisierbar. 0

Beweis. Seien A1, - - -, A, die n vershiedene Eigenwerte von f. Es gilt dim E(f, \;) > 1
fiir alle ¢. Daraus folgt > , dim E(f,\;) > nund V = @ E(f, \;). -

Beispiel 15.2.9 Sei A € M3(R) mit

0 11
A=| -2 3 2
0 0 3
Es gilt
X -1 —1
xa=det| 2 X-3 =2 = (X -1)(X-2)(X -3).

0 0 X -3

Die Matrix A hat also drei vershiedene Eigenwerte 1, 2 und 3. Die Matrix A ist also
diagonalisierbar. Sei

—_
—_

1
2
1

[\]

Q=11
0

)

Es gilt

)
[\
)

QAQ! =

15.3 Eigenwerte und das charakteristische Polynom

Zur Erinerung haben wir:

Satz 15.3.1 Sei A € M,,(K) und sei f € End(V). Es gilt
{Eigenwerte von A} = {Nullstellen von y 4} und

{Eigenwerte von f} = {Nullstellen von y}.

Beweis. Folgt aus Korollar 15.1.7. n
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Satz 15.3.2 Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom. 0

Beweis. Seien A und B #hnlich. Dann gibt es Q mit B = QAQ~!. Es gilt auch
X1, = QXI1,Q ' Daraus folgt

v = det(X1, — B) = det(QX[,Q " — QAQ™) = det(Q)xa det(Q) ™" = xa.

Definition 15.3.3 Sei p € K[X] und A € K. Es gibt m(p,\) € N und ¢ € K[X]
mit

p=(X—N"EN . q.

g und m(p, A) sind eindeutig bestimmt. Die naturlische Zahl m(p, \) heifst die Viel-
fachheit der Nullstelle A\ von p.

Bemerkung 15.3.4 Es gilt m(p, \) # 0 < X ist eine Nullstele von p.

Satz 15.3.5 Sei n = dimV und sei f € End(V). Fiir jedes A € K gilt dann

dim E(f, ) < m(xy, A).

Beweis. Seir = dim E(f, \) und sei (v, - -, v,) eine Basis von E(f,\). Wir egénzen

(v1,+-+,v,) in eine Basis B = (vy, -+, U, Upy1, -+ + , V). Dann gilt
Matg(XIdy — f) = det ( (X _OA)IT 2/ )

wobei A" € M,_.(K). Es gilt x; = (X — A\)"xa. Daraus folgt m(xs,A) > r =
dim E(f, \). .

Korollar 15.3.6 Sei n = dimV und sei f € End(V). Das Endomorphismus f is
diagonalisierbar genau dann, wenn, x vollstindig in Linearfaktoren zerféllt und fiir
jedes X € K, gilt dim E(f, \) = m(xy, A).

Beweis. Fiir f diagonalisierbar zerféllt y s vollstdndig in Linearfaktoren und es gilt
Yoydimdim E(f,A) = n = >, m(xy,A). Daraus folgt dim E(f,\) = m(xy, A) fiir
jedes A.

Umgekehrt, falls x; vollstéindig in Linearfaktoren zerféllt und falls fiir jedes A € K,
gilt dim E(f, X) = m(xy,A), gilt >, dimdim E(f,\) = >, m(xs,A\) = n und f ist
diagonalisierbar. n
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15.4 Trigonalisierbarkeit

Definition 15.4.1 1. Eine Matrix A = (a; ;) € M, (K) ist eine obere Dreieckmatrix
wenn a; ; = 0 fiir ¢ > j.

2. Sei n = dimV und f € End(V'). Das Endomorphismus f heifst triginalisierbar
falls es eine Basis B gibt mit Matg(f) eine obere Dreieckmatrix.
Satz 15.4.2 Sei f € End(V). Die folgende Aussagen sind dquivalent:

1. f ist trigonalisierbar.

2. xy zerfdllt tiber K vollstandig in Linearfaktoren. 0

Beweis. (1. = 2.). Sei B eine Basis mit A = Matg(f) eine obere Dreieckmatrix. Es
gilt
A1 * X -\ *
A= und x5 = x4 = det .
0 An 0 X -\

Daraus folgt x5 = (X — A1) -+ - (X — A\y).
(2. = 1.) Per Induktion nach n. Fiir n = 1 sind beide Aussage wahr.

Es gilt xy = (X — A1) --- (X — A,). Daraus folgt, dass A; eine Eigenwerte von f ist.
Sei vy ein Eigenvektor von f mit der Eigenwerte \;. Wir ergdnzen v; in einer Basis
B = (v, ,v,). Sei A= Matg(f). Es gilt

o )\1 *
(0 )
wobei A" € M, _1(K). Es gilt auch

X = *
Xf:XA:det( 0 anl—A/>:(X_A1)XA"

Daraus folgt, dass ya = (X — X\y) -+ - (X — A,) vollstangid {iber K in Linearfaktoren
zerféllt. Sei W = (vg,- -+ ,v,) und B’ = (vg,- -+ ,v,). Dann ist 3’ eine Basis von .
Sei g € End(W) mit Matg (g) = A". Es gilt x, = xas. Nach Induktion, gibt es eine
Basis C’ von W mit T' = Matc/(g) eine obere Dreieckmatrix. Sei Q' = Mater g (Idw ).
Es gilt

QAQ'=T.

1 0
Q:(o @')'

Sei
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Es gilt det(Q) = det(Q’) also ist @ invertierbar. Sei C = (Q vy, ,Q v,). Es gilt
() = Matc 5(Idy ). Daraus folgt

B (1 0 (10
MatC(f) - QAQ - ( 0 Q/Alel ) - ( 0oT ) :
Die Matrix Mate(f) ist eine obere Dreieckmatrix. -

Korollar 15.4.3 Falls K algebraisch abgeschlossen ist, falls also jedes Polynom in
K[X]\{0} iiber K in Linearfaktoren zerfillt, dann ist jedes f € End(V) mit dimV <
oo trigonalisierbar.

15.5 Minimal Polynom

Sei V' mit dimV = n und sei f € End(V).
Definition 15.5.1 Sei @ : K[X| — End(V) definiert durch

O(P) = apf*, wobei P =Y aX* e K[X]
k=0 k=0
und f" die n-malige Komposition von f mit sich selbst ist. Man schreibt @(P) =
P(f).
Lemma 15.5.2 1. Die Abbildung @ ist linear.
2. Die Abbildung @ ist ein Ringhomomorphismus (i.e. ?(PQ) = ¢(P)P(Q)). 0
Beweis. Ubung. m

Lemma 15.5.3 Es gibt ein Polynom P € K[X]\ {0} mit &(P) = P(f) = 0 i.e.
Ker® # 0. 0

Beweis. Es gilt dim K[X] = oo > dim End(V') = n?. Nach dem Rangsatz ist Ker(®) #
0.

Zweiter Beweis: Das System (Idy, f, f2,---, f*°) hat n? 4+ 1 Vektoren aus End(V)
und es gilt dim End(V) = n? Daraus folgs, dass linear abhingig ist, also es gibt
Skalare ag, - - - , a,2 welche nicht alle nul sind mit

a0f0+---+anzf"2 = 0.
Fiir P = ag+ - - - + a,2 X" # 0 gilt also $(P) = P(f) = 0. n
Definition 15.5.4 Sei n =dimV und f € End(V). Der Annulator von f ist

Ann(f) ={P € K[X] | ?(f) = P(f) = 0} = Ker®.
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Satz 15.5.5 Sei n = dimV und f € End(V). Dann existiert genau ein normiertes
Polynom iy € K[X] mit

Lops(f)=0

2. Ist P € K[X] mit P(f) =0, so ist py ein Teiler von P. O

Beweis. uerst zeigen wir die Existenz von py. Sei P € K[X]\ {0} mit P(f) =0 so
dass deg(ps) minimal ist. Sei n = deg(P) und P = a, X™ + --- + ao. Es gilt a,, # 0
und wir setzen pi; = iP. Das Polynom i ist normiert und es gilt p/(f) = 0.

Sei P mit P(f) = 0. Wir schreiben P = qu; + r mit deg(r) < degpuy. Es gilt
0=P(f) =q(f)us(f)+7r(f) =r(f). Nach Minimalitét gilt also » = 0 und i ist ein
Teiler von P.

Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit. Sei y//; mit Eingenschaften 1. und 2. Dann ist y;
ein Teiler von s und 1y ist ein Teiler von yiy. Daraus folgt, dass iy = Ay fiir A € K.
Weil beide Polynome normiert sind, gilt yy = p. n

Lemma 15.5.6 Sei n =dimV und f € End(V).
1. Sei A eine Eigenwerte von f. Es gilt p¢(A\) = 0.

2. Seien Ay, ---, A, die Eigenwerte von f. Das Polynom (X — A;)--- (X — \,) teilt
M- 0

Beweis. 1. Sei v ein Eigenvektor mit Eigenwerte . Es gilt f(v) = Av und v # 0. Es
gilt auch p(f) = 0. Daraus folgt pf(f)(v) = 0. Wir schreiben py = X™ + - -- + ao.
Es gilt

0=ypr(f)(v)=f"(0)+ - +av=Nv+ - +aw=prAv.
Weil v # 0, gilt pr(X) = 0.

2. Folgt aus 1. [

Satz 15.5.7 Sei n = dimV und f € End(V). Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

1. f ist diagonalisierbar.

2. py zerfillt vollstindig in Linearfaktoren und besitzt nur einfache Nullstellen.
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Beweis. (1. = 2.) Seien Ay, --- , A\, die Eigenwerte von f. Es gilt

Sei v € V. Dann gibt es eindeutig bestimmte v; € E(f, \;) mit
vV=0v1+ "+ .

Wir zeigen, dass (f—A\Idy)o---o(f—AIdy) = 0. Sei g = (f—AiIdy)o- - -o(f—\,Idy).
Es gilt fiir alle 2:

g = (f—)\Jdv)o"'o(f—/)\i\ldv)o"'O<f—Arldv)o(f—)\ildv)-

Es gilt auch f(—A\]Idy)(v;) = 0. Daraus folgt g(v;) = 0 fiir alle ¢ und g(v) = 0.
Daraus folgt, dass .y teilt (X — A;)--- (X — ;). Aus dem obigen Lemma folgt, dass
(X — A1)« (X = A,) teilt py. Daraus folgt pp = (X — Ay)--- (X = \))

(2. = 1.) Per Induktion nach n. Fiir n = 1 sind alle Endomorphismen diagonalisierbar.
Sei also n > 1 und sei py = (X — A1) -+ (X — A,) mit \; paarweise verschieden.

Lemma 15.5.8 V = Ker(f — )\11(31\/) D Im(f — )\11(31\/) O

Beweis. Wir schreiben (X — Xg)--- (X — X)) = (X — A)g + r mit deg(r) < 1 also
r € K ist ein Skalar. Es gilt » # 0 weil X — Ay nicht (X — Ag) -+ (X — \,) teilt. Sei
veV,es gilt

- %(f —Xaldy) o (f = Addy)(v) — %(f — AMldy) o g(f)(v) = v/ + 0"

CEs gilt (f = AIdy)(@) = (f — Mldy) o (f = AIdy)(v) = pup(f >< ) = 0 also
v € Ker(f — MIdy). Es gilt v” = (f — MIdy)(2¢(f)(v)) € Im(f — M\ Idy). Es gilt
also

V= Ker(f - Alldv) + Im(f — Alldv)

Nach dem Rangsatz gilt dim V' = dim Ker(f — A\ Idy) + dim Im(f — A\;Idy ). Daraus
folgt dim(Ker(f — AIdy) N Im(f — AIdy)) = 0 und die Summe ist eine direkte
Summe. [

Sei W = Im(f—AIdy ). Wir zeigen f(W) C W. Seiw = f(v)—A;v. Dann gilt f(w) =
f(f@)) = Acf(v) = (f = Mldy)(f(v)). Sei g = flw. Es gilt y14(g) = 0. Daraus folgt,
dass p, teilt py und dass pg zerfillt vollstdndig und besitzt nur einfache Nullstellen.
Nach Induktion gilt g is diagonalisierbar. Sei B; eine Basis von Eigenvktoren von g.
Diese Vektorn sind auch Eigenvektoren von f. Sei B; eine Basis von Ker(f — AjIdy ).
Diese Vektoren sind Eigenvektoren von f. Daraus folgt, dass B = B; U B, eine Basis
von Eigenvektoren von f ist. Also ist f diagonalisierbar. n
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15.6 Satz von Cayley-Hamilton

Satz 15.6.1 (Satz von Cayley-Hamilton) Es gilt @(xs) = x¢(f) = 0. 0

Beweis. Wir zeigen, dass @(xf)(v) = xs(f)(v) = 0 fiir allev € V. Fiir v = 0 ist diese
Gleichung trivial. Sei v # 0. Das System (v, f(v), -, f"(v)) hat n+ 1 Vektoren und
ist also linear abhéngig. Sei r minimal mit (v, f(v),---, f"(v)) linear abhéngig. Das
System (v, f(v),---, f7"'(v)) ist linear unabhingig und es gibt Skalare ag, - - -, a,_1
mit

frw)=aw+-+a,_1f " (v).

Sei W = (v, f(v), -+, f~1(v)). Das System By = (v, f(v), -+, [T (v)) = (v, -+ , V1)
ist eine Basis von W und es gilt f(vy) = f(f*(v)) = f¥(v) = vp € W fiirk < r—1
und f(v,_1) = fr(v) = agv + -+ a,_1 f7*(v) € W. Es gilt also f(W) C W. Sei
flw : W — W die einschrinkung von f auf W. Es gilt

0 -+ -+ 0 ag
: -
A" = Matg, (flw) =] 0
E .o 00
0 --- 0 1 a4
Nach Ubungsblatt 13 gilt x4 = X" —ag — - - - — a,_1 X"~ L. Es gilt also
Xa ()= (f" =ao+ = a1 fT7)(v) = f(v) = agv — -+ = a,_1 77} (v) = 0.

Wir ergidnzen By, in eine Basis B von V. Es gilt

A = Matg(f) = ( fol/ :1(// )

wobei A" c Mn,r(K) Es gllt Xf = XA = XA'XA" = XA'XA’- Es gllt (Well @ ein
Ringhomomorphismus ist)

Xr(f) = D(xs) = xar (f)xar(f)-
Daraus folgt x;(f)(v) = xar () (xa (f)(v)) = xar(f)(0) = 0. n
Korollar 15.6.2 Es gilt i; ist ein Teiler von yy.

Korollar 15.6.3 iy und x; haben die gleiche Nullstelle. Seien A\ eine solche Null-
stelle, es gilt

m(va )‘> < m(Xf7 )‘)'
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16.1 Komplexe Konjugation

Sei R die Menge alle reelle Zahlen und C die Menge alle komplexe zahlen. Jede
komplexe Zahl z € C kann als Summe

z=x+1y

geschrieben werden, wobei x,y € R und ¢ = y/—1 ist eine Nullstelle des Polynoms
X2 + 1. Die reelle Zahlen z,y sind eindeutig bestimmt.

Die komplexe Konjugation ist die Abbildung C — C definiert durch z +— Zz wobei,
fiir z = x + 1y, gilt z =+ — 1y.

Lemma 16.1.1 Fiir z, 2’ € C gilt:

2+ =zZ4+7.

2z € Rzo.

22=0&2=0.

DA R

z=z< ze R O

Beweis. Ubung. n

Definition 16.1.2 1. Wir betrachten Elemente v € C" als n x 1-Matrizen und defi-
nieren eine Abbildung C" — C", v — v durch

2. Wir definieren eine Abbildung M,,,(C) — M,,,(C), A — A durch A = (a;;),
wobei A = (CLZJ)

Lemma 16.1.3 Fiir A € M,,,(C) und B € M, ,(C) gilt AB = AB. O

Beweis. Ubung. n
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16.2 Skalar produkt und mehr

Definition 16.2.1 1. Wir definieren auf C" eine Sesquilinearfrom ( , ) : C" x

C" — C durch .
(v,0") = Z 2z,
i=1
wobei v = (21, -+, 2,)T und v/ = (2}, -+, 2).
2. Wir betrachten R™ als Teilmenge von C™: fiir zy,- -+ ,x, € Ristv = (21, - ,2,)T €

R™ ein Vektor in C".

Lemma 16.2.2 Die einschriankung der Sesquilinearfrom ( , ) auf R” ist das Stan-
dardskalarprodukt auf R" i.e., es gilt

(01 = o
=1

wobei v = (z1,+ -+ ,2,)T € R" und v = (y1,- -+, yn) € R™ O
Beweis. Ubung. n

Lemma 16.2.3 Seien v,v" € C".

(v,0") =017

Beweis. Ubung. n
Lemma 16.2.4 Sei v € C". Es gilt (v,v) =0 — v = 0. O
Beweis. Sei v = (21, ,2,)". Dann gilt (v,v) = Y7 | 2,z = 0. Fiir alle 7 ist 2,2, €
R>. Daraus folgt z;z; = 0 fiir alle ¢ und z; = 0 fiir alle 3. -

16.3 Symmetrische Matrizen

Definition 16.3.1 1. Wir betrachten relle Matrizen A € M, (R) als komplexe Ma-
trizen dank der Enthaltung M, (R) C M, (C).

2. Eine Matrix A € M, (R) heift reelle symmetrische Matrix falls A7 = A.

Lemma 16.3.2 Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann gilt fiir alle v, v’ € R™:

(Av,v") = (v, Av').

Beweis. Wir schreiben Elemente aus R” als n x 1-Matrizen. Man bemerkt, dass die
folgene Gleichung gilt: (v,v’) = vTv’. Daraus folgt

(Av,v") = (Av)Tv' = T ATV = 0T Av' = T (AV)) = (v, AV').
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16.4 Diagonalisierbarkeit

Wir nehmen jetzt an, dass C algebraisch abgeschlossen ist: alle Polynome in C[X]
haben mindestens eine Nullstelle A € C. Dies wird erst in der Vorlesung Algebra
(Semester 4) bewiesen.

Lemma 16.4.1 Sei A € M,(C). Dann hat A eine Eingenwerte A € C. O

Beweis. Sei xa das charakteristische Polynom von A. Es gilt x4 € C[X]. Daraus
folgt (weil C algebraisch abgeschlossen ist), dass x4 eine Nullstele A € C hat. Diese
Nullstelle ist eine Eigenwerte von A. n

Lemma 16.4.2 Sei A eine reelle symmetrische Matrix. Dann hat A eine Eigenwerte
A e R O

Beweis. Die Matrix A € M, (R) ist auch eine komplexe Matrix. Also A € M, (C).
Aus dem obigen Lemma folgt, dass A eine (komplexe) Eigenwerte A\ € C. Wir zeigen,
dass A € R. Sei v € C" ein Eigenvektor mit Eingenwerte \. Es gilt Av = A\v. Daraus
folgt

Mv,v) = (Av,v) = vT Ao = 0T Av = vT A = o7 (Av) = vT (W) = 2To = A(v,v).

Es gilt also (A — A)(v,v) = 0. Aber v # 0, aus Lemma 16.2.4 folgt (v,v) # 0 und
A=\, also A € R. n

Satz 16.4.3 Sei A € M,(R) eine reelle symmetrische Matrix. Dann ist A diago-
nalisierbar iiber R. Ausserdem gibt es eine Basis welche aus orthnormalen (fiir das
Standardskalarprodukt) Eigenvektoren besteht. O

Beweis. Wir zeigen per Induktion nach n, dass A diagonalisierbar ist. Fiir n = 1 ist
A eine Diagonalmatrix in jeder Basis (also auch eine orthnormale Basis).

Wir nehmen an, dass alle B € M(R) reelle symmetrische Matrizen mit k£ < n
diagonalisierbar in einer orthonormalen Basis, welche aus Eigenvektoren besteht, ist.

Sei A € M,(R) eine reelle symmetrische Matrix. Aus Lemma 16.4.2 folgt, dass A
eine reelle Eigenwerte A\; hat. Der Unterraum E(A, A\;) C R” ist nicht null. Es gilt
R" = E(A,\) ® E(A, M) .

Lemma 16.4.4 Es gilt f(E(A,\)%) C E(A, )™ O

Beweis. Sei v € E(A,\)*. Wir zeigen f(v) € E(A, )T d.e. fiir alle v’ € E(A, \y)
gilt (A(v),v") = 0. Es gilt (v,v") = 0. Daraus folgt

(A(w),v") = (v, A(V")) = (v, \v') = Ay (v,0") = 0.
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Wir betrachten die Einschrénkung A|gaa e @ E(A, )" — E(A,\) L definiert
durch A|ga e (v) = A(v). Die Matrix A’ von A|g4,,). in der kanonischen Basis
ist eine reelle symmetrische Matrix: es gilt

o MIgaay O
(e 1)

Daraus folgt, nach Induktion, dass A|g(4,)r diagonalisierbar ist und ausserdem,
dass es eine Basis B, von E(A, \;)* gibt, welche aus orthonormale Eigenvektoren von
Alg(a): besteht. Sei B; eine orthonormale Basis von E(A, A). Dann ist B = B,UB;
eine orthonormale Basis von R” welche aus Eigenvektoren von A besteht. n
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