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1 Grundlagen

1.1 Mengenlehre

Erste De�nitionen und Beispiele

Die Mengenlehre ist einen ni
ht trivialen Teil der Mathematik. Wir werden Mengen

ni
ht ri
htig de�nieren.

Wir werden mit den folgenden vagen (aber für unseren Zwe
ke ausrei
henden) De�-

nition arbeiten.

De�nition 1.1.1 EineMenge M ist eine Zusammenfassung von vers
hiedenen Ob-

jekte (die man Elemente nennt) zu einem neuen Objekt.

Axiom 1.1.2 (Extensionalitätsaxiom) Zwei Mengen M und N sind genau dann

glei
h, wenn sie die selbe Elementen enthalten.

Notation 1.1.3 Wir werden die folgende Symbole benutzen.

{ } die Mengenklammern: z.b. M = {0; 1; 2}.
∈ ist Element von: z.b. 1 ∈ {0; 1; 2}.
6∈ ist ni
ht Element von: z.b. 3 6∈ {0; 1; 2}.

∀ alle: z.b. ∀n ∈ N es gilt n ≥ 0.
∃ es gibt: z.b. ∃n ∈ N so dass n ≥ 5.
⇒ dann: z.b. n ≥ 1 ⇒ n ≥ 0.

Bemerkung 1.1.4 Mit Symbole: M = N genau dann, wenn

x ∈ M ⇒ x ∈ N und x ∈ N ⇒ x ∈M.

De�nition 1.1.5 Sei M eine Menge.

1. Eine Teilemenge N von einer Menge M ist eine Menge so dass alle elemente in

N au
h in M enthalten sind. Mit Symbole: x ∈ N ⇒ x ∈M .

2. Eine e
hte Teilmenge N von einer Menge M ist eine Teilmenge die ni
ht glei
h

M ist.
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Notation 1.1.6 Hier sind weitere Symbole.

⊆,⊂ ist Teilmenge von: z.b. {0; 1; 2} ⊆ {0; 1; 2} oder N ⊆ Z.
( ist eine e
hte Teilmenge von: z.b. {1; 2} ( {0; 1; 2}.

Bemerkung 1.1.7 Es gilt {0; 1; 2} = {2; 0; 1} = {0; 0; 1; 2; 2; 2}.

Konstruktion in der Mengenlehre

Aussonderungsaxiom

Axiom 1.1.8 (Aussonderungsaxiom) Zu jeder Menge M und jeder eigens
haft

P gibt es eine Teilmenge N von M , die gerade aus den Elementen von M mit dieser

eigens
haft besteht.

Notation 1.1.9 Weitere Symbole.

| mit der Eigens
haft: z.b. {0; 1; 2} = {n ∈ N | n ≤ 2}.

Satz 1.1.10 Es gibt eine Menge, die keine Elemente enthält: Mann nennt diese Men-

ge die leere Menge und bezei
hnet sie mit ∅. �

Beweis. Wir behaupten, dass es mindenstens eine Menge M gibt. Dann kann man,

dank dem Aussonderungsaxiom die Menge

∅ = {x ∈M | x 6= x}

de�nieren. Die Menge ∅ enthält keine Elemente. �

Bemerkung 1.1.11 Die leere Menge ist in jede Menge enthalten: für jede Menge

M gilt ∅ ⊂M .

Satz 1.1.12 Es gibt keine Menge die jede Menge als Element enthält �

Beweis. Siehe Tutorium 1. �

Vereinigungsaxiom

Axiom 1.1.13 (Vereinigungsaxiom)

1. Seien M und N zwei Mengen, dann gibt es eine Menge M ∪N , die Vereinigung

von M und N , die genau alle Elemente von M und N enthält. Mit Symbole

M ∪N = {x | x ∈M oder x ∈ N}.
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2. Verallgemeinerung. Sei I eine Indexmenge und (Mi)i∈I eine Familie von Mengen,

dann gibt es eine Menge ⋃

i∈I

Mi,

die Vereinigung von (Mi)i∈I , die genau alle Elemente von Mi für alle i ∈ I enthält.
Mit Symbole ⋃

i∈I

Mi = {x | es gibt ein i ∈ I so dass x ∈Mi}.

Beispiel 1.1.14 Here sind Beispiele von Mengen.

1. Die leere Menge ∅.
2. Zu jedes Element x ∈M kan man die einelementige Menge {x} de�nieren.

2. Zu zwei Elemente x und y kann mann die Paarmenge

{x, y} = {x} ∪ {y} = {y} ∪ {x} = {y, x}

de�nieren. Es ist die Menge, die genau x und y entählt.

Aus dem Vereinigungsaxiom und dem Aussonderungsaxiom ergibt si
h die Existenz

des Dur
hs
hnitts von Mengen.

Satz 1.1.15 (Dur
hs
hnitt)

1. Seien M und N zwei Mengen, dann gibt es genau eine Menge M ∩N , der Dur
h-

s
hnitt vonM und N , die genau die Elementen vonM und N enthält. Mit Symbole

M ∩N = {x ∈M ∪M | x ∈M und x ∈ N}.

2. Verallgemeinerung. Sei I eine Indexmenge und (Mi)i∈I eine Familie von Mengen,

dann gibt es genau eine Menge ⋂

i∈I

Mi,

der Dur
hs
hnitt von (Mi)i∈I , wel
he genau die Elemente, die in jeder Menge Mi

für all i ∈ I enthalten sind. Mit Symbole

⋂

i∈I

Mi =

{
x ∈

⋃

i∈I

Mi | für alle i ∈ I gilt x ∈Mi

}
.

Satz 1.1.16 Seien M , N und O drei Mengen. Dann gilt.

1. M ∪M =M und M ∩M =M .

2. M ∪N = N ∪M und M ∩N = N ∩M .

3. M ∪ (N ∪ O) = (M ∪N) ∪ O und M ∩ (N ∩ 0) = (M ∩N) ∩ O �
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Beweis. Übung �

Satz 1.1.17 Seien M , N und O drei Mengen. Dann gilt.

1. M ∩ (N ∪ O) = (M ∩N) ∪ (M ∩O).
2. M ∪ (N ∩O) = (M ∪N) ∩ (M ∪ O). �

Beweis. Siehe Übungsblatt 0. �

De�nition 1.1.18 Das Komplement von N in M ist die Menge M \ N von ele-

mente die in M und ni
h in N enthalten sind. Mit Symbole:

M \N = {x ∈M |x 6∈ N}.
Satz 1.1.19 Seien M , N und O drei Mengen. Dann gilt.

1. M \ (N ∪O) = (M \N) ∩ (M \O).
2. M \ (N ∩ O) = (M \N) ∪ (M \O). �

Beweis. Siehe Übungsblatt 0. �

Potenzmengensaxiom

Axiom 1.1.20 SeiM eine Menge, dann gibt es genau eine Menge, die Potenzmen-

ge P(M) von M , wel
he Elemente genau alle Teilmenge von M sind.

Beispiel 1.1.21

1. P(∅) = {∅}.
2. P({∅}) = {∅; {∅}}.
3. P({0; 1; 2}) = {∅; {0}; {1}; {2}; {0; 1}; {0; 2}; {1; 2}; {0; 1; 2}}.

Kartesis
he Produkt

De�nition 1.1.22 Seien M und N zwei Mengen.

1. Ein geordnetes Paar von Elementen x ∈M und y ∈ N besteht aus der Angabe

eines erten Elements x ∈ M und eines zweiten Elements y ∈ N . Paaren werden als

(x, y) ges
hrieben.

2. Die Menge aller geordneten Paare von Elementen aus M und N heiÿt das Karte-

sis
he Produkt und ist dur
h M ×N = {(x, y) | x ∈ M, y ∈ N} bezei
hnet.

Satz 1.1.23 Es gilb (x, y) = (y, x) genau dann wenn x = y. �

Beispiel 1.1.24 Sei M = {0; 1; 2} und N = {A,B} dann gilt

M ×N = {(0, A); (0, B); (1, A); (1, B); (2, A); (2, B)}.
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1.2 Natürlis
he Zahlen

De�nition

Wir haben no
h keine unendlis
he Menge, i.e.Menge mit unendlis
hen vielen Elemen-

ten, gesehen. Wir brau
hen eigentli
h ein neues Axiom dafür.

Axiom 1.2.1 (Peano Axiome) Es gibt eine Menge N, die Meger der natürlis
hen

Zahlen mit den folgenden Eigens
haften:

� zu jeder n ∈ N , gibt es genau einen Na
hfolger N(n) ∈ N (später N(n) = n+1).

� Es gibt ein Element 0 ∈ N, so dass für alle n ∈ N gilt N(n) 6= 0.

� Jede n ∈ N ist Na
hfolger hö
hstens einer natürli
hen Zahlen.

� Sei M eine Teilmenge von N, so dass

� 0 ∈M

� n ∈M ⇒ N(n) ∈M

dann gilt M = N (Induktionseigens
haftaxiom).

Notation 1.2.2 Konkret kann man die natürlis
he Zahlen wie folgt de�nieren: 0,
1 = N(0), 2 = N(1), 3 = N(2) ... n + 1 = N(n).

Man kann mit dieser De�niton die klassis
he arthmetis
he Eigens
haften von N zu-

rü
k �nden.

Beispiel 1.2.3 Here sind weitere Beispiele von unendli
he Mengen die man dank

der Existenz von N konstruiren kann.

Die Menge der ganzen Zahlen ist Z.
Die Mende der rationale Zahlen ist Q.
Die Mende der reelen Zahlen ist R.
Die Mende der komplexen Zahlen ist C.

Induktion

Satz 1.2.4 Sei P eine eigens
haft die eine natürlis
he Zahl haben kann. Wenn P (0)
und P (n) ⇒ P (n+ 1) wahr sind, dann ist P (n) wahr für jede n ∈ N. �

Beweis. Sei M = {n ∈ N | P (n) ist wahr}, dann gilt 0 ∈ M und n ∈ M ⇒ N(n) ∈
M . Vom Induktionseigens
haftaxiom folgt M = N. �
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Beispiel 1.2.5

1. Für alle n ∈ N gilt 0 + 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

2. Für alle n ∈ N gilt 02 + 12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

3. Für alle n ∈ N gilt 03 + 13 + 23 + · · ·+ n3 =
n2(n + 1)2

4
.

Beweis. 1. Sei P (n) die Eigens
haft

0 + 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

Dann gilt P (0). Angenommen,dass P (n) gilt, dann gilt

0+1+2+ · · ·+n+(n+1) =
n(n+ 1)

2
+(n+1) =

n2 + n+ 2n+ 2

2
=

(n + 1)(n+ 2)

2
.

2. und 3. Siehe Übungsblatt 0. �

1.3 Auswahlaxiom

Wir geben no
h ein Axiom, das ni
ht von den Anderen abhängt.

Axiom 1.3.1 (Auswahlaxiom) Sei (Mi)i∈I ein Mengensystem so dass für jedes

i ∈ I, gilt Mi 6= ∅ und für jede i, j ∈ I, gilt Mi ∩Mj = ∅. Dann gibt es eine Menge

M , so dass für jedes i ∈ I die Menge Mi ∩M genau ein Element enthält.

Dieses Axiom wird später benutzt, um zu beweisen, dass jeder Vektorraum eine Basis

enthält.

1.4 Abbildungen

De�nition 1.4.1 Seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung f von M na
h

N ist eine Vors
hrift, dur
h die jede Elemente x ∈ M genau ein Element f(x) ∈ N
zugeordnet wird. In Symbol man s
hreibt:

f : M → N
x 7→ f(x).

Die Menge M heiÿt De�nitionsberei
h und N heiÿt Werteberei
h der Abbil-

dung f .
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Beispiel 1.4.2

1. Sei M eine Menge, es gibt die identis
he Abbildung IdM :M →M , x 7→ x.

2. Sei f : R → R, x 7→ x2.

De�nition 1.4.3 Seien f : M → N und g : N → O, dann kann man f mit g

omponieren. Als Resultat erhält man eine Abbildung g ◦ f : M → O de�niert

dur
h x 7→ g(f(x)).

De�nition 1.4.4 Sei f : M → N eine Abbildung und seien X ⊂ M und Y ⊂ N
Teilmengen vonM und N . Das Bild von X under f ist die Teilmenge von N de�enert

dur
h

f(X) = {y ∈ N | ∃x ∈ X mit y = f(x)} = {f(x) | x ∈ X}.
Das Urbild von Y ist die Teilmenge von M de�eniert dur
h

f−1(Y ) = {x ∈M | f(x) ∈ Y }.

Für eine Teilmenge {y} mit einem einzigen Element s
hreibt man f−1(y) = f−1({y}).

Beispiel 1.4.5 Sei f : Z → Z die Abbildung de�niert dur
h x 7→ x2. Dann gilt

f({−1; 1}) = {1} und f−1(1) = {−1; 1}.

De�nition 1.4.6 Sei f :M → N eine Abbildung.

1. Die Abbildung f heiÿt injektiv wenn, für alle x, x′ ∈ M gilt die Implikazion

f(x) = f(x′) ⇒ x = x′ (oder x 6= x′ ⇒ f(x) 6= f(x′)).

2. Die Abbildung f heiÿt surjektiv wenn, f(M) = N .

3. Die Abbildung f heiÿt bijektiv wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Satz 1.4.7 Sei f :M → N eine Abbildung. Die Abbildung f ist bijektiv genau dann

wenn existiert eine Abbildung g : N →M mit g ◦ f = IdM und f ◦ g = IdN .

Für f bijektiv ist die Abbildung g eindeutig de�niert. �

Beweis. Angenomment f sei bijektiv. Sei y ∈ N . Als f surjektiv ist, existiert ein

Element x ∈ M mit f(x) = y. Das Element x ist von y eindeutig de�niert weil für

x′ ∈ M mit f(x) = f(x′) gilt x = x′. Man de�niert g : N → M mit g(y) = x. Dann
gilt f ◦ g(y) = f(g(y)) = f(x) = y und g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(y) = x.

Die Abbildung g ist eindeutig: sei h : N →M mit h◦f = IdM und f ◦h = IdN , dann

gilt für y = f(x) ∈ N : h(y) = g(f(x)) = x = g(y). Da f surjetiv gilt die Glei
hheit

h(y) = g(y) für alle y ∈ N .

Angenommen es gibt g, dann für x, y ∈ M mit f(x) = f(y) gilt x = g(f(x)) =
g(f(y)) = y, so dass f injektiv ist. Sei y ∈ N dann gilt y = f(g(y)) und f ist

surjektiv. �
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De�nition 1.4.8 Sei f : M → N eine bijektive Abbildung, dann ist die einzige

Abbildung g so dass g ◦ f = IdM und f ◦ g = IdN die Umkehrabbildung genannt

und wird mit f−1 : N → M ges
hrieben.

Bemerkung 1.4.9 Sei f : M → N eine Abbildung und Y einen Teilmenge von

N . Die Urbild f−1(Y ) ist für jede (au
h ni
ht bijektive) Abbildung de�niert und für

y ∈ N ist die Urbild f−1(y) für jede (au
h ni
ht bijektive) Abbildung de�niert.

Satz 1.4.10 Seien f :M → N und g : N → O zwei Abbildungen. Dann gilt.

1. f und g injektiv ⇒ g ◦ f injektiv.

2. f und g surjektiv ⇒ g ◦ f surjektiv.

3. f und g bijektiv ⇒ g ◦ f bijektiv. �

Beweis. 1. Seien x, y ∈ M , so dass g ◦ f(x) = g ◦ f(y), dann gilt g(f(x)) = g(f(y))
und als g injektiv ist, gilt f(x) = f(y). Als f injektiv ist, gilt x = y so dass g ◦ f
injektiv ist.

2. Sei z ∈ O. Als g surjektiv ist, gibt es y ∈ N mit g(y) = z. Als f sujektiv ist, gibt es

x ∈M mit f(x) = y. Dann gilt g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(y) = z und g ◦ f ist surjektiv.

3. Folgt aus 1. und 2. �

Satz 1.4.11 Sei f :M → N eine Abbildung zwis
hen ni
ht leere Mengen.

1. Die Abbildung f ist injektiv genau dann wenn, es eine Abbildung g : N →M mit

g ◦ f = IdM gibt.

2. Die Abbildung f ist surjektiv genau dann wenn, es eine Abbildung h : N → M
mit f ◦ h = IdN gibt.

3. Wenn f bijektiv ist dann sind die beide Abbildungen g : N →M und h : N → M
glei
h die Umkehrabbildung f−1

. �

Beweis. Siehe Tutorium 2. �

De�nition 1.4.12 Sei f : M → N eine Abbildung, der Graph von f ist die Teil-

menge Γ (f) ⊂M ×N von M ×N de�niert dur
h

Γ (f) = {(x, y) ∈M ×N | y = f(x)} = {(x, f(x)) | x ∈M}.

De�nition 1.4.13 Seien M und N zwei Mengen, dann ist NM
die Menge aller

Abbildungen von M na
h N .
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Abbildungen und Mengenoperationen

Satz 1.4.14 Seien f :M → N eine Abbildung, M1,M2 ⊂M und N1, N2 ⊂ N dann

gilt:

1. M1 ⊂M2 ⇒ f(M1) ⊂ f(M2) und N1 ⊂ N2 ⇒ f−1(N1) ⊂ f−1(N2).

2. f(M1 ∪M2) = f(M1) ∪ f(M2) und f
−1(N1 ∪N2) = f−1(N1) ∪ f−1(N2).

3. f(M1 ∩M2) ⊂ f(M1) ∩ f(M2) und f
−1(N1 ∩N2) = f−1(N1) ∩ f−1(N2).

4. f(M1) \ f(M2) ⊂ f(M1 \M2) und f
−1(N1 \N2) = f−1(N1) \ f−1(N2). �

Beweis. Siehe Übungsblatt 2. �

1.5 Relationen

Erste De�nition

De�nition 1.5.1 Sei M eine Menge. Eine Relation auf der Menge M ist eine Teil-

menge R von M ×M . Seien x, y zwei Elemente in M , für (x, y) ∈ R s
hreibt man

x ∼R y.

Beispiel 1.5.2 1. Sei M eine Menge, die Relation R = {(x, y) ∈ M ×M | x = y}
ist die Glei
hheitsrelation. Es gilt x ∼R y ⇔ x = y.

2. Sei M = N und R = {(x, y) ∈ N× N | x ≤ y}. Dann ist R eine Relation auf N.

3. Sei M eine Menge und R = {(A,B) ∈ P(M) | A ∩ B = ∅}. Dann ist R eine

Relation auf M .

De�nition 1.5.3 Sei R eine Relation auf einer Menge M .

1. R heiÿt re�exiv, wenn x ∼R x für alle x ∈M .

2. R heiÿt symmetris
h, wenn x ∼R y ⇒ y ∼R x.

3. R heiÿt antisymmetris
h, wenn (x ∼R y und y ∼R x) ⇒ x = y.

4. R heiÿt transitiv, wenn (x ∼R y und y ∼R z) ⇒ x ∼R z.

Beispiel 1.5.4 1. Sei M eine Menge, die Glei
hheitsrelation R = {(x, y) ∈ M ×
M | x = y} ist re�exiv, symmetris
h, antisymmetris
h und transitiv.

2. SeiM = N die Relation R = {(x, y) ∈ N×N | x ≤ y} ist re�exiv, antisymmetris
h

und transitiv aber ni
ht symmetris
h.

3. Sei M eine ni
htleere Menge. Die Relation R = {(A,B) ∈ P(M) | A ∩ B = ∅}
auf der Menge M ist ni
ht re�exiv, symmetris
h, ni
ht antisymmetris
h und ni
ht

transitiv.
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Ordnungsrelationen

De�nition 1.5.5 Sei M eine Menge und R eine Relation auf M . Die Relation R
heiÿt Ordnungsrelation, wenn R re�exiv, antisymmetris
h und transitiv ist.

Beispiel 1.5.6 1. Sei M eine Menge, die Glei
hheitsrelation ist eine Ordnungsrela-

tion.

2. Sei M = N die Relation R = {(x, y) ∈ N× N | x ≤ y} ist eine Ordnungsrelation.

3. Sei M eine ni
htleere Menge. Die Relation R = {(A,B) ∈ P(M) | A ∩B = ∅} ist

ni
ht eine Ordnungsrelation.

Äquivalenzrelationen

De�nition 1.5.7 Sei R eine Relation auf einer Menge M . 4. R heiÿt Äquivalenz-

relation, wenn R re�exiv, symmetris
h und transitiv ist.

Beispiel 1.5.8 1. Sei M eine Menge, die Glei
hheitsrelation ist eine Äquivalenzrela-

tion.

2. Sei M = N die Relation R = {(x, y) ∈ N×N | x ≤ y} ist keine Äquivalenzrelation.

3. Sei M eine ni
htleere Menge. Die Relation R = {(A,B) ∈ P(M) | A ∩B = ∅} ist

keine Äquivalenzrelation.

Lemma 1.5.9 Sei R = {(x, y) ∈ N×N | x− y ist gerade}. Dann ist R eine Äquiva-

lenzrelation auf N. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 2. �

Satz 1.5.10 Sei f : M → N eine Abbildung. Dann ist R = {(x, y) ∈ M | f(x) =
f(y)} eine Äquivalenzrelation. �

Beweis. Als f(x) = f(x), gilt x ∼R x. Für x ∼R y, gilt f(x) = f(y) und f(y) = f(x),
so dass y ∼R x gilt. Für x ∼R y und y ∼R z, gilt f(x) = f(y) und f(y) = f(z), so
dass f(x) = f(z) und x ∼R z gilt. �
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Quotient

De�nition 1.5.11 Sei R eine Äquivalenzrelation auf einer Menge M .

1. Die Äquivalenzklasse [x] von x ist die Menge aller Elemente y mit x ∼R y. Mit

Symbol:

[x] = {y ∈M | x ∼R y}.

2. Die Gesamtheit der Äquivalenzklassen bildet eine Teilmenge der Potenzmenge

P(M) die man M/R bezei
hnet und Quotientenmenge von M na
h R. Mit

Symbol

M/R = {N ∈ P(M) | ∃x ∈M mit N = [x]}
= {[x] ∈ P(M) | x ∈M}.

Lemma 1.5.12 Sei R eine Äquivalenzrelation auf einer Menge M und sei x, y ∈M .

Dann sind die folgende Aussagen äquivalent:

1. [x] = [y];

2. [x] ∩ [y] 6= ∅;

3. x ∼R y. �

Beweis. 1.⇒ 2. Trivial: x ∈ [x] = [y] also x ∈ [x] ∩ [y].

2. ⇒ 3. Sei z ∈ [x] ∩ [y]. Dann gilt x ∼R z und y ∼R z. Als R symmetris
h ist gilt

z ∼R y und von der transitivität gilt x ∼R y.

3.⇒ 1. Sei z ∈ [x], dann gilt x ∼R z. Als R symmetris
h und transitiv ist gilt y ∼R z
i.e. z ∈ [y] und [x] ⊂ [y]. Die Inklusion [y] ⊂ [x] kann man mit der selben Methode

beweisen. �

Korollar 1.5.13 Sei O ∈M/R eine Äquivalenzklasse dann gilt x ∈ O ⇔ [x] = O.

De�nition 1.5.14 SeiM eine Menge, einePartition vonM ist eine Familie (Mi)i∈I
von Teilmenge Mi ⊂ M so dass

� Mi ∩Mj = ∅ für i 6= j,

�

⋃

i∈I

Mi =M .

Satz 1.5.15 Sei R eine Äquivalenzrelation auf einer Menge M . Dann bildet die

Familie von Äquivalenzklassen eine Partition von M . �
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Beweis. Aus Lemma 1.5.12 gilt [x]∩ [y] = ∅ für [x] 6= [y]. Auÿerdem, gibt es für jedes

Element x ∈M eine Klasse: [x] so dass x ∈ [x]. Es gilt daher

M ⊂
⋃

[x]∈M/R

[x].

Die umgekehrte Inklusion gilt au
h da [x] ⊂M für alle [x]. �

De�nition 1.5.16 Sei R eine Äquivalenzrelation auf einer MengeM . Die Abbildung

pR :M →M/R de�eniert dur
h x 7→ [x] heiÿt die kanonis
he Projektion.

Lemma 1.5.17 Sei R eine Äquivalenzrelation auf einer Menge M .

1. Die kanonis
he Projektion pR ist surjektiv.

2. Es gilt für x, y ∈M : [x] = [y] ⇔ pR(x) = pR(y). �

Beweis. 1.Sei [x] ∈M/R, dann gilt [x] = pR(x).

2. Trivial aus der De�nition. �

Satz 1.5.18 Sei R eine Äquivalenzrelation auf einer Menge M . Sei f : M → N
eine Abbildung, so dass [x] = [y] ⇒ f(x) = f(y). Dann gibt es eine Abbildung

f̄ :M/R → N , so dass f = f̄ ◦ pR.

M
f

//

pR
��

N

M/R.
f̄

<<x
x

x
x

Beweis. M/R ist eine Menge von Teilmengen von M . Sei O ∈M/R (z.b. O = [z] für
z ∈ M). Wenn die Abbildung f̄ existiert, dann gilt für x ∈ O: f(x) = f̄(pR(x)) =
f̄([x]) = f̄(O) i.e. f̄(O) = f(x).

Seien x, y ∈ O, dann gilt aus Lemma 1.5.17: [x] = O = [y] und f(x) = f(y). Die
Abbildung O → N de�niert dur
h x 7→ f(x) ist konstant glei
h n ∈ N . Wir de�nieren

f̄(O) = n. Es gilt n = f(x) für jeder x ∈ O.

Es gilt f̄ ◦ pR(x) = f̄([x]) = f(x). �



2 Gruppen, Körper und Ringe

2.1 Gruppen

De�nition und Beispiele

De�nition 2.1.1 Eine Gruppe ist ein geordnetes Paar (G,m) mit G einer Menge

und m einer Abbildung m : G × G → G (au
h Verknüpfung gennant) so dass die

folgenden Eigens
haften erfüllt sind:

� Es existiert ein neutrales Element e in G mit m(e, x) = m(x, e) = x für alle

x ∈ G.

� Die Verknüpfung m ist assoziativ, dass heiÿt m(x,m(y, z)) = m(m(x, y), z)
für alle x, y, z ∈ G.

� Für jedem x ∈ G gibt es ein inverses Element, dass heiÿt eine Element y ∈ G
mit m(x, y) = m(y, x) = e.

De�nition 2.1.2 Eine Gruppe (G,m) heiÿt kommutativ oder abels
h falls gilt:

m(x, y) = m(y, x) für alle x, y ∈ G.

Notation 2.1.3 Wir werden oft die Verknüpfung m : G × G → G mit einem mul-

tiplikativen Symbol s
hreiben: m(x, y) = x · y. Die Axiome für die De�nition einer

Gruppen sehen wie folgt aus:

� Neutrales Element: e ∈ G mit e · x = x · e = x für alle x ∈ G.

� Asso
iativität: x · (y · z) = (x · y) · z für alle x, y, z ∈ G.

� Inverses Element: für jedem x ∈ G existiert y ∈ G mit x · y = y · x = e.

Die Kommutativität sieht wie folgt aus:

x · y = y · x.

Beispiel 2.1.4 Hier sind Beispiele von Gruppen:

� (Z,+), wo + : Z × Z → Z dur
h (x, y) 7→ x + y de�niert ist, ist eine abels
he

Gruppe.
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� (Q,+), wo + : Q×Q → Q dur
h (x, y) 7→ x+ y de�niert ist, ist eine abels
he

Gruppe.

� (R,+), wo + : R× R → R dur
h (x, y) 7→ x+ y de�niert ist, ist eine abels
he

Gruppe.

� (C,+), wo + : C× C → C dur
h (x, y) 7→ x+ y de�niert ist, ist eine abels
he

Gruppe.

� (Q \ {0},×), wo × : Q \ {0}×Q \ {0} → Q \ {0} dur
h (x, y) 7→ x× y de�niert
ist, ist eine abels
he Gruppe.

� Für eine Menge M , die Menge Bij(M) der bijektiven Selbstabbildungen f :
M → M mit der Verknüpfung Bij(M) × Bij(M) → Bij(M) gegeben dur
h

Komposition von Abbildungen: (f, g) 7→ f ◦ g ist eine Gruppe. Die Gruppe

(Bij(M), ◦) ist ni
ht kommutativ sofern M mindestens drei paarweise vershie-

dene Elemente enthält.

� (N,+) ist keine Gruppe: 1 hat kein inverses Element.

Satz 2.1.5 Sei (G, ·) eine Gruppe.

1. Das neutral Element ist eindeutig bestimmt.

2. Sei x ∈ G, das inverse Element von x ist eindeutig bestimmt. �

Beweis. 1. Seien e und e′ zwei neutrale Elemente. Dann gilt e′ = e · e′ weil e′ neutral
ist und e · e′ = e′ weil e neutrql ist. Es folgt e′ = e · e′ = e.

2. Seien y und y′ zwei inverse Elemente von x. Dann gilt

y = e · y = (y′ · x) · y = y′ · (x · y) = y′.

Beispiel 2.1.6 Wir bes
hreiben das neutral Element und das inverse von einem

Element x in den obigen Beispielen von Gruppen.

� (Z,+): neutral Element 0. Inverse von x: −x.

� (Q,+): neutral Element 0. Inverse von x: −x.

� (R,+): neutral Element 0. Inverse von x: −x.

� (C,+): neutral Element 0. Inverse von x: −x.

� (Q \ {0},×): neutral Element 1. Inverse von x: 1
x
= x−1

.

� (Bij(M), ◦): neutral Element IdM . Inverse von f : f−1
.
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Notation 2.1.7

1. Oft (aber ni
ht immer) werden wir allgemeine Verknüpfungen auf G die eine Grup-

pe de�nieren mit · bezei
hnen. In diesem Fall werden wir das neutral Element mit 1
bezei
hnen und das inverse Element von x mit x−1

bezei
hnen.

2. Wenn eine Gruppe abels
h ist werden wir oft (aber ni
ht immer) die Verknüpfung

mit + bezei
hnen. Dann werden wir das neutral Element mit 0 bezei
hnen und das

inverse Element von x mit −x bezei
hnen.

3. Sei (G, ·) eine Gruppe und seien (ai)i∈[1,n] n Elemente in G. Dann werden wir das

Produkt von diesen Elementen mit

n∏

i=1

ai

bezei
hnen. Falls n = 0 zugelassen ist, dann handelt es si
h um die leere Folge. Man

erklärt das zugehörige leere Produkt dur
h

0∏

i=1

ai = 1.

4. Sei (G,+) eine Gruppe und seien (ai)i∈[1,n] n Elemente in G. Dann werden wir die

Somme von diesen Elementen mit

n∑

i=1

ai

bezei
hnen. Falls n = 0 zugelassen ist, dann handelt es si
h um die leere Folge. Man

erklärt das zugehörige leere Somme dur
h

0∑

i=1

ai = 0.

Untergruppe

De�nition 2.1.8 Sei (G, ·) eine Gruppe und H ⊂ G eine Teilmenge, dann heiÿt H
eine Untergrupp von G wenn gilt:

1. 1 ∈ H ,

2. x, y ∈ H ⇒ x · y ∈ H ,

3. x ∈ H ⇒ x−1 ∈ H .

Satz 2.1.9 Sei H eine Untergrupe von (G, ·), dann ist (H, ·) eine Gruppe. �
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Beweis. Siehe Übungsblatt 3. �

Satz 2.1.10 Sei (G, ·) eine Gruppe und seien x, y, z Elemente in G. Dann gilt:

1. xy = xz ⇒ y = z,

2. yx = zx ⇒ y = z,

3. (x−1)−1 = x,

4. (xy)−1 = y−1x−1
. �

Beweis. 1. Es gilt y = (x−1x)y = x−1(xy) = x−1(xz) = (x−1x)z = z.

2. Es gilt y = y(xx−1) = (yx)x−1 = (zx)x−1 = z(xx−1) = z.

3. Es gilt xx−1 = x−1x = 1, das heiÿt x ist das inverse Element für x−1
.

3. Es gilt (xy)(y−1x−1) = x(yy−1)x−1 = xx−1 = 1 und (y−1x−1)xy = y−1(x−1x)y =
y−1y = 1, das heiÿt y−1x−1

ist das inverse Element für xy. �

Gruppenhomomorphismus

De�nition 2.1.11 Seien (G, ·) und (G′, ⋆) Gruppen. Eine Abbildung f : G → G′

heiÿt Gruppenhomomorphismus wenn für jeden x, y ∈ G gilt:

f(xy) = f(x) ⋆ f(y).

Satz 2.1.12 Sei f : G→ G′
ein Gruppenhomomorphismus dann gilt für alle x ∈ G

f(1) = eG′
und f(x−1) = f(x)−1.

wo 1 das neutral Element von G ist und eG′
das neutral Element von G′

ist. �

Beweis. Es gilt f(1) ⋆ f(1) = f(1 · 1) = f(1) = f(1) ⋆ eG′
und von Satz 2.1.10.1 folgt

f(1) = eG′
.

Es gilt f(x) ⋆ f(x−1) = f(xx−1) = f(1) = eG′
und f(x−1) ⋆ f(x) = f(x−1x) = f(1) =

eG′
, dass heiÿt f(x−1) ist das inverse Element von f(x). �

Satz 2.1.13 Sei f : G→ G′
ein Gruppenhomomorphismus, dann ist Ker(f) = {x ∈

G | f(x) = eG′} eine Untergruppe von G. �

Beweis. Es gilt 1 ∈ Ker(f). Für x, y ∈ Ker(f) gilt f(xy) = f(x) ⋆ f(y) = eG′ ⋆ eG′ =
eG′

, dass heiÿt xy ∈ Ker(f) und f(x−1) = f(x)−1 = e−1
G′ = eg′ dass heiÿt x ∈ Ker(f).�

De�nition 2.1.14 Sei f : G → G′
ein Gruppenhomomorphismus, dann heiÿt die

Untergruppe Ker(f) = {x ∈ G | f(x) = eG′} der Kern von f .
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Satz 2.1.15 Sei f.G→ G′
ein Gruppenhomomorphismus. Die Abbildung f ist genau

dann injektiv, wenn Ker(f) = {1}. �

Beweis. Angenommen f sei injektiv, dann gilt für x ∈ Ker(f): f(x) = eG′ = f(1)
und x = 1 folgt von der Injektivität.

Angenommen Ker(f) = {1}, dann gilt für x, y ∈ G mit f(x) = f(y): f(xy−1) =
f(x)f(y)−1 = f(x)f(x)−1 = eG′

, dass heiÿt xy−1 ∈ Ker(f). Weiter folgt xy−1 = 1
und x = y. �

Satz 2.1.16 Sei f : G → G′
ein Gruppenabbildung, dann ist das Bild von f eine

Untergruppe von G′
�

Beweis. Siehe Übungsblatt 3. �

2.2 Körper

De�nition und Beispiele

De�nition 2.2.1 Ein Körper ist ein geordnetes Paar (K,+, ·) mit K einer Menge

und +, · Verknüpfungen auf K, so dass die folgenden Eigens
haften erfüllt sind:

� (K,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutral Element 0.

� (K \ {0}, ·) ist eine kommutative Gruppe mit neutral Element 1.

� Für jeden x, y, z ∈ K gilt x(y + z) = xy + xz (Distributivgesetzt).

Das Element 0 heiÿt das Nullelement von K und das Element 1 heiÿt das Einsele-
ment von K.

Notation 2.2.2

1. In die Glei
hung x(y + z) = xy + xz hätten Wir eigentli
h x(y + z) = (xy) + (xz)
s
hreiben mussen. Implizit hier ist, dass die Multipli
ation · Vorrang der Addition +
hat.

2. Wir s
hreiben K×
für K \ {0}.

3. Für x ∈ K und y ∈ K×
s
hreiben wir

x

y
= xy−1

.

Beispiel 2.2.3 Hier sind Beispiele von Körper:

� (Q,+, ·) ist einer Körper.
� (R,+, ·) ist einer Körper.
� (C,+, ·) ist einer Körper.
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� (Z,+, ·) ist keiner Körper: 2 hat kein inverses Element.

Satz 2.2.4 Sei (K,+, ·) ein Körper.

1. Es gilt (y + z)x = yx+ zx für alle x, y, z ∈ K,

2. Es gilt x0 = 0x = 0 für alle x ∈ K,

3. Es gilt

x

y
+
z

t
=
xt+ yz

yt
für alle x, z ∈ K und y, t ∈ K×

.

4. Seien x, y ∈ K, dann gilt xy = 0K ⇒ x = 0K oder y = 0K . �

Beweis. 1. Es gilt (y + z)x = z(y + z) = xy + xz = yx+ zx.

2. Es gilt 0x = x0 = x(0 + 0) = x0 + x0 und mit Satz 2.1.10.1 gilt 0x = x0 = 0.

3. Es gilt

x

y
+
z

t
= xy−1 + zt−1 = xtt−1y−1 + zyy−1t−1 = xt(yt)−1 + yz(yt)−1

= (xt + yz)(yt)−1 =
xt+ yz

yt
.

4. Seien x, y ∈ K, mit xy = 0K . Falls x 6= 0K , dann gilt y = (x−1x)y = x−1(xy) =
x−10K = 0K . �

Teilkörper

De�nition 2.2.5 Sei (K,+, ·) ein Körper L ⊂ K eine Teilmenge, dann heiÿt K ein

Teilkörper von K wenn L eine Untergruppe von (K,+) ist und L×
eine Untergrup-

pen von (K×, ·) ist.

Satz 2.2.6 Sei L ein Teilkörper von (K,+, ·), dann ist (L,+, ·) ein Körper. �

Beweis. Folgt von Satz 2.1.9. �

Beispiel 2.2.7

1. Q ist ein Teilkörper von (R,+, ·) und von (C,+, ·).

2. R ist ein Teilkörper von (C,+, ·).

3. Q(
√
2) = {x+ y

√
2 ∈ R | x, y ∈ Q} ist ein Teilkörper von R (siehe Übungsblatt 3).
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Körperhomomorphismus

De�nition 2.2.8 Seien (K,+, ·) und (K ′,+, ·) zwei Körper. Eine Abbildung f :
K → K ′

heiÿt Körperhomomorphismus wenn f : (K,+) → (K ′,+) und f :
(K×, ·) → (K ′×, ·) Gruppenhomomorphismus sind.

Satz 2.2.9 Sei f : K → K ′
ein Körperhomomorphismus dann gilt für alle x ∈ K

und y ∈ K×
:

f(0K) = 0K ′, f(1K) = 1K ′ f(−x) = −f(x) und f(y−1) = f(y)−1.

Beweis. Folgt von Satz 2.1.12. �

Beispiel 2.2.10 Sei f : C → C mit f(z) = z̄ die komplexe Konjugation, dann ist f
ein Körperhomomorphismus (siehe Übungsblatt 3).

Satz 2.2.11 Sei f : K → K ′
ein Körperhomomorphismus, dann ist f injektiv. �

Beweis. Wir bere
hnen Ker(f) = {x ∈ K | f(x) = 0K ′}. Sei x ∈ Ker(f) mit x 6= 0K ,
dann gilt 0K ′ 6= 1K ′ = f(1K) = f(xx−1) = f(x)f(x−1) = 0K ′f(x−1) = 0K ′

ein

Widerspru
h. Weiter folgt x ∈ Ker(f) ⇒ x = 0K und Ker(f) = {0K} und aus Satz

2.1.15 folgt, dass f injektiv ist. �

Die Chara
teristik eines Körper

De�nition 2.2.12 Sei K ein Körper, n ∈ N und x ∈ K. Man de�niert n · x dur
h

n · x = x+ x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n mal

.

Man de�niert char(K), dieCharakteristik vonK, dur
h char(K) = 0 falls n·1K 6= 0
für alle n 6= 0, und char(K) = min{n ∈ N \ {0} | n · 1K = 0K} andernfalls.

Satz 2.2.13 Sei K ein Körper, dann gilt char(K) = 0 oder char(K) ist eine Prim-

zahl. �

Beweis. Angenommen dass char(K) 6= 0, seien n,m ∈ N mit char(K) = nm. Dann

gilt char(K) · 1K = (nm) · 1K = (n · 1K)(m · 1K) und aus Satz 2.2.4 folgt n · 1K = 0K
und m · 1K = 0K . Aus der De�nition folgt char(K) = n oder char(K) = m, dass

heiÿt char(K) ist eine Primzahl. �
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2.3 Ringe

De�nition und Beispiele

De�nition 2.3.1 Ein Ring ist ein geordnetes Paar (R,+, ·) mit R einer Menge und

+, · Verknüpfungen so dass die folgenden Eigens
haften erfüllt sind:

� (R,+) ist eine kommutative Gruppe,

� es existiert ein Einselement 1R in R mit 1R · x = x · 1R = x für alle x ∈ R,

� die Verknüpfung · ist asso
iativ,

� für jeden x, y, z ∈ R gilt x(y + z) = xy + xz und (y + z)x = yx+ zx.

De�nition 2.3.2 Ein Ring (R,+, ·) heiÿt kommutativ falls gilt: xy = yx für alle

x, y ∈ R

Beispiel 2.3.3 Hier sind Beispiele von Ringe:

� (Z,+, ·), ist ein kommutativer Ring.

� Ein Körper (K,+, ·) ist ein kommutativer Ring also sind (Q,+, ·), (R,+, ·) und
(C,+, ·) kommutative Ringe.

Unterringe

De�nition 2.3.4 Sei (R,+, ·) ein Ring und S ⊂ R eine Teilmenge, dann heiÿt S
eine Unterring von R wenn gilt:

1. (S,+) ist eine Untergrupe von (R,+),

2. x, y ∈ S ⇒ xy ∈ S.

3. 1 ∈ S.

Satz 2.3.5 Sei S ein Unterring von (R,+, ·), dann ist (S,+, ·) ein Ring. �

Beweis. Übung. �
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Ringhomomorphismus

De�nition 2.3.6 Seien (R,+, ·) und (R′,+, ·) Ringe. Eine Abbildung f : R → R′

heiÿt Ringhomomorphismus wenn gilt:

1. f : (R,+) → (R′,+) ist ein Gruppenhomomorphismus.

2. f(1R) = 1R′
.

3. f(xy) = f(x)f(y) für jeden x, y ∈ R.

Beispiel 2.3.7

1. Eine Körperhomomorphismus ist ein Ringhomomorphismus.

2. Sei K ein Körper, die Abbildung Z → K de�niert dur
h n 7→ n · 1K ist ein

Ringhomomorphismus.

Die Ringe Zn

Lemma 2.3.8 (S
hulwissen) Seien x, n ∈ Z, mit n 6= 0. Dann existieren eindeutig

bestimmte Elemente r, q ∈ Z mit 0 ≤ r < n und x = qn + r.

Setze rn(x) = r. �

De�nition 2.3.9 Sei n ∈ N mit n ≥ 2 und sei Zn = {0, 1, 2, · · · , n − 1}. Für
x, y ∈ Zn sei x+ y = rn(x+ y) und x · y = rn(xy).

Satz 2.3.10 (Zn,+, ·) ist ein kommutativer Ring. �

Beweis. Übung. �

Satz 2.3.11 (Zn,+, ·) ist ein Körper genau dann wenn n eine Primzahl ist. �

Beweis. Es gilt n · 1Zn
= 0Zn

und m · 1Zn
6= 0Zn

für 0 < m < n. Falls Zn ein Körper

ist, gilt char(Zn) = n und n ist eine Primzahl.

Angenommen, dass n eine Primzahl ist, wir beweisen, dass jedem x ∈ Zn \ {0Zn
} ein

inverses Element hat. Wir zeigen zuerst ein Lemma.

Lemma 2.3.12 Sei n eine Primzahl ist. Dann ist Zn Nullteilerfrei, dass heiÿt: für

x, y ∈ Zn mit x · y = 0Zn
gilt x = 0Zn

oder y = 0Zn
. �

Beweis. Seien x, y ∈ Zn mit x · y = 0Zn
. Dann ist xy ist dur
h n teilbar. Da n

eine Primzahl ist , folgt: n teilt x oder y. Damit ist aber x = 0 oder y = 0, da
0 ≤ x, y ≤ n− 1. �
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Sei nun x ∈ Zn \ {0Zn
}. De�niere eine Abbildung mx : Zn → Zn dur
h mx(y) = x · y.

Dann ist mx injektiv: seien y, z mit mx(y) = mx(z), es folgt x(y − z) = 0Zn
. Vom

Lemma folgt y − z = 0Zn
und y = z.

Alle Elemente mx(0), mx(1), mx(2), · · · , mx(n − 1) sind paarweise vers
hieden. Es

sind dann n Elemente im Bild mx(Zn) von mx. Da Zn genau n Elemente hat gilt: mx

ist surjektiv. Insbesondere gilt: es gibt ein y ∈ Zn mit mx(y) = 1Zn
. Dann ist y das

invrses Element von x und Zn ist ein Körper. �



3 Vektorräume und lineare

Abbildungen

3.1 Vektorräume

De�nitionen und Beispiele

De�nition 3.1.1 SeiK ein Körper. EinVektorraum überK (oderK-Vektorraum)

ist eine Menge V zusammen mit zwei Abbildungen + : V × V → V (Addition gen-

nant) und · : K × V → V (Skalarmultiplikation genannt) mit den folgenden

Eigens
haften:

� (V,+) ist eine kommutative Gruppe,

� für alle x, y ∈ K und v ∈ V , es gilt (xy) · v = x · (y · v),

� für alle v ∈ V gilt 1K · v = v,

� für alle x ∈ K und v1, v2 ∈ V es gilt x · (v1 + v2) = x · v1 + x · v2.

� für alle x, y ∈ K und v ∈ V es gilt (x+ y) · v = x · v + y · v.

Die Elemente in V heiÿen Vektoren, die Elemente in K heiÿen Skalare. Das Null-

element 0v von (V,+) heiÿt Nullvektor (oder die 0 von V ).

Notation 3.1.2 Sei V ein K-Vektorraum man setze

� v1 − v2 = v1 + (−1) · v2 für alle v1, v2 ∈ V ,

� xv = x · v für alle x ∈ K und v ∈ V .

Beispiel 3.1.3 Sei K ein Körper.

1. Der Nullvektorraum V = {0} über K (für + und · gibt es nur eine Mögli
hkeit).

Man s
hreibt einfa
h V = 0.

2. Der Vektorraum V = K: Addition und Skalarmultipli
ation sind dur
h Addition

und Mulktiplikation von K de�niert.
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3. Sei V = Kn
das n-fa
he Kartesis
he Produkt von K. Wir s
hreiben Elemente als

Spalten: 


x1
.

.

.

xn




wobei xi ∈ K. Wir de�nieren + : V × V → V dur
h




x1
.

.

.

xn


+




y1
.

.

.

yn


 =




x1 + y1
.

.

.

xn + yn




und · : K × V → V dur
h

x ·




x1
.

.

.

xn


 =




xx1
.

.

.

xxn




Dann ist (V,+, ·) ein Vektorraum (siehe Übungsblatt 4).

4. Sei I eine Menge, dann ist KI = {Abbildungen f : I → M} ein Vektorraum,

wobei für f, g ∈ V und x ∈ K, sind f + g und x · f die Abbildungen de�niert dur
h

(f + g)(i) = f(i) + g(i) und (x · f)(i) = xf(i)

für alle i ∈ I.

5. Sei L ein Körper so das K ein Teilkörper von L ist (K ⊂ L). Dann ist L ein K-

Vektorraum mit Addition und Skalarmultiplikation gegen dur
h Addition und Multi-

plikation von L.

Zum Beispiel sind R und C Vektorräume über Q (und au
h über R).

Der Körper Q(
√
2) = {x+ y

√
2 ∈ R | x, y ∈ Q} ist ein Q-Vektorraum.

6. Seien V und W zwei K-Vektorräume, dann ist V ×W au
h ein K-Vektorraum

wobei Addition und Skalarmultiplikation dur
h

(v1, w1) + (v2, w2) = (v1 + v2, w1 + w2) und x · (v, w) = (x · v, x · w)

gegeben sind.

De�nition 3.1.4 Seien V undW zwei Vektorräume. Der K-Vektoraum V ×W wird

mit V ⊕W bezei
hnet und heiÿt (externe) direkte Summe von V und W .
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Unterräume

De�nition 3.1.5 Sei V ein K-Vektorraum, ein Unterraum W von V ist eine Teil-

menge W von V , so dass gilt:

� (W,+) ist eine Untergruppe von (V,+),

� xw ∈ W für alle x ∈ K und w ∈ W .

Lemma 3.1.6 Sei V ein K-Vektorraum und sei W ein Unterraum von V . Dann ist

W ein K-Vektorraum mit Addition und Skalarmultipli
ation dur
h Eins
hränkung

der Addition und Skalarmultiplikation von V gegeben. �

Beweis. Übung. �

Beispiel 3.1.7 Sei K ein Körper.

1. Sei V ein K-Vektorraum, dann ist {0V } ein Unterraum von V . Statt {0V } s
hreibt
man einfa
h 0V oder sogar 0.

2. Sei V ein K-Vektorraum und sei v ∈ K. Dann ist 〈v〉 = {xv ∈ V | x ∈ K} ein

Unterraum von V . Für v = 0V gilt 〈v〉 = 0V . Für v 6= 0V heiÿt 〈v〉 eine Gerade von
V .

3. Seien W1 und W2 zwei Unterräme von ein K-Vektorraum V . Dann sind

W1 ∩W2 und W1 +W2 = {w1 + w2 ∈ V |w1 ∈ W1 und w2 ∈ W2}

Unterräume.

4. Sei I eine Menge, dann ist

K(I) = {f ∈ KI | f(i) 6= 0 für nur endli
he viele i ∈ I}

ein Unterraum von KI
.

5. Für ein Interval I in R, dann ist

C0(I) = {f ∈ RI | f ist stetig}

ein Unterraum von RI
.

De�nition 3.1.8 Sei V ein K-Vektorraum. Zwei Unterräume W1 und W2 sind in

direkte Summe fallsW1∩W2 = 0V . In disem Fall s
hreibt manW1⊕W2 =W1+W2

und nennt man W1 ⊕W2 die interne direkte Summme.
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3.2 Lineare Abbildungen

De�nitionen und Beispiele

De�nition 3.2.1 Seien V undW zwei K-Vektorräume. Eine Abbildung f : V → W
heiÿt linear oder K-linear falls gilt:

� f : (V,+) → (W,+) ist ein Gruppenhomomorphismus,

� f(x · v) = x · f(v) für alle x ∈ K und v ∈ V .

Eine lineare Abbildung heiÿt au
h Homomorphismus. Falls W = V , heiÿt dann
eine lineare Abbildung au
h Endomorphismus.

De�nition 3.2.2 Seien V und W zwei K-Vektorräume. Wir de�nieren

HomK(V,W ) = {f : V →W | f ist ein Homomorphismus}
EndK(V ) = HomK(V, V ).

Lemma 3.2.3 Seien V und W zwei K-Vektorräume. Eine Abbildung f : V → W
ist K-linear genau dann wenn

f(x1v1 + x2v2) = x1f(v1) + x2f(v2)

für alle x1, x2 ∈ K und v1, v2 ∈ V . �

Beweis. Siehe Übungsblatt 4. �

De�nition 3.2.4 Sei f : V →W eine lineare Abbildung.

1. f heiÿt Monomorphismus falls f injektiv ist.

2. f heiÿt Epimorphismus falls f surjektiv ist.

3. f heiÿt Isomorphismus falls f bijektiv ist.

Lemma 3.2.5 Sei f : V → W ein Isomorphismus, dann ist die Umkehrabbildung

f−1 : W → V au
h ein Isomorphismus. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 4. �

De�nition 3.2.6 Zwei K-Vektorräume V und W heiÿen isomorph falls es ein Iso-

morphismus f : V →W gibt. Dann s
hreibt man V ≃W .

Lemma 3.2.7 Sei f : V → W dann gilt f(0) = 0. �

Beweis. Folgt aus Satz 2.1.12, weil f : (V,+) → (W,+) ein Gruppenhomomorphis-

mus ist. �
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Lemma 3.2.8 Seien f : V → W und g : W → U zwei Homomorphismus dann ist

g ◦ f au
h ein Homomorphismus. �

Beweis. Seien x1, x2 ∈ K und v1, v2 ∈ V , dann gilt

g ◦ f(x1v1 + x2v2) = g(f(x1v1 + x2v2)) = g(x1f(v1) + x2f(v2))
= x1g(f(v1)) + x2g(f(v2)) = x1g ◦ f(v1) + x2g ◦ f(v2).

Aus Lemma 3.1.6 folgt, dass g ◦ f ein Homomorphismus ist. �

Beispiel 3.2.9 1. Seien V und W zwei K-Vektorräume. Die Nullabbildung f :
V → W ist die Abbildung de�niert dur
h f(v) = 0 für alle v ∈ V . Die Nullabbildung
ist linear. Man s
hreibt f = 0.

2. Sei V ein K-Vektorraum, die identität Abbildung IdV ist linear.

3. Sei V ein K-Vektorraum und sei x ∈ K. Dann ist die Abbildung fx : V → V ,
wel
he de�niert dur
h fx(v) = xv ist, linear. Die Abbildung fx heiÿt Homothetie

(oder zentris
he Stre
kung) von Stre
kfaktor x.

4. Die Abbildung K2 → K2
de�niert dur
h

(
x
y

)
7→
(
ax+ by
cx+ dy

)

wobei a, b, c, d ∈ K, ist linear.

4. Die Abbildung K → K, x 7→ x2 ist ni
ht linear.

De�nition 3.2.10 Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Der Kern von f ist

Ker(f) = {v ∈ V | f(v) = 0}.

Bemerkung 3.2.11 Der Kern von einer linear Abbildung f ist der Kern von f als

Gruppenhomomorphismus f : (V,+) → (W,+).

Lemma 3.2.12 Sei f : V →W eine lineare Abbildung.

1. Ker(f) ist ein Unterraum von V .

2. f ist injektive genau dann, wenn Ker(f) = 0. �

Beweis. 1. Seien v, v′ ∈ Ker(f) und x ∈ K, dann gilt f(v + v′) = f(v) + f(v′) = 0
i.e. v + v′ ∈ Ker(f) und f(xv) = xf(v) = 0 i.e. x ∈ Ker(f).

2. Folgt aus Satz 2.1.15, weil f : (V,+) → (W,+) ein Gruppenhomomorphismus ist.�

Lemma 3.2.13 Sei f : V → W eine lineare Abbildung und seien V ′ ⊂ V und

W ′ ⊂W Unterräume.

1. Dann ist f(V ′) ein Unterraum von W .

2. Dann ist f−1(W ′) ein Unterraum von V . �
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Beweis. 1. Seien w,w′ ∈ f(V ′) und sei x ∈ K. Aus der De�nition von f(V ′), gibt
es v, v′ ∈ V ′

so dass, f(v) = w und f(v′) = w′
. Dann gilt w + w′ = f(v) + f(v′) =

f(v + v′) ∈ f(V ′), weil v + v′ ∈ V ′
. Es gilt au
h xw = xf(v) = f(xv) ∈ f(V ′), weil

xv ∈ V ′
.

2. Seien v, v′ ∈ f−1(W ′) und sei x ∈ K. Aus der De�nition, gilt f(v) ∈ W ′
und

f(v′) ∈ W ′
. Dann gilt f(v + v′) = f(v) + f(v′) ∈ W ′

. Es gilt au
h f(xv) = xf(v) ∈
W ′

. �
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4.1 Linearkombinationen

De�nition 4.1.1 Sei V einK-Vektorraum und seien v1, · · · , vm ∈ V . Dann ist v ∈ V
eine Linearekombination von v1 · · · , vm falls es Skalar x1, · · · , xm ∈ K gibt mit

v =
m∑

i=1

xivi = x1v1 + · · ·xmvm.

Beispiel 4.1.2 1. Der Nullvektor ist eine Linearekombination von alle Vektoren

v1, · · · , vm ∈ V : es gibt Skalar: x1 = · · ·xm = 0 so dass 0V =
∑

i 0 · vi =
∑

i xivi.

2. Seien v1, v2, v3 ∈ Q2
mit

v1 =

(
1
0

)
, v1 =

(
0
1

)
und v1 =

(
−1
1

)

und sei

v =

(
2
1

)
.

Dann gilt v = 2·v1+1·v2+0·v3 = 3·v1+0·v2+1·v3 und v ist eine Linearekombination
von v1, v2, v3. Man kann hier s
hon bemerken, dass Linearekombinationen ni
ht immer

eindeutig sind.

De�nition 4.1.3 Sei V ein K-Vektorraum. Die lineare Hülle einer Teilmenge M
von V ist de�niert als:

〈M〉 := {v ∈ V | v ist eine Linearekombination von Vektoren in M}.

(Wir setzen 〈∅〉 = {0}). Wir s
hreiben 〈v1, · · · , vm〉 für 〈{v1, · · · , vm}〉.

Lemma 4.1.4 Die lineare Hülle 〈M〉 ist ein Unterraum. �

Beweis. Der Nullvektor ist immer eine Linearekombination also 0V ∈ 〈M〉. Seien
v, w ∈ 〈M〉. Dann gibt es Elemente v1, · · · , vm ∈M und Elements w1, ·, wl ∈ M und

Skalare x1, · · · , xm, y1, · · · , yl ∈ K so dass:

v =
m∑

i=1

xivi und w =
l∑

j=1

yjwj.



35

Dann gilt

v + w =
m∑

i=1

xivi +
l∑

j=1

yjwj

i.e. v + w ∈ 〈M〉. Für x ∈ K gilt au
h

xv = x

m∑

i=1

xivi =

m∑

i=1

(xxi)vi

i.e. xv ∈ 〈M〉. �

De�nition 4.1.5 Sei U ein Unterraum von V einK-Vektorraum. Eine TeilmengeM
von U erzeugt U falls 〈M〉 = U . In diesem fall heiÿt M ein Erzeugendensystem

(EZS) von U .

De�nition 4.1.6 Ein Vektorraum V ist endli
h erzeugt, falls V = 〈M〉 mit M
einer endli
hen Teilmenge von V .

Beispiel 4.1.7 1. {0} = 〈∅〉 i.e. ∅ ist ein EZS von V = {0}.
2. Es gilt K2 = 〈v1, v2〉 i.e. {v1, v2} ist ein EZS von K2

wobei

v1 =

(
1
0

)
und v2 =

(
0
1

)
.

2. Sei v ∈ K2
, dann ist {v1, v2, v} ein EZS von K2

.

3. Seien 1,
√
2 ∈ Q(

√
2) = {x+ y

√
2 | x, y ∈ Q}. Dann ist (1,

√
2) ein EZS von Q

√
2)

über Q.

Lemma 4.1.8 Sei I eine unendli
he Menge, dann ist K(I)
ni
ht endli
h erzeugt. �

Beweis. Per De�nitionem gilt

K(I) = {f : I → K | f(i) 6= 0 nur für endli
he viele i ∈ I}.

Nemmen wir an, dass es Elemente f1, · · · , fn ∈ K(I)
gibt so dass K(I) = 〈f1, · · · , fn〉.

Sei

J = {j ∈ I | fi(j) 6= 0 für ein i mit 1 ≤ i ≤ n}.
Dann ist J endli
h. Da I unendli
h ist gibt es ein Element k ∈ I \ J . Sei f : I → K
de�niert dur
h

f(i) = δi,k =

{
1 falls i = k
0 andernfalls.

Es gilt f ∈ K(I)
aber f 6∈ 〈f1, · · · , fn〉. �
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4.2 Linear Unabhängigkeit

De�nition 4.2.1 1. Ein n-Tupel (v1, · · · , vn) von Vektoren in V heiÿt ein Vektor-

system.

2. Ein Vektorsystem (v1, · · · , vn) heiÿt linear abhängig, fall es Skalare x1, · · · , xn ∈
K gibt, wel
he ni
ht alle glei
h 0 sind (i.e. (x1, · · · , xn) 6= (0, · · · , 0)), mit

n∑

i=1

xivi = 0.

Andernfalls heiÿt (v1, · · · , vn) linear unabhängig.

De�nition 4.2.2 Eine Teilmenge M ⊂ V heiÿt linear unabhängig, falls alle Vek-

torsysteme (v1, · · · , vn)mit v1, · · · , vn ∈ M linear unabhängig sind. Andernfalls, heiÿt

M linear abhängig.

Die leere Menge ist immer linear unabhängig.

Beispiel 4.2.3 1. Sei v ∈ V , dann ist {v} genau dann linear unabhängig, wenn

v 6= 0.

2. Sei v ∈ V , dann ist (v, v) linear abhängig.

3. Seien v1, v2 ∈ V , dann ist (v1, v2) linear abhängig genau dan wenn es x1, x2 ∈ K
gibt, die ni
ht beide glei
h nul sind, mit x1v1 + x2v2 = 0.

Gilt v1 6= 0 und v2 6= 0, dann ist (v1, v2) linear abhängig genau dann wenn Kv1 = Kv2
wobei Kvi = {xvi | x ∈ K}.

4. 2. Seien v1, v2, v3 ∈ Q2
mit

v1 =

(
1
0

)
, v2 =

(
0
1

)
und v3 =

(
−1
1

)
.

Dann ist (v1, v2, v3) linear abhängig, weil 1 · v1 + (−1) · v2 + 1 · v3 = 0.

5. (1,
√
2) ist in Q(

√
2) linear unabhängig (als Q-Vektorraum): seien x, y ∈ Q mit

x · 1 + y
√
2 = 0. Fall y 6= 0 gilt

√
2 = x

y
∈ Q ein Wiederspru
h also gilt y = 0 und

dann x = 0.

Lemma 4.2.4 Sei (v1, · · · , vn) ein linear unabhängiges System, dann ist ein Unter-

system (vi1 , · · · , vik) von (v1, · · · , vn) au
h linear unabhängig. �
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Beweis. Seien Skalare xi1 , · · · , xik so dass

xi1vi1 + · · ·+ xikvik =

k∑

j=1

xijvij = 0.

Dann setzen wir xi = 0 für i ∈ {1, · · · , n} \ {i1, · · · , ik}. Es gilt

x1v1 + · · ·+ xnvn =

n∑

j=1

xjvj = 0.

Als (v1, · · · , vn) linear unabhängig ist gilt x1 = · · · = xn so dass xi1 = · · · = xik = 0
und (vi1 , · · · , vik) ist linear unabhängig. �

Lemma 4.2.5 Sei V ein Vektorraum.

1. Sei (v1, · · · , vm, v) ein linear abhängiges Vektorsystem. Ist (v1, · · · , vm) linear un-
abhängig, dann gilt v ∈ 〈v1, · · · , vm〉.
2. SeiM ∪{v} linear abhängiges wobeiM ⊂ V aund v ∈ V . IstM linear unabhängig,

dann gilt v ∈ 〈M〉. �

Beweis. 1. Es gibt Skalare (x1, · · · , xm, x), ni
ht alle glei
h 0, so dass

x1v1 + · · ·+ xmvm + xv = 0.

Falls x = 0 dann gilt x1v1 + · · ·xmvm = 0 mit x1, · · · , xm ni
ht alle glei
h 0 i.e.

(v1, · · · , vm) ist linear abhängig. Ein Wiederspru
h. Also ist x 6= 0 und wir haben

x =
x1
x
v1 + · · ·+ xm

x
vm ∈ 〈v1, · · · , vm〉.

2. Es gibt Elemente v1, · · · , vm ∈M , so dass (v1, · · · , vm, v) ein linear abhängiges Vek-
torsystem ist. Aber als M linear unabhängig ist, ist (v1, · · · , vm) linear unabhängig,
dann gilt aus 1, dass w ∈ 〈v1, · · · , vm〉 ⊂ 〈M〉. �

Korollar 4.2.6 Sei M ⊂ V linear unabhängig und sei v ∈ V mit v 6∈ 〈M〉, dann ist

M ∪ {v} linear unabhängig.

Lemma 4.2.7 Sei V ein Vektorraum so dass V ni
ht endli
h erzeugt ist.

Dann gibt es für jedes n ∈ N ein n-elementige Teilmenge Mn von V mit Mn linear

unabhängig und M0 ⊂M1 ⊂ M2 ⊂ · · · . �

Beweis. Wir konstruiren Mn per Induktion. Sei M0 = ∅, die leere Menge ist linear

unabhängig. Sei Mn s
hon de�niert. Da V ni
ht endli
h erzeugt ist gilt 〈Mn〉 6= V .
Sei v ∈ V \〈Mn〉. Dann istMn+1 =Mn∪{v} linear unabhängig (siehe Korollar oben)
und hat n+ 1 Elemente. �
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Satz 4.2.8 Seien v1, · · · , vm ∈ V . Dann ist äquivalent

1. Die Vektoren sind linear unabhängig.

2. Ist v = x1v1 + · · ·xmvm eine Darstellung eines Elementes v ∈ 〈v1, · · · , vm〉 mit

Koe�zienten x1, · · · , xm ∈ K, so sind diese eindeutig dur
h v bestimmt. �

Beweis. (1. ⇒ 2.) Seien v = x1v1 + · · ·xmvm und v = x′1v1 + · · ·x′mvm zwei Darstel-

lungen. Dann gilt (x1 − x′1)v1 + · · ·+ (xm − x′m)vm = 0 und weil (v1, · · · , vm) linear
unabhängig ist gilt x1 = x′1, · · · , xm = x′m. Die zwei Darstellungen sind glei
h.

(2.⇒ 1.) Seien x1, · · · , xm ∈ K mit x1v1 + · · ·+ xmvm = 0. Dann gibt es aux
h eine

weitere Darstellung 0 · v1 + · · ·+0 · vm = 0 von 0 ∈ V . Diese zwei Darstellungen sind

glei
h i.e. x1 = 0, · · · , xm = 0. �



5 Basen und Dimension

5.1 De�nition und Beispiele

De�nition 5.1.1 Sei V ein K-Vektorraum

1. Ein System (v1, · · · , vn) von Vektoren, heiÿt eine (endli
he) Basis wenn

� (v1, · · · , vn) ein EZS ist und

� (v1, · · · , vn) linear unabhängig sind.
2. Ein System (vi)i∈I (gegebenfalls I unendli
h) von Vektoren, heiÿt eine Basis wenn

� (vi)i∈I ein EZS ist und

� (vi)i∈I linear unabhängig sind.

Beispiel 5.1.2 1. Die leere Menge ∅ ist die einzige basis von V = 0.

2. Sei V = Kn
. Für i ∈ N mit 0 ≤ i ≤ n, sei ei ∈ V de�niert als

ei =




0
.

.

.

0
1
0
.

.

.

0




wo die Eins auf die i-te Zeile ist. Dann ist (e1, · · · , en) eine Basis von V . Diese Basis
heiÿt Standardbasis von Kn

.

3. Sei V = Q(
√
2). Dann ist V ein Q-Vektorraum und (1,

√
2) ist eine Basis von V .

Satz 5.1.3 Ein System (v1, · · · , vn) von Vektoren, ist eine Basis genau dann, wenn

für alle Vektoren v ∈ V es genau eine Darstellung

v =
n∑

i=1

xivi

gibt, wobei xi in K für alle i ist. �
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Beweis. Alle Vektoren v ∈ V haben eine Darstellung

v =
n∑

i=1

xivi

genau dann, wenn (v1, · · · , vn) ein EZS ist. Na
h Satz 4.2.8 ist die Darstelung ein-

deutig genau dann, wenn (v1, · · · , vn) linear unabhängig sind. �

5.2 Basen und Abbildungen

Satz 5.2.1 Sei (v1, · · · , vn) eine Basis von V . Dann gilt V ≃ Kn
. �

Beweis. Sei f : Kn → V de�niert als

f




x1
.

.

.

xn


 =

n∑

i=1

xivi.

Wir zeigen, dass f ein Isomorphismus ist. Zuerst zeigen wir, dass f linear ist. Es gilt

f


x




x1
.

.

.

xn


+ y




y1
.

.

.

yn





 = f




xx1 + yy1
.

.

.

xxn + yyn


 =

n∑

i=1

(xxivi + yyivi)

= x
n∑

i=1

xivi + y
n∑

i=1

yivi = xf




x1
.

.

.

xn


+ yf




x1
.

.

.

xn


 .

Na
h Lemma 3.2.3 ist dann f linear. Sei (x1, · · · , xn) ∈ Ker(f), dann gilt

n∑

i=1

xivi = 0

und als (v1, · · · , vn) linear unabhängig sind gilt (x1, · · · , xn) = (0, · · · , 0) = 0Kn
. Also

f ist injektiv. Das Bild von f ist 〈v1, · · · , vn〉 und weil (v1, · · · , vn) ein EZS ist, ist f
surjektiv. �

Korollar 5.2.2 Sei V ein Vektorraum und sei (v1, · · · , vn) eine Basis.
1. Seien f : V → W und g : V → W zwei lineare Abbildungen. Es gilt f = g genau

dann, wenn f(vi) = g(vi) für alle 1 ≤ i ≤ n.

2. Seien w1, · · · , wn Vektoren in ein Vektorraum W , es gibt genau eine lineare Abbil-

dung f : V → W mit f(vi) = wi für alle 1 ≤ i ≤ n.
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Beweis. 1. Falls f = g, dann gilt f(vi) = g(vi) für alle 1 ≤ i ≤ n. Umgekehrt, Falls

f(vi) = g(vi) für alle 1 ≤ i ≤ n, sei v ∈ V , dann gibt es Elemente x1, · · · , xn ∈ K
mit v = x1v1 + · · ·xnvn und es gilt

f(v) =
n∑

i=1

xif(vi) =
n∑

i=1

xig(vi) = g(v).

2. Eindeutigkeit folgt von 1. Sei v ∈ V , dann gibt es eindeutig bestimmte Elemente

x1, · · · , xn ∈ K mit v = x1v1 + · · ·xnvn und wir de�nieren

f(v) =
n∑

i=1

xif(vi) =
n∑

i=1

xiwi ∈ W.

Eine einfa
he Re
hnung zeigt, dass f linear ist. �

Satz 5.2.3 Sei f : V → W eine lineare Abbildung und sei (v1, · · · , vn) eine Basis

von V .

1. f ist injektiv genau dann, ween (f(v1), · · · , f(vn)) linear unabhängig ist.
2. f ist surjektiv genau dann, ween (f(v1), · · · , f(vn)) ein EZS ist.

3. f ist bijektiv genau dann, ween (f(v1), · · · , f(vn)) eine Basis ist. �

Beweis. Siehe Übunsblatt 6. �

5.3 Existenz

Satz 5.3.1 Jeder endli
h erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis und jede sol
he

Basis ist endli
h. �

Beweis. Sei (v1, · · · , vn) ein EZS von V mit n minimal i.e. es gibt kein EZS mit

weniger als n Elemente. Falls (v1, · · · , vn) linear unabhängig ist, ist (v1, · · · , vn) eine
Basis. Andernfalls gibt es ein k < n so dass (v1, · · · , vk) linear unabhängig ist und

(v1, · · · , vk, vk+1) linear abhängig ist. Na
h Lemma 4.2.5.1. gilt vk+1 ∈ 〈v1, · · · , vk〉.
Also ist (v1, · · · , v̂k, · · · , vn) = (v1, · · · , vk, vk+2, · · · , vn) ein EZS. Ein Widerspr
h als

n minimal war. �

Satz 5.3.2 Sei V ein Vektorraum und (v1, · · · , vn) ein System von Vektoren aus V .
Dann ist äquivalent:

1. (v1, · · · , vn) bild eine Basis,

2. (v1, · · · , vn) ist ein maximales linear unabhägiges System,

3. (v1, · · · , vn) ist ein minimales EZS. �
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Beweis. (1 ⇒ 2) Angenommen (v1, · · · , vn) sei eine Basis, dann ist (v1, · · · , vn) linear
unabhängig. Wenn (v1, · · · , vn) ni
ht maximal wäre, dann würde es ein Vektor v ∈ V
geben, so dass (v1, · · · , vn, v) linear unabhängig ist. Aber als (v1, · · · , vn) eine Basis
ist gilt v ∈ 〈v1, · · · , vn〉 i.e. es gibt Skalare (x1, · · · , xn) ∈ Kn

mit

v =
n∑

i=1

xivi das heiÿt − v +
n∑

i=1

xivi = 0

und (v1, · · · , vn, v) ist linear abhängig, ein Widerspru
h.

(2 ⇒ 1) Angenommen (v1, · · · , vn) sei maximales linear unabhägiges System und

sei v ∈ V . Dann ist (v1, · · · , vn, v) linear abhängig und aus Lemma 4.2.5.1. gilt

v ∈ 〈v1, · · · , vn〉. Also ist (v1, · · · , vn) ein EZS und eine basis.

(1 ⇒ 3) Angenommen (v1, · · · , vn) sei eine Basis, dann ist (v1, · · · , vn) ein EZS.

Wenn (v1, · · · , vn) ni
ht minimal wäre, dann würde es ein Vektor vk geben, so dass

(v1, · · · , v̂k, · · · , vn) ein EZS ist. Dann gilt vk ∈ 〈v1, · · · , v̂k, · · · , vn〉 i.e. es gibt Skalare
(x1, · · · x̂k, · · · , xn) ∈ Kn−1

mit

vk =
n∑

i=1,i 6=k

xivi das heiÿt − vk +
n∑

i=1,i 6=k

xivi = 0

und (v1, · · · , vn) ist linear abhängig, ein Widerspru
h.

(3 ⇒ 1) Angenommen (v1, · · · , vn) sei ein minimales EZS. Falls (v1, · · · , vn) linear
abhängig ist, dann gibt es gibt Skalare (x1, · · · , xn) ∈ Kn

ni
ht alle nul mit

n∑

i=1

xivi = 0.

Sei k mit xk 6= 0, dann gilt

vk = −
n∑

i=1,i 6=k

xi
xk
vi,

also gilt vk ∈ 〈v1, · · · , v̂k, · · · , vn〉 und 〈v1, · · · , v̂k, · · · , vn〉 = 〈v1, · · · , vn〉 ein Wider-

spru
h als (v1, · · · , vn) ein minimales EZS war. �

Satz 5.3.3 (Basisergänzungssatz) Sei (v1, · · · , vr) ein linear unabhängiges sys-

tem und sei (w1, · · · , wm) ein EZS. Dann lässt si
h (v1, · · · , vr) dur
h Elemente

in (w1, · · · , wm) zu einer Basis ergänzen, i.e. es gibt paarweise vers
hidene Indizes

i1, · · · , ik ∈ {1, · · · , m} so dass

(v1, · · · , vr, wi1 , · · · , wik)

eine Basis bildet. �
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Beweis. Sei (wi1, · · · , wik) minimal so dass (v1, · · · , vr, wi1, · · · , wik) ein EZS ist. Wir

zeigen, dass (v1, · · · , vr, wi1, · · · , wik) linear unabhängig ist. Wenn ni
ht, würde das

System (v1, · · · , vr, wi1, · · · , wik) linear abhängig sein. Dann würde es Skalare, die

ni
ht alle nul sind, (x1, · · · , xr, yi1, · · · , yik) geben mit

r∑

j=1

xjvj +

k∑

j=1

yijwij = 0.

Da (v1, · · · , vn) linear unabhängig ist gibt es ein j0 mit yij0 6= 0. Es gilt

wj0 = −
r∑

j=1

xjvj −
k∑

j=1,j 6=j0

yijwij

also wj0 ∈ 〈v1, · · · , vr, wi1, · · · , ŵj0, · · · , wik〉 und 〈v1, · · · , vr, wi1, · · · , ŵj0, · · · , wik〉
ist ein EZS. Ein Widerspru
h weil (wi1, · · · , wik) minimal war, so dass das System

(v1, · · · , vr, wi1, · · · , wik) ein EZS ist. �

Theorem 5.3.1 Sei (v1, · · · , vr) eine linear unabhängiges system, sei (w1, · · · , wm)
ein EZS und sei (e1, · · · , en) eine Basis. Dann gilt r ≤ n ≤ m. �

Beweis. Das System (e2, · · · , en) ist linear unabhängig und kann, dank Basisergän-

zungssatz, mit Elemente (wi1 , · · · , wik1
) aus dem EZS (w1, · · · , wm) in eine Basis

(wi1, · · · , wik1
, e2, · · · , en) ergänz werden. Da e1 6∈ 〈e2, · · · , en〉 ist k1 ≥ 1.

Dann ist (wi1 , · · · , wik1
, e3, · · · , en) au
h linear unabhängig und kann, dank Basis-

ergänzungssatz, mit Elemente (wik1+1
, · · · , wik1+k2

) aus (w1, · · · , wm) in eine Basis

(wi1, · · · , wik1
, wik1+1, · · ·wik1+k2

, e3, · · · , en) ergänz werden mit k2 ≥ 1. Wenn wir alle

Elemente ei ersetzen haben wir eine Basis

(wi1, · · · , wik1
, wik1+1, · · ·wik1+k2

, · · · , wik1+···+kn−1+1
, · · · , wik1+···+kn

).

Es gibt also k1 + · · ·+ kn ≤ m und als ki ≥ 1 für alle i gilt n ≤ m.

Dank Basisergänzungssatz gibt es Elemente (ei1 , · · · , eik) aus dem EZS (e1, · · · , en)
so dass (v1, · · · , vr, ei1 , · · · , wik) eine Basis ist. Dann ist (v1, · · · , vr, ei1 , · · · , wik) eine
Basis und (e1, · · · , en) ein EZS, so dass r + k ≤ n also r ≤ n. �

Korollar 5.3.4 Sei V ein endli
h erzeugten Verktorraum. Jede zwei Basen bestehen

aus glei
hviel Elementen.

Beweis. Seien (v1, · · · , vn) und (e1, · · · , em) zwei basen. Dann sind beide Systeme

au
h EZS und linear unabhängig. Es gilt also n ≤ m und m ≤ n aus Theorem

5.3.1. �



44 5 Basen und Dimension

5.4 Dimension

De�nition 5.4.1 Sei V ein endli
h erzeugten Vektorraum. Die Anzahl von Elemen-

ten in jeder Basis heiÿt die Dimension von V und ist dimV oder dimK V bezei
hnet.

Wenn V ni
ht endli
ht erzeugt ist, sagt man das V unendli
h dimensional ist und

s
hreibt man dimK V = ∞.

Korollar 5.4.2 Sei V ein Vektorraum und n ∈ N. Dann ist äquivalent:

1. dimV = n,

2. ein existiert ein linear unabhängiges System von n Vektoren und alle Systeme

von mehr als n+ 1 Vektoren sind linear abhängig.

Beweis. (1.⇒ 2.) Es gibt eine Basis (e1, · · · , en)mit n Elemente, insbesondere gibt es

ein linear unabhängiges Systen (e1, · · · , en) von n Vektoren. Sei (v1, · · · , vr) ein linear
unabhängiges System, dann gilt aus Theorem 5.3.1 r ≤ n. Also sind alle Systeme

von mehr als n+ 1 Vektoren linear abhängig.

(2. ⇒ 1.) Es gibt in V ein maximales unabhängiges System von n Vektoren. Also

eine Basis mit n Vektoren, und es folgt dim V = n. �

Korollar 5.4.3 Sei V ein Vektorraum und n ∈ N. Dann ist äquivalent:

1. dimV ≥ n,

2. es existiert ein linear unabhängiges System von n Vektoren.

Beweis. (1.⇒ 2.) Falls dimV 6= ∞, dann gibt es eine Basis mit dimV Elemente und

diese Basis ist ein linear unabhängiges System. Ein Untersystem mit n Elemente ist

au
h linear unabhängig na
h Lemma 4.2.4.

Falls dimV = ∞, dann gilt na
h Lemma 4.2.7, dass es ein linear unabhängiges

System mit n Elemente gibt.

(2. ⇒ 1.) Falls dimV = ∞ dann gilt dimV ≥ n. Andernfalls, gibt es eine Basis mit

dimV Elemente. Na
h Theorem 5.3.1 gilt n ≤ dimV . �

Korollar 5.4.4 Sei V ein Vektorraum mit dimV <∞.

1. Ein unabhängiges System mit dimV Elemente ist eine Basis.

2. Ein EZS mit dimV Elemente ist eine Basis.
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Beweis. Wir setzen n = dimV und betra
hten eine Basis (e1, · · · , en).
1. Sei (v1, · · · , vn) ein unabhängiges System, dann können wir (v1, · · · , vn)mit (e1, · · · , en)
ergänzen, um eine Basis zu bilden. Aber Basen haben n Elemente i.e. (v1, · · · , vn)
war s
hon eine Basis.

2. Das leere System ist ein unabhängiges System und kann mit (v1, · · · , vn) ergänzen
werden, um eine Basis zu bilden. Diese Basis hat genau n Elemente i.e. die Ergänzung

war (v1, · · · , vn) und (v1, · · · , vn) ist eine Basis. �

Korollar 5.4.5 Sei U ein Unterraum in V , dann gilt dimU ≤ dimV . Glei
hheit gilt
genau dann, ween U = V .

Beweis. Falls dim V = ∞ sind wir s
hon fertig. Andernfalls, gibt eine Basis mit dimV
Elemente in V . Sei (v1, · · · , vr) ein unabhängiges System in U . Dann ist (v1, · · · , vr)
au
h ein unabhängiges System in V . Na
h Theorem 5.3.1 gilt r ≤ dimV . Es gilt also
ein maximales unabhängige System in U i.e. eine Basis in U . Diese basis bestht aus
dimU Elemente und ist linear unabhängig. Dann gilt dimU ≤ dim V .

Wenn U = V dann gilt Glei
hheit. Angenommen dimU = dimV , gibt es eine Basis
(v1, · · · , vn) von U mit n Elemente. Diese Basis ist dann ein unabhängiges System von

V mit n Elemente, also eine Basis na
h Korolar 5.4.4. Es gilt U = 〈v1, · · · , vn〉 = V .�

5.5 Basen in Unendli
h dimensionale Vektorräume

Wir werden den folgende Satz ni
ht bweisen:

Satz 5.5.1 Alle Vektorräume (au
h unendli
h dimensional) besitzen eine Basis. �

Bemerkung 5.5.2 Dieser Satz ist äquivalent zum Ausswahlaxiom 1.3.1.



6 Direkte Summe

6.1 De�nition und Beispiele

De�nition 6.1.1 Sei V ein Vektorraum.

1. Seien U und W zwei Unterräume in V . Die Summe von U und W ist die

Teilmenge

U +W = {v ∈ V | v = u+ w mit u ∈ U und w ∈ W}.

1. Seien (Ui)i∈I eine Familie von Unterräume in V . Die Summe von (Ui)i∈I ist die
Teilmenge

∑

i∈I

Ui =

{
v ∈ V | v =

∑

i∈I

ui mit ui ∈ Ui und ui 6= 0 für nur endli
he viele i ∈ I

}
.

Beispiel 6.1.2 1. Sei V = R3
und seien

e1 =




1
0
0


 , e2 =




0
1
0


 , v1 =




1
−1
0


 , v2 =




1
1
0




und v3 =




1
1
1


 .

Sei U = 〈e1〉 und W = 〈e2〉. Dann sind v1, v2 ∈ U +W aber v3 6∈ U +W .

2. Sei V = R3
und seien e1, e2, v1, v2, v3 wie oben. Sei U = 〈e1, e2〉 und W = 〈v1〉

dann gilt U +W = U .

3. Sei V = R3
und seien e1, e2, v1, v2, v3 wie oben. Sei U = 〈e1, e2〉 und W = 〈v3〉

dann gilt U +W = V = R3
.

Lemma 6.1.3 Die Summe von Unterräume ist ein Unterraum. �

Beweis. Übung. �
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6.2 Kara
terisierung

Lemma 6.2.1 Seien U und W zwei Unterräume von V . Die folgenden Aussagen

sing äquivalet:

1. Die Unterräume U und W sind in dire
te Summe.

2. Für alle v ∈ U +W gibt es genau eine Darstellung v = u + w mit u ∈ U und

w ∈ W .

3. Aus der Glei
hung u+ w = 0 mit u ∈ U und w ∈ W , folgt u = 0 = w.

In diesem Fall s
hreibt man U +W = U ⊕W . �

Beweis. (1. ⇒ 2.) Angenommen U und W sind in direkte Summe i.e. U ∩W = 0.
Seien u + w = v = u′ + w′

zwei Darstllungen von v mit u, u′ ∈ U und w,w′ ∈ W .

Dann gilt u − u′ = w′ − w und dieser Vektor ist in U und in W enthalten also ist

glei
h der Nulvektor. Daraus folgt u = u′ und w = w′
.

(2.⇒ 3.) Nehmen wir an dass es für alle v ∈ U+W genau eine Darstellung v = u+w
gibt mit u ∈ U und w ∈ W . Seien u ∈ U und w ∈ WW mit u+ w = 0. Es gibt eine
zweite Darstellung von 0 und zwar für u′ = 0 und w′ = 0 gilt u + w = 0 = u′ + w′

.

Als es nur eine sol
he Darstellung gibt, haben wir u = u′ und w = w′
also u = 0 und

w = 0.

(3.⇒ 1.) Nehmen wir an dass für alle u+w = 0 mit u ∈ U und w ∈ W gilt u = w = 0.
Sei v ∈ U ∩W und seien u = v ∈ U und w = −v ∈ W . Dann gilt u+w = 0. Daraus
folgt u = w = 0 und v = 0. �

Beispiel 6.2.2 Im Beispiel 6.1.2 sind U und W in direkte Summe in den Fallen 1

und 3.

De�nition 6.2.3 Sei (Ui)i∈I eine Familie von Unterräume von V . Die Unterräume

sind in direkte Summe, wenn es für alle v ∈∑i∈I Ui genau eine Darstellung

v =
∑

i∈I

ui

mit ui ∈ Ui gibt. In diesem Fall s
hreibt man

∑

i∈I

Ui =
⊕

i∈I

Ui.

Satz 6.2.4 Sei (Ui)i∈I eine Familie von Unterräume von V . Die folgenden Aussagen

sind äquivalent:

1. Die Unterräume (Ui)i∈I sind in direkte Summe.
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2. Aus der glei
hung

∑
i∈I ui = 0 mit ui ∈ Ui für alle i ∈ I, folgt ui = 0 für alle

i ∈ I.

3. Für alle j ∈ I gilt Uj ∩
∑

i∈I, i 6=j

Ui = 0. �

Beweis. (1.⇒ 2.) Seien Elemente ui ∈ Ui für alle i ∈ I mit

∑
i∈I ui = 0. Wir setzen

i′i = 0 ∈ Ui fur alle i ∈ I. Dann sind

∑
i∈I ui = 0 und

∑
i∈I u

′
i = 0 zwei Darstellungen

von 0 und als die Unterräume (Ui)i∈I in direkte Summe sind gilt ui = u′i = 0 für alle
i ∈ I.

(2. ⇒ 3.) Sei v ∈ Uj ∩
∑

i∈I, i 6=j Ui. Es gibt also Elemente ui ∈ Ui für alle i 6= j mit∑
∈I, i 6=j ui = v. Sei uj = −v ∈ Uj , dann gilt

∑

i∈I

ui = 0.

Daraus folgt, dass ui = 0 für alle i ∈ I insbesondere v = −uj = 0.

(3.⇒ 1.) Seien ui, u
′
i ∈ Ui für alle i ∈ I mit

∑

i∈I

ui =
∑

i∈I

u′i.

Sei j ∈ I, es gilt

uj − u′j =
∑

i∈I, i 6=j

u′i −
∑

i∈I, i 6=j

ui.

Dieser Vektor liegt in Uj ∩
∑

i∈I, i 6=j Ui = 0. Also uj − u′j = 0 und uj = u′j. Dies ist
für alle j ∈ J wahr also gilt ui = u′i für alle i ∈ I. �

Satz 6.2.5 Seien U und W zwei Unterräume, dann sind äquivalent:

1. U und W sind in direkte Summe,

2. dim(U +W ) = dimU + dimW . �

Beweis. (1. ⇒ 2.) Seien (u1, · · · , um) eine Basis von U und (w1, · · · , wr) eine Basis
vonW . Es gilt alsom = dimU und r = dimW . Dann ist die Familie (u1, · · · , um, w1, · · · , wr)
ein EZS System von U ⊕W . Wir zeigen, dass es eine Basis ist i.e. das dieses System

linear unabhängig ist. Seien x1, · · · , xm, y1, · · · , yr Skalare mit

x1u1 + · · ·xmum + y1w1 + · · · yrwr = 0.

Als die Summe direkte ist gilt i ∈ I:

x1u1 + · · ·xmum = 0 und y1w1 + · · · yrwr = 0.
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Aber beide Systeme (u1, · · · , um) und (w1, · · · , wr) (vi1, · · · , vini
) sind Basen von U

und W also linear unabhängig und es gilt für alle: xi = 0yj für alle i ∈ [1, m] und
j ∈ [1, r]. Die Familie (u1, · · · , um, w1, · · · , wr) ist also eine Basis. Daraus folgt die

Dimensionsformel.

(2. ⇒ 1.) Seien (u1, · · · , um) eine Basis von U und (w1, · · · , wr) eine Basis von W .

Es gilt also m = dimU und r = dimW und m + r = dim(U + W ). Die Familie

(u1, · · · , um, w1, · · · , wr) ist ein EZS System von U +W mit dim(U +W ) Elemente.

Es ist also eine Basis.

Sei u ∈ U und w ∈ W mit u + w = 0. Es gibt Skalare Seien x1, · · · , xm, y1, · · · , yr
Skalare mit

u = x1u1 + · · ·xmum und w = y1w1 + · · · yrwr.

Es gilt also

x1u1 + · · ·xmum + y1w1 + · · · yrwr = 0.

Aber (u1, · · · , um, w1, · · · , wr) ist eine Basis, also gilt es x1 = · · · = xm = y1 · · · =
yr = 0 i.e. u = 0 und w = 0. Die Summe ist direkte. �

6.3 Komplement

De�nition 6.3.1 Sei U ein Unterraum von V . Ein Unterraum W von V heiÿt ein

Komplement von U in V , wenn V = U ⊕W .

Beispiel 6.3.2 1. V ist ein Komplement von 0 in V und = ist eine Komplement von

V in V .

2. Seien U und W mit U ⊕W = V , dann ist W ein Komplement von U und U ein

Komplement von W .

3. Sei V = K2
und seien v1, v2, v2 ∈ V wie folgt:

v1 =

(
1
0

)
v2 =

(
0
1

)
und v3 =

(
1
1

)
.

sei U = 〈e1〉 dann sind W2 = 〈v2〉 und W3 = 〈v3〉 zwei Komplemente von U in V .

Lemma 6.3.3 Sei U ein Unterraum von V , dann exisiert ein Komplement W von

U in V . �

Beweis. Seien (u1, · · · , um) eine Basis von U und (v1, · · · , vn) eine Basis von V . Das
System (u1, · · · , um) ist linear unabhängig und (v1, · · · , vn) ist ein EZS. Wir können

(u1, · · · , um) mit Elemente von (v1, · · · , vn) ergänzen so dass (u1, · · · , um, vi1 , · · · , vik)
eine Basis ist. Sei W = 〈vi1, · · · , vik〉.
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Es gilt V = U+W , wir zeigen, dass die Summe direkte ist so dassW ein Komplement

von U in V ist. Seien u ∈ U und w ∈ W mit u + w = 0. Es gibt Skalare Seien

x1, · · · , xm, y1, · · · , yk Skalare mit

u = x1u1 + · · ·xmum und w = y1vi1 + · · · ykwik .

Es gilt also

x1u1 + · · ·xmum + y1vi1 + · · · ykwik = 0.

Aber (u1, · · · , um, vi1 , · · · , wik) ist eine Basis, also gilt es x1 = · · · = xm = y1 · · · =
yik = 0 i.e. u = 0 und w = 0. Die Summe ist direkte. �

Satz 6.3.4 (Dimensionsformel) Seien U und W Unterräume, dann gilt

dim(U +W ) + dim(U ∩W ) = dimU + dimW.

Beweis. SeiR ein Komplement von U∩V in U+W und seien U ′
undW ′

Komplemente

von U ∩W in U und in W . Es gilt

U +W = R⊕ (U ∩W ), U = (U ∩W )⊕ U ′
und W = (U ∩W )⊕W ′.

Es gilt also dim(U +W ) = dimR+dim(U ∩W ), dimU = dimU ′+dim(U ∩W ) und
dimW = dimW ′+dim(U ∩W ). Daraus folgt dim(U +W )+dim(U ∩W )− (dimU +
dimW ) = dimR − (dimU ′ + dimW ′).

Lemma 6.3.5 Es gilt: U ′ +W ′ = U ′ ⊕W ′
und U ′ ⊕W ′

ist ein Komplement von

U ∩W in U +W . �

Beweis. Sei v ∈ U ′ ∩W ′
, dann gilt v ∈ U ∩W und v ∈ U ′

. Aber U ′ ∩ (U ∩W ) = 0
also v = 0. Die Summe U ′ +W ′

ist eine direkte Summe.

Sei v ∈ U +W , es gibt also u ∈ U und w ∈ W mit v = u+w. Als U = U ′ ⊕ (U ∩W )
und W = W ′ ⊕ (U ∩W ) gibt es u′ ∈ U ′

, v′ ∈ U ∩W mit u = u′ + v′ und w′ ∈ w′
,

v′′ ∈ U ∩W mit w = w′ + v′′. Es gilt also

v = u+ w = u′ + v′ + w′ + v′′ = u′ + w′ + (v′ + v′′),

mit u′ ∈ U ′
, w′ ∈ W ′

und v′ + v′′ ∈ U ∩W . Also v ∈ (U ′ ⊕W ′) + (U ∩W ). Sei
v ∈ (U ′ ⊕W ′) ∩ (U ∩W ). Es gibt u′ ∈ U ′

und w′ ∈ W ′
mit v = u′ + w′ ∈ U ∩W .

Aber u′ ∈ U ′ ⊂ U und v ∈ U so dass w′ = v−u′ ∈ U . Also gilt w′ ∈ W ′∩U ⊂ U ∩W
und w′ ∈ W ′

so dass w′ = 0. Die selbe beweis gibt U ′ = 0 und V = 0. �

Na
h dem Lemma gilt dimU ′+dimW ′ = dim(U ′⊕W ′) = dim(U+W )−dim(U∩W ) =
dimR. Daraus folgt der Satz. �
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6.4 Projektion

De�nition 6.4.1 Seien U und W Unterräume von V so dass V = U ⊕ W . Die

Projektion auf U parallel zu W ist die Abbildung pU,W : V → V de�niert wie

folgt. Sei v ∈ V . Es gibt genau eine Darstellung v = u + w mit u ∈ U und w ∈ W .

Man de�niert pU,W (v) = u.

Lemma 6.4.2 Die Projektion pU,W ist eine lineare Abbildung. �

Beweis. Übung. �

Satz 6.4.3 Sei pU,W die Projektion auf U parallel zu W .

1. Es gilt p2U,W = pU,W ◦ pU,W = pU,W .

2. ImpU,W = U .

3. KerpU,W = W . �

Beweis. 1. Sei v ∈ V und sei v = u+w mit u ∈ U und w ∈ W die einzige Darstellung

von v. Dann gilt pU,W (v) = u. Aber u = u + 0 ist die einzige Darstellung von u als

Element in U ⊕W , also gilt pU,W (u) = u. Es folgt p2U,W (v)0pU,W (v) für alle v ∈ V .

2. Aus der De�nition gilt ImpU,W ⊂ U . Sei u ∈ U , in der Beweis von 1. haben wir

gezeigt: u = pU,W (u) also u ∈ ImpU,W .

3. Sei w ∈ W , dann ist w = 0 + w die einzige Darstellung von w als Element in

U ⊕W . Aus der De�nition gilt also pU,W (w) = 0 und w ∈ KerpU,W . Sei v ∈ KerpU,V
und sei v = u+ w die einzige Darstellung von v als Element von U ⊕W . Dann gilt

0 = pU,W (v) = u. Es gilt also v = w ∈ W . �
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7.1 Der Vektorraum Hom(V,W )

Seien V undW zwei Vektorräume. Die Menge aller linearen Abbildungen f : V →W
wird Hom(V,W ) bezei
hnet. Wir de�nieren zwei Abbildungen + : Hom(V,W ) ×
Hom(V,W ) → Hom(V,W ) und · : K×Hom(V,W ) → Hom(V,W ) wie folgt:

(f + g)(v) = f(v) + g(v) für f, g ∈ Hom(V,W ),

(x · f)(v) = xf(v) für x ∈ K, f ∈ Hom(V,W ).

Lemma 7.1.1 Das Triple (Hom(V,W ),+, ·) ist ein Vektorraum. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 6. �

7.2 Lineare Abbildungen und Dimension

Lemma 7.2.1 Sei f : V →W eine lineare Abbildung und seien v1, · · · , vn) Vektoren
in V . Dann gilt f(〈v1, · · · , vn〉 = 〈f(v1), · · · , f(vn)〉. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 6. �

Lemma 7.2.2 Sei f : V → W eine lineare Abbildung und sei (v1, · · · , vn) ein System.

Falls (f(v1), · · · , f(vn)) linear unabhängig ist, dann ist (v1, · · · , vn) linear unabhän-
gig. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 6. �

Lemma 7.2.3 Sei f : V →W eine lineare Abbildung, dann gilt dim f(V ) ≤ dim V .�

Beweis. Sei (e1, · · · , en) eine Basis von V . Dann ist (f(e1), · · · , f(en)) ein EZS von

f(V ). Also gilt na
h Theorem 5.3.1, dass eine Basis von f(V ) weniger als n Elemente

hat, also dim f(V ) ≤ n = dimV . �

Korollar 7.2.4 Seien V und W zwei Vektorräume mit V ≃ W , dann gilt dimV =
dimW .
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Beweis. Sei f : V → W ein isomorphismus. Angenommen dimV = n < ∞. Dann

giltW = f(V ) also dimW = dim f(V ) ≤ dimV alsoW ist au
h endli
h dimensional.

Es gibt ein isomorphismus f−1 : W → V also der selbe Beweis zeigt, dass dimV ≤
dimW . �

Lemma 7.2.5 Seien V und W zwei Vektorräume mit dimV = dimW < ∞, dann

gilt V ≃W . �

Beweis. Aus Satz 5.2.1, gilt für n = dimV = dimW : V ≃ Kn
und W ≃ Kn

. Es

gilt also ein isomorphismus f : V → Kn
und ein isomorphismus g : Kn → W . Die

Komposition g ◦ f : V → W ist ein isomorphismus. �

De�nition 7.2.6 Sei f : V → W eine linear Abbildung, das Bild von f wird Im(f)
bezei
hnet also Im(f) = f(V ).

Satz 7.2.7 Sei f : V →W eine lineare Abbildung. Dann gilt:

dimKer(f) + dim Im(f) = dimV.

Beweis. Sei (w1, · · · , wr) eine Basis von f(V ). Für alle i ∈ [1, r] gilt wi ∈ f(V ) also
es gibt vi ∈ V mit f(vi) = wi für alle i ∈ [1, r]. Sei (e1, · · · , ek) eine Basis von Ker(f).
Wir zeigen, dass (e1, · · · , ek, v1, · · · , vr) eine Basis von V ist.

Sei v ∈ V , dann ist f(v) ∈ V und es gibt Skalare x1, · · · , xr ∈ K mit

f(v) =

r∑

i=1

xif(vi) = f

(
r∑

i=1

xivi

)
.

Also gilt v −∑r
i=1 xivi ∈ Ker(f) und es gibt Skalare y1, · · · , yk ∈ K mit

v −
r∑

i=1

xivi =

k∑

j=1

yjej .

v ist also eine lineare Kombination der Vektoren (e1, · · · , ek, v1, · · · , vr). Dies bedeu-
tet, dass (e1, · · · , ek, v1, · · · , vr) ein EZS ist.

Seien x1 · · · , xr ∈ K und y1, · · · , yk ∈ K Skalare mit

r∑

i=1

xivi +
k∑

j=1

yjej = 0.

Dann gilt

0 = f

(
r∑

i=1

xivi +
k∑

j=1

yjej

)
=

r∑

i=1

xif(vi) +
k∑

j=1

yjf(ej) =
r∑

i=1

xiwi.
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Aber (w1, · · · , wr) ist eine Basis also gilt xi = 0 für alle ∈ [1, r]. Es gilt also

k∑

j=1

yjej = 0

aber (v1, · · · , vk) ist eine Basis. Daraus folgt yj = 0 für alle j ∈ [1, k]. Das System
(e1, · · · , ek, v1, · · · , vr) ist linear unabhängig und also eine Basis.

Es gilt dimV = k + r = dimKer(f) + dim Im(f).

Der selbe Beweis gilt für dimV = ∞ mit unendli
hen basen. �

De�nition 7.2.8 Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Der Rang Rg(f) ist

Rg(f) = dim Im(f).

Korollar 7.2.9 Seien V und W zwei Vektorräume mit dimV = dimW < ∞ und

sei f : V → W eine lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Eigens
haften

äquivalent:

1. f ist injektiv,

2. f ist surjektiv,

3. f ist bijektiv.

Beweis. (1. ⇒ 2.) Angenommen, dass f injektive ist. Dann gilt Ker(f) = 0 also

dimKer(f) = 0 und es gilt dim f(V ) = dim V = dimW . Daraus folgt f(V ) = W
und f ist sujektive.

(1. ⇒ 2.) Angenommen, dass f sujektive ist. Dann gilt dim f(V ) = dimW = dimV .
Daraus folgt dimKer(f) = 0 und Ker(f) = 0 i.e. f ist injektive.

(3.⇒ 1.) Folgt aus der De�nition. �

7.3 Der Dualraum

De�nition 7.3.1 Sei V ein Vektorraum. Der Vektorraum Hom(V,K) heiÿt der

Dualraum von V und wird V ∨
(oder V ∗

) bezei
hnet. Eine lineare Abbildung ϕ ∈
V ∨ = Hom(V,K) heiÿt eine Linearform.

Beispiel 7.3.2 Die Abbildung Kn → K de�niert dur
h




x1
.

.

.

xn


 7→ xi,
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ist eine Linearform. Wir werden diese Linearform mit e∨i bezei
hnen. Das System

(e∨1 , · · · , e∨n) von (Kn)∨ heiÿt die Dualbasis von (e1, · · · , en). Es gilt

e∨i (ej) = δi,j =

{
1 falls i = j
0 andernfalls.

Lemma 7.3.3 Das System (e∨1 , · · · , e∨n) ist eine Basis von (Kn)∨. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 7. �

Bemerkung 7.3.4 Sei ϕ : Kn → K eine Linearform. Es gibt Skalare a1, · · · , an ∈ K
mit ϕ =

∑n
i=1 aie

∨
i . Es gilt also

ϕ




x1
.

.

.

xn


 =

(
n∑

i=1

aie
∨
i

)


x1
.

.

.

xn


 =

n∑

i=1

aixi.

Satz 7.3.5 Sei f : V →W eine lineare Abbildung.

1. Die Abbildung f∨ : W∨ → V ∨
de�niert dur
h f∨(ϕ) = ϕ ◦ f ist linear. Die

Abbildung f∨
heiÿt die duale Abbildung.

2. Sei g :W → U eine lineare Abbildung. Dann gilt (g ◦ f)∨ = f∨ ◦ g∨. �

Beweis. 1. Seien ϕ, ψ ∈ W∨
. Es gilt (f∨(ϕ + ψ))(v) = ((ϕ + ψ) ◦ f)(v) = (ϕ +

ψ)(f(v)) = ϕ(f(v)) + ψ(f(v)) = (f∨(ϕ))(v) + (f∨(ψ))(v). Sei x ∈ K, es gilt (f∨(x ·
ϕ))(v) = ((x · ϕ) ◦ f)(v) = (x · ϕ)(f(v)) = x · ϕ(f(v)) = (x · (f∨(ϕ)))(v).

2. Sei ϕ ∈ U∨
, es gilt ((g ◦ f)∨)(ϕ)(v) = (ϕ ◦ (g ◦ f))(v) = ϕ(g(f(v))). Es gilt au
h

((f∨ ◦ g∨)(ϕ))(v) = (f∨(g∨(ϕ)))(v) = (f∨(ϕ ◦ g))(v) = (ϕ ◦ g ◦ f)(v) = ϕ(g(f(v))). �

Satz 7.3.6 Sei f : V →W eine lineare Abbildung und sei f∨ :W∨ → V ∨
die duale

Abbildung.

1. Ist f injektiv, dann ist f∨
surjektiv.

2. Ist f surjektiv, dann ist f∨
injektiv. �

Beweis. 1. Sei ϕ ∈ V ∨
. Sei g : V → f(V ) de�niert dur
h g(v) = f(v). Da die

Abbildung f injektiv ist, ist au
h g injektiv. Die Abbildung g ist au
h surjektiv,

also g ist eine bijektion von V na
h f(V ). Sei g−1
die Umkehrabbildung. Sei U ein

Komplement von f(V ) in W . Wir de�nieren ψ ∈ W∨
als

ψ = ϕ ◦ g−1 ◦ pf(V ),U .

Es gilt

(f∨(ψ))(v) = ψ(f(v)) = ϕ(g−1(pf(V ),U(f(v)))) = ϕ(g−1(f(v))) = ϕ(v).
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Es gilt also f∨(ψ) = ϕ und f∨
ist surjektiv.

2. Sei ϕ ∈ W∨
mit f∨(ϕ) = 0. Dann gilt ϕ(f(v)) = 0 für alle v ∈ V . Sei w ∈ W . Da

f surjektiv ist, gibt es ein v ∈ V mit f(v) = w. Es gilt also ϕ(w) = ϕ(f(v)) = 0 und
ϕ = 0. �

Sei V ein Vektorraum und sei (v1, · · · , vn) eine Basis. Na
h Korollar 5.2.2, gibt es

Abbildungen ϕi : V → K mit ϕi(vj) = δi,j für alle i ∈ [1, n].

Satz 7.3.7 Das System (ϕ1, · · · , ϕn) von V
∨
ist eine Basis. Die Basis heiÿt die dual

Basis von (v1, · · · , vn). �

Beweis. Sei ϕ eine lineare Abbildung und sei xi = ϕ(vi) ∈ K für alle i ∈ [1, n] und
sei ψ =

∑n
i=1 xiϕi. Es gilt

ψ(vj) =
n∑

i=1

xiϕi(vj) = xj = ϕ(vj).

Na
h Korollar 5.2.2, gibt ψ = ϕ und ϕ ∈ 〈ϕ1, · · · , ϕn〉 und (ϕ1, · · · , ϕn) ist ein EZS

von V ∨
.

Seien x1, · · · , xn ∈ K Skalare mit

∑n
i=1 xiϕi = 0. Dann gilt

0 =

(
n∑

i=1

xiϕi

)
(vj) = xj

für alle j ∈ [1, n] und (ϕ1, · · · , ϕn) ist linear unabhängig. �

Korollar 7.3.8 Sei V mit dimV <∞, dann gilt dimV = dimV ∨
.

Korollar 7.3.9 Sei V mit dimV <∞, dann gilt V ≃ V ∨
.

Beweis. Es gilt dim V ∨ = dim V , daraus folgt V ≃ V ∨
. �

Satz 7.3.10 Sei f : V → W eine lineare Abbildung mit dimV < ∞ und dimW <
∞. Dann gilt Rg(f) = Rg(f∨). �

Beweis. Wir betra
hten g : V → f(V ) de�niert dur
h g(v) = f(v) und h : f(V ) →
W de�niert dur
h h(w) = w. Es gilt f = h ◦ g. Es gilt also f∨ = g∨ ◦ h∨ wobei

g∨ : f(V )∨ → V ∨
und h∨ : W∨ → f(V )∨.

Wir zeigen, dass Imf∨ = Img∨. Sei ϕ ∈ Imf∨
, dann gilt ϕ = f∨(ψ) = ψ ◦ f für ein

ψ ∈ W∨
. Es gilt ϕ = ψ ◦ h ◦ g = g∨(ψ ◦ h) und ϕ ∈ Img∨. Sei ϕ ∈ Img∨, dann

gilt ϕ = g∨(ψ) = ψ ◦ g für ein ψ ∈ f(V )∨. Die Abbildung h ist injektiv also ist h∨

surjektiv und es gibt ψ′ ∈ W∨
mit ψ = h∨(ψ′) = ψ′◦h. Es gilt ϕ = ψ◦g = ψ′◦h◦g =

ψ′ ◦ f = f∨(ψ′) und ϕ ∈ Imf∨
.

Für die Abbildung g∨ : f(V )∨ → V ∨
, gilt dim Img∨ = dim f(V )∨ − dimKer(g∨).

Aber g ist surjektiv also ist g∨ injektiv und Ker(g∨) = 0. Es gilt also Rg(f∨) =
dim Im(f∨) = dim Im(g∨) = dim f(V )∨ = dim f(V ) = Rg(f). �
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De�nition 7.3.11 Sei V ein Vektorraum. Der doppelt duale Vektorraum V ∨∨

von V ist V ∨∨ = (V ∨)∨.

Satz 7.3.12 Sei V ein Vektorraum.

1. Die Abbildung Φ : V → V ∨∨
de�niert dur
h Φ(v) = v∨ wobei

v∨ : V ∨ → K, ϕ 7→ v∨(ϕ) = ϕ(v),

ist eine lineare Abbildung.

2. Die Abbildung Φ ist injektiv.

3. Für dimV <∞ ist Φ ein Isomorphismus. �

Beweis. 1. Seien v, v′ ∈ V und x, y ∈ K. Es gilt

Φ(xv + yv′)(ϕ) = ϕ(xv + yv′) = xϕ(v) + yϕ(v′) = xΦ(v)(ϕ) + yΦ(v′)(ϕ)
= (xΦ(v) + yΦ(v′))(ϕ).

2. Sei u ∈ Ker(Φ). Dann gilt Φ(u) = 0 also gilt für alle ϕ ∈ V ∨
, ϕ(u) = Φ(u)(ϕ) = 0.

Lemma 7.3.13 Wenn u 6= 0, dann gibt es ein linear From ϕ : V → K mit ϕ(u) = 1.�

Beweis. SeiW ein Komplement von U = 〈u〉. Angenommen u 6= 0, dann gilt dimU =
1 und (u) ist eine Basis von U . Sei u∨ die duale Basis also u∨ : U → K mit u∨(u) = 1.

Für v ∈ V , sei ϕ : V → K de�niert dur
h ϕ(v) = u∨(pU,W (v)). Diese Abbildung ist

linear und ϕ(u) = 1. �

Wenn u 6= 0, dass gibt es, na
h dem obigen Lemma, ein linear Form ϕ mit ϕ(u) = 1.
Also gilt 1 = ϕ(u) = Φ(u)(ϕ) = 0, ein Widerspru
h.

3. Es gilt dim V ∨∨ = dimV ∨ = dimV und Φ ist injektiv. Diese Abbildung ist also

bijektiv na
h Korolar 7.2.9. �

7.4 Quotienten Vektorräume

De�nition 7.4.1 Sei U ein Unterraum in V . Die Kongruenz modulo U Relation

ist die Relation

RU = {(v, v′) ∈ V × V | v − v′ ∈ U}.

Lemma 7.4.2 Die Relation RU ist eine Äquivalenzrelation. �
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Beweis. Sei v ∈ V . Es gilt v − v = 0 ∈ U also RU ist re�exiv. Seien v, v′ ∈ V mit

v−v′ ∈, dann gilt v′−v = −(v−v′) ∈ U und RU ist symmetris
h. Seien v, v′, v′′ ∈ V
mit v − v′ ∈ U und v′ − v′′ ∈ U , dann gilt v − v′′ = (v − v′) + (v′ − v′′) ∈ U und RU

ist transitiv. �

De�nition 7.4.3 Sei U ein Unterraum in V und sei v ∈ V . Wir s
hreiben v+U für

die Teilmenge

v + U = {v + u ∈ V | u ∈ U}.

Lemma 7.4.4 Die Äquivalenzklasse [v] von v für die Relation RU ist v + U . �

Beweis. Sei v′ ∈ [v], dann gilt v′ − v ∈ U . Es gibt also ein u ∈ U mit v′ = v + u und

v′ ∈ v + U . Umgekehrt, sei v′ ∈ v ∗ U . Es gibt ein u ∈ U mit v′ = v + u also gilt

v′ − v = u ∈ U und v′ ∈ [v]. �

De�nition 7.4.5 Die Äquivalenzklasse [v] = v + U heiÿt die Restklasse von v
modulo U . Das Quotient V/RU i.e. die Menge aller Äquivalenzklassen wird V/U
bezei
hnet und heiÿt der Quotientenvektorraum.

Satz 7.4.6 Sei U ein Unterraum in V .

1. Es gelte [v] = [v′] und [w] = [w′] für v, v′, w, w′ ∈ V . Dann folgt [v+w] = [v′ +w′]
sowie [xv] = [xv′] für alle x ∈ K.

2. Man de�niert [v] + [v′] = [v + v′] und x[v] = [xv], dann ist (V/U,+, ·) ein Vektor-

raum.

3. Die kanonis
he Projektion pRU
: V → V/U de�niert dur
h v 7→ [v] ist eine surjek-

tive lineare Abbildung.

4. Ker(pRU
) = U . �

Beweis. 1. Aus den Glei
hungen [v] = [v′] und [w] = [w′] folgt, dass es Elemente

u, u′ ∈ U gibt mit v−v′ = u und w−w′ = u′. Es gilt also (v+w)−(v′+w′) = u+u′ ∈ U
und xv − xv′ = xu. Daraus folgt [v + w] = [v′ + w′] und [xv] = [xv′].

2. Aus 1. sind die Addition und die Multiplikation + und · wohl de�niert. Es gilt
[v] + [0] = [v + 0] = [v] = [0 + v] = [v] + [0] also ist [0] ein neutrales Element. Es gilt

[v] + ([w] + [u]) = [v] + [w + u] = [v + w + u] = [v + w] + [u] = ([v] + [w]) + [u] und
+ is asso
iativ. Es gilt [v] + [−v] = [0] = [0] + [v] also ist [−v] ein Inverse für [v]. Es
gilt au
h [v] + [w] = [v+w] = [w+ v] = [w] + [v], so dass (V/U,+) eine kommutative

Gruppe ist.

Es gilt (xy)[v] = [xyv] = [x(yv)] = x[yv] = x(y[v]), 1[v] = [v], x[v+w] = [x(v+w)] =
[xv+xw] = [xv]+[xw] = x[v]+x[w] und (x+y)[v] = [(x+y)v] = [xv+yv] = x[v]+y[v],
so dass (V/U,+, ·) ein Vektorraum ist.
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3. Die kanonis
he Projektion ist immer surjektiv (Lemma 1.5.17), wir zeigen, dass

sie linear ist. Seien v, v′ ∈ V und x, y ∈ K, dann gilt pRU
(xv + yv′) = [xv + yv′] =

x[v] + y[v′] = xpRU
(x) + ypRU

(v′).

4. Sei v ∈ Ker(pRU
), dann gilt [v] = pRU

(v) = [0] also v ∈ U . Umgekehrt, sei v ∈ U ,
dann gilt pRU

(v) = [v] = [0]. �

Korollar 7.4.7 Sei U ein Unterraum von V mit dim V <∞. Dann gilt dim(V/U) =
dimV − dimU .

Beweis. Die Abbildung pRU
: V → V/U ist linear, surjekiv mit Ker(pRU

) = U .
Daraus folgt, dimV = Rg(pRU

) + dimKer(pRU
) = dimV/U + dimU . �

Satz 7.4.8 (Homomorphiesatz) Seien U ein Unterraum vom Vektorraum V und

sei pRU
: V → V/U die kanonis
he Projektion.

1. Dann existiert zu jeder linearen Abbildung f : V → W mit U ⊂ Ker(f), genau
eine lineare Abbildung f̄ : V/U →W so dass das Diagramm

V
f

//

pRU

��

W

V/U
f̄

<<zzzzzzzz

kommutiert i.e. f = f̄ ◦ pRU
.

2. Weiter ist f̄ genau dann injektiv, wenn U = Ker(f) gilt und genau dann surjektiv

wenn f surjektiv ist. �

Beweis. 1. Sei f : V →W eine lineare Abbildung mit U ⊂ Ker(f). Wir zeigen, dass,

wenn [v] = [v′], dann f(v) = f(v′) gilt. Wenn [v] = [v′], dann gilt v − v′ = u ∈ U .
Also gilt f(v)− f(v′) = f(v − v′) = f(u) = 0 weil U ⊂ Ker(f).

Na
h Satz 1.5.18, gilt es eine Abbildung f̄ : V/U →W mit f̄ f ◦pRU
= f . Es gilt also

f̄([v]) = f(v). Wir zeigen, dass f linear ist. Seien v, v′ ∈ V und x, y ∈ K, dann gilt

f̄(x[v] + y[v′]) = f̄([xv + yv′]) = f(xv + yv′) = xf(v) + yf(v′) = xf̄ ([v]) + yf̄([v′])
und f̄ ist linear.

Wir zeigen, dass f̄ mit f̄ ◦ pRU
= f eindeutig bestimmt ist. Sei g mit g ◦ pRU

= f ,
dann gilt g([v]) = g(pRU

(v)) = f(v) = f̄([v]) also g = f̄ .

2. Wir zeigen U = Ker(f) ⇔ f̄ ist injektiv.

Angenommen U = Ker(f), sei [v] ∈ Ker(f̄). Dann gilt f(v) = f̄([v]) = 0 also

v ∈ Ker(f) = U und [v] = [0].

Angenommen f̄ ist injektiv. Sei v ∈ Ker(f), dann gilt f̄([v]) = f(v) = 0. Aber f̄ ist

injektiv also [v] = [0] und v ∈ U .
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Wir zeigen f ist surjektiv ⇔ f̄ ist surjektiv.

Angenommen f̄ ist surjektiv, dann ist f eine Komposition von zwei surjektive Abbil-

dungen und ist au
h surjektiv.

Angenommen f ist surjektive, sei w ∈ W . Es gibt ein v ∈ V mit f(v) = w. Daraus
folgt f̄([v]) = f(v) = w und f̄ ist surjektiv. �

Korollar 7.4.9 (Isomorphiesatz) Sei f : V → W eine lineare Abbildung, dann

induziert f in kanonis
her Weise einen isomorphismus V/Ker(f) ≃ Im(f).

Beweis. Sei g : V → Im(V ) die Abbildung de�niert dur
h g(v) = f(v). Aus dem
Satz 7.4.8 folgt, dass es eine lineare Abbildung ḡ : V/Ker(f) → Im(V ) gibt mit ḡ
injektiv und ḡ bijektiv also ḡ ein Isomorphismus. �

Korollar 7.4.10 Sei f : V → W eine surjektive lineare Abbildung, dann induziert

f in kanonis
her Weise einen isomorphismus V/Ker(f) ≃W .

Beweis. Die Abbildung ist surjektiv also gilt Im(f) = f(V ) = W und aus Korolar

7.4.9 folgt V/Ker(f) ≃W . �

7.5 Lineare Abbildungen und Basen

Seien V und W zwei endli
h dimensionale Vektorräume. Wir wollen in diesem Ab-

s
hnitt eine Basis für den Vektorraum hom(V,W ) bes
hreiben. Sei n = dim V und

m = dimW und seien B = (v1, · · · , vn) eine Basis und V und B = (w1, · · · , wm) eine
Basis von W .

Wir haben den folgenden Satz bewiesen (siehe Korolar 5.2.2):

Satz 7.5.1 Sei V ein Vektorraum und sei (v1, · · · , vn) eine Basis.
1. Seien f : V → W und g : V → W zwei lineare Abbildungen. Es gilt f = g genau

dann, wenn f(vi) = g(vi) für alle 1 ≤ i ≤ n.

2. Seien w′
1, · · · , w′

n Vektoren in ein Vektorraum W , es gibt genau eine lineare Abbil-

dung f : V → W mit f(vi) = w′
i für alle 1 ≤ i ≤ n. �

Na
h dem zweiten Punkt vom Satz 7.5.1, gibt es für jedes i ∈ [1, n] und jedes j ∈
[1, m] genau eine Abbildung fi,f mit

fi,j(vk) =

{
wi für k = j
0 andernfalls.

Satz 7.5.2 Das System (fi,j)i[1,m], j∈[1,n] ist eine Basis von Hom(V,W ). �
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass das System (fi,j)i[1,m], j∈[1,n] linear unabhängig ist.

Seien für alle i ∈ [1, m] und j ∈ [1, n] Skalare xi,j ∈ K mit

m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j = 0.

Dies ist eine Glei
hung zwis
hen lineare Abbildungen also gilt es für alle v ∈ V :

m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j(v) = 0.

Für v = vk haben wir

0 =

m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j(vk) =

m∑

i=1

xi,kwi.

Aber (w1, · · · , wm) ist eine Basis also gilt xi,k = 0 für alle i ∈ [1, m]. Dies ist wahr
für alle k ∈ [1, n] also gilt xi,k = 0 für alle k ∈ [1, n] und i ∈ [1, m] und das System

(fi,j)i[1,m], j∈[1,n] ist linear unabhängig.

Wir zeigen jetzt, dass das System (fi,j)i[1,m], j∈[1,n] ein EZS ist. Sei f ∈ hom(V,W ). Für
alle k ∈ [1, n] es gilt f(vk) ∈ W = 〈w1, · · · , wm〉. Es gilt also Skalare x1,k, · · · , xm,k ∈
K mit

f(vk) = x1,kw1 + · · ·xm,kwm.

Wir zeigen, dass die Glei
hung

f =

m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j

gilt. Na
h Punkt 1. vom Satz 7.5.1 rei
ht es zu zeigen, dass

f(vk) =

m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j(vk)

für alle k ∈ [1, n]. Auf einen Seite gilt

f(vk) = x1,kw1 + · · ·xm,kwm.

Auf der anderen Seite gilt

m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j(vk) =

m∑

i=1

xi,kwi.

Die Glei
hung

f(vk) =

m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j(vk)

ist also wahr und (fi,j)i[1,m], j∈[1,n] ist ein EZS. �



62 7 Lineare Abbildungen

Korollar 7.5.3 Es gilt dimHom(V,W ) = nm = dimV · dimW .

De�nition 7.5.4 Sei f eine lineare Abbildung und seien (xi,j)i∈[1,m],j∈[1,n] die ein-

deutig bestimmte Skalare so dass

f =
m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j.

Wir s
hreiben die Skalare (xi,j)i∈[1,m],j∈[1,n] in eine Tabelle

MatB,B′(f) =




x1,1 x1,2 · · · x1,n
x2,1 x2,2 · · · x2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xm,1 xm,2 · · · xm,n




die die Matrix von f in die Basen B und B′
heiÿt.
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8.1 De�nition

De�nition 8.1.1 Sei K ein Körper. Eine m × n-Matrix A (mit einträgen in K)

ist eine Anordnung von Elementen (ai,j)i∈[1,n],j∈[1,m] von K in eine Tabelle

A =




a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am,1 am,2 · · · am,n


 .

Die Menge aller m× n-Matrizen wird mit Mm,n(K) bezei
hnet. Das m-Tupel




a1,j
a2,j
.

.

.

am,j




ist die j-te Spalte von A, und das n-Tuple (ai,1, ai,2, · · · , ai,n) ist die i-te Zeile von A.

Notation 8.1.2 1. Statt

A =




a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am,1 am,2 · · · am,n




s
hreibet man au
h A = (ai,j)i∈[1,m],j∈[1,n] oder A = (ai,j).

2. Statt Mn,n(K) s
hreibt man au
h Mn(K).

3. Sei A = (ai,j) mit ai,j = 0 für alle i, j. Dann s
hreibt man A = 0. Diese Matrix

heiÿt die Nullmatrix.
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8.2 Operationen auf Matrizen

De�nition 8.2.1 Seien A = (ai,j) und B = (bi,j) in Mm,n(K) zwei Matrizen. Wir

de�nieren die Summe A +B von A und B dur
h

A+B = (ai,j + bi,j) =




a1,1 + b1,1 a1,2 + b1,2 · · · a1,n + b1,n
a2,1 + b2,1 a2,2 + b2,2 · · · a2,n + b2,n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

am,1 + bm,1 am,2 + bm,2 · · · am,n + bm,n


 .

Die Abbildung Mm,n(K)×Mm,n(K) →Mm,n(K), (A,B) 7→ A +B heiÿt die Addi-

tion von Matrizen.

De�nition 8.2.2 Seien A = (ai,j) in Mm,n(K) eine Matrix und sei x ∈ K. Wir

de�nieren die Skalarmultiplikation von x und A dur
h

xA = (xai,j) =




xa1,1 xa1,2 · · · xa1,n
xa2,1 xa2,2 · · · xa2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xam,1 xam,2 · · · xam,n


 .

Die Abbildung K ×Mm,n(K) → Mm,n(K), (x,A) 7→ xA heiÿt die Skalarmultipli-

kation von Matrizen.

Lemma 8.2.3 (Mm,n(K),+, ·) ist ein Vektorraum. Der Nullvektor ist die Nullma-

trix. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 8. �

De�nition 8.2.4 Sei A = (ai,j) ∈ Mm,n(K) und B = (bi,j) ∈ Mn,p(K). Wir de�nie-

ren das Produkt oder die Multiplikation AB von A und B dur
h

AB = (ci,j) ∈Mm,p(K) dur
h

ci,j =
n∑

k=1

ai,kbk,j.

Die Abbildung Mm,n(K)×Mn,p(K) →Mm,p(K), (A,B) 7→ AB heiÿt die Multipli-

kation von Matrizen.

Beispiel 8.2.5 1. Es gilt

(
1 1
1 1

)(
1 0
−1 0

)
=

(
0 0
0 0

)
.
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2. Es gilt (
1 0
−1 0

)(
1 1
1 1

)
=

(
1 1
−1 −1

)
.

3. Es gilt (
1 0
0 1

)(
a b
c d

)
=

(
a b
c d

)
.

4. Es gilt (
a b
c d

)(
1 0
0 1

)
=

(
a b
c d

)
.

8.3 Kanonis
he Basis

De�nition 8.3.1 Seien k ∈ [1, m] und l ∈ [1, n]. Wir de�nieren die Matrix Ek,l ∈
Mm,n(K) dur
h Ek,l = (ei,j) wobei

ei,j =

{
1 for i = k and j = l,
0 andernfalls

Lemma 8.3.2 Das System (Ek,l)k∈[1,m],l∈[1,n] ist eine Basis von Mm,n(K). �

Beweis. Seien (xk,l)k∈[1,m],l∈[1,n] Skalare mit

m∑

k=1

n∑

l=1

xk,lEk,l = 0.

Als Matrizen können wir s
hreiben

(xi,j) =




x1,1 x1,2 · · · x1,n
x2,1 x2,2 · · · x2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xm,1 xm,2 · · · xm,n


 = 0.

Es gilt also xi,j = 0 für alle i und j und das System ist linear unabhängig.

Sei A = (ai,j) eine Matrix, es gilt

A =
m∑

k=1

n∑

l=1

ak,lEk,l

und das Systen ist ein EZS. �

Korollar 8.3.3 Es gilt dimMm,n(K) = mn.
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8.4 Matrizen als lineare Abbildungen

Sei B = (e1, · · · , en) die kanonis
he Basis vonKn
und sei B′ = (v1, · · · , vm) die kanoni-

s
he Basis von Km
. Sei f : Kn → Km

eine lineare Abbildung und sei A = MatB,B′(f)
die Matrix von f in die Basen B und B′

. Es gilt A ∈Mm,n(K).

Lemma 8.4.1 Sei (fi,j) die Basis von Hom(Kn, Km) de�niert dur
h fi,j(ek) = δj,kvi.
Es gilt

MatB,B′(fi,j) = Ei,j.

Beweis. Wir s
hreiben fi,j als lineare Kombination von Elemente von der Basis (fk,l).
Es gilt fi,j =

∑m
k=1

∑n
l=1 ak,lfk,l mit

ak,l = δi,kδj,l.

Die Matrix MatB,B′(fi,j) ist (ak,l), es gilt also MatB,B′(fi,j) = Ei,j. �

De�nition 8.4.2 Sei MatB,B′ : Hom(Kn, Km) → Mm,n(K) die Abbildung de�niert

dur
h f 7→ MatB,B′(f).

Satz 8.4.3 Die Abbildung MatB,B′
ist ein Isomorphismus. �

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass MatB,B′
linear ist. Seien f, g ∈ Hom(Kn, Km) und

seien x, y ∈ K. Wir s
hreiben

f =
∑

i,j

ai,jfi,j und f =
∑

i,j

ai,jfi,j

wobei (fi,j) die Basis von Hom(Kn, Km) de�niert dur
h fi,j(ek) = δj,kvi ist. Es gilt
also

MatB,B′(f) = (ai,j) und MatB,B′(g) = (bi,j).

Es gilt au
h

xf + yg = x
∑

i,j

ai,jfi,j + y
∑

i,j

ai,jfi,j =
∑

i,j

(xai,j + ybi,j)fi,j.

Es gilt also

MatB,B′(xf + yg) = (xai,j + ybi,j) = xMatB,B′(f) + yMatB,B′(g).

Die Abbildung MatB,B′
ist linear. Diese Abbildung s
hi
kt die Basis (fi,j) über die

Basis (Ei,j). Daraus folgt, dass MatB,B′
ein Isomorphismus ist. �
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De�nition 8.4.4 Sei A = (ai,j) ∈ Mm,n(K) eine Matrix. Wir de�nieren eine Abbil-

dung, die wir ebenfalls mit A bezei
hnen, wie folgt:

A : Kn // Km

v � // A(v) = Av

wobei Av das Produkt von der Matrix A ∈ Mm,n(K) und der Matrix v ∈ Mn,1(K)
bezei
hnet. Wir nennen A : Kn → Km

dann Matrixabbildung.

Lemma 8.4.5 Sei f ∈ Hom(Kn, Km) mit MatB,B′(f) = A. Es gilt Av = f(v). �

Beweis. Wie s
hreiben v =
∑n

k=1 xkek. Es gilt also

v =




x1
.

.

.

xn


 .

Wir s
hreiben A = (ai,j), es gilt also

f =
m∑

i=1

n∑

j=1

ai,jfi,j .

Daraus folgt

f(v) =

m∑

i=1

n∑

j=1

ai,jfi,j(v) =

m∑

i=1

n∑

j=1

ai,jfi,j

(
n∑

k=1

xkek

)
=

m∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

xkai,jfi,j(ek)

f(v) =

m∑

i=1

n∑

j=1

n∑

k=1

xkai,jδj,kvi =

m∑

i=1

n∑

j=1

xjai,jvi =

m∑

i=1

(
n∑

j=1

ai,jxj

)
vi.

Es gilt au
h per De�nition

Av =




∑n
k=1 a1,kxk

.

.

.∑n
k=1 am,kxk


 =

m∑

i=1

(
n∑

k=1

ai,kxk

)
vi.

Daraus folgt Av = f(v). �

Korollar 8.4.6 Sei A = (ai,j) ∈ Mm,n(K) eine Matrix, die Abbildung A : K → K
ist linear.
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Der folgende Satz ist sehr nützli
h, um die Matrix einer linearen Abbildungen zu

bere
hnen.

Satz 8.4.7 Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Sei B = (v1, · · · , vn) eine Basis
von V und sei B′ = (w1, · · · , wm) eine Basis von W . Wir s
hreiben f(v1), · · · , f(vn)
als lineare 
ombination von w1, · · ·wm:

f(v1) = x1,1w1 + · · ·+ xm,1wm, · · · , f(vn) = x1,nw1 + · · ·+ xm,nwm.

Dann gilt

MatB,B′(f) =




x1,1 · · · x1,n
.

.

.

.

.

.

xm,1 · · · xm,n


 .

Beweis. Sei A die obige Matrix. Es genügt zu zeigen, dass Av = f(v). Es genügt also
zu zeigen, dass Avi = f(vi) für alle i ∈ [1, n]. Dies folgt aus der De�nition der Matrix

A. �

Sei B′′
die kanonis
he Basis von Kp

.

Korollar 8.4.8 Seien A = (ai,j) ∈ Mm,n(K) und B = (bi,j) ∈ Mn,p(K) Matri-

zen und seien f ∈ Hom(Kn, Km) und g ∈ Hom(Kp, Kn) mit MatB,B′(f) = A und

MatB′′,B(g) = B. Dann gilt für alle v ∈ Kp
:

(f ◦ g)(v) = A(Bv) und MatB′′,B′(f ◦ g) = AB.

Beweis. Sei v ∈ Kp
, dann gilt g(v) = Bv ∈ Kn

. Es gilt also (f ◦ g)(v) = f(g(v)) =
Ag(v) = A(Bv). Insbesonderen gilt diese Formel für v ∈ B′′

. Daraus folgt die zweite

Formel. �

Korollar 8.4.9 Seien A = (ai,j) ∈ Mm,n(K) und B = (bi,j) ∈ Mm,n(K) Matrizen

und seien f ∈ Hom(Kn, Km) und g ∈ Hom(Kn, Km) mit MatB,B′(f) = A und

MatB,B′(g) = B. Dann gilt für alle v ∈ Kp
:

(f + g)(v) = (A+B)v und MatB,B′(f + g) = A+B.

Korollar 8.4.10 Die Matrixmultiplikation ist asso
iativ, i.e. für alle A ∈Mm,n(K),
B ∈Mn,p(K), C ∈Mp,q(K) gilt

(AB)C = A(BC).

Beweis. Sei B′′′
die kanonis
he Basis vonKq

. Sei f ∈ Hom(Kn, Km), g ∈ Hom(Kp, Kn)
und h ∈ Hom(Kq, Kp) mit MatB,B′(f) = A, MatB′′,B(g) = B und MatB′′′,B′′(h) = C.
Es gilt

(AB)C = MatB′′,B′(f ◦ g)MatB′′′,B′(h) = MatB′′′,B′((f ◦ g) ◦ h)
= MatB′′′,B′(f ◦ (g ◦ h)) = MatB,B′(f)MatB′′′,B(g ◦ h) = A(BC).
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Korollar 8.4.11 (Mn(K),+, ·) wobei · die Matrixmultiplikation ist, ist ein Ring.

Beweis. Wir wissen, dass (Mn(K),+) eine kommutative Gruppe ist (weil (Mn(K)
ein Vektorraum ist). Die Matrixmultiplikation ist au
h assoziativ. Wir setzen

In = MatB,B(IdKn) =




1 0 · · · 0

0 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 1


 .

Sei A ∈Mn(K) und sei f ∈ Hom(Kn, Kn) mit A = MatB,B(f). Es gilt,

AIn = MatcB,B(f◦IdKn) = MatcB,B(f) = A = MatcB,B(f) = MatcB,B(IdKn ◦f) = InA.

Seien A,B,C ∈ Mn(K) und seien f, g, h ∈ Hom(Kn, Kn) mit A = MatB,B(f), B =
MatB,B(g) und C = MatB,B(h). Es gilt

A(B + C) = MatB,B(f)(MatB,B(g + h)) = MatB,B(f ◦ (g + h)).

Sei v ∈ Kn
, es gilt (f ◦ (g + h))(v) = (f(g + h))(v) = f(g(v) + h(v)) = f(g(v)) +

f(h(v)) = (f ◦ g)(v) + (f ◦ h)(v). Es gilt also
A(B + C) = MatB,B(f ◦ (g + h)) = MatB,B(f ◦ g + f ◦ h))

= MatB,B(f ◦ g) + MatB,B(f ◦ h)) = AB + AC.

Es gilt au
h

(B + C)A = (MatB,B(g + h))MatB,B(f) = MatB,B((g + h) ◦ f).
Sei v ∈ Kn

, es gilt ((g+h) ◦ f)(v) = (g+h)(f(v)) = g(f(v))+h(f(v)) = (g ◦ f)(v)+
(h ◦ f)(v). Es gilt also

(B + C)A = MatB,B((g + h) ◦ f) = MatB,B(g ◦ f + h ◦ f))
= MatB,B(g ◦ f) + MatB,B(h ◦ f)) = BA+ CA.

Bemerkung 8.4.12 (Mn(K),+, ·) ist ni
ht kommutativ. Zum Beispiel, gilt es:

(
1 1
1 1

)(
1 0
−1 0

)
=

(
0 0
0 0

)
und

(
1 0
−1 0

)(
1 1
1 1

)
=

(
1 1
−1 −1

)
.

De�nition 8.4.13 Ein Ring (R,+, ·) mit eine Skalarmultiplikation ∗ : K × R → R
heiÿt K-Algebra falls gilt:

1. (R,+, ∗) ist ein K-Vektorraum,

2. für alle x ∈ K, r, s ∈ R gilt x ∗ (r · s) = (x ∗ r) · s = r · (x ∗ s).
Lemma 8.4.14 (Mn(K),+, ·, ∗), wobei ∗ die Skalarmultiplikation von Matrizen ist,

ist eine K-algebra. �

Beweis. Übung. �
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8.5 Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei V mit dimV = n und W mit dimW = m zwei Vektorräume. Sei B eine Basis

von V und B′
eine Basis vonW . Wir für Hom(Kn, Km) kann man ein Isomorphismus

zwis
hen Hom(V,W ) und Mm,n(K) geben. Wir werden nur eine vereinfa
hte Beweis

geben.

Satz 8.5.1 Die Abbildung Φ : Hom(V,W ) → Mm,n(K) de�niert dur
h Φ(f) =
MatB,B′(f) ist ein Isomorphismus. �

Beweis. Man beweist zuerst, dass diese Abbildung linear ist (siehe Übungsblatt 8).

Dann zwigt man, dass die Basis (fi,j) (siehe Satz 7.5.2) die Glei
hung Φ(fi,j) = Ei,j

erfüllt (siehe Lemma 8.4.1). Dann ist Φ ein Isomorphismus. �

Wir s
hreiben f(vk) =
∑m

i=1 xi,kwi.

Satz 8.5.2 Es gilt

MatB,B′(f) =




x1,1 x1,2 · · · x1,n
x2,1 x2,2 · · · x2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

xm,1 · · · · · · xm,n


 .

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass

f =
m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j

mit (fi,j) die Basis von Hom(V,W ) im Satz 7.5.2 de�niert. Es gilt

(
m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j

)
(vk) =

m∑

i=1

n∑

j=1

xi,jfi,j(vk) =
m∑

i=1

xi,kwi = f(vk).

8.6 Elementarmatrizen

De�nition 8.6.1 Für 1 ≤ p, q ≤ n mit p 6= q und a ∈ K, de�nieren wir eine Matrix

T
(n)
p,q (a) = Tp,q(a) = (ti,j) ∈Mn(K) dur
h

ti,j =





1 falls i = j,
a falls (i, j) = (p, q),
0 andernfalls.
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Für 1 ≤ p ≤ n und b ∈ K×
, de�nieren wir eine Matrix D

(n)
p (b) = Dp(b) = (di,j) ∈

Mn(K) dur
h

di,j =





1 falls i = j 6= p,
a falls i = j = p,
0 andernfalls.

Für 1 ≤ p, q ≤ n, de�nieren wir eine Matrix E
(n)
p,q = Ep,q = (ei,j) ∈Mn(K) dur
h

ei,j =





1 falls q 6= i = j 6= j,
1 falls (i, j) = (p, q),
a falls (i, j) = (q, p),
0 andernfalls.

Es gilt Ep,q = Eq,p und Ep,p = In.

Matrizen der Form T
(n)
p,q (a), D

(n)
p (b) und E

(n)
p,q nennt man Elementarmatrizen vom

Typ I, II bzw. III.

Beispiel 8.6.2

T
(4)
2,3 (a) =




1 0 0 0
0 1 a 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 T

(4)
3,2 (a) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 a 1 0
0 0 0 1




D
(4)
1 (b) =




b 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 D

(4)
3 (b) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 b 0
0 0 0 1




E
(4)
2,3 =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


 E

(4)
1,4(a) =




0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0




Lemma 8.6.3 Die Matrizen T
(n)
p,q (a), D

(n)
p (b) und E

(n)
p,q sind invertierbar. �

Beweis. Es gilt

T
(n)
p,q (a)T

(n)
p,q (−a) = In = T

(n)
p,q (−a)T (n)

p,q (a)

D
(n)
p (b)D

(n)
p (b−1) = In = D

(n)
p (b−1)D

(n)
p (b)

E
(n)
p,qE

(n)
p,q = In

Lemma 8.6.4 (Zeilenoperationen) Seien A ∈Mm,n(K), a ∈ K und b ∈ K×
.

(I) T
(n)
p,q (a)A ensteht aus A, indem man zur p-ten Zeile von A das a-fa
he q-ten

Zeile addiert.
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(II) D
(n)
p )b)A ensteht aus A, indem man die p-te Zeile von A mit b multipliziert.

(III) E
(n)
p,qA ensteht aus A dur
h Vertau
hen der p-ten und j-ten Zeilen. �

Beweis. Übung. �

De�nition 8.6.5 Die drei im vorherigen Lemma bes
hriebenen Umformungen von

A nennt man Zeilenoperationen vom Typ I, II und III.

Lemma 8.6.6 Zeilenoperationen vom Typ III kann man dur
h Hintereinanders
hal-

tung von Typ I und Typ II erhalten. �

Beweis. Es gilt E
(n)
p,q = D

(n)
q (−1)T

(n)
p,q (1)T

(n)
q,p (−1)T

(n)
p,q (1). �

De�nition 8.6.7 Analog de�nieren wir Operationen auf den Spalten. Dann sind

AT
(n)
p,q (a), AD

(n)
p (b) und AE

(n)
p,q die elementaren Spaltenoperationen vom Typ

I, II und III.

8.7 Gauÿ-Algorithmus

De�nition 8.7.1 Eine Matrix B = (bi,j) ∈Mm,n(K) ist in reduzierter Zeilenstu-
fenform falls gilt B = 0 oder es existieren ein 1 ≤ r ≤ min(m,n) und 1 ≤ j1 < j2 <
· · · < jr ≤ n, so dass gilt

1. Für 1 ≤ k ≤ r gilt bk,j = 0 falls j < jk (die ersten jk − 1 Einträge der k-ten
Zeile sind nul).

2. Für 1 ≤ k ≤ r gilt bi,jk =

{
1 falls i = k,
0 sonst.

(die k-te Eintrag der jk-ten Spalte

ist 1, alle andere Einträge sind nul).

3. Für r + 1 ≤ k ≤ m gilt bk,j = 0 für alle 1 ≤ j ≤ n (für r + 1 ≤ k ≤ m sind die

k-ten Zeilen nul).

Die Elemente in der Teilmenge Zeilenform(B) = {j1, · · · , jr} von [1, n] heiÿen Zei-
lenstufenindizes von B. Für B = 0 s
hreibt man Zeilenform(B) = ∅.

Beispiel 8.7.2 1. Die Matrix

B =




0 1 b1,3 b1,4 0 b1,6 0 0 b1,9 b1,10
0 0 0 0 1 b2,6 0 0 b2,9 b2,10
0 0 0 0 0 0 1 0 b3,9 b3,10
0 0 0 0 0 0 0 1 b4,9 b4,10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



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ist in redizierter Zeilenstufenform, wobei r = 4 und Zeilenform(B) = {2, 5, 7, 8}.
2. Eine Matrix B in reduzierter Zeilenstufenform ist also von der Form

1 j1 j2 j3 jr n
0 · · · 0 1 ⋆ · · · ⋆ 0 ⋆ · · · ⋆ 0 ⋆ · · · ⋆ 0 ⋆ · · · ⋆ 1

1 ⋆ · · · ⋆ 0 ⋆ · · · ⋆ · · · 0
.

.

.

.

.

. 2

1 ⋆ · · · ⋆ 0
.

.

.

.

.

. 3

0
.

.

.

.

.

. 4

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 ⋆ · · · ⋆ r
r + 1

0
.

.

.

n

wobei die Sternen für beliebige Elemente aus K stehen. Hier ist Zeilenform(B) =
{j1, · · · , jr}.

Satz 8.7.3 (Gauÿ-Algorithmus) Sei A = (ai,j) ∈ Mm,n(K) eine Matrix. Dann

gibt es Elementarmatrizen T1, · · ·Tt, so dass B = T1 · · ·TtA in reduzierter Zeilenstu-

fenform ist. Wir nennen dann B eine reduzierte Zeilenstufenform von A. �

Beweis. Falls A = 0, so ist A bereits in Zeilenstufenform und der Algorithmus stoppt.

Sei also A 6= 0. Man setze A(0) = (a
(0)
i,j ) = A. Sei j1 ∈ [1, n] de�niert dur
h

j1 = min{s ∈ [1, n] | es gibt ein p ∈ [1, m] mit a(0)p,s 6= 0}.

In Worten: wir su
hen die erste Spalte die ni
ht nul ist und nennen j1 sein Indiz. Sei

p ∈ [1, m] de�niert dur
h

p = min{l ∈ [1, m] | a(0)l,j1
6= 0}.

In Worten: wir su
hen, in der j1-te Spalte (die ni
ht nul ist), den erste Eintrag der

ni
ht nul ist und nennen p sein Indiz. Wir setzen

C(0) = (c
(0)
i,j ) = D1((a

(0)
p,j1

)−1)E1,pA
(0)

und

A(1) = (a
(1)
i,j ) = Tm,1(−c(0)m,j1

) · · ·T2,1(−c(0)2,j1
)C(0).

Man bemerkt, dass die erte Zeile von C(0)
ist von der Form

Erste Zeile von C(0)
: ( 0 · · · , 0︸ ︷︷ ︸

j1−1 Einträge

, 1, ⋆, · · · , ⋆)
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wobei die Sternen für beliebige Elemente aus K stehen. Man bemerkt au
h, dass die

ersten j1−1 Spalten von A(1)
nul sind und die j1-te Spalte von A

(1)
von der folgenden

Form ist: 


1
0
.

.

.

0




Wir de�nieren induktiv Matrizen A(k) ∈ Mm,n(K) und natürli
he Zahlen j1 < · · · <
jk wie folgt: Angenomment A(k−1) = (a

(k−1)
i,j ) und j1 < · · · < jk−1 sind bereits de�niert

für ein k ≥ 2. Sei

jk = min{s ∈ [jk−1 + 1, n] | es gibt ein p ∈ [k,m] mit a(k−1)
p,s 6= 0}.

In Worten: wir su
hen, in den letzen m − k + 1 Zeilen, die erste Spalte mit Indiz

gröÿer als jk−1 die ni
ht nul ist und nennen jk sein Indiz. Wenn ein sol
hes jk ni
ht

existiert sind alle Zeilen mit Indiz gröÿer als k − 1 nul und der Algorithmus stoppt.

Angenommen jk existiert. Sei p ∈ [k,m] de�niert dur
h

p = min{l ∈ [k,m] | a(k−1)
l,jk

6= 0}.

In Worten: wir su
hen, in den letzen m − k + 1 Zeilen und in der jk-te Spalte (die
ni
ht nul ist), den erste Eintrag der ni
ht nul ist und nennen p sein Indiz. Wir setzen

C(k−1) = (c
(k−1)
i,j ) = D1((a

(k−1)
p,jk

)−1)Ek,pA
(0)

und A(k) = (a
(k)
i,j ) mit

A(k) = Tm,k(−c(k−1)
m,jk

) · · ·Tk+1,k(−c(k−1)
k+1,jk

)Tk−1,k(−c(k−1)
k−1,jk

) · · ·T1,k(−c(k−1)
1,jk

)C(k−1).

Man bemerkt, dass die (m × jk)-Matrix, wel
he aus den ersten jk Spalten von A(k)

besteht, in reduzierter Zeilenstufenform ist.

Jetzt sieht man lei
ht, dass A(k)
, spätestens na
h k = min(m,n) s
hritten, in redi-

zierter Zeilenstufenform ist. �

Beispiel 8.7.4 Hier ist ein Beispiel vom Gauÿ-Algorithmus.

A(0) =




0 0 2
0 2 4
0 1 1


 7→ C(0) =




0 1 2
0 0 2
0 1 1


 7→ A(1) =




0 1 2
0 0 2
0 0 −1


 7→

7→ C(1) =




0 1 2
0 0 1
0 0 −1


 7→ A(2) =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


 .
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Bemerkung 8.7.5 Analog können wir die reduzierte Spaltenstufenform einer

Matrix A ∈ Mm,n(K) de�nieren. Die entspre
hende Formulierung und Beweis des

Gauÿ-Algorithmus ist eine Übungsaufgabe.

De�nition 8.7.6 Sei A ∈Mm,n(K) eine Matrix. Der Kern von A ist die Teimenge

von Kn
de�niert dur
h

Ker(A) = {v ∈ Kn | Av = 0}.

Bemerkung 8.7.7 1. Sei f : Kn → Km
eine lineare Abbildung und seien B und B′

die kaninis
he Basen von Kn
und Km

. Sei A = MatB,B′(f). Dann gilt

Ker(f) = Ker(A).

2. Sei f : V → W eine lineare Abbildung und seien B = (v1, · · · , vn) und B′ =
(w1, · · · , wm) Basen von V und W . Sei A = MatB,B′(f). Dann gilt

Ker(f) =




v = x1v1 + · · ·+ xnvn

∣∣∣∣∣




x1
.

.

.

xn


 ∈ Ker(A)




.

Lemma 8.7.8 SeiB ∈Mm,n(K) in Zeilenstufenformmit Zeilenform(B) = {j1, · · · , jr}.
Für j ∈ [1, n] \ {j1, · · · , jr} de�nieren wir

KB
j = ej −

r∑

i=1

bi,jeji

wobei (e1, · · · , en) die kanonis
he Basis von Kn
ist. Dann gilt Ker(B) = 〈KB

j , j ∈
[1, n] \ {j1, · · · , jr}〉 und dimKer(B) = n− r. �

Beweis. Dank einfa
he Matrixmultiplikationen kann man die Enthaltung 〈KB
j , j ∈

[1, n] \ {j1, · · · , jr}〉 ⊂ Ker(B) einfa
h beweisen. Sei U = 〈ej1, · · · , ejr〉 und sei u =
x1ej1 + · · ·+ xrejr ∈ U . Es gilt

Bu =




x1
.

.

.

xr
0
.

.

.

0




Daraus folgt, dass u ∈ Ker(B) ∩ U ⇔ u = 0. Also gilt U + Ker(B) = U ⊕ Ker(B).
Daraus folg dimKer(B) = dim(U +Ker(B))−dimU = dim(U +Ker(B))−r ≤ n−r.
Es genügt also zu zeigen, dass die Vektoren KB

j für j ∈ [1, n] \ {j1, · · · , jr} linear

unabhängig sind.
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Für j ∈ [1, n] \ {j1, · · · , jr}, sei xj ∈ K so dass

∑

j∈[1,n]\{j1,··· ,jr}

xjK
B
j = 0.

Dann gilt

0 =
∑

j∈[1,n]\{j1,··· ,jr}

(
xjej −

r∑

i=1

bi,jeji

)
=

∑

j∈[1,n]\{j1,··· ,jr}

xjej−
∑

j∈[1,n]\{j1,··· ,jr}

r∑

i=1

xjbi,jeji.

Da die Elemente ej für j ∈ [1, n]\{j1, · · · , jr} und ej1, · · · , ejr linear unabhängig sind
gilt xj = 0 für alle j ∈ [1, n] \ {j1, · · · , jr}. �

Beispiel 8.7.9 Sei

B =




0 1 b1,3 0 b1,5
0 0 0 1 b2,5
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


 ∈M4,5(K).

Es gilt Zeilenform = {j1, j2} = {2, 4} und [1, 5] \ {2, 4} = {1, 3, 5}. Die Vektoren KB
j

sind

KB
1 =




1
0
0
0
0



, KB

3




0
−b1,3
1
0
0




und KB
5 =




0
−b1,5
0

−b2,5
1



,

Lemma 8.7.10 Sei A ∈ Mm,n(K) eine Matrix und sei E eine Elementarmatrix.

Dann gilt Ker(A) = Ker(EA). �

Beweis. Sei v ∈ Ker(A), dann gilt Av = 0 und EAv = E0 = 0. Umgekehrt, sei v ∈
Ker(EA), dann gilt EAv = 0. Aber E ist invertierbar, es gilt also Av = E−1EAv =
E−10 = 0. �

Korollar 8.7.11 Sei A ∈ Mm,n(K) eine Matrix und sei B die reduzierte Zeilenstu-

fenform von A. Dann gilt Ker(A) = Ker(B).

Korollar 8.7.12 Sei A ∈Mm,n(K) eine Matrix und sei B eine reduzierte Zeilenstu-

fenform von A mit Zeilenform(B) = {j1, · · · , jr}, dann gilt Rg(A) = Rg(B) = r.

Beweis. Es gilt Rg(A) = n− dimKer(A) = n− dimKer(B) = n− (n− r) = r. �

Bemerkung 8.7.13 Der Gauÿ-Algorithmus liefert ein explizites Verfahren zur Kon-

struktion einer Basis von Ker(A).
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Satz 8.7.14 Sei A ∈ Mm,n(K) eine Matrix. Dann gibt es genau eine reduzierte

Zeilenstufenform B von A. �

Beweis. Die Existenz ist bereits dur
h den Gauÿ-Algorithmus bewiesen. Es bleibt zu

zeigen, dass B eindeutig ist. Seien B,B′
reduzierte Zeilenstufenformen der Matrix A.

Wir zeigen B = B′
.

Es gilt Zeilenform(B) = genau dann wenn Ker(B) = Kn
. Wegen Ker(B) = Ker(A) =

Ker(B′) gilt also Zeilenform(B) = genau dann, wenn Zeilenform(B′) =. In diesem

fall folgt sofort B = B′ = 0.

Wir nehmen an, dass Zeilenform(B) und Zeilenform(B′) ni
ht leer sind. Wir s
hreiben

Zeilenfrm(B) = {j1, · · · , jr} und Zeilenfrm(B′) = {j′1, · · · , j′t} mit r, t ≥ 1. Es gilt
r = Rg(B) = Rg(A) = Rg(B′) = t.

S
hritt 1: Angenommen j1 < j′1. Dann gilt B′(ej1) = 0 und B(ej1) = e1 6= 0. Ein
Widerspru
h mit Ker(B) = Ker(A) = Ker(B′). Also gilt j1 ≥ j′1. Der Fall j1 > j′1
wird analog behandelt. Also es gilt j1 = j′1.

S
hritt 2: Sei P > j1 mit der eigens
haft: Für k ∈ [1, p− 1] ist die k-te Spalte von B
glei
h der k-ten Spalte von B′

. Wir werden zeigen, dass dann au
h die p-te Spalte von
B glei
h der p-ten Spalte von B′

ist. Damit hätten wir dann per Induktion bewiesen,

dass B = B′
gilt.

Sei 1 ≤ s − 1 ≤ r maximal mit j1 < · · · < js−1 < p. Wir haben jk = j′k für alle

1 ≤ k ≤ s− 1. Falls s− 1 < r haben wir au
h p ≤ js und p ≤ j′s.

Fall I: p 6∈ Zeilenform(B) und p 6∈ Zeilenform(B′). Seien B = (bi,j) und B
′ = (b′i,j).

Dann gilt

B(KB
p ) =




−b1,p + b1,p
−b2,p + b2,p

.

.

.

−bm,p + bm,p


 = 0

und wegen Ker(B) = Ker(B′) gilt

B′(KB
p ) =




−b1,p + b′1,p
−b2,p + b′2,p

.

.

.

−bm,p + b′m,p


 = 0.

Daraus folgt bi,p = b′i,p für alle i ∈ [1, m].

Fall II: Sei s − 1 < r und p = js = j′s. Dan sind die p-ten Spalten von B und B′

glei
h es, stimmen also überein.

Fall III: Sei s − 1 < r und p = js < j′s. Es folgt B′(KB′

p ) = 0 aber B(LB′

p ) =

es−
∑s−1

k=1 b
′
k,pek 6= (weil (e1, · · · , es) linear unabhängig ist). Widerspru
h zu Ker(B) =

Ker(B′).
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Der Fall Sei s− 1 < r und p = j′s < js wird analog zu Fall III bewiesen. �

8.8 Invertierbare Matrizen

De�nition 8.8.1 Eine Matrix A ∈ Mn(K) heiÿt invertierbar wenn es eine Matrix

B ∈Mn(K) gibt mit AB = BA = In.

Lemma 8.8.2 Sei A eine invertiebare Matrix, dann ist die Matrix B ∈ Mn(K) mit

AB = BA = In eindeutig bestimmt. Man s
hreibt B = A−1
. �

Beweis. Seien B und C zwei Matrizen mit AB = BA = In und AC = CA = In.
Dann gilt C = CIn = C(AB) = (CA)B = InB = B. �

Lemma 8.8.3 Sei A ∈ Mn(K) und sei f Hom(Kn, Kn) mit MatB,B(f) = A. Dann
ist A invertierbar genau dann, wenn f bijektive ist. In diesem Fall gilt A−1 =
MatB′,B(f

−1). �

Beweis. Angenommen, dass f bijektiv ist. Wir setzen B = MatB,B(f
−1), es gilt AB =

MatB,B(f ◦ f−1) = MatB,B(Id) = In und BA = MatB,B(f
−1 ◦ f) = MatB,B(Id) = In.

Dies zeigt au
h die letzte Aussage.

Angenommen, dass A invertierbar ist. Wir de�nieren g ∈ Hom(Kn, Kn) mit A−1 =
MatB,B(g), es gilt MatB,B(f ◦ g) = AB = In = MatB,B(Id) und MatB,B(g ◦ f) =
BA = In = MatB,B(Id). Es gilt also f ◦ g = Id = g ◦ f und f ist bijektiv mit g als

Umkehrabbildung. �

De�nition 8.8.4 1. Eine Matrix A ∈ Mn(K) heiÿt linksinvertierbar, wenn es eine

Matrix B ∈Mn(K) gibt mit BA = In.

2. Eine Matrix A ∈Mn(K) heiÿt re
htsinvertierbar, wenn es eine Matrix B ∈Mn(K)
gibt mit AB = In.

Lemma 8.8.5 Sei A ∈Mn(K). Die folgenden Eigens
haften sind äquivalent:

1. A ist invertierbar,

2. A ist linksinvertierbar,

3. A ist re
htsinvertierbar.

Wenn diese Eigens
haften erfüllt sind, sind alle Matrizen B,C ∈Mn(K)mitBA = In
oder AC = In glei
h A−1

. �
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Beweis. (1 ⇒ 2) ist klar.

(2 ⇒ 1) Sei B ∈ Mn(K) mit BA = In. Sei B die kanonis
he Basis von Kn
und seien

f, g ∈ hom(Kn, Kn) mit MatB,B(f) = A und MatB,B(g) = B. Es gilt

MatB,B(g ◦ f) = MatB,B(g)MatB,B(f) = BA = In = MatB,B(IdKn).

Es gilt also g ◦ f = IdKn
. Wir zeigen, dass f injektiv ist. Sei v ∈ Ker(f). Es

gilt v = g(f(v)) = g(0) = 0. Daraus folgt, dass Ker(f) = 0 und f ist injektiv.

Weil f : Kn → Kn
linear ist, ist f eine bijektion. Na
h dem obigen Lemma ist A

invertierbar.

Wir zeigen, dass B = A−1
. Sei f−1

die Umkehrabbildung, es gilt MatB,B(f
−1) = A−1

.

Sei v ∈ Kn
. Es gilt f(f−1(v)) = v. Daraus folgt g(v) = g(f(f−1(v))) = f−1(v) also

g = f−1
und B = A−1

.

(1 ⇒ 3) ist klar.

(3 ⇒ 1) Sei B ∈ Mn(K) mit AB = In. Sei B die kanonis
he Basis von Kn
und seien

f, g ∈ hom(Kn, Kn) mit MatB,B(f) = A und MatB,B(g) = B. Es gilt

MatB,B(f ◦ g) = MatB,B(f)MatB,B(g) = AB = In = MatB,B(IdKn).

Es gilt also f ◦ g = IdKn
. Wir zeigen, dass f surjektiv ist. Sei v ∈ Kn

. Es gilt

v = f(g(v)). Daraus folgt, dass f injektiv ist. Weil f : Kn → Kn
linear ist, ist f eine

bijektion. Na
h dem obigen Lemma ist A invertierbar.

Wir zeigen, dass B = A−1
. Sei f−1

die Umkehrabbildung, es gilt MatB,B(f
−1) = A−1

.

Sei v ∈ Kn
. Es gilt f−1(v) = f−1(f(g(v)))) = (f ◦ f−1)(g(v)) = g(v). Daraus folgt

g(v) = f−1(v) also g = f−1
und B = A−1

. �

De�nition 8.8.6 Die Teilmenge GLn(K) von Mn(K) de�niert dur
h

GLn(K) = {A ∈ Mn(K) | A ist invertierbar}

heiÿt die allgemeine lineare Gruppe.

Lemma 8.8.7 (GLn(K), ·), wobei · die Matrixmultiplikation ist, ist eine Gruppe. �

Beweis. Übung. �

Als Korollar vom Gauÿ-Algorithmus erhalten wir ein Algorithmus um das Inverse

eine Matrix zu bere
hnen.

Satz 8.8.8 Eine Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn es elementare Matrizen

T1, · · ·Tt gibt mit Tt · · ·T1A = In. �
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Beweis. Wenn es elementare Matrizen T1, · · ·Tt mit Tt · · ·T1A = In gibt dann gibt

es B = Tt · · ·T1 mit BA = In und A ist invertierbar.

Umgekehrt, wenn A invertierbar ist, dann gibt es elementare Matrizen T1, · · · , Tt so
dass Tt · T1A in reduzierte Zeilenstufenform ist. Es folgt r = n weil sonnst ist Ker(A)
ni
ht trivial. Also gilt Tt · T1A = In. �

Korollar 8.8.9 (Praktis
he Bere
hnung von A−1
) Sei A ∈ Mn(K) invertier-

bar. Der Gauÿ-Algorithmus liefert elementare Matrizen T1, · · · , Tt mit Tt · · ·T1A = In.
Dann gilt

A−1 = Tt · · ·T1.

8.9 Duale Abbildung

De�nition 8.9.1 Sei A ∈Mm,n(K) eine Matrix mit

A =




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

am,1 · · · am,n


 .

Die Transponierte Matrix von A ist die Matrix AT ∈Mn,m(K) gegeben dur
h

AT =




a1,1 · · · am,1
.

.

.

.

.

.

a1,n · · · am,n


 .

Satz 8.9.2 Sei f : V → W eine lineare Abbildung und seien B = (v1, · · · , vn)
und B′ = (w1, · · · , wm) Basen von V und W . Sei A = MatB,B′(f) und seien B∨ =
(v∨1 , · · · , v∨n ) und B′∨ = (w∨

1 , · · · , w∨
m), dann gilt

AT = MatB∨,B′∨(f∨).

Beweis. Wir s
hreiben A = (ai,j). Sei w
∨
j ein Basisvektor von W∨

. Wir s
hreiben

f∨(w∨
j ) als lineare Kombination von (e∨1 , · · · , v∨n ):

f∨(w∨
j ) =

n∑

k=1

xke
∨
k .

Es gilt

f∨(w∨
j )(vi) =

n∑

k=1

xke
∨
k (vi) = xi.
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Es gilt au
h

f∨(w∨
j )(vi) = w∨

j ◦ f(vi) = w∨
j (f(vi)) = w∨

j

(
m∑

k=1

ak,iwk

)
= aj,i.

Daraus folgt:

f∨(w∨
j ) =

n∑

k=1

aj,ke
∨
k .

und die Glei
hung

AT =




a1,1 · · · am,1
.

.

.

.

.

.

a1,n · · · am,n


 .

De�nition 8.9.3 Sei A ∈Mm,n(K) eine Matrix.

1. Der Zeilenrang Rgz(A) von A ist die Dimension des Unterraums von Kn
, wel
her

von den Zeilen von A erzeugt ist.

2. Der Spaltenrang Rgs(A) von A ist die Dimension des Unterraums von Km
, wel-


her von den Spalten von A erzeugt ist.

Lemma 8.9.4 Es gilt Rg(A) = Rgs(A). �

Beweis. Es gilt Rg(A) = dim Im(A) = dim〈A(e1), · · · , A(en)〉 wobei (e1, · · · , en) die
kanonis
he Basis von Kn

ist. Aber A(e1), · · · , A(en) sind die Spalten von A und es

folgt Rg(A) = Rgs(A). �

Korollar 8.9.5 Es gilt Rgs(A) = Rg(A) = Rgz(A).

Beweis. Sei B die kanonis
he Basis von Kn
und B′

die kanonis
he Basis von Km
. Sei

f hom(Kn, Km) mit MatB,B′(f) = A. Es gilt Rg(f) = Rg(A) = Rgs(A).

Es gilt au
h AT = MatB∨,B′∨(f∨) und Rg(f∨) = Rg(AT ) = Rgs(A
T ). Aber die

Spalten von AT
sind die Zeilen von A also gilt Rgs(A

T ) = Rangz(A). Wir haben

au
h gesehen, dass Rg(f∨) = Rg(f). Daraus folgt Rgs(A) = Rg(A) = Rg(f) =
Rg(f∨) = Rg(AT ) = Rgs(A

T ) = Rgz(A). �



9 Linear Glei
hungssysteme

9.1 De�nition

De�nition 9.1.1 Ein lineares Glei
hungssystem (LGS) besteht ausmGlei
hun-

gen der Form

(⋆)





a1,1X1 + a1,2X2 + · · ·+ a1,nXn = b1
a2,1X1 + a2,2X2 + · · ·+ a2,nXn = b2

.

.

.

am,1X1 + am,2X2 + · · ·+ am,nXn = bm

wobei X1, · · · , Xn Variablen oder Unbekannte genannt werden und ai,j und bj
Skalare aus K sind.

Ein Vektor

v =




v1
.

.

.

vn




ist eine Lösung von (⋆), falls gilt





a1,1v1 + a1,2v2 + · · ·+ a1,nvn = b1
a2,1v1 + a2,2v2 + · · ·+ a2,nvn = b2

.

.

.

am,1v1 + am,2v2 + · · ·+ am,nvn = bm.

Eine Kurzs
hreibungweise für (⋆) ist AX = b wobei

A =




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

am,1 · · · am,n




die Koe�zientenmatrix von (⋆) und

b =




b1
.

.

.

bn



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ist.

Das lineare Glei
hungssystem AX = b heiÿt homogen falls b = 0 und inhomogen

falls b 6= 0. Die Matrix

[A|b] =




a1,1 · · · a1,n b1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

am,1 · · · am,n bm




ist die erweiterte Koe�zientenmatrix von (⋆).

Die Lösungmenge L(A, b) des lineares Glei
hungssystemy (⋆) ist de�niert als

L(A, b) = {v ∈ Kn | v ist eine Lösung von (⋆)}.

Lemma 9.1.2 Es gilt

L(A, b) = {v ∈ Kn | Av = b} = A−1(b).

Beweis. Übung. �

De�nition 9.1.3 Sei AX = b ein lineares Glei
hungssystem.

1. Das Glei
hungssystem AX = b ist lösbar falls L(A, b) 6= ∅.
2. Das Glei
hungssystem AX = b ist eindeutig lösbar falls L(A, b) einelementig ist.

3. Das Glei
hungssystem AX = b ist unlösbar falls L(A, b) = ∅.

9.2 Lösung Verfahren

Lemma 9.2.1 Sei T eine Elementarmatrix, und sei [A′|b′] = T · [A|b]. Dann gilt

L(A, b) = L(A′, b′). �

Bemerkung 9.2.2 Für [A′|b′] = T · [A|b] gilt es A′ = TA und b′ = TAb.

Beweis. Sei v ∈ L(A, b). Dann gilt Av = b. Es gilt also TAv = Tb i.e. A′v = b′ und
v ∈ L(A′, b′). Umgekehrt, sei v ∈ L(A′, b′). Dann gilt A′v = b′ i.e. TAv = Tb. Aber
T ist invertiert bar. Na
h Multiplikation mit T−1

gilt Av = b und v ∈ L(A, b). �

Dank dem Gauÿ-Algorithmus können wir A mit B in reduzierter Zeilenstufenform

ersetzen i.e. es gibt Elementarmatrizen T1, · · · , Tt mit Tt · · ·T1A = B wobei B die

Zeilenstufenform von A ist. Es gilt

L(A, b) = L(B, Tt · · ·T1b).
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Satz 9.2.3 Sei AX = b ein lineares Glei
hungssystem mit A in reduzierter Zeilen-

stufenform und sei r = Rg(A).

1. Falls bk 6= 0 für ein k ∈ [r + 1, m], dann gilt L(A, b) = ∅.

2. Falls bk = 0 für alle k ∈ [r + 1, m], sei

v =




x1
.

.

.

xn




in Kn
de�niert dur
h

xk =

{
bs falls k = js für ein s ∈ [1, r]
0 sonst.

Dann gilt L(A, b) = v + L(A, 0) = v +Ker(A) = {v + v′ | v′ ∈ Ker(A)}. �

Beweis. 1. Sei w ∈ Km
mit w = Av für ein v ∈ Kn

. Wir s
hreiben

w =




w1
.

.

.

wm


 .

Dann gilt wr+1 = · · · = wm = 0. Also gilt 1.

2. Es gilt Av = b. Sei v′ ∈ Ker(A), dann gilt A(v + v′) = Av + Av′ = b + 0 = b.
Daraus folgt v + Ker(A) ⊂ L(A, b). Umgekehrt, sei v′′ ∈ L(A, b), dann gilt Av′′ = b
und A(v′′ − v) = Av′′ − Av = b − b = 0. Es gilt v′′ − v = v′ ∈ Ker(A) und

v′′ = v + v′ ∈ v +Ker(A). �

Korollar 9.2.4 Sei A ∈Mm,n(K) in reduzierter Zeilenstufenform mit Zeileform(A)+
{j1, · · · , jk} und sei b ∈ Km

. Dann sind äquivalent:

� Das lineare Glei
hungssystem AX = b ist lösbar.

� L(A, b) 6= ∅

� br+1 = · · · = bm = 0.

Korollar 9.2.5 Sei A ∈Mm,n(K) in reduzierter Zeilenstufenform mit Zeileform(A)+
{j1, · · · , jk} und sei b ∈ Km

. Dann sind äquivalent:

� Das lineare Glei
hungssystem AX = b ist eindeutig lösbar.

� br+1 = · · · = bm = 0 und Ker(A) = 0.
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9.3 Ein Beispiel

Sei K = R und sei

[A|b] =




0 0 2 4 −6 1 −1 0
2 1 1 0 −1 0 1 2
2 1 0 −2 2 1 1 6
4 2 0 −4 4 1 1 8
2 1 0 −2 2 −3 1 −6




Der Gauÿ-Algorithmus liefert

[B|c] =




1 1
2

0 −1 1 0 0 1
1 2 −3 0 0 −1

1 0 3
1 1
0 0




wobei B in Zeilestufenform ist. An der letzten Spalte von [B|c] sieht man bereits,

dass das lineare Glei
hungssystem AX = b lösbar ist. Es gilt

Zeilenfrom(B) = {1, 3, 6, 7}

und

KB
2 =




1
2

1
0
0
0
0
0




KB
4 =




1
0
−2
1
0
0
0




KB
5 =




−1
0
3
0
1
0
0




Es gilt also L(A, 0) = Ker(A) = Ker(B) = {a2KB
2 + a4K

B
4 + a5K

B
5 | a2, a4, a5 ∈ K}.

Für

v =




1
0
−1
0
0
3
1




Dann gilt Bv = c also gilt
L(A, b) = v + L(A, 0).
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Frage 10.0.1 Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Seien B, C Basen von V und

seien B′, C′
Basen von W . Wel
her Zusammenhang besteht zwis
hen MatB,B′(f) und

MatC,C′(f)?

10.1 Koordinaten Abbildungen

Sei V ein endli
h-dimensionaler Vektorraum mit dimV = n.

De�nition 10.1.1 Sei B = (v1, · · · , vn) eine Basis und sei (e1, · · · , en) die kanoni-

s
he Basis von Kn
. Sei

cB : V → Kn

die lineare Abbildung de�niert dur
h cB(vi) = ei. Die lineare Abbildung cB heiÿt Ko-

ordinatenabbildung von V bzg. B. Für v ∈ V ist cB(v) der Koordinatenvektor
von v bzg. B.

Bemerkung 10.1.2 Sei B = (v1, · · · , vn) eine Basis und v ∈ V . Man s
hreibt

v = x1v1 + · · ·+ xnvn.

Es gilt

cB(v) =




x1
.

.

.

xn


 .

Lemma 10.1.3 Die Abbildung cB : V → Kn
ist ein Isomorphismus. �

Beweis. Das Bild von der Basis B = (v1, · · · , vn) ist die Basis (e1, · · · , en). Also ist

cB ein Isomorphismus. �

Beispiel 10.1.4 1. Sei V = K3
mit B = (e1, e2, e3) die kanonis
he Basis. Dann gilt

cB




x1
x2
x3


 =




x1
x2
x3


 .
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Die Abbildung cB ist die Identitätabbildung.

2. Sei V = K3
und sei B = (e3, e1 + e3, e2). Dann gilt

cB




x1
x2
x3


 =




x3 − x1
x1
x2


 .

Lemma 10.1.5 Seien B = (v1, · · · , vn) eine Basis von V und B′ = (w1, · · · , wm) eine
Basis von W . Sei f : V → W linear und sei A = MatB,B′(f). Dann ist das folgende

Diagramm kommutativ

V
f

//

cB
��

W

c
B′

��
Kn A // Km

i.e. cB′ ◦ f = A ◦ cB. �

Beweis. Wir s
hreiben

f(vj) =

m∑

i=1

ai,jwi.

Es gilt

A(ej) =




a1,j
.

.

.

am,j


 .

Es gilt also

(cB′ ◦ f)(vj) = cB′

(
m∑

i=1

ai,jwi

)
=

m∑

i=1

ai,jcB′(wi) =
m∑

i=1

ai,jei =




a1,j
.

.

.

am,j




und

(A ◦ cB)(vj) = A(ej) =




a1,j
.

.

.

am,j


 .

Es gilt also (cB′ ◦ f)(vj) = (A ◦ cB)(vj) für alle j und es folgt cB′ ◦ f = A ◦ cB. �

10.2 Basiswe
hsel

Satz 10.2.1 Sei f : V → W eine lineare Abbildung. Seien B, C Basen von V und

seien B′, C′
Basen von W . Sei A = MatB,B′(f) und B = MatC,C′(f). Dann ist das
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folgende Diagramm kommutativ:

V
f

//

IdV

""EE
EE

EE
EE

E

cC

��

W

c
C′

��

V
f

//

cB
��

W

c
B′

��

IdW

<<xxxxxxxx

Kn A // Km

Q ##FFF
FFFF

F

Kn B //
P

<<yyyyyyyy

Km

i.e. B = QAP wobei P = MatC,B(IdV ) und Q = MatB′,C′(IdW ). �

Beweis. Es gilt cB′ ◦ f = cB ◦ A. Die Abbildung cB′
ist bijektiv. Es gilt also f =

c−1
B′ ◦ A ◦ cB. Es gilt au
h f = c−1

C′ ◦B ◦ cC. Daraus folgt

B = cC′ ◦ c−1
B′ ◦ A ◦ cB ◦ c−1

C .

Für IdV und IdW gilt es au
h IdV = c−1
B ◦ MatC,B(IdV ) ◦ cC = c−1

B ◦ P ◦ cC und

IdW = c−1
C′ ◦MatB′,C′(IdW ) ◦ cB′ = c−1

C′ ◦Q ◦ cB′
. Daraus folgt

P = cB ◦ c−1
C und Q = cC′ ◦ c−1

B′ .

Es folgt B = QAP . �

De�nition 10.2.2 Seien B und C zwei Basen von V . Die Matrix MatB,C(IdV ) heiÿt
Basiswe
hselmatrix von B na
h C.

Korollar 10.2.3 Es gilt MatC,C′(f) = MatB,C′(IdW )MatB,B′(f)MatC,B(IdV ).

Korollar 10.2.4 Es gilt MatB,C(IdV ) = MatC,B(IdV )
−1
.

Beweis. Sei V =W , B = B′
, C = C′

und f = IdV . Dann gilt

In = MatC,C(IdV ) = MatB,C(IdV )MatB,B(IdV )MatC,B(IdV ) = MatB,C(IdV )MatC,B(IdV ).

Daraus folgt MatB,C(IdV ) = MatC,B(IdV )
−1
. �

10.3 Bere
hnung von MatC,B(IdV ) für V = Kn

Seien B = (v1, · · · , vn) und C = (v′1, · · · , v′n) Basen von V = Kn
. Wir de�nieren die

Matrix A ∈Mn,2n(K) dur
h

A = [v1| · · · |vn|v′1| · · · |v′n]

Die Matrix A ist die Matrix, wel
he die Vektoren v1, · · · , vn und v′1, · · · , v′n als Spalten
hat.
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Satz 10.3.1 Sei B die reduzierte Zeilenstufenform von A. Dann hat B der Form

B = [In|C]

wobei C ∈Mn(K). Es gilt C = MatC,B(IdV ). �

Beweis. Wir haben L(A, 0) = L(B, 0) = Ker(B). Wir s
hreiben C = (ci,j). Wir

haben eine Basis vom Ker(B) gegeben dur
h

KB
n+i = (−c1,i, · · · ,−cn,i, 0, · · · , 1, 0, · · · , 0)T

wobei die 1 an der (n + i)-ten Stelle steht und wobei i ∈ [1, n]. Es gilt BKB
n+i = 0

also AKB
n+i = 0, i,e,

v′j =

n∑

i=1

ci,jvi.

Daraus folgt C = MatC,B(IdV ). �

Beispiel 10.3.2 Sei

B =

((
1
−1

)
,

(
1
1

))
und

((
0
1

)
,

(
1
0

))

Basen von R2
. Wir s
hreiben

A = [v1|v2|v′1|v′2] =
(

1 1 0 1
−1 1 1 0

)
.

Dan gilt

B =

(
1 0 −1

2
1
2

0 1 1
2

1
2

)
= [I2|C].

Also

C =

(
−1

2
1
2

1
2

1
2

)
= MatC,B(IdV ).

Beispiel 10.3.3 Sei f : R2 → R3
de�niert dur
h

f




x1
x2
x3


 =

(
x1 + x2
2x3 − x1

)
.

Seien B = (e1, e2, e3) und B′ = (e1, e2) die kanonis
he Basen von R3
bzg. R2

. Dann

ist

A = MatB,B′(f) =

(
1 1 0
−1 0 2

)
.

Seien

C =






1
0
−1


 ,




1
1
1


 ,




1
0
0






und C =

((
0
1

)
,

(
1
1

))
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Basen von R3
bzg. R2

. Dann ist

MatC,B(IdR3) =




1 1 1
0 1 0
−1 1 0


 MatB,C′(IdR2) =

(
0 1
1 1

)−1

=

(
−1 1
1 0

)

und B = MatC, C′(f) = MatB′,C′(IdR2)MatB,B′(f)MatC,B(IdR3) also

B = MatC,C′(f) =

(
−1 1
1 0

)(
1 1 0
−1 0 2

)


1 1 1
0 1 0
−1 1 0


 =

(
−4 −1 −2
1 2 1

)
.

Es gilt

B




1
0
0


 =

(
−4
1

)
.

Mit anderen Worten f(v′1) = −4w′
1 + w′

2 also

f




1
0
−1


 = −4

(
0
1

)
+

(
1
1

)
.



11 Normalformenprobleme

11.1 Äquivalenz von Matrizen

De�nition 11.1.1 1. Seien A,B ∈ Mm,n(K). Dann sind A und B äquivalent, falls

es P ∈ GLn(K) und Q ∈ GLm(K) gibt mit

B = QAP.

In diesem Fall s
hreiben wir A ∼ B.

2. Sei R die Relation R = {(A,B) ∈ Mm,n(K) | A ∼ B}.

Lemma 11.1.2 Die Relation R ist eine Äquivalenzrelation. �

Beweis. Übung. �

Satz 11.1.3 Seien A,B ∈ Mm,n(K). Die folgende Aussage sind äquivelent:

1. A ∼ B.

2. Rg(A) = Rg(B). �

Beweis. (1. ⇒ 2.) Angenommen A ∼ B. Dann existieren invertierbare Matrizen

P und Q mit B = QAP . Wir zeigen, dass f : Im(A) → Im(B), v 7→ Qv wohl

de�niert ist i.e., dass für v ∈ Im(A) gilt Qv ∈ Im(B). Für v ∈ Im(A), gibt es

ein v′ ∈ Kn
mit v = Av′. Für v′′ = P−1v′ gilt v = Av′ = APP−1v′′. Also gilt

Qv = QAPP−1v′′ = BP−1v′′ ∈ Im(B).

Wir zeigen, dass g : Im(B) → Im(A), v 7→ Q−1v wohl de�niert ist i.e., dass für

v ∈ Im(B) gilt Q−1v ∈ Im(A). Für v ∈ Im(B), gibt es ein v′ ∈ Kn
mit v = Bv′. Es

gilt Q−1v = Q−1Bv′ = Q−1QAPv′′ = APv′′ ∈ Im(A).

Die Abbildungen f und g sind linear. Es gilt f ◦ g = IdIm(B) und g ◦ f = IdIm(A) also

f und g sind Isomorphismen. Es gilt Rg(A) = dim Im(A) = dim Im(B) = Rg(B).

(2. ⇒ 1.) Angenommen Rg(A) = Rg(B). Dank Gauÿ-Algorithmus gibt es Ele-

mentarmatrizen T1, · · · , Tt und E1 · · · , Ee so dass A′ = Tt · · ·T1A in reduzierte Zei-

lenstufenform ist und B′ = Ee · · ·E1B in reduzierte Zeilenstufenform ist. Es gilt

Rg(A′) = Rg(A) = Rg(B) = Rg(B′) = r. Wir verwenden jetzt Spalten Operationen.
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Es gibt Elementarmatrizen F1, · · · , Ff und G1, · · ·Gg so dass A′′ = A′F1 · · ·Ff und

B′′ = B′G1 · · ·Gg von der Form




1 0 · · · 0 ⋆ · · · ⋆
0 1 · · · 0 ⋆ · · · ⋆
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 1 ⋆ · · · ⋆
0 · · · · · · 0 0 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · · · · 0 0 · · · 0




sind wodei ⋆ ein beliebiges Element inK darstellt. Es gibt ElementarmatrizenH1, · · · , Hh

und J1, · · ·Jj so dass A′′′ = A′′H1 · · ·Hh und B′′′ = B′′J1 · · ·Jj von der Form




1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · 0 1 0 · · · 0
0 · · · · · · 0 0 · · · 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 · · · · · · 0 0 · · · 0




sind. Es gilt also

Tt · · ·T1AF1 · · ·FfH1 · · ·Hh = A′′′ = B′′′ = Ee · · ·E1AG1 · · ·GgJ1 · · ·Jj

und

B = E−1
1 · · ·E−1

e Tt · · ·T1AF1 · · ·FfH1 · · ·HhJ
−1
j · · ·J−1

1 G−1
g · · ·G−1

1 .

Also es gilt A ∼ B. �

Korollar 11.1.4 Es gilt

Mm,n(K) =

min(n,m)⋃

r=0

[Ar],

wobei

Ar =

(
Ir 0
0 0

)
∈Mm,n(K).

De�nition 11.1.5 Sei A ∈Mm,n(K) mit Rg(A) = r Dann heiÿt

(
Ir 0
0 0

)
∈Mm,n(K)

die Normalform von A bzg. Äquivalenz von Matrizen.
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Satz 11.1.6 Sei f : V → W mir Rg(f) = r. Dann gibt es Basen B und B′
von V

und W so dass

MatB,B′(f) =

(
Ir 0
0 0

)
.

Beweis. Seien B = (v1, · · · , vn) und B′ = (w1, · · · , wn) Basen von V und W , und sei

A = MatB,B′(f). Dann gibt es Matrizen P ∈ GLn(K) und Q ∈ GLm(K) mit

B = QAP =

(
Ir 0
0 0

)
.

Sei C = (v′1, · · · , v′n) = (c−1
B PcB(v1), · · · , c−1

B PcB(vn)) und C′ = (w′
1, · · · , w′

m) =
(c−1

B′ Q−1cB′(w1), · · · , c−1
B′ Q−1cB′(wm)). Dann sind C und C′

Basen von V und W (weil

P und Q invertierbar sind). Wir zeigen

cC = P−1cB und cC′ = QcB′ .

Es gilt cC(c
−1
B PcB(vi)) = ei. Also cC(c

−1
B P (ei)) = ei für alle i. Also cCc

−1
B P = IdKn

.

Daraus folgt cC = P−1cB. Es gilt cC′(c−1
B′ Q−1cB′(wi)) = ei. Also cC′(c−1

B′ Q−1(ei)) = ei
für alle i. Also cC′c−1

B′ Q−1 = IdKm
. Daraus folgt cC′ = QcB′

.

Wir haben cB′ ◦ f = A ◦ cB. Daraus folgt

cC′f = QcB′f = QAcB = BP−1cB = BcC.

Daraus folgt MatC,C′(f) = B. �

11.2 Basiswe
hsel für Endomorphismen

Satz 11.2.1 Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Seien B und C Basen von V
und sei f : V → V linear. Dann gilt

MatC,C(f) = MatB,C(IdV )MatB,B(f)MatC,B(IdV ).

Also für A = MatB,B(f), B = MatC,C(f) und P = MatB,C(IdV ), gilt

B = PAP−1.

Beweis. Folgt aus Satz 10.2.1. �

De�nition 11.2.2 1. Seien A,B ∈ Mn(K). Dann sind A und B ähnli
h, falls es

P ∈ GLn(K) gibt mit

B = PAP−1.

In diesem Fall s
hreiben wir A ≈ B.

2. Sei R′
die Relation R′ = {(A,B) ∈Mn(K) | A ≈ B}.
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Lemma 11.2.3 Die Relation R′
ist eine Äquivalenzrelation. �

Beweis. Übung. �

Frage 11.2.4 1. Wann sind zwei Matrizen A,B ∈Mn(K) ähnli
h?

2. Su
he eine Normalform bzg. Ähnli
hkeit von Matrizen.

Dies wird erst in LA II beantwortet.



12 Bilineare Formen

12.1 Bilineare Formen, Skalarprodukte

Sei V ein K-Vektorraum.

De�nition 12.1.1 Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung β : V × V → K,

so dass für alle x, y ∈ K und alle v, v′, v′′ ∈ V gilt:

� β(xv + yv′, v′′) = xβ(v, v′′) + yβ(v′, v′′)

� β(v′′, xv + yv′) = xβ(v′′, v) + yβ(v′′, v′).

Bemerkung 12.1.2 Eine Abbildung β : V × V → K ist genau dann bilinear, wenn

für alle v ∈ V die Abbildungen

vβ : V → K, v′ → β(v, v′) und

βv : V → K, v′ → β(v′, v)

linear sind.

De�nition 12.1.3 Sei β eine Bilinearform auf V .

1. Die Bilinearform β ist symmetris
h, wenn für alle v, v′ ∈ V gilt β(v, v′) = β(v′, v).

2. Die Bilinearform β ist antisymmetris
h, wenn für alle v, v′ ∈ V gilt β(v, v′) =
−β(v′, v).
3. Für K ein Teilkörker von R, heiÿt die Bilinearform β positiv de�nit, falls gilt

β(v, v) > 0 für alle v ∈ V \ {0}.
4. Eine positiv de�nit symmetris
he Bilinearform β auf V heiÿt Skalarprodukt

auf V . Man s
hreibt dann oft (v, v) oder 〈v, v〉 statt β(v, v).
5. Ein Paar (V, ( , )), wobei ( , ) ein Skalarprodukt ist, heiÿt Eiklidis
her Vektor-

raum.

Bemerkung 12.1.4 In einem Euklidis
hen Vektorraum kann mann das Skalarpro-

dukt ( , ) benutzen, um Länge, Abstand und Winkel zu de�nieren. Zu studieren sind

lineare Abbildungen f : V → V wel
he Länge, Abstände und Winkel erhalten.
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Beispiel 12.1.5 1. Die Abbildung β : K ×K → K de�niert dur
h β(x, y) = xy ist

eine symmetris
he Bilinearform.

2. Sei V = Rn
, dann ist die Abbildung ( , ) : V × V → R de�niert dur
h

β(v, v′) = (v, v′) =

n∑

i=1

xiyi,

wobei

v =




x1
.

.

.

xn


 und v′ =




y1
.

.

.

yn


 ,

ist ein Skalarprodukt auf V . Dieses Skalarprodukt heiÿt das Standardskalarpro-
dukt von Rn

.

3. Sei A ∈Mn(K) eine Matrix und sei βA : Kn×Kn → K de�niert dur
h βA(v, v
′) =

vTAv′. Dann ist βA eine Bilinearform auf Kn
.

De�nition 12.1.6 1. Eine Matrix A heiÿt symmetris
h, wenn A = AT
.

2. Eine Matrix A heiÿt antisymmetris
h, wenn A = −AT
.

Beispiel 12.1.7 1. Die Bilinearform βA ist symmetris
h, genau dann wenn A sym-

metris
h ist.

2. Die Bilinearform βA ist antisymmetris
h, genau dann wenn A antisymmetris
h ist.

3. Die Abbildung β : Mn(K) ×Mn(K) → K de�niert dur
h β(AB) = Tr(AB) ist
eine Bilinearform auf Mn(K).

4. Sei V = C0([0, 1],R). Die Abbildung ( , ) : V × V → R de�niert dur
h

(f, g) =

1∫

0

f(t)g(t)dt

ist ein Skalarprodukt auf V .

12.2 Euklidis
he Vektorräume

Sei (V, ( , )) ein Euklidis
her Vektorraum.
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Länge, Abstand, orthogonale Unterräume

De�nition 12.2.1 Sei x ∈ R, dann ist |x| der Betrag von x.

1. Sei v ∈ V , die Länge von v ist de�niert als

||v|| =
√

(v, v).

2. Seien v, v′ ∈ V . Der Abstand von v und v′ ist de�niert dur
h

d(v, v′) = ||v − v′|| = ||v′ − v||.

De�nition 12.2.2 Sei M eine Teilmenge von V .

1. Die Teilmenge M von V ist orthogonal, falls (v, v′) = 0 für alle v, v′ ∈ M mit

v 6= v′.

2. Die Teilmenge M von V ist orthonormal, falls M orthogonal ist und (v, v) = 1
für alle v ∈M .

3. Für v, v′ ∈ V s
hreiben wir v ⊥ v′, falls (v, v′) = 0.

Lemma 12.2.3 Sei M eine orthogonale Teilmenge von V \ {0}. Dann ist M linear

unabhängig. �

Beweis. Sei v1, · · · , vn in M mit x1v1 + · · · + xnvn = 0. Für alle i ∈ [1, n] gilt
0 = x1(v1, vi) + · · ·+ xn(vn, vi) = xi(vi, vi). Weil vi 6= 0, gilt (vi, vi) 6= 0. Daraus folgt
xi = 0 für alle i und M ist linear unabhängig. �

De�nition 12.2.4 Sei M eine Teilmenge von V . Der Orthogonalraum von M ist

de�niert dur
h

M⊥ = {v ∈ V | v ⊥ v′ für alle v′ ∈M}.
Wir s
hreiben au
h v⊥ statt {v}⊥.

Lemma 12.2.5 Sei M eine Teilmenge von V , dann ist M⊥
ein Unterraum von V .�

Beweis. Übung. �

Lemma 12.2.6 Sei v ∈ V \ {0} und sei n = dimV . Dann gilt dim(v⊥) = n− 1. �

Beweis. Sei fv : V → K de�niert dur
h fv(v
′) = (v, v′). Dann ist fv eine Linearform

und es gilt v⊥ = Ker(fv). Es gilt fv(v) = (v, v) 6= 0 (weil v 6= 0) also ist fv surjektiv.
Na
h dem Rangsatz gilt dim v⊥ = dimKer(fv) = n− dim Im(fv) = n− 1. �

De�nition 12.2.7 Ein Unterraum W von V mit dimW = dim V − 1 heiÿt Hyper-
ebene von V .
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Lemma 12.2.8 Sei M eine Teilmenge von V . Dann gilt

M⊥ = (〈M〉)⊥.

Beweis. Übung �

Lemma 12.2.9 Sei W ein Unterraum von V und B eine Basis von W . Dann gilt

W⊥ =
⋂

v∈B

v⊥.

Beweis. Die Enthaltung W⊥ ⊂ ⋂v∈B v
⊥
ist trivial.

Wir s
hreiben B = (v1, · · · , vn). Sei v ∈ ⋂v∈B v
⊥
und sei w ∈ W . Es gibt Skalare

x1, · · · , xn ∈ K mit v = x1v1+· · ·+xnvn. Es gilt (v, w) = x1(v, v1)+· · ·+xn(v, vn) = 0.
Daraus folgt v ∈ W⊥

. �

Lemma 12.2.10 Sei W ein Unterraum von V mit dimW = k. Dann gilt dimW⊥ ≥
n− k. �

Beweis. Übung �

Satz 12.2.11 Sei W ein Unterraum von V mit dimV < ∞. Dann gilt V = W ⊕
W⊥

. �

Beweis. Sei v ∈ W ∩W⊥
, dann gilt (v, v) = 0 also v = 0. Es gilt W ∩W⊥ = 0 also

W +W⊥ = W ⊕W⊥
. Daraus folgt dim(W ⊕W⊥) = dimW + dimW⊥

und na
h

dem Lemma folgt dim(W ⊕W⊥) = dimW + dimW⊥ ≥ dimV . Also gilt Gleiheit

und W ⊕W⊥ = V . �

Korollar 12.2.12 SeiW ein Unterraum von V mit dimV <∞. Dann gilt dimW⊥ =
dimV − dimW .

De�nition 12.2.13 Sei W ein Unterraum von V . Die Projektion pW,W⊥ heiÿt or-

thogonale Projektion von V auf W .

Orthogonale und orthonormale Basen

De�nition 12.2.14 Sei B eine Basis von V .

1. Die Basis B heiÿt Orthogonalbasis falls B eine orthogonale Teilmenge ist.

2. Die Basis B heiÿt Orthonormalbasis falls B eine orthonormale Teilmenge ist.
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Lemma 12.2.15 Sei B = (v1, · · · , vn) eine Orthonormalbasis und sei v ∈ V . Dann
gilt

v =
n∑

i=1

(v, vi)vi.

Beweis. Man s
hreibt v =
∑n

i=1 xivi. Dann gilt

(v, vk) =

n∑

i=1

xi(vi, vk) = xk.

Lemma 12.2.16 Sei W ein Unterraum von V und sei B = (v1, · · · , vk) eine Ortho-
normalbasis von W . Sei v ∈ V . Dann gilt

pW,W⊥(v) =
k∑

i=1

(v, vi)vi.

Beweis. Man setze v =
∑k

i=1(v, vi)vi. Es gilt v
′ ∈ W . Für j ∈ [1, k] gilt

(v − v′, vj) = (v, vj)−
k∑

i=1

(v, vi)(vi, vj) = (v, vj)− (v, vj) = 0.

Es gilt also v − v′ ∈ W⊥
. Daraus folgt pW,W⊥(v) = v′. �

Satz 12.2.17 (Cau
hy-S
hwartz) Seien v, v′ ∈ V dann gilt

(v, v′)2 ≤ (v, v)(v′, v′)

mit Glei
hheit genau dann wenn v und v′ linear abhängig sind. �

Beweis. Sei λ ∈ R, es gilt (λv + v′, λv + v′) ≥ 0. Daraus folgt

(λv + v′, λv + v′) = λ2(v, v) + 2λ(v, v′) + (v′, v′) ≥ 0

für alle λ ∈ R. Der Diskriminant

∆ = 4((v, v′)2 − (v, v)(v, v′))

ist also ni
ht positiv i.e. (v, v′)2 ≤ (v, v)(v′, v′). Falls es Glei
hheit gibt, dann gilt

∆ = 0 also gilt es genau ein λ ∈ R mit

(λv + v′, λv + v′) = λ2(v, v) + 2λ(v, v′) + (v′, v′) = 0.

Daraus folgt λv + v′ = 0 also v und v′ sind linear unabhängig.

Umgekehrt, wenn v und v′ linear unabhängig sind, dann ist v = 0 oder gibt es ein

λ ∈ R mit λv = v′. In beide Fälle gilt die Glei
hheit. �
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Korollar 12.2.18 Seien v, v′ ∈ V , dann gilt

||v + v′|| ≤ ||v||+ ||v′||.
Beweis. Es gilt

(v + v′, v + v′) = (v, v) + 2(v, v′) + (v′, v′) ≤ (v, v) + 2
√
(v, v)(v′, v′) + (v′, v′).

Es gilt also

||v + v′||2 ≤ ||v||2 + 2||v||||v′||+ ||v′||2 = (||v||+ ||v′||)2.

Lemma 12.2.19 Sei W ein Unterraum von V mit dimV < ∞. Sei v ∈ V . Unter
allen w ∈ W hat pW,W⊥(v) den kleinen Abstand zu v. �

Beweis. Wegen V = W ⊕W⊥
, gibt es ein v′ ∈ W⊥

mit v = pW,W⊥(v) + v′. Für alle
u ∈ U gilt

||v − u||2 = ||(pW,W⊥(v)− u) + v′||2
= (pW,W⊥(v)− u, pW,W⊥(v)− u) + 2(pW,W⊥(v)− u, v′) + (v′, v′)
= (pW,W⊥(v)− u, pW,W⊥(v)− u) + (v′, v′)
= ||(pW,W⊥(v)− u)||2 + ||v′||2 ≥ ||v′||2
= ||v − pW,W⊥(v)||2.

Bemerkung 12.2.20 Sei v ∈ V mit v 6= 0. Dann gilt

∣∣∣∣
∣∣∣∣
1

||v||v
∣∣∣∣
∣∣∣∣ = 1.

Satz 12.2.21 (Gram-S
hmidts
hes Orthonormalisierungsverfahren) Sei B =
(v1, · · · , vn) eine Basis und sei Vi = 〈v1, · · · , vi〉.
Dann gibt es eine Orthonormalbasis (v′1, · · · , v′n) von V mit Vi = 〈v′1, · · · , v′i〉. Die v′i
sind (bis auf Vorzei
hen) eindeutig bestimmt. �

Beweis. Sei v′1 =
1

||v1||
||v1||. Dann gilt ||v′1|| = 1 und V1 = 〈v1〉 = 〈v′1〉.

Induktionsannahme: Es gibt eine Orthonormalbasis (v′1, · · · , v′i) von Vi mit Vj =
〈v′1, · · · , v′j〉 für alle j ≤ i.

Falls i = n, sind wir fertig.

Falls i < n, sei wi+1 = vi+1−pVi,V ⊥
i
(vi+1). Dann gilt wi+1 ∈ V ⊥

i . Es folgt (wi+i, v
′
j) = 0

für alle j ≤ i. Setze

v′i+1 =
1

||v′i+1||
v′i+1.

Die Menge von Vektoren (v′1, · · · , v′i+1) ist orthonormal also linear unabhängig. Diese

Vektoren liegen in Vi+1. Also ist (v
′
1, · · · , v′i+1) eine Orthonormalbasis von Vi+1.

Die Eindeutigkeit von v′i+1 (bis auf Vorzei
hen) folgt aus (v
′
i+1, v

′
i+1) = 1, v′i+1 ∈ Vi+1

und dim(Vi+1 ∩ V ⊥
i ) = 1. �
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Orthogonale Homomorphismen

Seien (V, ( , )) und (W, ( , )) zwei Euklidis
he Vektrräume.

De�nition 12.2.22 Eine lineare Abbildung f : V → W heiÿt orthogonal falls

(f(v), f(v′)) = (v, v′)

für alle v, v′ ∈ V .

De�nition 12.2.23 Eine Abbildung f : V → W heiÿt Bewegung oder distanz-

treu falls

||f(v)− f(v′)|| = ||v − v′||
für alle v, v′ ∈ V .

De�nition 12.2.24 Eine lineare Abbildung f : V → W ist längetreu falls

||f(v)|| = ||v||

für alle v ∈ V .

De�nition 12.2.25 Seien v, v′ ∈ V \ {0}. Der Winkel ∠(v, v′) ist

∠(v, v′) = arccos

(
(v, v′)

||v|| · ||v′||

)
.

Eine lineare Abbildung f : V → W ist winkeltreu falls

∠(f(v), f(v′)) = ∠(v, v′)

für alle v, v′ ∈ V .

De�nition 12.2.26 Eine lineare Abbildung f : V → W eine Ähnli
hkeitsabbil-

dung falls es ein δf > 0 gibt mit

||f(v)|| = δf ||v||

für alle v ∈ V .

Lemma 12.2.27 Orthognale Abbildungen sind Bewegungen, sind längetreu, sind

winkeltreu und sind Ähnli
hkeitsabbildungen. �

Beweis. Sei f eine orthogonale Abbildung. Es gilt

||f(v)− f(v′)||2 = (f(v − v′), f(v − v′)) = (v − v′, v − v′) = ||v − v′||2

und f ist eine Bewegung. Daraus folgt, für v′ = 0, dass ||f(v)|| = ||v|| und f ist

distanztreu. Aus der De�nition des Winkels folgt, dass f winkeltreu ist. Mit δf = 1
und weil f eine Bewegung ist, ist f eine Ähnli
hkeitsabbildung. �
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Lemma 12.2.28 Sei f eine orthogonale Abbildung. Dann ist f injektiv. �

Beweis. Sei v ∈ Ker(f). Dann gilt (v, v) = (f(v), f(v)) = 0. Es folgt v = 0. �

De�nition 12.2.29 Die orthogonale Gruppe O(V, ( , )) ist die Teilmenge

O(V, ( , )) = {f ∈ hom(V, V ) | f ist orthogonal und bijektiv}.

Lemma 12.2.30 O(V, ( , )) ist eine Gruppe für die Verknüpfung (f, g) 7→ f ◦ g. �

Beweis. Übung. �

Bemerkung 12.2.31 Für V endli
h dimensional und f : V → V linear, gilt die

Implikation (f orthogonal ⇒ fbijektiv). Also gilt die Glei
hung

O(V, ( , )) = {f ∈ hom(V, V ) | f ist orthogonal}.

Lemma 12.2.32 Sei n = dimV und sei B eine Basis von V . Die folgende Aussage
sind äquivalent:

� B ist eine Orthonornale Basis.

� Die Abbildung cB : V → Rn
ist orthogonal, wobei wir hier Rn

als Euklidis
hen

Vektorraum au�assen, indem wir das Standardskalarprodukt verwenden. �

Beweis. Sei B = (v1, · · · , vn) und sei (e1, · · · , en) die kanonis
he Basis von Rn
. Die

Abbildung cB ist de�niert dur
h cB(vi) = ei.

(1 ⇒ 2). Seien v, v′ ∈ V . Es gilt

v =
n∑

i=1

(v, vi)vi und v
′ =

n∑

i=1

(v′, vi)vi.

Daraus folt

(cB(v), cB(v
′)) =

n∑

i=1

n∑

j=1

(v, vi)(v
′, vj)(ei, ej) =

n∑

i=1

n∑

j=1

(v, vi)(v
′, vj)(vi, vj) = (v, v′).

(1 ⇒ 2). Es gilt
(vi, vj) = (cB(vi), cB(vj)) = (ei, ej) = δi,j

und B ist orthonormal. �

Satz 12.2.33 Sei A ∈ Mn(R). Sei ( , ) das standard Skalarprodukt auf Rn
. Die

folgende Aussage sind äquivalent:

1. ATA = In.
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2. A ist invertierbar und A−1 = AT
.

3. Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von (Rn, ( , )).

4. Die Zeilen von A bilden eine Orthonormalbasis von (Rn, ( , )).

5. Die Matrix Abbildung A : Rn → Rn
ist orthogonal.

6. Seien (V, ( , )) und (W, ( , )) Euklidis
he Vektorräume mit B und B′
Ortho-

normalbasen von V und W . Sei f : V → W die (eindeutig bestimmte) lineare

Abbildung mit MatB,B′(f) = A. Dann ist f orthogonal. �

Beweis. (1 ⇔ 2). Folgt aus den elementaren Eingens
haften invertierbarer Matrizen.

(1 ⇔ 3). Sei B = (bi,j) = ATA. Dann gilt

bi,j = (i-te Zeile von AT
)·(j-te Spalte von A)

= (i-te Spalte von A)T ·(j-te Spalte von A).

Aber für v, v′ ∈ Rn
gilt (v, v′) = vT · v′. Also gilt bi,j = δi,j genau dann wenn die

Spalten von A eine Orthonormalbasis bilden. (Dass die Spalten eine Basis bilden folgt

direkt aus der Invertierbarkeit von A.)

(1 ⇔ 4). Wegen ATA = In gilt au
h AAT = In. Dannn verfahren wir wir im Beweis

von (1 ⇔ 3).

(3 ⇔ 5). Seien (v1, · · · , vn) die Spalten von A und sei B = (v1, · · · , vn). Es gilt

c−1
B = A. Aus Lemma 12.2.32 folgt

B ist orthonormal ⇔ cB ist orthogonal ⇔ A = c−1
B ist orthogonal.

(5 ⇔ 6). Wir haben ein kommutatives Diagram

V
f

//

cB
��

W

c
B′

��
Rn A // Rn.

Es gilt also f = c−1
B′ AcB und A = cB′fc−1

B . Weil B und B′
Orthonormalbasen sind,

sind cB, c
−1
B , cB′

und c−1
B′ orthogonal. Daraus folgt (5 ⇔ 6). �

De�nition 12.2.34 1. Die orthogonal Gruppe von Rn
mit dem standarten Skalar-

produkt wird On(R) bezei
hnet.

2. Eine Matrix A ∈Mn(R) heiÿt orthogonal wenn A
TA = In.

Korollar 12.2.35 Es gilt On(R) = {A ∈ GLn(R) | ATA = In}.



13 Determinanten

13.1 Determinantenfunktion

De�nition 13.1.1 Eine Abbildung det : M − n(K) → K heiÿt Determinanten-

funktion, falls gilt

1. det ist linear in jeder Zeile.

2. Falls Rg(A) < n, gilt det(A) = 0.

3. det(In) = 1.

Bemerkung 13.1.2 det ist linear in jeder Zeile genau dann, wenn für jedes i ∈ [1, n]
gilt

det




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

ai,1 · · · ai,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n




= det




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

a′i,1 · · · a′i,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n




+ det




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

a′′i,1 · · · a′′i,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n




für alle (ai,j) ∈Mn(K) mit ai,j = a′i,j + a′′i,j für alle i, j ∈ [1, n] und

det




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

λai,1 · · · λai,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n




= λ det




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

ai,1 · · · ai,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n



.

Lemma 13.1.3 Sei det : Mn(K) → K eine Determinantenfunktion und sei T eine

Elementarmatrix in Mn(K). Sei A ∈ Mn(K), dann gilt

1. det(TA) = det(A), falls T vom Typ I ist.

2. det(TA) = λ det(A), falls T = Dp(λ) vom Typ II ist (λ = 0 ist erlaubt).

3. det(TA) = − det(A), falls T vom Typ III ist. �
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Beweis. Folgt aus der Linearität in den Zeilen. Seien Z1, · · · , Zn die Zeilen von A. Es
gilt

A =




Z1
.

.

.

Zn


 .

Sei i 6= j und T = T
(n)
i,j (a) von Typ I. Es gilt

det(TA) = det




Z1
.

.

.

Zi + aZj
.

.

.

Zj
.

.

.

Zn




= det




Z1
.

.

.

Zi
.

.

.

Zj
.

.

.

Zn




+ a det




Z1
.

.

.

Zj
.

.

.

Zj
.

.

.

Zn




= det(A) + 0.

Sei T = Di(λ) von Typ II, dann gilt

det(TA) = det




Z1
.

.

.

λZi
.

.

.

Zn




= λ det




Z1
.

.

.

Zi
.

.

.

Zn




= λ det(A).

Seien i, j ∈ [1, n] und T = E
(n)
i,j von Typ III. Es gilt

det(TA) = det




Z1
.

.

.

Zj
.

.

.

Zi
.

.

.

Zn




.

Es gilt

0 = det




Z1
.

.

.

Zi + Zj
.

.

.

Zj + Zi
.

.

.

Zn




= det




Z1
.

.

.

Zi
.

.

.

Zj
.

.

.

Zn




+ det




Z1
.

.

.

Zi
.

.

.

Zi
.

.

.

Zn




+ det




Z1
.

.

.

Zj
.

.

.

Zj
.

.

.

Zn




+ det




Z1
.

.

.

Zj
.

.

.

Zi
.

.

.

Zn




.
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Daraus folgt 0 = det(A) + det(TA). �

Korollar 13.1.4 Für det eine Determinantenfunktion, T eine Elementarmatrix und

A ∈Mn(K) gilt
det(AT ) = det(A) det(T ).

Es gilt au
h det(T ) = 1 für T von Typ I, det(T ) = λ für T = Dp(λ) von Typ II und

det(T ) = −1 füt T von Typ III.

Beweis. Aus dem Lemma für A = In gilt det(T ) = 1 für T von Typ I, det(T ) = λ
für T = Dp(λ) von Typ II und det(T ) = −1 für T von Typ III. Die Glei
hung folgt

aus dem Lemma für A beliebig. �

Korollar 13.1.5 Für det eine Determinantenfunktion und A,B ∈ Mn(K) gilt

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis. Für A oder B ni
ht invertierbar ist AB ni
ht invertierbar. In diesem Fall

gilt det(AB) = 0 = det(A) det(B). Für A und B invertierbar gibt es Elementare

Matrizen T1, · · · , Tt und U1, · · · , Uu mit Tt · · ·T1A = In und Uu · · ·U1B = In. Daraus
folgt (weil für T eine Elementarmatrix, die Matrix T−1

au
h eine Elementarmatrix

ist):

det(AB) = det(T−1
1 · · ·T−1

t U−1
1 · · ·U−1

u )
= det(T−1

1 ) · · ·det(T−1
t ) det(U−1

1 ) · · ·det(U−1
u )

= det(T−1
1 · · ·T−1

t ) det(U−1
1 · · ·U−1

u )
= det(A) det(B).

Satz 13.1.6 Sei A ∈ Mn(K). Die Matrix A ist invertierbar genau dann, wenn

det(A) 6= 0. �

Beweis. Für A ni
ht invertierbar gilt det(A) = 0. Für A inverierbar gibt es Element-

armatrizen T1, · · · , Tt mit A = T1 · · ·Tt. Daraus folgt det(A) = det(T1) · · ·det(Tt).
Für T eine Elementarmatrix gilt det(T ) 6= 0, daraus folgt det(A) 6= 0. �

13.2 Existenz

Satz 13.2.1 (Lapla
es
her Entwi
klungssatz) Es gibt genau eine Determinan-

tenfunktion det :Mn(K) → K und es gilt für jedes j ∈ [1, n]:

det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jai,j det(Ai,j),

wobei Ai,j aus A dur
h Strei
hen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht (Ai,j ∈
Mn−1(K)). �
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Beweis. Die Existenz und die Glei
hung zeigen wir per Induktion na
h n. Für n = 0
ist det(A) = 1 per Konvention.

Für n = 1 gilt det(A) = det(a1,1I1) = a1,1 = (−1)1+1a1,1 det(A1,1).

Sei n > 1. Der Satz sei ri
htig für n−1. Für A ∈Mn(K) de�nieren wir det(A) dur
h

det(A) =

n∑

i=1

(−1)i+jai,j det(Ai,j).

Wir zeigen, dass det eine Determinantenfunktion ist.

Wir zeigen, dass det linear in jeder Zeile ist. Seien A, A′
und A′′

wie folgt:

A =




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

ak,1 · · · ak,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n



, A′ =




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

a′k,1 · · · a′k,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n




und A′′ =




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

a′′k,1 · · · a′′k,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n




wobei ak,j = a′k,j + a′′k,j für alle j ∈ [1, n]. Es gilt

ai,j det(Ai,j) =

{
(a′k,j + a′′k,j) det(Ak,j) für i = k
ai,j(det((A

′)i,j) + det((A′′)i,j)) für i 6= k.

Dabei gilt Ak,j = A′
k,j = A′′

k,j. Es gilt also

det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jai,j det(Ai,j)

det(A) = a′k,j det(A
′
k,j) + a′′k,j) det(A

′′
k,j) +

∑

i 6=k

(−1)i+jai,j(det((A
′)i,j) + det((A′′)i,j)).

det(A) =

n∑

i=1

(−1)i+ja′i,j det((A
′)i,j)+

n∑

i=1

(−1)i+ja′′i,j det((A
′′)i,j) = det(A′)+det(A′′).

Sei

B =




a1,1 · · · a1,n
.

.

.

.

.

.

λak,1 · · · λak,n
.

.

.

.

.

.

an,1 · · · an,n



.

Es gilt

bi,j det(Bi,j) =

{
λak,j det(Ak,j) für i = k
ai,jλ det(Ai,j) für i 6= k.



108 13 Determinanten

Daraus folgt det(B) = λ det(A) und det ist linear in jeder Zeile.

Sei jetzt A mit Rg(A) < n. Wir zeigen det(A) = 0. Rg(A) < n bedeutet, dass es eine

Zeile Zk von A gibt mit

Zk =
∑

i 6=k

xiZi

wobei Zi die Zeilen von A sind. Wegen der linearität in der k-te Zeile gilt

det(A) = det




Z1
.

.

.

Zk
.

.

.

Zn




=
∑

i 6=k

xi det




Z1
.

.

.

Zi
.

.

.

Zn



.

Bei allen Matrizen in der Summe ist eine Zeile doppelt. Es ist nur no
h zu zeigen,

dass in diesem Fall ist die Determinante glei
h 0. Sei also

B =




Z1
.

.

.

Zi
.

.

.

Zi
.

.

.

Zn




eine Matrix mit Zeile Zi auf der i-te und k-te Zeilen. Es gilt Rg(Bl,j) < n − 1 für

l 6= i und l 6= k. Daraus folgt (per Induktion) det(Bl,j) = 0 für l 6= i und l 6= k. Aus
der De�nition folgt

det(B) = (−1)i+jbi,j det(Bi,j) + (−1)k+jbk,j det(Bk,j).

Es gilt bi,j = bk,j und Bi,j = E
(n−1)
i,i+1 · · ·E(n−1)

k−2,k−1Bk,j. Daraus folgt

det(B) = (−1)i+jbi,j det(Bi,j)+(−1)k+j(−1)k−i−1bi,j det(Bi,j) = (−1)i+jbi,j det(Bi,j(1−1) = 0.

Wir zeigen jetzt det(In) = 1. Es gilt det(In) = (−1)j,j det((In)j,j) = det(In−1) = 1
per Induktion. Daraus folgt, dass det eine Determinantenfunktion ist.

Wir zeigen jetzt, dass det eindeutig ist. Seien det und det′ zwei Determinantenfunk-

tionen. Für A ni
ht invertierbar gilt det(A) = 0 = det′(A). Aus Korollar 13.1.4 gilt

au
h det(T ) = det(T ′) 6= 0 für alle Elementarmatrizen T . Für A invertierbar gibt es

Elementare Matrizen T1, · · · , Tt mit Tt · · ·T1A = In. Es gilt also

det(A) = det(T−1
1 ) · · ·det(T−1

t ) = det′(T−1
1 ) · · ·det′(T−1

t ) = det′(A).

Daraus folgt det(A) = det′(A). �
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Beispiel 13.2.2 1. Sei A ∈M2(K) mit

A =

(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)
.

Dann gilt für j = 1

det(A) = (−1)2a1,1 det(A1,1) + (−1)3a2,1 det(A2,1) = a1,1a2,2 − a2,1a1,2.

2. Sei A ∈ M3(K) mit

A =




a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3


 .

Dann gilt für j = 1

det(A) = a1,1 det

(
a2,2 a2,3
a3,2 a3,3

)
− a2,1 det

(
a1,2 a1,3
a3,2 a3,3

)
+ a3,1 det

(
a1,2 a1,3
a2,2 a2,3

)
.

Bemerkung 13.2.3 Für R ein Ring, kann man au
h Matrizen Mn(R) betra
hten.
Man kann au
h die Matrixaddition, die Skalarmultiplikation und die Matrixmultipli-

kation de�nieren. Der Lapla
es
he Entwi
klungssatz ist dann no
h für A ∈ Mn(R)
wahr (mit dem selben Beweis, auÿer für die Eindeutigkeit). Es gilt also eine (eindeu-

tige) Determinantenfunktion

det :Mn(R) → R

für alle Ringe R.

13.3 Re
hnenregeln für Determinanten

Lemma 13.3.1 Sei A eine Obere Dreie
ksmatrix mit a1,1, · · · , an,n auf der Diagona-
len. Im Symbol

A =




a1,1 a1,2 · · · a1,n

0 a2,2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. an−1,n

0 · · · 0 an,n


 .

Dann gilt

det(A) = a1,1 · · ·an,n.

Beweis. Übung. �

Lemma 13.3.2 Sei A ∈Mn(K), dann gilt

det(AT ) = det(A).
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Beweis. Für Rg(A) < n gilt Rg(AT ) = Rg(A) < n und det(AT ) = 0 = det(A). Für
A invertierbar, gibt es Elementare Matrizen T1, · · · , Tt mit A = T1 · · ·Tt. Auÿerdem
gilt, für E eine Elementarmatrix von Typ I ist ET

au
h Elementar von Typ I, für

E elementar von Typ II gilt ET = E und für E elementar von Typ III ist ET
au
h

elementar von Typ III. Daraus folgt

det(ET ) = det(E)

für E eine Elementarmatrix. Daraus folgt det(AT ) = det(A). �

Korollar 13.3.3 (Entwi
klung na
h der j-ten Zeile) Es gilt für jedes j ∈ [1, n]:

det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jaj,i det(Aj,i).

Beweis. Anwende Lapla
es
her Entwi
klungssatz für det(AT ). �

Korollar 13.3.4 Die Determinantenfunktion det ist linear in jeder Spalte.

Lemma 13.3.5 Sei A ∈Mn(K) eine Matrix der Form

A =




B1 ⋆ · · · ⋆

0 B2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ⋆
0 · · · 0 Br


 ,

wobei Bi ∈Mki(K) mit k1 + · · ·+ kr = n. Dann gilt

det(A) = det(B1) · · ·det(Br).

Beweis. Übung. �

Satz 13.3.6 Sei A eine Matrix.

1. Für A invertierbar gilt det(A−1) = det(A)−1
.

2. Sei Com(A) = (bi,j) mit bi,j = (−1)i+j det(Ai,j). Dann gilt

ACom(A)T = det(A)In.

3. Für A invertierbar gilt

A−1 =
1

det(A)
Com(A)T .
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Beweis. 1. Es gilt AA−1 = In. Daraus folgt det(A) det(A−1) = det(In) = 1 und

det(A−1) = det(A)−1
.

2. Wir s
hreiben ACom(A)T = (ci,j). Es gilt

ci,j =

n∑

k=1

ai,k(−1)k+j det(Aj,k) = det(A′)

wobei A′
aus A entsteht dur
h Ersetzen der j-ten Zeilen dur
h die i-te Zeile. Daraus

folgt ci,j = δi,j det(A).

3. Folgt aus 2. �

Beispiel 13.3.7 Für A ∈M2(K) mit

A =

(
a1,1 a1,2
a2,1 a2,2

)
.

Dann gilt

Com(A) =

(
a2,2 −a2,1
−a1,2 a1,1

)
und Com(A)T =

(
a2,2 −a1,2
−a2,1 a1,1

)
.

Dann gilt für det(A) = a1,1a2,2 − a2,1a1,2 6= 0:

A−1 =
1

a1,1a2,2 − a2,1a1,2

(
a2,2 −a1,2
−a2,1 a1,1

)
.

13.4 Cramers
he Regel für lineare

Glei
hungssysteme

Sei A = (ai,j) ∈Mn(K) und sei b = (bi) ∈Mn,1(K) = Kn
.

Satz 13.4.1 Für A invertierbar, gibt es genau eine Lösung v = (xi) ∈Mn,1(K) = Kn

des lineares Glei
hungssystems AX = b und es gilt:

xi =
1

detA
det




a1,1 · · · a1,i−1 b1 a1,i+1 · · · a1,n
a2,1 · · · a2,i−1 b2 a2,i+1 · · · a2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an−1,1 · · · an−1,i−1 bn−1 an−1,i+1 · · · an−1,n

an,1 · · · an,i−1 bn an,i+1 · · · an,n



.
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Beweis. Wir wissen, dass es, für A invertierbar, genau eine Lösung des Systems

AX = b gibt. Sei v = (xi) die Lösung. Es gilt Av = b. Also für S1, · · · , Sn die Spalten

von A gilt:

x1S1 + · · ·+ xnSn = b.

Daraus folgt, dass das System (S1, · · · , Si−1, xiSi−b, Si+1, · · · , Sn) inear abhängig ist.
Sei B die Matrix mit S1, · · · , Si−1, xiSi−b, Si+1, · · · , Sn als Spalten. Es gilt det(B) =
0. Aus der Linearität von det in den i-ten Spalte folgt

0 = det(B) = xi det(A)−det




a1,1 · · · a1,i−1 b1 a1,i+1 · · · a1,n
a2,1 · · · a2,i−1 b2 a2,i+1 · · · a2,n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an−1,1 · · · an−1,i−1 bn−1 an−1,i+1 · · · an−1,n

an,1 · · · an,i−1 bn an,i+1 · · · an,n



.

13.5 Determinanten von Endomorphismen

Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n.

Lemma 13.5.1 Sei f : V → V ein Endomorphismus und seien B und B′
zwei Basen

von V . Es gilt
det(MatB(f)) = det(MatB′(f)).

Beweis. Na
h Basiswe
hselsatz für Endomorphismen giltMatB′(f) = QMatB(f)Q
−1
.

Daraus folgt

det(MatB′(f)) = det(Q) det(MatB(f)) det(Q)
−1 = det(Q) det(Q−1) det(MatB(f)).

Es folgt det(MatB′(f)) = det(MatB(f)). �

De�nition 13.5.2 Sei f : V → V ein Endomorphismus. Die Determinante det(f)
von f ist

det(f) = det(MatB(f)),

wobei B eine Basis von V ist. Na
h dem Lemma hängt det(f) ni
ht von B ab.

Satz 13.5.3 Seien f und g zwei Endomnorphismen von V . Dann gilt:

1. det(f ◦ g) = det(f) det(g) = det(g ◦ f).
2. det(IdV ) = 1.

3. f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn det(f) 6= 0.

4. Falls f ein Isomorphismus ist, dann gilt det(f−1) = det(f)−1
. �

Beweis. Übung. �
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14.1 De�nition

Wir wissen, dass

K(N) = {f : N → K | f(n) 6= 0 nur für endli
h viele n ∈ N}
ein Vektorraum ist. Sei en : N → K de�niert dur
h en(i) = δi,n. Dann gilt en ∈
K(N)

.

Lemma 14.1.1 Das System B = (en)n∈N ist eine Basis von K(N)
. Diese Basis heiÿt

die kanonis
he Basis von K(N)
. �

Beweis. Sei f : N → K in K(N)
. Dann gilt

f =
∑

n∈N

f(n)en.

Wegen f ∈ K(N)
, ist die Summe endli
h. Daraus folgt, dass B eine Basis ist. Für

n ∈ N, sei xn ∈ K mit ∑

n

xnen = 0.

Dies ist eine Glei
hung von Elemente aus KN
die Menge aller Abbildungen von N

na
h K. Für i ∈ N gilt also

xi =
∑

n

xnen(i) =

(
∑

n

xnen

)
(i) = 0

und B ist linear unabhängig. �

De�nition 14.1.2 Wir de�nieren auf K(N)
eine multiplikation:

K(N) ×K(N) · // K(N)

(f, g) � // f · g,
wobei f · g de�niert ist dur
h

f · g : i 7→
i∑

k=0

f(k)g(i− k).
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Notation 14.1.3 Wir s
hreiben X für e1.

Lemma 14.1.4 (K(N),+, ·) ist ein kommutativer Ring. �

Beweis. Übung. Wir zeigen nur, dass e0 ein Eins für die Multiplikation ist. Es gilt

(e0 · f)(i) =
∑i

k=0 e0(k)f(i− k) = f(i). �

Notation 14.1.5 Als e0 ein Eins für die Multipli
ation ist s
hreiben wir e0 = 1. Wir

s
hreiben au
h X für e1.

Lemma 14.1.6 Es gilt Xn = en. �

Beweis. Wir zeigen Xn = en per Induktion na
h n. Es gilt e0 = 1 = X0
(Konvention)

und e1 = X (De�nition von X). Angenommen en = Xn
. Wir zeigen, dass Xn+1 =

en+1. Es gilt

Xn+1(i) = (X ·Xn)(i) = (e1 ·en)(i) =
i∑

k=0

e1(k)en(i−k) = en(i−1) = δi,n+1 = en+1(i).

Notation 14.1.7 1. Für f ∈ K(N)
gilt

f =
∑

n

f(n)en =
∑

n

f(n)Xn.

Wir s
hreiben

f =
∑

n

anX
n,

wobei an ∈ K ist ni
ht nul nur für endli
h viele n ∈ N.

2. Wir s
hreiben K[X ] für K(N)
und nennen K[X ] Polynomring in X . Elemente

in K[X ] heiÿen Polynome.

Lemma 14.1.8 Es gilt Xn ·Xm = Xn+m
. �

Beweis. Übung. �

De�nition 14.1.9 Sei f =
∑

n anX
n ∈ K[X ].

1. Der Grad von f ist de�niert als

deg(f) =

{
−∞ fall f = 0,
max{n | an 6= 0} sonst.

2. Das Polynom f heiÿt normiert falls deg(f) = n ≥ 0 und an = 1.
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Lemma 14.1.10 Es gilt

1. deg(f · g) = deg(f) + deg(g).

2. deg(f + g) ≤ max(deg(f), deg(g)). �

Beweis. Übung. �

Satz 14.1.11 (Polynomdivision) Sei p ∈ K[X ] \ {0}. Für jedes f ∈ K[X ] gibt es
eindeutig bestimmte Polynome q, r mit

f = p · q + r

und deg(r) < deg(p). �

Beweis. S
hulkenntniss (oder Übung). �

De�nition 14.1.12 1. Sei x ∈ K. Man de�niert evx : K[X ] → K die Einsetzung

von f =
∑

n anX
n
in x als

evx(f) =
∑

n

anx
n ∈ K.

Man s
hreibt oft f(x) für evx(f).

2. x ∈ K heiÿt Nullstelle von f wenn f(x) = 0.

Lemma 14.1.13 Sei x ∈ K. 1. evx ist eine Linearform auf K[X ].

2. Seien f, g ∈ K[X ], es gilt evx(f · g) = evx(f)evx(g), also (fg)(x) = f(x)g(x). �

Lemma 14.1.14 Sei a ∈ K eine Nullstelle von f ∈ K[X ] \ {0}. Dann gibt es ein

q ∈ K[X ] mit f = q · (X − a). �

Beweis. Sei p = X− a, es gibt q, r ∈ K[X ] mit f = p · q+ r und deg(r) < deg(p) = 1
also deg(r) = 0. Es gilt also r = a0e0 = a01 = a0. Auÿerdem, gilt 0 = f(a) =
p(a)q(a) + r(a) = 0 + a0. Daraus folgt 0 = a0 = r und f = q · (X − a). �

Lemma 14.1.15 Seien f, g ∈ K[X ] mit f · g = 0. Dann gilt f = 0 oder g = 0. �

Beweis. Angenommen f 6= 0 und g 6= 0. Dann haben wir deg(f) = n ≥ 0 und

deg(g) = m ≥ 0 und deg(f · g) = deg(f) + deg(g) ≥ 0. Es folgt f · g 6= 0, ein
Widerspru
h. �

Satz 14.1.16 Sei f ∈ K[X ] \ {0}. Angenommen f hat eine Nullstelle, dann gibt es

paarweise vers
hiedene a1, · · · , ak ∈ K und m1, · · · , mk ≥ 1 in N und q ∈ K[X ] mit

f = (X − a1)
m1 · · · (X − ak)

mk · q

wobei q 6= 0 keine Nullstelle inK hat und a1, · · · , ak undm1, ·, mk eindeutig bestimmt

sind. �
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Beweis. Sei a1 eine Nullstelle von f . Dann gibt es (per Induktion auf deg(f)) ein
m1 ≥ 1 und ein q1 ∈ K[X ] mit q1(a1) 6= 0 und

f = (X − a1)
m1 · q1.

Wir zeigen, dass q1 und m1 eindeutig bestimmt sind. Angenommen f = (X − a1)
m1 ·

q1 = (X − a1)
m′

1 · q′1 mit q1(a1) 6= 0 6= q′1(a1). Ohne Bes
hränkung können wir

annehmen, dass m1 ≥ m′
1. Es folgt

(X − a1)
m′

1((X − a1)
m1−m′

1q1 − q′1) = 0.

Wegen (X − a1)
m′

1 6= 0 gilt (X − a1)
m1−m′

1q1 − q′1 = 0. Für m1 > m′
1 gilt 0 =

eva1((X − a1)
m1−m′

1q1 − q′1) = −q′(a1), ein Widerspru
h. Es gilt also m1 = m′
1. Dann

gilt (X − a1)
m1−m′

1 = 1 und es folgt q1 = q′1.

Es gilt deg(q1) < deg(f) und per Induktion gibt es eindeutig bestimmte a2, · · · , ak)
und m2, · · · , mk ≥ 1 in N und q ∈ K[X ] mit

q1 = (X − a2)
m2 · · · (X − ak)

mk · q.

De�nition 14.1.17 SSei f ∈ K[X ]\{0}. Das Polynom f zerfält über K vollstan-

dig in Linearfaktoren, falls es λ ∈ K und paarweise vers
hiedene a1, · · · , ak ∈ K
und m1, · · · , mk ≥ 1 in N gibt mit

f = λ(X − a1)
m1 · · · (X − ak)

mk .

Dann sind a1, · · · , ak die Nullstellen von f .

Beispiel 14.1.18 1. Sei K = R und f = X2 + 1. Dann zerfällt f ni
ht in Linearfak-

toren über R. Für K = C gilt aber

f = X2 + 1 = (X + i)(X − i).

1. Sei K = Q und f = X2 − 2. Dann zerfällt f ni
ht in Linearfaktoren über Q. Für
K = R gilt aber

f = X2 − 2 = (X +
√
2)(X −

√
2).

De�nition 14.1.19 Ein Körper ist algebrais
h abges
hlossen falls jedes f ∈
K[X ] \ {0} über K in Linearfaktoren zerfällt.

Satz 14.1.20 (Fundamentalsatz der Algebra) Der K�orper C ist algebrais
h ab-

ges
hlossen. �

Beweis. Wird erst in der Vorlesung Algebra beweisen. �
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14.2 Das 
harakteristis
he Polynom eines

Endomorphismus

Sei V ein K-Vektorraum mit dim V <∞.

De�nition 14.2.1 Sei f : V → V ein Endomorphismus. Das 
harakteristis
he

Polynom von f ist

χf = det(XIdV − f).

Beispiel 14.2.2 1. Sei V = R2
und sei f = IdV . Dann gilt

χf = det(XIdV − IdV ) = det

(
X − 1 0

0 X − 1

)
= (X − 1)2 = X2 − 2X + 1.

2. Sei V = R2
und sei f(x, y) = (y, x). Dann gilt

χf = det(XIdV − f) = det

(
X 1
1 X

)
= X2 − 1 = (X − 1)(X + 1).

3. Sei V = R2
und sei f(x, y) = (y,−x). Dann gilt

χf = det(XIdV − f) = det

(
X −1
1 X

)
= X2 + 1.



15 Eigenwerte, Eigenvektoren und

Diagonalisierbarkeit

15.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

De�nition 15.1.1 1. Sei f : V → V ein Endomorphismus von V . Ein Vektor v ∈
V \ {0} heiÿt Eigenvektor mit Eigenwerte λ ∈ K falls gilt

f(v) = λv.

2. Sei A ∈ Mn(K) eine Matrix. Ein Vektor v ∈ Kn \ {0} heiÿt Eigenvektor mit

Eigenwerte λ ∈ K falls gilt

Av = λv.

Lemma 15.1.2 Sei f : V → V ein Endomorphismus und sei B eine Basis von V .
Sei v ein Eigenvektor von f mit Eigenwerte λ, dann ist cB(v) ein Eigenvektor von

A = MatB(f) mit Eingenwerte λ. �

Beweis. Als cB ein Isomorphismus ist, gilt cB(v) 6= 0 für v 6= 0. Auÿerdem wissen wir,

dass cBf = AcB. Daraus folgt AcB(v) = cB(f(v)) = cB(λv) = λcB(v). �

Beispiel 15.1.3 1. Sei A eine diagonale Matrix mit λ1, · · · , λn auf der Diagonale.

Dann ist ei, der i-te Basis Vektor der kanonis
hen Basis ein Eigenvektor für A mit

Eigenwerte λi:
Aei = λiei.

2. Sei A die Drehung um α in R2
. Also

A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.

Die Matrix A hat einen Eigenvektor genau dann wenn α = 0 oder α = π.

3. Sei A ∈ Mn(K) eine nilpotente Matrix i.e. AN = 0 für ein N ∈ N. Sei λ eine

Eigenwerte von A. Dann gilt λ = 0: sei v 6= 0 mit Av = λv. Es gilt 0 = ANv = λNv.
Daraus folgt λN = 0 und λ = 0.
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De�nition 15.1.4 Sei λ ∈ K und f : V → V eine Endomorphismus. Der Eigen-

raum E(f, λ) zu f und λ ist

E(f, λ) = {v ∈ V | f(v) = λv}.

Lemma 15.1.5 Es gilt E(f, λ) = Ker(λIdV − f). �

Beweis. Sei v ∈ E(f, λ), dann gilt f(v) = λv also (λIdV − f)(v) = λv − λv = 0. Sei
v ∈ Ker(λIdV − f), dann gilt (IdV − f)(v) = 0 also λv − f(v) = 0. �

Korollar 15.1.6 E(f, λ) ist ein Unterraum von V .

Korollar 15.1.7 Ein Skalar λ ist eine Eigenwerte von f genau dann, wenn Ker(IdV −
f) = E(f, λ) 6= 0.

Korollar 15.1.8 Die Eigenwerte von f sind die Nullstelen von χf .

Beweis. Sei λ eine Eigenwerte von f . Dann gilt Ker(λIdV − f) 6= 0 also λIdV − f
ist ni
ht injektiv und χf (λ) = det(λIdV − f) = 0. Umgekehrt, für λ eine Nullstelle

des 
hara
teristis
he Polynom gilt det(λIdV − f) = 0. Daraus folgt, dass λIdV − f
ni
ht bijektiv ist und also ni
ht injektiv. Es gilt Ker(λIdV − f) 6= 0 und λ ist eine

Eigenwerte. �

Satz 15.1.9 1. Für λ 6= µ gilt E(f, λ) ∩ E(f, µ) = 0.

2. Systeme von Eigenvektoren mit paarweise vers
hiedene Eigenwerte von f sind

linear unabhängig. �

Beweis. 1. Sei v ∈ E(f, λ) ∩ E(f, µ). Es gilt f(v) = λv und f(v) = µv. Daraus folgt
(λ− µ)v = 0. Wegen µ 6= λ, gilt v = 0.

2. Sei (v1, · · · , vk) ein System von Eigenvektoren mit paarweise vers
hiedene Eigen-

werte λ1, · · · , λn. Angenommen (v1, · · · , vk) sei linear abhängig. Sei t minimal mit

der Eigens
haft: es gibt Skalare xi1 , · · · , xit ∈ K \ {0} mit

xi1vi1 + · · ·xitxit = 0.

Es gilt

0 = f(xi1vi1 + · · ·xitxit) = λi1xi1vi1 + · · ·λitxitxit .
Daraus folgt

0 = (λi1 − λit)xi1vi1 + · · ·+ (λit−1
− λit)xit−1

vit−1
+ (λit − λit)xitxit

0 = (λi1 − λit)xitvit · · · (λit−1
− λit)xit−1

xit−1
.

Seien yij = (λij − λit)xij ∈ K \ {0}. Es gilt

yi1vi1 + · · · yit−1
vit−1

= 0.

Ein Widerspru
h zur Minimalität von t. �
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Korollar 15.1.10 Sei n = dimV und f ∈ End(V ). Dann hat f hö
hstens n Eigen-

werte.

Korollar 15.1.11 Sei f ∈ End(V ). Dann gilt

∑

λ∈K

E(f, λ) =
⊕

λ∈K

E(f, λ).

Beweis. F�ur λ1, · · · , λk paarweise vers
hieden und vλi
∈ E(f, λi) mit

∑
i vλi

= 0 gilt
vλi

= 0 für alle i. �

15.2 Diagonalisierbare Matrizen

De�nition 15.2.1 Eine Matrix A = (ai,j) ∈ Mn(K) heiÿt diaginal wenn ai,j = 0
gilt für alle i 6= j.

De�nition 15.2.2 Eine Matrix A ∈ Mn(K) ist diagonalisierbar falls sie ähnli
h
zu einer Diagonalmatrix ist i.e. falls es Q ∈ GLn(K) gibt so dass QAQ−1

eine Dia-

gonalmatrix ist.

Satz 15.2.3 Sei A ∈Mn(K). Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

1. A ist diagonalisierbar.

2. Es gibt eine Basis B von Kn
, wel
he aus Eigenvektoren von A besteht.

3.

∑
λ∈K dimE(A, λ) = n.

4. ⊕λ∈KE(A, λ) = Kn
. �

Beweis. Wir wissen s
hon, dass 4 und 3 äquivalent sind (weil die Glei
hung

⊕λ∈KE(A, λ) =
∑

λ∈K

dimE(A, λ)

gilt).

(1. ⇒ 2.) Sei Q ∈ GLn(K) und D eine Diagonalmatrix mit λ1, · · · , λn) auf der

diagonalen und so sass D = QAQ−1
. Sei (e1, · · · , e−n) die kanonis
he Basis von Kn

und sei B = (v1, · · · , vn) mit vi = Q−1ei. Dann gilt

Avi = (Q−1DQ)(Q−1ei) = Q−1Dei = Q−1λiei = λivi.

Die Basis B besteht aus Eigenvektoren von A.
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(2.⇒ 1.) Sei B eine Basis wel
he aus Eigenvektoren von A von Eigenwerte λ1, · · · , λn)
besteht. Die Matrix A und die Matrix D = MatB(A) sind ähnli
h. Es gilt aber

D =




λ1 0 · · · 0

0 λ2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 λn


 .

(2.⇒ 4.) Sei B eine Basis von Eigenvektoren von A. Diese Vektoren sind in⊕λ∈KE(A, λ)
enthalten. Es gilt also dim(⊕λ∈KE(A, λ)) ≥ n.

(4. ⇒ 2.) Sei Bλ eine Basis von E(f, λ). Dann ist ∪λ∈KBλ eine Basis von Kn
wel
he

aus Eigenvektoren von A besteht. �

Beispiel 15.2.4 Sei A ∈M2(R) mit

A =

(
cos(α) sin(α)
sin(α) − cos(α)

)
.

Es gilt χA = (X − cosα)(X + cosα)− sin2 α = X2 − 1. Die Nullstellen von χA sind

1 und −1. Die Eigenräume von A sind

E(A, 1) =

〈(
1 + cosα
sinα

)〉
und E(A,−1) =

〈(
cosα− 1
sinα

)〉
.

Die Matrix A ist diagonalisierbar und ähni
h zu der Matrix

D =

(
1 0
0 −1

)
.

De�nition 15.2.5 Sei n = dimV . Ein Endomorphismus f ∈ End(V ) ist diagona-
lisierbar falls es eine Basis B von V gibt mit MatB(F ) eine Diagonalmatrix.

Lemma 15.2.6 Sei f ∈ End(V ) und sei B eine (beliebiege) Basis von V . Dann ist

f diagonalisierbar genau dann, wenn MatB(f) diaginalisierbar ist. �

Beweis. Basiwe
hsel. �

Satz 15.2.7 Sei n = dimV und f ∈ End(V ). Dann sind fogende Aussage äquivalent:

1. f ist diagonalisierbar.

2. Es gibt eine Basis B von V wel
he aus Eigenvektoren von f besteht. �
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Beweis. (2.⇒ 1.) Sei B eine Basis B von V wel
he aus Eigenvektoren von f besteht.

Dann ist MatB(f) eine Diagonalmatrix.

(1.⇒ 2.) Sei B eine Basis mit MatB(f) eine Diagonalmatrix. Dann sind die Vektoren

aus B Eingenvektoren. �

Lemma 15.2.8 Sei n = dimV und f ∈ End(V ). Hat f genau n vershiedene Eigen-

werte, dann ist f diagonalisierbar. �

Beweis. Seien λ1, · · · , λn die n vershiedene Eigenwerte von f . Es gilt dimE(f, λi) ≥ 1
für alle i. Daraus folgt

∑n
i=1 dimE(f, λi) ≥ n und V = ⊕n

i=1E(f, λi). �

Beispiel 15.2.9 Sei A ∈ M3(R) mit

A =




0 1 1
−2 3 2
0 0 3


 .

Es gilt

χA = det




X −1 −1
2 X − 3 −2
0 0 X − 3


 = (X − 1)(X − 2)(X − 3).

Die Matrix A hat also drei vershiedene Eigenwerte 1, 2 und 3. Die Matrix A ist also

diagonalisierbar. Sei

Q =




1 1 1
1 2 2
0 0 1


 .

Es gilt

QAQ−1 =




1 0 0
0 2 0
0 0 3


 .

15.3 Eigenwerte und das 
harakteristis
he Polynom

Zur Erinerung haben wir:

Satz 15.3.1 Sei A ∈Mn(K) und sei f ∈ End(V ). Es gilt

{Eigenwerte von A} = {Nullstellen von χA} und

{Eigenwerte von f} = {Nullstellen von χf}.

Beweis. Folgt aus Korollar 15.1.7. �
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Satz 15.3.2 Ähnli
he Matrizen haben das glei
he 
harakteristis
he Polynom. �

Beweis. Seien A und B ähnli
h. Dann gibt es Q mit B = QAQ−1
. Es gilt au
h

XIn = QXInQ
−1
. Daraus folgt

χB = det(XIn − B) = det(QXInQ
−1 −QAQ−1) = det(Q)χA det(Q)−1 = χA.

De�nition 15.3.3 Sei p ∈ K[X ] und λ ∈ K. Es gibt m(p, λ) ∈ N und q ∈ K[X ]
mit

p = (X − λ)m(p,λ) · q.

q und m(p, λ) sind eindeutig bestimmt. Die naturlis
he Zahl m(p, λ) heiÿt die Viel-
fa
hheit der Nullstelle λ von p.

Bemerkung 15.3.4 Es gilt m(p, λ) 6= 0 ⇔ λ ist eine Nullstele von p.

Satz 15.3.5 Sei n = dimV und sei f ∈ End(V ). Für jedes λ ∈ K gilt dann

dimE(f, λ) ≤ m(χf , λ).

Beweis. Sei r = dimE(f, λ) und sei (v1, · · · , vr) eine Basis von E(f, λ). Wir egänzen

(v1, · · · , vr) in eine Basis B = (v1, · · · , vr, vr+1, · · · , vn). Dann gilt

MatB(XIdV − f) = det

(
(X − λ)Ir ⋆

0 A′

)

wobei A′ ∈ Mn−r(K). Es gilt χf = (X − λ)rχA′
. Daraus folgt m(χf , λ) ≥ r =

dimE(f, λ). �

Korollar 15.3.6 Sei n = dimV und sei f ∈ End(V ). Das Endomorphismus f is

diagonalisierbar genau dann, wenn, χf vollständig in Linearfaktoren zerfällt und für

jedes λ ∈ K, gilt dimE(f, λ) = m(χf , λ).

Beweis. Für f diagonalisierbar zerfällt χf vollständig in Linearfaktoren und es gilt∑
λ dimdimE(f, λ) = n =

∑
λm(χf , λ). Daraus folgt dimE(f, λ) = m(χf , λ) für

jedes λ.

Umgekehrt, falls χf vollständig in Linearfaktoren zerfällt und falls für jedes λ ∈ K,

gilt dimE(f, λ) = m(χf , λ), gilt
∑

λ dimdimE(f, λ) =
∑

λm(χf , λ) = n und f ist

diagonalisierbar. �
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15.4 Trigonalisierbarkeit

De�nition 15.4.1 1. Eine Matrix A = (ai,j) ∈Mn(K) ist eine obere Dreie
kmatrix

wenn ai,j = 0 für i > j.

2. Sei n = dim V und f ∈ End(V ). Das Endomorphismus f heiÿt triginalisierbar

falls es eine Basis B gibt mit MatB(f) eine obere Dreie
kmatrix.

Satz 15.4.2 Sei f ∈ End(V ). Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. f ist trigonalisierbar.

2. χf zerfällt über K vollstandig in Linearfaktoren. �

Beweis. (1. ⇒ 2.). Sei B eine Basis mit A = MatB(f) eine obere Dreie
kmatrix. Es

gilt

A =




λ1 ⋆
.

.

.

0 λn


 und χf = χA = det




X − λ1 ⋆
.

.

.

0 X − λn


 .

Daraus folgt χf = (X − λ1) · · · (X − λn).

(2.⇒ 1.) Per Induktion na
h n. Für n = 1 sind beide Aussage wahr.

Es gilt χf = (X − λ1) · · · (X − λn). Daraus folgt, dass λ1 eine Eigenwerte von f ist.

Sei v1 ein Eigenvektor von f mit der Eigenwerte λ1. Wir ergänzen v1 in einer Basis

B = (v1, · · · , vn). Sei A = MatB(f). Es gilt

A =

(
λ1 ⋆
0 A′

)

wobei A′ ∈Mn−1(K). Es gilt au
h

χf = χA = det

(
X − λ1 ⋆

0 XIn−1 − A′

)
= (X − λ1)χA′.

Daraus folgt, dass χA′ = (X − λ2) · · · (X − λn) vollstangid über K in Linearfaktoren

zerfällt. Sei W = 〈v2, · · · , vn〉 und B′ = (v2, · · · , vn). Dann ist B′
eine Basis von W .

Sei g ∈ End(W ) mit MatB′(g) = A′
. Es gilt χg = χA′

. Na
h Induktion, gibt es eine

Basis C′
von W mit T = MatC′(g) eine obere Dreie
kmatrix. Sei Q′ = MatC′,B′(IdW ).

Es gilt

QA′Q−1 = T.

Sei

Q =

(
1 0
0 Q′

)
.



125

Es gilt det(Q) = det(Q′) also ist Q invertierbar. Sei C = (Q−1v1, · · · , Q−1vn). Es gilt
Q = MatC,B(IdV ). Daraus folgt

MatC(f) = QAQ−1 =

(
1 0
0 Q′A′Q−1

)
=

(
1 0
0 T

)
.

Die Matrix MatC(f) ist eine obere Dreie
kmatrix. �

Korollar 15.4.3 Falls K algebrais
h abges
hlossen ist, falls also jedes Polynom in

K[X ]\{0} über K in Linearfaktoren zerfällt, dann ist jedes f ∈ End(V ) mit dimV <
∞ trigonalisierbar.

15.5 Minimal Polynom

Sei V mit dimV = n und sei f ∈ End(V ).

De�nition 15.5.1 Sei Φ : K[X ] → End(V ) de�niert dur
h

Φ(P ) =
n∑

k=0

akf
k, wobei P =

n∑

k=0

akX
k ∈ K[X ]

und fn
die n-malige Komposition von f mit si
h selbst ist. Man s
hreibt Φ(P ) =

P (f).

Lemma 15.5.2 1. Die Abbildung Φ ist linear.

2. Die Abbildung Φ ist ein Ringhomomorphismus (i.e. Φ(PQ) = Φ(P )Φ(Q)). �

Beweis. Übung. �

Lemma 15.5.3 Es gibt ein Polynom P ∈ K[X ] \ {0} mit Φ(P ) = P (f) = 0 i.e.

KerΦ 6= 0. �

Beweis. Es gilt dimK[X ] = ∞ > dimEnd(V ) = n2
. Na
h dem Rangsatz istKer(Φ) 6=

0.

Zweiter Beweis: Das System (IdV , f, f
2, · · · , fn2

) hat n2 + 1 Vektoren aus End(V )
und es gilt dimEnd(V ) = n2

. Daraus folgs, dass linear abhängig ist, also es gibt

Skalare a0, · · · , an2
wel
he ni
ht alle nul sind mit

a0f
0 + · · ·+ an2fn2

= 0.

Für P = a0 + · · ·+ an2Xn2 6= 0 gilt also Φ(P ) = P (f) = 0. �

De�nition 15.5.4 Sei n = dimV und f ∈ End(V ). Der Annulator von f ist

Ann(f) = {P ∈ K[X ] | Φ(f) = P (f) = 0} = KerΦ.
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Satz 15.5.5 Sei n = dimV und f ∈ End(V ). Dann existiert genau ein normiertes

Polynom µf ∈ K[X ] mit

1. µf(f) = 0

2. Ist P ∈ K[X ] mit P (f) = 0, so ist µf ein Teiler von P . �

Beweis. uerst zeigen wir die Existenz von µf . Sei P ∈ K[X ] \ {0} mit P (f) = 0 so

dass deg(µf) minimal ist. Sei n = deg(P ) und P = anX
n + · · ·+ a0. Es gilt an 6= 0

und wir setzen µf = !
an
P . Das Polynom µf ist normiert und es gilt µf(f) = 0.

Sei P mit P (f) = 0. Wir s
hreiben P = qµf + r mit deg(r) < deg µf . Es gilt

0 = P (f) = q(f)µf(f)+ r(f) = r(f). Na
h Minimalität gilt also r = 0 und µf ist ein

Teiler von P .

Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit. Sei µ′
f mit Eingens
haften 1. und 2. Dann ist µf

ein Teiler von µ′
f und µ

′
f ist ein Teiler von µf . Daraus folgt, dass µf = λµ′

f für λ ∈ K.

Weil beide Polynome normiert sind, gilt µf = µ′
f . �

Lemma 15.5.6 Sei n = dimV und f ∈ End(V ).

1. Sei λ eine Eigenwerte von f . Es gilt µf(λ) = 0.

2. Seien λ1, · · · , λr die Eigenwerte von f . Das Polynom (X − λ1) · · · (X − λr) teilt
µf . �

Beweis. 1. Sei v ein Eigenvektor mit Eigenwerte λ. Es gilt f(v) = λv und v 6= 0. Es
gilt au
h µf(f) = 0. Daraus folgt µf(f)(v) = 0. Wir s
hreiben µf = Xn + · · · + a0.
Es gilt

0 = µf (f)(v) = fn(v) + · · ·+ a0v = λnv + · · ·+ a0v = µf(λ)v.

Weil v 6= 0, gilt µf(λ) = 0.

2. Folgt aus 1. �

Satz 15.5.7 Sei n = dimV und f ∈ End(V ). Dann sind folgende Aussagen äquiva-

lent:

1. f ist diagonalisierbar.

2. µf zerfällt vollständig in Linearfaktoren und besitzt nur einfa
he Nullstellen.�
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Beweis. (1.⇒ 2.) Seien λ1, · · · , λr die Eigenwerte von f . Es gilt

V =
r⊕

i=1

E(f, λi).

Sei v ∈ V . Dann gibt es eindeutig bestimmte vi ∈ E(f, λi) mit

v = v1 + · · ·+ vr.

Wir zeigen, dass (f−λ1IdV )◦· · ·◦(f−λrIdV ) = 0. Sei g = (f−λ1IdV )◦· · ·◦(f−λrIdV ).
Es gilt für alle i:

g = (f − λ1IdV ) ◦ · · · ◦ ̂(f − λiIdV ) ◦ · · · ◦ (f − λrIdV ) ◦ (f − λiIdV ).

Es gilt au
h f(−λiIdV )(vi) = 0. Daraus folgt g(vi) = 0 für alle i und g(v) = 0.
Daraus folgt, dass µf teilt (X − λ1) · · · (X − λr). Aus dem obigen Lemma folgt, dass

(X − λ1) · · · (X − λr) teilt µf . Daraus folgt µf = (X − λ1) · · · (X − λr)

(2.⇒ 1.) Per Induktion na
h n. Für n = 1 sind alle Endomorphismen diagonalisierbar.

Sei also n > 1 und sei µf = (X − λ1) · · · (X − λr) mit λi paarweise vers
hieden.

Lemma 15.5.8 V = Ker(f − λ1IdV )⊕ Im(f − λ1IdV ). �

Beweis. Wir s
hreiben (X − λ2) · · · (X − λr) = (X − λ1)q + r mit deg(r) < 1 also

r ∈ K ist ein Skalar. Es gilt r 6= 0 weil X − λ1 ni
ht (X − λ2) · · · (X − λr) teilt. Sei
v ∈ V , es gilt

v =
1

r
(f − λ2IdV ) ◦ · · · (f − λrIdV )(v)−

1

r
(f − λ1IdV ) ◦ q(f)(v) = v′ + v′′

. Es gilt (f − λrIdV )(v
′) = (f − λ1IdV ) ◦ · · · (f − λrIdV )(v) = µf(f)(v) = 0 also

v′ ∈ Ker(f − λ1IdV ). Es gilt v
′′ = (f − λ1IdV )(

1
r
q(f)(v)) ∈ Im(f − λ1IdV ). Es gilt

also

V = Ker(f − λ1IdV ) + Im(f − λ1IdV ).

Na
h dem Rangsatz gilt dimV = dimKer(f − λ1IdV ) + dim Im(f − λ1IdV ). Daraus
folgt dim(Ker(f − λ1IdV ) ∩ Im(f − λ1IdV )) = 0 und die Summe ist eine direkte

Summe. �

SeiW = Im(f−λ1IdV ). Wir zeigen f(W ) ⊂ W . Sei w = f(v)−λ1v. Dann gilt f(w) =
f(f(v))− λ1f(v) = (f − λ1IdV )(f(v)). Sei g = f |W . Es gilt µf(g) = 0. Daraus folgt,
dass µg teilt µf und dass µg zerfällt vollständig und besitzt nur einfa
he Nullstellen.

Na
h Induktion gilt g is diagonalisierbar. Sei B2 eine Basis von Eigenvktoren von g.
Diese Vektorn sind au
h Eigenvektoren von f . Sei B1 eine Basis von Ker(f − λ1IdV ).
Diese Vektoren sind Eigenvektoren von f . Daraus folgt, dass B = B1 ∪B2 eine Basis

von Eigenvektoren von f ist. Also ist f diagonalisierbar. �
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15.6 Satz von Cayley-Hamilton

Satz 15.6.1 (Satz von Cayley-Hamilton) Es gilt Φ(χf) = χf(f) = 0. �

Beweis. Wir zeigen, dass Φ(χf)(v) = χf(f)(v) = 0 für alle v ∈ V . Für v = 0 ist diese
Glei
hung trivial. Sei v 6= 0. Das System (v, f(v), · · · , fn(v)) hat n+1 Vektoren und

ist also linear abhängig. Sei r minimal mit (v, f(v), · · · , f r(v)) linear abhängig. Das
System (v, f(v), · · · , f r−1(v)) ist linear unabhängig und es gibt Skalare a0, · · · , ar−1

mit

f r(v) = a0v + · · ·+ ar−1f
r−1(v).

SeiW = 〈v, f(v), · · · , f r−1(v)〉. Das System BW = (v, f(v), · · · , f r−1(v)) = (v0, · · · , vr−1)
ist eine Basis vonW und es gilt f(vk) = f(fk(v)) = fk+1(v) = vk+1 ∈ W für k < r−1
und f(vr−1) = f r(v) = a0v + · · · + ar−1f

r−1(v) ∈ W . Es gilt also f(W ) ⊂ W . Sei

f |W : W →W die eins
hränkung von f auf W . Es gilt

A′ = MatBW
(f |W ) =




0 · · · · · · 0 a0

1
.

.

.

.

.

. a1

0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

0 · · · 0 1 ar−1



.

Na
h Übungsblatt 13 gilt χA′ = Xr − a0 − · · · − ar−1X
r−1

. Es gilt also

χA′(f)(v) = (f r − a0 + · · · − ar−1f
r−1)(v) = f r(v)− a0v − · · · − ar−1f

r−1(v) = 0.

Wir ergänzen BW in eine Basis B von V . Es gilt

A = MatB(f) =

(
A′ ⋆
0 A′′

)

wobei A′′ ∈ Mn−r(K). Es gilt χf = χA = χA′χA′′ = χA′′χA′
. Es gilt (weil Φ ein

Ringhomomorphismus ist)

χf (f) = Φ(χf) = χA′′(f)χA′(f).

Daraus folgt χf (f)(v) = χA′′(f)(χA′(f)(v)) = χA′′(f)(0) = 0. �

Korollar 15.6.2 Es gilt µf ist ein Teiler von χf .

Korollar 15.6.3 µf und χf haben die glei
he Nullstelle. Seien λ eine sol
he Null-

stelle, es gilt

m(µf , λ) ≤ m(χf , λ).



16 Symmetris
he reelle Matrizen

16.1 Komplexe Konjugation

Sei R die Menge alle reelle Zahlen und C die Menge alle komplexe zahlen. Jede

komplexe Zahl z ∈ C kann als Summe

z = x+ iy

ges
hrieben werden, wobei x, y ∈ R und i =
√
−1 ist eine Nullstelle des Polynoms

X2 + 1. Die reelle Zahlen x, y sind eindeutig bestimmt.

Die komplexe Konjugation ist die Abbildung C → C de�niert dur
h z 7→ z̄ wobei,

für z = x+ iy, gilt z̄ = x− iy.

Lemma 16.1.1 Für z, z′ ∈ C gilt:

1. z + z′ = z̄ + z̄′.

2. zz′ = z̄z̄′.

3. zz̄ ∈ R≥0.

4. zz̄ = 0 ⇔ z = 0.

5. z = z̄ ⇔ z ∈ R. �

Beweis. Übung. �

De�nition 16.1.2 1. Wir betra
hten Elemente v ∈ Cn
als n× 1-Matrizen und de�-

nieren eine Abbildung Cn → Cn, v → v̄ dur
h

v =




z1
.

.

.

zn


 7→ v̄ =




z̄1
.

.

.

z̄n


 .

2. Wir de�nieren eine Abbildung Mm,n(C) → Mm,n(C), A 7→ Ā dur
h Ā = (āi,j),
wobei A = (ai,j).

Lemma 16.1.3 Für A ∈Mm,n(C) und B ∈ Mn,p(C) gilt AB = ĀB̄. �

Beweis. Übung. �
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16.2 Skalar produkt und mehr

De�nition 16.2.1 1. Wir de�nieren auf Cn
eine Sesquilinearfrom ( , ) : Cn ×

Cn → C dur
h

(v, v′) =
n∑

i=1

ziz̄
′
i

wobei v = (z1, · · · , zn)T und v′ = (z′1, · · · , z′n).
2. Wir betra
hten Rn

als Teilmenge von Cn
: für x1, · · · , xn ∈ R ist v = (x1, · · · , xn)T ∈

Rn
ein Vektor in Cn

.

Lemma 16.2.2 Die eins
hränkung der Sesquilinearfrom ( , ) auf Rn
ist das Stan-

dardskalarprodukt auf Rn
i.e., es gilt

(v, v′) =
n∑

i=1

xiyi

wobei v = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn
und v′ = (y1, · · · , yn) ∈ Rn

. �

Beweis. Übung. �

Lemma 16.2.3 Seien v, v′ ∈ Cn
.

(v, v′) = vT v̄′.

Beweis. Übung. �

Lemma 16.2.4 Sei v ∈ Cn
. Es gilt (v, v) = 0 → v = 0. �

Beweis. Sei v = (z1, · · · , zn)T . Dann gilt (v, v) =
∑n

i=1 ziz̄i = 0. Für alle i ist ziz̄i ∈
R≥0. Daraus folgt ziz̄i = 0 für alle i und zi = 0 für alle i. �

16.3 Symmetris
he Matrizen

De�nition 16.3.1 1. Wir betra
hten relle Matrizen A ∈ Mn(R) als komplexe Ma-

trizen dank der Enthaltung Mn(R) ⊂Mn(C).

2. Eine Matrix A ∈Mn(R) heiÿt reelle symmetris
he Matrix falls AT = A.

Lemma 16.3.2 Sei A eine reelle symmetris
he Matrix. Dann gilt für alle v, v′ ∈ Rn
:

(Av, v′) = (v, Av′).

Beweis. Wir s
hreiben Elemente aus Rn
als n× 1-Matrizen. Man bemerkt, dass die

folgene Glei
hung gilt: (v, v′) = vTv′. Daraus folgt

(Av, v′) = (Av)Tv′ = vTATv′ = vTAv′ = vT (Av′) = (v, Av′).
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16.4 Diagonalisierbarkeit

Wir nehmen jetzt an, dass C algebrais
h abges
hlossen ist: alle Polynome in C[X ]
haben mindestens eine Nullstelle λ ∈ C. Dies wird erst in der Vorlesung Algebra

(Semester 4) bewiesen.

Lemma 16.4.1 Sei A ∈Mn(C). Dann hat A eine Eingenwerte λ ∈ C. �

Beweis. Sei χA das 
harakteristis
he Polynom von A. Es gilt χA ∈ C[X ]. Daraus
folgt (weil C algebrais
h abges
hlossen ist), dass χA eine Nullstele λ ∈ C hat. Diese

Nullstelle ist eine Eigenwerte von A. �

Lemma 16.4.2 Sei A eine reelle symmetris
he Matrix. Dann hat A eine Eigenwerte

λ ∈ R. �

Beweis. Die Matrix A ∈ Mn(R) ist au
h eine komplexe Matrix. Also A ∈ Mn(C).
Aus dem obigen Lemma folgt, dass A eine (komplexe) Eigenwerte λ ∈ C. Wir zeigen,

dass λ ∈ R. Sei v ∈ Cn
ein Eigenvektor mit Eingenwerte λ. Es gilt Av = λv. Daraus

folgt

λ(v, v) = (Av, v) = vTAT v̄ = vTAv̄ = vT Āv̄ = vT (Av) = vT (λv) = λ̄vT v̄ = λ̄(v, v).

Es gilt also (λ − λ̄)(v, v) = 0. Aber v 6= 0, aus Lemma 16.2.4 folgt (v, v) 6= 0 und

λ = λ̄, also λ ∈ R. �

Satz 16.4.3 Sei A ∈ Mn(R) eine reelle symmetris
he Matrix. Dann ist A diago-

nalisierbar über R. Ausserdem gibt es eine Basis wel
he aus orthnormalen (für das

Standardskalarprodukt) Eigenvektoren besteht. �

Beweis. Wir zeigen per Induktion na
h n, dass A diagonalisierbar ist. Für n = 1 ist

A eine Diagonalmatrix in jeder Basis (also au
h eine orthnormale Basis).

Wir nehmen an, dass alle B ∈ Mk(R) reelle symmetris
he Matrizen mit k < n
diagonalisierbar in einer orthonormalen Basis, wel
he aus Eigenvektoren besteht, ist.

Sei A ∈ Mn(R) eine reelle symmetris
he Matrix. Aus Lemma 16.4.2 folgt, dass A
eine reelle Eigenwerte λ1 hat. Der Unterraum E(A, λ1) ⊂ Rn

ist ni
ht null. Es gilt

Rn = E(A, λ1)⊕ E(A, λ1)
⊥
.

Lemma 16.4.4 Es gilt f(E(A, λ1)
⊥) ⊂ E(A, λ1)

⊥
. �

Beweis. Sei v ∈ E(A, λ1)
⊥
. Wir zeigen f(v) ∈ E(A, λ1)

⊥
i.e. für alle v′ ∈ E(A, λ1)

gilt (A(v), v′) = 0. Es gilt (v, v′) = 0. Daraus folgt

(A(v), v′) = (v, A(v′)) = (v, λ1v
′) = λ1(v, v

′) = 0.
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Wir betra
hten die Eins
hränkung A|E(A,λ1)⊥ : E(A, λ1)
⊥ → E(A, λ1) ⊥ de�niert

dur
h A|E(A,λ1)⊥(v) = A(v). Die Matrix A′
von A|E(A,λ1)⊥ in der kanonis
hen Basis

ist eine reelle symmetris
he Matrix: es gilt

A =

(
λ1IE(A,λ1) 0

0 A′

)
.

Daraus folgt, na
h Induktion, dass A|E(A,λ1)⊥ diagonalisierbar ist und ausserdem,

dass es eine Basis B2 von E(A, λ1)
⊥
gibt, wel
he aus orthonormale Eigenvektoren von

A|E(A,λ1)⊥ besteht. Sei B1 eine orthonormale Basis von E(A, λ1). Dann ist B = B1∪B2

eine orthonormale Basis von Rn
wel
he aus Eigenvektoren von A besteht. �
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