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Teil |I.

Lie Algebren



1. Algebren

Sei C der Korper der komplexen Zahlen.

In diesem Kapitel werden wird Algebren einfiihren. Hier sollte man auf dem folgenden
Punkt aufpassen: die Definition einer Algebra ist anders als die, die im Skript Linear
Algebra gegeben ist.

1.1. Erste Definitionen

Definition 1.1.1 Eine Algebra A iiber C is ein C-Vektorraum mit einer bilinearen
Abbildung A x A — A (bezeichnet (z,y) — zy).

Mit Symbolen gilt:
o 2(y+2)=xy+zzund (v +y)z = vz + yz fiir alle (x,y, 2) € A3,
e (ax)(by) = (ab)(xy) fiir alle (a,b) € C* und (x,y) € A2

Bemerkung 1.1.2 Eine Algebra is also a priori nicht kommutativ, nicht assoziativ
und hat keine Einheit.

Definition 1.1.3 Sei A eine Algebra.
1. Die Algebra A heift kommutativ falls gilt zy = yz fiir alle 2,y € A%
2. Die Algebra A heikt assoziativ falls gilt z(y2) = (zy)z fiir alle z,y, 2 € A3.

3. Die Algebra A heiftt unitér falls es ein Element 1, € A gibt so, dass 14 -z =
x-14 = x fir alle x € A. In diesem Fall heifst 14 die Einheit von A.

Lemma 1.1.4 Sei A eine Algebra. Dann gibt es hochstens eine Einheit in A. O
Beweis. Seien 14 und 1’y zwei Einheiten in A. Es gilt 14 =14 -1, = 14. -

Definition 1.1.5 Sei A eine Algebra und seien z,y € A%. Der Kommutator [z, y|
ist definert als

[z,y] = 2y — yz.

Lemma 1.1.6 Eine Algebra A ist genau dann kommutativ, wenn [z, y| = 0 fiir alle
T,y € A2, O
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Beweis. Folgt aus der Definition. -

Beispiel 1.1.7 1. Sei A = C. Dann ist A mit der iiblichen Multiplikation komplexer
Zahlen eine assoziative, kommutative Algebra mit 1 als Einheit.

2. Sein > 2 und A = M,(C). Dann ist A mit der iiblichen Matrixmultiplikation
(M,N)+— MN eine assoziative, nicht kommutative Algebra mit Einheit 14 = I, die
Einheitsmatrix.

3. Sei A = M,(C). Dann ist A mit Multiplikation (M, N) — [M, N] eine nicht asso-
ziative, nicht kommutative Algebra ohne Einheit. Diese Algebra ist die Lie Algebra
gl,(C).

1.2. Gegenalgebra, Unteralgebren und Ideale

Lemma 1.2.1 Sei A eine Algebra mit Multiplikation (x,y) — zy.
1. Dann ist die Abbildung A x A — A definiert durch (z,y) — yz bilinear.

2. Insbesondere ist der Vektorraum A mit der Abbildung (z,y) — yx auch eine
Algebra. m

Beweis. Folgt aus der Definition der Bilinearitét. n

Definition 1.2.2 Sei A eine Algebra mit Multiplikation (z,y) — zy.

Der Vektorraum A mit Multiplikation (z,y) — yz heikt Gegenalgebra und ist A°P
bezeichnet.

Definition 1.2.3 Sei A eine Algebra.
Ein Unterraum B von A heifit Unteralgebra falls zy € B fiir alle z,y € B2

Lemma 1.2.4 Eine Unteralgebra ist eine Algebra fiir die Einschriankung des Pro-
duktes. O

Beweis. Folgt aus der Definition. n

Definition 1.2.5 Sei A eine Algebra.

Ein Unterraum I von A heifst Ideal falls zy € I und yx € [ fiir alle x € I und alle
y € A.

Lemma 1.2.6 Ein Ideal I von A ist eine Unteralgebra von A. 0

Beweis. Folgt aus der Definition. n



Proposition 1.2.7 Sei A eine Algebra und sei I eine Ideal.
1. Dann ist die Abbildung A/I x A/I — A/I, (Z,y) — Ty wohl definiert.

2. Der Vektorraum A/I mit der Multplikation Zy = Ty ist eine Algebra.

Beweis. Siehe Lemma 5.3.4 und Lemma 5.3.5 im Skript LA 1T (In diesem Skript
hatten wir angenommen, dass A assoziativ und unitédr sei. Der Beweis kann man
aber ohne &nderung in unserem Fall anwenden.) n

Definition 1.2.8 Sei A eine Algebra und [ eine Ideal. Die Algebra A/I heifit Quo-
tienalgebra von A modulo /.

1.3. Algebrahomomorphismen

Definition 1.3.1 Seien A und B zwei Algebren.

1. Eine lineare Abbildung f : A — B heifst Algebrahomomorphismus falls gilt
flxy) = f(x)f(y) fiir alle (z,y) € A%

2. Ein Algebrahomomorphismus heifst Algebraisomorphismus falls f bijektiv ist.

Lemma 1.3.2 Sei f : A — B ein Algebrahomomorphismus. Dann ist Ker(f) ein
Ideal von A. O

Beweis. Seien x € Ker(f) und y € A. Es gilt f(xy) = f(z)f(y) = 0 und f(yz) =
f(y)f(x) = 0. Es folgt zy, yz € Ker(f) und Ker(f9 ist ein Ideal. -

Lemma 1.3.3 Sei f : A — B ein Algebraisomorphismus. Dann ist f~! auch ein

Algebrahomomorphismus. O
Beweis. Seien z’,y € B? und seien x = f~}(2') und y = f~1(y/). Es gilt f(z) = 2
i T(o) =y B gl also 2 = F(a) () = o). B Tt Fo (o) o g

fHENH). n

Beispiel 1.3.4 Sei A eine Algebra und sei [ ein Ideal. Dann ist die Abbildung A —
A/I ein Algebrahomomorphismus.
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1.4. Produkte von Algebren

Lemma 1.4.1 Seien A und B zwei Algebren. Dann ist A x B mit dem Produkt
(z,y) - (2',y) = (z2’,yy') eine Algebra. .

Beweis. Ubung. n

Definition 1.4.2 Seien A und B zwei Algebren. Dann heifst A x B mit dem Produkt
(z,y) - («,y") = (z2', yy') die Produktalgebra von A und B.

Lemma 1.4.3 Die Algebren A ~ A x {0} und B ~ {0} x B sind Ideale von A x B

und sind in direkte Summe. 0
Beweis. Ubung. n
Lemma 1.4.4 Sei C' eine Algebra und A und B zwei Ideale von C' die in direkte
Summe sind. Dann ist C' isomorph zu A x B. 0
Beweis. Ubung. n

1.5. Derivationen

Definition 1.5.1 Sei A eine Algebra. Ein endomorphism D € End(A) heift Deri-
vation von A falls D(zy) = 2D(y) + D(x)y fiir alle x,y € A2,

Beispiel 1.5.2 1. Sei A = C[X] die Polynomalgebra. Sei D € End(A) definiert

durch
dP

=X
Dann ist D eine Derivation von A: die Ableitung ist linear also gilt D € End(A) und
es gilt

D(P)

d(PQ) dQ dP

D(PQ) = =2 = P2 4+ 52Q = PD(Q) + D(P)Q.

2. Sei A = M, (A) mit der iiblichen Multiplikation. Sei M € A eine Matrix und sei
Dy € End(A) definiert durch

Dy (N) = [M, N].
Dann ist D), eine Derivation: Es gilt
Dy(AN + uN') = M(AN + uN") — (AN + uN"YM = XDy (N) + Dy (N').
Die Abbildung D), ist also linear. Es gilt auch

Dy (NN') = M(NN') = (NN)M = MNN' — NMN' + NMN' — NN'M
= Dy(N)N' + NDy (N').



11

Proposition 1.5.3 Der Kern einer Derivation ist eine Unteralgebra.

Beweis. Sei D eine Derivation und seien z,y € Ker(D). Dann gilt D(zy) = D(z)y +
xD(y) = 0 und zy € Ker(D). -

Proposition 1.5.4 Seien D; und Dy zwei Derivationen. Dann ist der Kommutator
[Dy, D3] = D1 Dy — Dy Dy auch eine Derivation.

Beweis. Es gilt:

(D1, Do](zy) = D1Da(xy) — D2Di(y)
= Di(zDy(y) + Da(x)y) — D2(xD1(y) + Di(2)y)
= xD1Dy(y) + Di(2)D2(y) + D1 Da(x)y + Da(x) D1 (y))
—(xDyD1(y) + Do) D1(y) + DaDy(2)y + D1(x)Da(y))
= [D1, Do)(x)y + x[D1, Da(y).

Daraus folgt, dass [D;, D] eine Derivation ist. n



2. Lie Algebren

2.1. Definition

Definition 2.1.1 1. Eine Algebra A heifst Lie Algebra falls gilt
e vz =0 firallez € A,
o x(yz) +y(zz) + z(zy) = 0 fiir alle (z,y, 2) € A3.

2. Fiir Lie Algebren ist das Produkt oft mit Klammern bezeichnet: (z,y) — [z, y].
Das heiftt Lie Klammer. Dann sieht die obige Gleichungen so aus:

o [x,x] =0 fiir alle x € A,

o [z, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [2, [z, y]] = O fiir alle (x,y, 2) € A3.

Die letzte Gleichung heift Jacobi-Identitét.

Bemerkung 2.1.2 Die erste Gleichung zeigt, dass das Produkt antisymmetrisch ist:
fiir alle (z,y) € A? gilt [y, z] = —[x,y].

Beispiel 2.1.3
1. Sei gl, = M5(C) mit Produkt (M, N) — M N — NM. Dann ist gl, eine Lie Algebra.
2. Sei sly = {M € gl, | Tr(M) = 0}. Dann ist sl, eine Lie Unteralgebra von gl,.

3. Sei
a b
bz—{(o C)Eg[2|a,b,c€((:}

Dann ist by eine Lie Unteralgebra von gl,.

4. Sei
0 b
u2:{<00)6912\b€(3}

Dann ist uy eine Lie Unteralgebra von by. Diese Unteralgebra ist abelsch.

5. Sei
a 0
fg—{(o C)Eg[ﬂa,cé@}

Dann ist t; eine Lie Unteralgebra von b,. Diese Unteralgebra ist abelsch.
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Beispiel 2.1.4 Sei A eine assoziative Algebra. Dann ist A mit dem Produkt [z,y] =
xy — yx eine Lie Algebra: Es gilt [x, 2] = 22 — 22 = 0 und

[, [y, 2]l + [y, [z, 2] + [z, [z, y]] = 2(yz — 2y) — (y2 — zy)x
+y(zx — x2) — (20 — 22)y
+2(zy —yx) — (zy — yx)z

= 0.

Diese Lie Algebra ist manchmal L4 bezeichnet.

Beispiel 2.1.5 Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann ist End(V), der
Vektorraum aller Endomorphismen von V' mit dem Produkt (f,g) — f o g eine
associative Algebra. Deswegen ist End(V) mit dem Produkt (f,g) — fog—go f
eine Lie Algebra. Diese Lie Algebra wird gl(V') bezeichnet.

Beispiel 2.1.6 Der Unterraum sl(V') von Endomorphismen f mit Tr(f) = 0 ist eine
Unteralgebra von gl(V).

Beispiel 2.1.7
1. Sei gl,, = M,,(C) mit Produkt (M, N) — MN—NM. Dann ist g, eine Lie Algebra.
2. Sei sl, = {M € gl, | Tr(M) = 0}. Dann ist sl, eine Lie Unteralgebra von gl,,.

Definition 2.1.8 Sei A eine Algebra mit Produkt (z,y) — [z,y]. Sei z € A. Man
schreibt ad , fiir die lineare Abbildung A — A definiert durch ad ,(y) = [z, y].

Lemma 2.1.9 Sei A eine Algebra und x € A. Dann sind die folgende Eigenschaften
dquivalent

1. ad, ist eine Derivation;

2. [z, [y, 2]] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = O fiir alle (y, z) € A2 0

Beweis. Die Abbildung ad , ist genau dann eine Derivation, wenn fiir alle y, z € A2
gilt

Dies ist dquivalent zu

Das Lemma folgt. n

Korollar 2.1.10 Eine Algebra A ist genau dann eine Lie Algebra, wenn ad , eine
Derivation fiir alle z € A ist.
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Definition 2.1.11 1. Wir schreiben Der(g) fiir den Vektorraum aller Derivationen
von g:
Der(g) = {D € End(g) | D ist eine Derivation}.

2. Die Derivationen von g der Form ad, heissen innere Derivationen. Die Teilmenge
aller inneren Derivationen wird

Inner(g) = {ad, € Der(g) | = € g}
bezeichnet.

Proposition 2.1.12 Sei g eine Lie Algebra.
1. Dann ist Der(g) eine Lie Unteralgebra von gl(g) = End(g).

2. Dann ist Inner(g) eine Lie Unteralgebra von Der(g).

Beweis. 1. Seien Dy, Dy € Der(g) und sei A € C. Wir zeigen, dass Dy + Dy und AD;
Derivationen sind. Es gilt (D + Ds)(zxy) = Di(xy) + Do(xy) = Di(z)y + D1 (y) +
Dy(x)y + 2Dso(y) = (D1 + Do)(x)y + (D1 + D9)(y). Es gilt auch (ADy)(zy) =
M Dy (x)y+xD1(y)) = (AD1)(x)y+x(AD1)(y). Es folgt, dass Der(g) einen Unterraum
von End(g) ist.

Aufserdem gilt nach Proposition 1.5.4, dass [Dy, D] = D1 Dy — Dy D; auch eine Deri-
vation ist. Es folgt, dass Der(g) eine Lie Unteralgebra von gl(g) ist.

2. Seien z,y € g und sei A € C. Wir zeigen, dass ad, +ad, = ad,1, und Aad, = ad ,.
Es gilt (ad, + ad,)(z) = ad.(z) + ad y(2) = [z, 2] + [y, 2] = [x + v, 2] = ad ;44(2). Es
gilt auch (Mad,)(z) = Aad .(2) = Az, 2] = [Az, 2] = ad \,(z). Insbesondere gilt, dass
Inner(g) einen Unterraum von Der(g) ist.

Wir zeigen auerdem, dass [ad ,,ad,] = ad [5,). Es gilt [ad,,ad,|(2) = ad ;ad ,(2) —
adyad.(2) = [z, [y, 2l] = [y, [z, 2]] = [=. [y, 2l + [y, [z, 2] = —[2, [z, 9]] = [[z,9],2] =

ad [y 4(2). Es folgt, dass Inner(g) eine Lie Unteralgebra von Der(g) ist.
Definition 2.1.13

1. Ein Algebrahomomorphismus zwischen zwei Lie Algebren heifst Lie Algebra Ho-
momorphismus.

2. Ein Algebraisomorphismus zwischen zwei Lie Algebren heifst Lie Algebra Isomor-
phismus.

Lemma 2.1.14

1. Eine Unteralgebra einer Lie Algebra ist eine Lie Algebra.

2. Die Quotientalgebra einer Lie Algebra ist eine Lie Algebra.

3. Die Produktalgebra von Lie Algebren ist eine Lie Algebra. O
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Beweis. Ubung. n

Lemma 2.1.15
1. Die Gegenalgebra A einer Lie Algebra A ist eine Lie Algebra.

2. Die Abbildung A°® — A definiert durch x — —xz ist ein Isomorphismus is an
isomorphism. O

Beweis. Ubung. n

2.2. Adjungierte Darstellung

Definition 2.2.1 Sei g eine Lie Algebra und sei x € g. Die lineare Abbildung ad , :
g — g heifit adjungierte Abbildung von z. Wir werden diese Abbildung manchmal
auch adgr bezeichnen.

Proposition 2.2.2 Sei g eine Lie Algebra. Die Abbildung ad : g — gl(g) definiert
durch x — ad z ist eine Lie Algebrahomomorphismus. Das Bild ist in Der(g) enthal-
ten.

Auferdem gilt [D,adz| = ad (Dz) fiir alle D € Der(g).

Beweis. Nach Jacobi Tdentitat gilt [z, [y, z]] + [, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0. Es folgt fiir
alle (z,y,2) € g*:

adz(ady(z)) —ady(adz(z)) — ad [z, y](z) = 0,

Daraus folgt, dass x — adx einen Lie Algebrahomomorphismus ist. Wir haben schon
gezeigt, dass ad ,, € Der(g).

Sei D € Der(g). Es gilt fiir alle z,y € g:
[D,adz)(y) = D(adz(y)) — adz(Dy) = D]z, y] — [z, Dy] = [Dz, y] = ad (Dz)(y)

wobei wir fiir die dritte Gleichung die Eigenschaft D[z, y] = [z, Dy] + [Dx, y] benutzt
haben. ]

Definition 2.2.3 Die Abbildung ad : g — gl(g) heift adjungierte Darstellung.
The Derivationen im Bild von ad sind die innere Derivationen.

Proposition 2.2.4 Sei 3(g) = {z € g | [z,y] = 0 fiir alle y € g}. Es gilt Ker(ad) =
3(9)-

Beweis. Sei x € 3(g). Es gilt ad () = ad,. Sei y € g es gilt ad ,(y) = [z,y] = 0. Also
gilt ad, = 0 und z € Ker(ad ). Umgekehrt, sei x 5 Ker(ad ). Es gilt ad, = 0. Also
fiir alle y € g gilt [z,y] = ad .(y) = 0. Es folgt = € 3(g). -
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2.3. ldeale

Definition 2.3.1 Sei g eine Lie Algebra. Ein Ideal von g (als Algebra) heisst Ideal
von der Lie Algebra g. Mit Symbole: fiir alle x € [ und y € g gilt [z,y] € I und

ly,z] € I.

Bemerkung 2.3.2 Da [, | antisymmetrisch ist, brauchen wir nur die Enthaltung
[y, z] € I. Die Enthaltung [z,y] = —[y, z] € I folgt (da I eine Unterraum ist).
Lemma 2.3.3 Der Kern eines Lie Algebrahomomorphismus ist ein Ideal. 0
Beweis. Folgt aus Lemma 1.3.2. n

Lemma 2.3.4 Sei [ ein Unterraum von einer Lie Algebra g. I ist genau dann ein Ide-
al, wenn ad,(I) C I fiir alle x € g (i.e. wenn [ invariant fiir alle innere Derivationen
iSt). 0

Beweis. Folgt aus der Definition. -

Definition 2.3.5 Ein Unterraum I einer Lie Algebra g heiftt characteristisch falls
D(I) C I fiir alle D € Der(g).

Beispiel 2.3.6 Sei g eine Lie Algebra. Wir setzen

3(9) ={z eg]| [z,y] =0 fiir alle y € g}.

Wir haben schon gesehen, dass 3(g) = Ker(ad ). Es folgt, dass 3(g) eine Ideal von g
ist.

Wir zeigen , dass 3(g) eine characteristisches Ideal ist. Sei D eine Derivation und sei
7 € 3(9)- Es gilt [D(z),y] = D([z,y]) — [z, D(y)] = 0 — 0 = 0. Also D(3(g)) C 3(g)-

Proposition 2.3.7 Sei g eine Lie Algebra und sei a ein Ideal (bzw. ein charakteris-
tisches Ideal). Sei b ein charakteristisches Ideal von a. Dann ist b ein Ideal (bzw. ein
charakteristisches Ideal) von g.

Beweis. Sei D eine innere (bzw. algemeine) Derivation von g. Da a ein Ideal (bzw.
charakteristisches Ideal) ist gilt D(a) C a. Dann ist D|, € Der(a). Da b ein charakte-
ristisches Ideal von a ist folgt D|,(b) C b, also D(b) C b. n

Definition 2.3.8 Seien a und b zwei Teimengen von g. Wir schreiben [a, b] fiir die
lineare Hiille aller [z, y] mit 2 € a und y € b:

[a,b] = ([x,y] | * € a und y € b).

Bemerkung 2.3.9 Es gilt [a, b] = [b, a].
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Proposition 2.3.10 Seien a und b Ideale (bzw. charakteristische Ideale) einer Lie
Algebra g. Dann ist [a, b] ein Ideal (bzw. ein charakteristisches Ideal).

Beweis. Sei D eine innere Derivation (bzw. eine allgemeine Derivation) von g. Sei
x € aund y € b. Es gilt D[z,y] = [z, Dy| + [Dz,y] € [a, b]. Daraus folgt, dass [a, b]

ein Ideal (bzw. ein charakteristisches Ideal) ist. -

Beispiel 2.3.11 Die Algebra g selbst ist ein charakteristisches Ideal von g. Insbe-
sondere ist [g, g] ein charakteristisches Ideal von g.

2.4. Abelsche Lie Algebren

Definition 2.4.1 Zwei Elemente x und y einer Lie Algebra g kommutieren falls
[z,y] = 0.

Eine Lie Algebra g heiflt abelsch oder kommutativ, falls alle Paar von Elementen
kommutieren i.e. das Produkt ist die Null-Abbildung.

Beispiel 2.4.2 Sei A eine assoziative Algebra und sei L, die Lie Algebra A mit
Produkt [z,y] = zy — yx. Die Algebra A ist genau dann kommutativ, wenn L4
abelsch ist.

Beispiel 2.4.3 Sei diag,, die Teilmenge aller diagonalen Matrizen in M, (C) = gl,.
Dann ist diag,, eine abelsche Unteralgebra von gl,,.

2.5. Derivierte, steigende zentrale und absteigende
zentrale Folgen

Definition 2.5.1 Sei g eine Lie Algebra. Das derivierte Ideal von g ist das chara-
keristische Ideal D(g) = [g, g].

Lemma 2.5.2 Ein Unterraum [ C g mit D(g) C [ ist ein Ideal von g. 0
Beweis. Seien x € gund y € 1. Es gilt [z,y] € D(g) C 1. -

Definition 2.5.3 Die derivierte Folge ist die Folge (D'g);>o von charakteristische
Ideal mit D°g = g und D'*lg = D(Dg) = [D'g, D'g| fiir ¢ > 0.

Definition 2.5.4 Die zentrale absteigende Folge ist die Folge (C'g);>o von cha-
rakteristische Ideale mit C’g = g und C**'g = [g,C'g] fiir i > 0.

Bemerkung 2.5.5 Es gilt Dig C C'g fiir alle ¢ > 0.
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Proposition 2.5.6 Sei f: g — ¢’ ein Lie Algebrahomomorphismus.

1. Seien A und B Teilmengen von g. Es gilt f([A, B]) = [f(A), f(B)].

2. Bs gilt f(D'g) = D' f(g) und f(C'g) = C'f(g)-

3. Insbesondere fiir f surjektiv gilt f(D'g) = D'g’ und f(C'g) = C'y'.

Beweis. 1. Fiir a € A und b € B gilt f([a,b]) = [f(a), f(b)]. Da f linear ist gilt
f(IA, B]) = [f(A), f(B)].

2. Folgt aus 1.

3. Folgt aus 2. -

Definition 2.5.7 Sei P eine Teilmenge von g. Der Zentralisator von P ist die
Teilmenge
3(P)={r € g [z,y] =0 fir alle y € P}.

Man schreibt auch 3(P) .
Fiir P = {x} schreibt man 3(P) = 3(x).

Lemma 2.5.8 Sei P eine Teilmenge von g. Dann ist 3(P) eine Lie Unteralgebra von
g O

Beweis. Es gilt

3(P) =) Ker(ad,).

yeP

Da ad, eine Derivation ist ist Ker(ad,) eine Lie Unteralgebra. Das Lemma folgt. m

Proposition 2.5.9 Sei [ ein Ideal (bzw: charakteristisches Ideal) von g. Dann ist
3(I) ein Ideal (bzw: charakteristisches Ideal) von g.

Beweis. Sei D eine innere Derivation (bzw. eine algemeine Derivation). Sei x € 3(/)
und sei y € I. Es gilt [Dz,y] = D|x,y] — [z, Dy]. Da y und Dy in I enthalten sind
gilt [z,y] = 0 = [z, Dy|. Es folgt [Dz,y] = 0. -

Bemerkung 2.5.10 Das Zentrum ist das charakteristisches Ideal 3(g).

Lemma 2.5.11 Sei [ ein charakteristisches Ideal von g und sei J ein Ideal von g
mit J D [.

1. Dann ist J/I ein Ideal von g/I.

2. Wenn J/I ein charakteristisches Ideal von g/ ist, ist J ein charakteristisches Ideal
von g. 0O
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Beweis. 1. Klar.

2. Sei D eine Derivation von g. Es gilt D(I) C I. Wir haben eine lineare Abbildung f :
g — g/ definiert durch f(x) = D(z). Fiir 2 € I, gilt D(z) € I und f(x) = 0. Daraus
folgt, dass es eine lineare Abbildung D : g/I — g/I gibt mit D(T) = f(x) = D(z).
Es ist leicht zu zeigen, dass D eine Derivation ist. Fiir 2 € J gilt D(z) = D(Z) € J/I,
weil J/I ein charakteristisches Ideal ist. Daraus folgt D(x) € J. -

Definition 2.5.12 Die zentrale steigende Folge ist die Folge (C;g);>¢ von cha-
rakteristische Ideale mit C; = 0 und Cii1g = p~'(3(g/Ci(g))) fiir ¢ > 0, wobei
p: g — g/C:g die kanonische Projektion ist.



3. Darstellungen

3.1. Definition

Definition 3.1.1 Sei g eine Lie Algebra und sei V' ein Vektorraum. Eine Darstel-
lung von g in V ist ein Lie Algebrahomomorphismus ¢ : g — gl(V).

Fiir x € gund v € V schreiben wir xy = o(z) € End(V) = gl(V) und o(z)(v) = xy -v.

Beispiel 3.1.2 1. Die triviale Darstellung ist die Null-Abbildung g — gl;, = gl(C).
Es ist also eine Darstellung in C.

2. Die adjungierte Darstellung ad : g — gl(g) ist eine Darstellung von g in g selbst.

Bemerkung 3.1.3 Eine Darstellung is eine lineare Abbildung ¢ : g — gl(V) so,
dass fiir alle z,y € g und alle v € V gilt

o[z, y])(v) = o(z)o(y)(v) — ao(y)e(x)(v) oder
[x7y]V'U:l‘v'yV"U_yv'fL'V'v.

Definition 3.1.4 Eine Teildarstellung einer Darstellung V' von g ist ein Unter-
raum W von V so, dass fiir alle z € g gilt zy (W) C W.

Lemma 3.1.5 Sei W eine Teildarstellung von V.

1. Sei € g. Es gibt eine lineare Abbildung zy,y : V/W — V/W definiert durch
va/W'T):ZL‘V"U.

2. Die Abbildung g — gl(V/W) ist eine Darstellung. 0

Beweis. 1. Wir haben eine lineare Abbildung f : V' — V/W definiert durch f(v) =
Ty . Firw € W gilt zy - w € W also f(w) = 0. Daraus folgt, dass es eine lineare
Abbildung zv - gibt.

2. Seien x,y € g und sei v € V. Es gilt

[.’L‘,y]v/W-T_} = [l’,y]"U
=Ty Yv UV —Yv Ty 0
=Ty Yy UV =Yy Ty -V
=Tv/w " Yv U — Yv/wly -V
=Tyyw - Yvyw " U — Yyyw - Tyyw - U

Daraus folgt, dass die Abbildung eine Darstellung ist. n
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Definition 3.1.6 Sei IV eine Teildarstellung von V. Die induzierte Darstellung g —
gl(V/W) heift quotiente Darstellung.

Definition 3.1.7 1. Seien V und W Darstellungen von g. Ein Darstellungshomo-
morphismus von V nach W ist eine lineare Abbildung f : V' — W so, dass fiir
alle z € g gilt f oxy = xw o f. Die Menge aller Darstellungshomomorphismen wir
Homgy(V, W) bezeichnet.

2. Ein bijektiver Darstellungshomomorphismus heifst Darstellungsisomorphismus.

Definition 3.1.8 Eine Darstellung V' einer Lie Algebra g heifst einfach wenn die
einzige Teildarstellungen von V' gleich 0 oder V' sind.

Definition 3.1.9 Sei V eine Darstellung von g und sei P eine Teilmenge von V. Der
Stabilisator von P ist die Teilmenge

gp={r€g|ay-v=0firalleveP }.
Fiir P = {v} schreiben wir g, = gp.

Lemma 3.1.10 Sei V eine Darstellung von g und sei P eine Teilmenge von V. Dann
ist gp eine Lie Unteralgebra von g. O

Beweis. Seien z,y € gp und sei v € P. Es gilt [z, yly-v =2y -yy-v—yy -2y -v =0.m

Lemma 3.1.11 Sei f:V — W ein Darstellungshomomorphismus. Dann ist Ker(f)
eine >Teildarstellung von V. 0

Beweis. Sei w € Ker(f) und sei z € g. Es gilt f(zy -v) = 2w - f(v) =2y -0=0
Daraus folgt zy - v € Ker(f) und Ker(f) ist eine Teildarstellung.

3.2. Operationen iiber Darstellungen

3.2.1. Direkte Summe

Lemma 3.2.1 Seien g; : g1 — gl(V1) und g5 : go — gl(V2) zwei Darstellungen.

1. Dann ist die Abbildung o1 x g2 : g1 X g2 — gl(V1) x gl(V2) C gl(V} @ g2) eine
Darstellung.

2. Fiir g = g2 = g ist die Abbildung g — g1 X g2 definiert durch z — (z,2)
ein Lie Algebrahomomorphismus. Insebesondere ist die Abbildung g — g; X g2 —
gl(V1) x gl(Va) C gl(Vi @ g2) eine Darstellung. 0

Beweis. Ubung. n
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Definition 3.2.2 Seien ¢; : g1 — gl(V3i) und g5 : go — gl(V) zwei Darstellungen.
Die direkte Summe Darstellung von V; und V5 ist die Darstellung

01D 02:9— gl(V1®Vs)
definiert im Lemma 3.2.1.

Expliziert ist diese Darstellung auf V; & V5 definiert durch xy, g1, = v, + oy, fiir alle
r €gie firallex e g, ve V) und w e V5 gilt

Tvievs ('U + w) = Iv ('U) + Ty (w)
Definition 3.2.3 Sei V eine Darstellung.

1. Die Darstellung V' heifst reduzibel falls V' eine direkte Summe Darstellung V =
W @ U ist mit W 2 0 und U # 0.

2. Eine nicht reduzibel Darstellung heifst irreduzibel.

3. Die Darstellung V heifst halbeinfach falls V' eine direkte Summe von einfache
Darstellungen ist.

3.3. Morphismen

Fiir V und W zwei Vektorrdume schreiben wir Hom(V, W) fiir den Vektorraum aller
lineare Abbildungen V — W.

Lemma 3.3.1 Seien g; : g1 — gl(V1) und gy : go — gl(V2) zwei Darstellungen.
1. Seien xz € g1,y € gound f € Hom(V4, V2). Dann ist (2, ¥)nom(vi,vs) - Hom(Vi, Va) —
Hom(V1, V5) definiert durch
(L y)Hom(V1,V2) f=ynof—fory
eine lineare Abbildung.

2. Die Abbildung gy x go — gl(Hom(V1, V%)) definiert durch (z,y) — (2, Y)tom(v1,va)
ist eine Darstellung.

3. Fiir g = g2 = g ist die Abbildung g — gl(Hom(V7,V3)) definiert durch = —

(, T)Hom(v1,15) eine Darstellung. O

Beweis. 1. Ubung.
2. Es gilt [(z,y), («',y)] = ([z, 2], [y, y/]). Daraus folgt

[(l‘, y)a (:L,/’ y/)]Hom(Vl,Vg) : f = ([ZL‘, l‘/], [ya y/])HOm(V1,V2) : f
= [yuy/]VQ © f - f © ['r7xl]V1
= ywoypof —ypoynolf
—fowmy, omy, + foxy oxy,.
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Sei g = ((:L’, y)Hom(V1,V2)(x,7 y,)Hom(V1,V2) - (x/’ y/)Hom(Vl,V2)<$7 y)Hom(V17V2)) ’ f Es gﬂt

g: foxl‘/loxvl_yg/gofoxvl_yV2ofox/‘/1+yV2oy(/20f
_(fo$V1 Oxl\/l —Yw OfO{L‘IVI —y(/2ofol’v1 +y(/2 CYv, O.f
- _f © ["L‘an%/l] + [wa y(/g:l © f
= [(z,9), (@, y)]Hom(vi 12) - f-

Daraus folgt 2.

3. Folgt aus 2, weil g — g x g definiert durch = — (x,z) ein Lie Algebrahomomor-
phimus ist. [

Definition 3.3.2 Seien V; und V5 zwei Darstellungen von g. Die Darstellung g —
gl(Hom(Vy, V5)) definiert durch  +— (2, 2)tom(v;,15) heift die Morphismus Darstel-
lung und wird Hom(V3, V5) bezeichnet.

Fir f € Hom(V},V;) und z € g gilt
THom(V1,Vz) * f=ayof—fouxy.

Fir f € Hom(V},V3), v; € V] und z € g gilt

<$Hom(V17V2) ' f)(vl) =Ty, - f(vl> - f(le : Ul)-

Definition 3.3.3 Sei V' eine Darstellung. Die Darstellung V¥ = Hom(V,C) heift
die duale Darstellung. Fiir x € gund ¢ € V gilt zyv - p = —p o xy.

3.4. Tensorprodukt

Fiir V und W zwei Vektorrdume schreiben wir V ®@c W =V ® W fiir das Tensorpro-
dukt von V und W.

Lemma 3.4.1 Seien p; : g1 — gl(V}) und 05 : go — gl(V5) zwei Darstellungen.

1. Seien x € g1, y € go. Dann ist die Abbildung zy, x zy, : V) x Vo — V; ® V, definiert
durch (vy,v9) = (v, - v1) ® V9 + V1 ® (xy, - v2) eine Bilinearabbildung. Insbesondere
gibt es eine lineare Abbildung (z,y)v,e, @ Vi ® Vo — V1 ® Vs so, dass

(T, Y)view - (11 @ v2) = (Tv; - V1) @ V2 + V1 @ (Tyy - V2).

2. Die Abbildung g; x go — gl(Hom(V4, V2)) definiert durch (x,y) — (z,¥)wnew, ist
eine Darstellung.

3. Fiir g; = go = g ist die Abbildung g — gl(V} ® V3) definiert durch z — (z,2)v,5v,
eine Darstellung. 0
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Beweis. 1. Ubung.
2. Es gilt [(z,y), («',y)] = ([z, 2], [y, y']). Daraus folgt

[(z,y), (@, ¥ )viev, - (1 @v2) = ([z,2], [y, ¥ )view - (11 @ v2)

= (['rvx/]‘ﬁ 'U1)®U2+Ul®([y7yl]\/2 'U2>

= ([zv, 21,] - v1) @va +v1 @ ([Yw, Yip] - v2)

= (le ' .T§/1 ) U1>I® V2 — (x§/1 ’ lel ' vl) ® vy
+u1 @ (Yvy - Yy, - V2) — V1 @ (Yy, - Yvs * V2)

Es gilt auch

[<x7y)V1®V27 ('r,7y/>V1®V2] ' (Ul ® UQ) = <x7y>Vl®V2 ’ ('r,7y/)V1®V2 ’ (Ul ® U2)

_('rlv y,)V1®V2 : (.T, y)V1®V2 ' (Ul ® U2)

= (21, "y, - v1) @ vg + (Tv; - 1) @ (Y, - V2)
+(zy, - 01) @ (Yv, - v2) + 01 @ (Yvs - Yy, - V2)
— (@, -2y ) @ vp — (2 - 1) @ (Y - 02)
— (v, - 01) @ (Y1, - v2) — 01 @ (Y, - Yrs, ~ V2)

= (lzv, 23] - v1) ® vz + 01 @ ([Yve, Yig) - v2)

= [(l‘, y)’ ("L‘/a y,)]V1®V2 ) ('Ul ® 02)'

Da (v1,v2)p,evs e, ein EZS ist folgt 2.

3. Folgt aus 2, weil g — g x g definiert durch = — (z,z) ein Lie Algebrahomomor-
phimus ist. [

Definition 3.4.2 Seien V; und V5 zwei Darstellungen von g. Die Darstellung g —
gl(V; ® V,)) definiert durch = — zyv,g1, = (2, 2)y,01, heifit Tensorprodukt Dar-
stellung .

Fiir vy @ vy € V1 ® V5 und z € g gilt
Tyiav, - V1 @ V2 = Ty, - U1 @ Uy + U1 & Ty, - Vo

Lemma 3.4.3 Seien Vj und V; zwie Darstellungen von g. Wir betrachten die dua-
le Darstellung V7Y, die Tensorprodukt-Darstellung V}Y ® V5 und die Morphismus-
Darstellung Hom(V;, V53).

Die Abbildung @ : V}Y ® Vo — Hom(V}, V3) definiert durch (¢ ® va)(v1) = ¢(v1)ve
ist ein Darstellungsisomorphismus. 0

Beweis. Das diese Abbildung wohl definiert ist und ein Isomorphismus von Vetorriu-
me findet man im Skript LA TI. Wir zeigen, dass es ein Darstellungshomomorphismus
ist. Seien x € g, v1 € Vi, ¢ € V}Y und vy € V5. Es gilt

D(ryyey, - (P@v2))(v1) =P((Tyy - ) @ V2 + 9 ® (Ty; - v2)) (V1)
=d((—poxy,) @2+ @ (21, - v2)) (V1)
= (=g oxy,)(v1)va + p(v1) (T, - V2).
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Es gilt auch

(THom(vi va) " PP @ v2))(v1) = (215 0 P(p ® va) — D(p, v2) © Ty5) (1)
= vy, - (p(v1)ve) — P17 - V1)V9

Das Lemma folgt. n

3.5. Tensor Algebra, symmetrische Algebra und
aullere Algebra

Nach Induktion zeigt man.

Proposition 3.5.1 Seien (V;)ic1,n Darstellungen einer Lie Algebra g. Dann ist das
Tensorprodukt V = ®,V; auch eine Darstellung von g.

Firregundov=v® ---®uv, € V gilt

xv(vl®®'Un):zl)1®®(ajvzvz)®®vn

i=1

Insbesondere, falls V' eine Dastellung von g ist, ist V" eine Darstellung von g. Daraus
folgt, dass die Tensor-Algebra

(V) =Epver

n>0
eine (unendlich-dimensionale Darstellung von g ist.
Lemma 3.5.2 Sei V eine Darstellung von g.

1. Seien [ = (v@ v — v ®@v | v, € V)und J = (v®wv | v € V). Diese Ideale von
T(V) sind Teildarstellungen.

2. Die Quotienten S(V) =T(V)/I und A\(V) = T(V)/J sind Darstellungen von g.

3. Die Unterrdume S, (V) = Ve /(Ve" N [) und A"(V) = V& /(VE" N J) sind
Teildarstellungen von S(V') und A(V). Fiir z € g. O

Beweis. 2. und 3. folgen aus 1. Seien v,v" € V und sei z € g. Es gilt

Ty (VY =V ®v) =y vV @y -V —ay -V Qu—v ®@zy -V
=zy 0@V -V ey - v+vQuy v —xy -V QveET

Es gilt auch

Ty -v) QU +v® (Ty - v)

rryy - (v@v) =
S((v+zy-v)@Wtay-v) Ty vQTY U —VRUV) € J.
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3.6. Multilineare Abbildungen

Sei n — Hom(x!_,V;,V,,41) der Vektorraum aller n-linearen Abbildungen. Es gibt
ein Isomorphimus von Vektorrdume n — Hom(x? ,V;,V,11) ~ Hom(®!" ,V;, V1)
definiert durch f — Ly wobei

Li(r ® -+ ®@uwp) = f(vr,-- -, 0n).
Mit der Morphismus-Darstellung haben wir als Korollar.

Korollar 3.6.1 Seien (V;);cqn41) Darstellungen einer Lie Algebra g. Dann ist der
Vektorraum aller multilinearen Abbildungen

V =Hom(®} ,V;, Vir1) = n — Hom(x,V;, Vii1)
eine Darstellung von g.
Firxz €g, f € Vund (v, -+ ,v,) € X,V gilt

n

(zv - (v, v0) = xy,, - flog, - Wn)‘Zf(Ul"" LTy, Uiy Un).

i=1

Beispiel 3.6.2 Sei V eine Darstellung von g und sei Bil(V') = 2 —Hom(V x V,C) ~
Hom(V &V, C) der Vektorraum aller bilinearen Formen. Sei B € Bil(V'). Nach Lemma
3.1.10 ist die Teilmenge

gp={r€g|rBuw) B=0}

eine Lie Unteralgebra von g. Die Gleichung xg; (V')- B = 0 kann man hier umschreiben
in
B(zy - v,v") + B(v,zy - v") = 0 fiir alle v und v'.

Beispiel 3.6.3 Sei V = C", g = gl(V) = gl, mit der Identitdt-Darstellung g =
gl, — gl(C"™). Sei B das standard Skalarprodukt definiert durch

b((fEi)ze[Ln], (yi)ie[l,n]) = szyz = X"y
i=1

wobei X7 = (z1,-+,z,) und YT = (y1, -+, yn)
Die obige Gleichung gibt fiir v = M € gl
0 = B(MX,Y) + B(X,MY)
— (MX)TY + X(MY)
= X"MT"Y + XTMY
= XT(MT + M)Y fiir alle X und Y.
Dies ist dquivalent zu M7+ M = 0 oder MT = —M. Daraus folgt, dass die Teilmenge
s0, =g ={M egl, | M" — M}

eine Lie Algebra ist.
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Beispiel 3.6.4 Sei V = C?", g = gl(V) = gl,,, mit der Identitit-Darstellung g =
gl,,, — gl(C?"). Sei B die standard symplektische Form definiert durch

B((xi>ie[1,2n]7 (yz‘)ie[l,Zn}) = Z TiYont1—i — Z@nﬂﬂ'yz = X"y
i=1 i=1

wobei

Q= ( ook ) und I, € g, die Binheitsmatrix ist.
Dann ist sp,,, = gp eine Lie Unteralgebra von gl,,,. Man kann sp,,, explizit bestimmen.
Es gilt

5p2n:{(é g) mit A, B,C,D € gl, | D= —AT, B:BTundC:CT}.

Beispiel 3.6.5 Es gilt
a b
5p2 = c —a S 9[2 == 5[2.

3.7. Invarianten

Definition 3.7.1 Sei V eine Darstellung von g. Ein Element v € V' heift invariant
falls g, = g t.e. xy - v =0 fiir alle z € g.

Die Menge aller invarianten Vektoren in V' wird V'® bezeichnet.

Proposition 3.7.2 Sei g eine Lie Algebra und I ein Ideal von g. Sei V' eine Darstel-
lung von g. Dann ist V eine Darstellung von I und V7 ist eine g-Teildarstellung von
V.

Beweis. Die Teilmenge V7 ist ein Unterraum von V. Aukerdem gilt fiir z € g, y € I
und v € VI yy - (zy - v) = [y, 2]y - v+ 2v - (yv - v) = 0, weil I ein Ideal von g ist. m

Beispiel 3.7.3 Seien V' und W Darstellungen von g und sei f € Hom(V, W). Der
Vektor f ist genau dann invariant, wenn rgomw,w) - f = 0 t.e. zy o f — foxw =
0 de xyof = fouxy. Also ist der Vektor f genau dann invariant, wenn f ein
Darstellungshomomorphismus ist. Es gilt

Hom(V, W)® = Homy(V, W).
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Beispiel 3.7.4 Sei V eine Darstellung von g. Es gibt in Hom(V, V') eine Invariante:
die Identitdt-Abbildung. Es gilt immer: zy o Idy — Idy o xy = 0.

Da Hom(V, V) und V¥ ® V als Darstellungen isomorph sind, gibt es in V¥ ® V eine
Invariante. Wir schreiben ¢, fiir diese Invariante. Man kann ¢ explizit schreiben. Sei
(Vi)iep,n) eine Basis von V und sei (v;")icp,n) die duale Basis. Es gilt

&g = Z v, ® ;.
i=1
Man sollte hier bemerken, dass das Element c{‘? nicht von der Basis (vi)ie[lm] abhingt.

Beispiel 3.7.5 Sei V eine Darstellung von g und sei let B € Hom(V x V,C) eine
Bilinearform. Dann ist B ein Element aus Hom(V ®@V,C) ~ VY@ VY ~ Hom(V, V).
Die Abbildung ist so definiert: B +— (fp : V. — VV) wobei fg(v) : V — C mit

fa(v)(v") = B(v,0).

Die Bilinearform B ist genau dann invariante, wenn die Abbildung fp : V — VV
invariante ist i.e. fg ist ein Darstellungshomomorphismus:

Hom(V x V,C)® = Homy(V, V).

Insbesondere fiir V' endlich-dimensional und B nicht ausgeartet ist fp: V — V" ein
Darstellungshomomorphismus.

Es gibt eine Invariante ¢§; € VY ®V und da V'V ~ V als Darstellung haben wir auch
eine Invariante ¢,y € V ® V.

Fiir (v;)ie,n) eine Basis von V' dann ist das System (v;);c(1,, definiert mit B(v;, v}) =

0; ; eine Basis und es gilt
n

/
cy = E v; ® ;.

i=1

Man sollte hier bemerken, dass das Element ¢ nicht von der Basis (vi)iep,n) abhéngt.

3.8. Invariante Bilinearformen
Sei ad : g — gl(g) die adjungierte Darstellung. Dann ist g x g eine Darstellung. Daraus
folgt, dass V' = Hom(g x g, C) eine Darstellung von g ist.

Definition 3.8.1 Eine Bilinearform B auf g heifst invariant falls B eine Invariante
von V' = Hom(g x g,C) ist: B € V8.
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Bemerkung 3.8.2 FEine Bilinear form B : g x g — C ist genau dann invariant, wenn
B(zy-y,2)+ By, zq-2) =0 i.e.

B(lz, y],z) + B(, [y,2]) =0
fiir alle x,y, 2z € g.

Definition 3.8.3 Eine Bilinearform B auf g heilst véllig invariant falls fiir alle De-
rivationen D € Der(g) gilt

B(Dz,y) + B(z,Dy) =0
fiie alle z,y € g.

Proposition 3.8.4 Sei g eine Lie Algebra und sei [ ein Ideal. Sei B eine invariante
symmetrische Bilinearform auf g.

1. Der Unterraum [+ (fiir B) ist ein Ideal von g.
2. Sei I charakteristisch und sei B vollig invariant. Dann ist I+ auch charakteristisch.

3. Sei B nicht ausgeartet. Dann ist I N I+ abelsch.

Beweis. Wir zeigen 1. und 2. Sei D eine innere (bzw. allgemeine) Derivation of g und
seien z € I+ und y € I. Es gilt B(Dx,y) = —B(z, Dy) = 0. Daraus folgt Dz € I+.

3.Sei z,y € INTH und sei 2z € g. Es gilt B([z,y],2) = B(x,[y,2]) =0, weil z € I
und [y, 2] € I+ sind orthogonal fiir B. Diese Gleichung gilt fiir alle z € g. Da B nicht
ausgeartet ist gilt [z, y] = 0. -

Definition 3.8.5 Sei V eine endlich-dimensionale Darstellung von g. Die Bilinear-
form zur Darstellung V ist die Bilineareform definiert wie folgt:

(z,y) = Tr(xyyy).

Wenn V' die adjungierte Darstellung ist, heifit diese Bilinearform die Killing-Form
und wird k4 bezeichnet.

Beispiel 3.8.6 Sei g = sl, und sei B = (e, h, f) die Basis von sly definiert durch

0 1 1 0 0 0
6:<00)’h:(0—1)‘11101]@:(10)'

In dieser Basis gilt

0 -2 0 20 0
Matg(ad.) = 0 0 1 |, Matg(adp)=| 0 0 0 und
0 0 0 00 —2
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0 00
Matg(ads) = —1 0 0
0 20

Daraus folgt r4(e,e) = 0, ryg(e, h) = 0, ry(e, f) =4, kg(h,h) = 8, Kk4(h, f) = 0 und
kg(f, f) = 0. Insbesondere gilt

Mp(B) =

~ O O
O o O
O O =

und die Killing-Form ist nicht ausgeartet.

Proposition 3.8.7 Sei V eine endlich-dimensionale Darstellung von g. Dann ist die
Bilinearform zu V' invariant.

Beweis. Seien x,y, z € g. Es gilt

Te([z,ylvav) = Tr(zvyvey) — Tr(yvavey) = Tr(zvyvay) — Tr(zvevyy)
= Tr(zvy, z]v)
und die Behauptung folgt. -

Proposition 3.8.8 Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra und sei I ein Ideal
von g. Seien kg die Killing-Form von g und k; die Killing-Form von /. Dann gilt
R = /{g|].

Beweis. Seien z,y € I. Wir bestimmen die Spur Tr von ad xady als Endomorphismus
von [ und von g. Sei v = ad ;ad, € End(g). Sei W ein Komplement von [ in g i.e.
g=1®W. Seien B und B” Basen von I und W. Dann ist B = B’ N B” eine Basis
von g. Da [ ein Ideal ist gilt u(g) C I. Insbesondere gilt

Matgs (1) = ( Matw () X ) .

Es gilt r4(z,y) = Tr(Matp(u)) = Tr(Matg (v)) = Tr(u|;) = k1(z, y). -

Proposition 3.8.9 Sei g eine endlich-dimensionale Lie Algebra. Dann ist die Killing-
Form kg vollig invariant.

Beweis. Sei D eine Derivation von g und seien z,y € g.

Lemma 3.8.10 Sei D eine Derivation von g. Dann gibt es eine Lie Algebra g’ =
g @ Cxy so, dass fiir z € g gilt Dz = [z, 2| und so, dass g ein Ideal von g’ ist. O
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Beweis. Wir definieren ein Produkt auf g’ durch
[z + Azo, y + pzo] = [z, y] + ADy — pDx.

Wir zeigen, dass dieses Produkt ein Lie Algebra-Produkt ist. Zuerst gilt die Gleichung
[z + Azo, 2 + A\xg] = [z, 2] + ADz — ADxz = 0. Es gilt auch

['I + )‘an [y + HZo, Z + V'IO]] = ["L‘ + )‘an [’y,Z] + luDz - VDyH
= [SL’, [y,Z] +/$DZ— VDyH —|—)\D[y,2]
+ \uD?*z — A\vD?%y
= 2y, 7]
+A\uD?*z — A\vD?y.
Analog gilt
[y + HZo, [Z + vxo, T + )\.To]] = [y7 [27 .I‘H
—|—1/[y7 D.T] o )‘[y7 DZ] + /’L[Dz7 .T] + /’6[27 D.T]
+uvD?*x — A\uD?z.
[z + vao, [x + Azo, y + pwo]] = [2, [z, y]]
_'_)\[27 Dy] o /L[Z, DSL’] + V[D'Tu y] + V[.ZL’, Dy]
+\vD?y — pvD?x.
Daraus folgt, dass das Produkt ein Lie Algebra-Produkt ist. Es gilt D(g’) C g also

ist g ein Ideal von g’ und es gilt [zg, z] = Dz fiir z € g. -

Aus Proposition 3.8.8 folgt, dass ky = Ky |y Insbesondere gilt
kg(Di,y) = Ky (D, y) = kg ([z0, 7], ).
Da die Killing-Form sy invariant ist, gilt
ry ([20, 2], y) = =Ky (x, [10,y]) = —rq(2, Dy)

und die Behauptung ist bewiesen. =

3.9. Casimir Elemente

Wir werden hier Invariante von g ® g konstruiren.

Lemma 3.9.1 Sei V eine Darstellung von g.

1. Die Abbildung g x g — End(V') definiert durch (z,y) +— xy o yy ist bilinear.

2. Es gibt eine lineare Abbildung @y : g g — End(V) so, dass @y (z®y) = xyoyy.o
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Beweis. Ubung. n

Lemma 3.9.2 Sei g eine Lie Algebra und sei I ein Ideal von g mit dim [ = n. Sei
B : g x g — C eine invariante Bilinearform so, dass B|; : I x I — C nicht ausgeartet
ist.

Seien (hi)ié[l,n} und (h;)zé[l,n} Basen von I mit B(hz, h,) = (51'7]'.

Dann ist
01:Zhi®h; €EgRg
i=1
invariant und héngt von den Basen (h;)c1,,) und (h});cp1,, nicht ab. O

Beweis. Wir haben im Beispiel 3.7.5 schon gesehen, dass das Element ¢, € I ® I C
g ® g nicht von den Basen abhingt und eine Invariante ist. n

Definition 3.9.3 Sei g eine Lie Algebra, sei [ ein Ideal von g mit dim / = n und
sei B eine invariante Bilinearform. Angenommen, dass B|; nicht ausgeartet ist heifst
das Element ¢; € End(V) das Casimir Element von g beziiglich / und B.

Proposition 3.9.4 Sei g eine Lie Algebra, sei I ein Ideal von g und sei V' eine
endlich-dimensionale g-Darstellung. Sei B = B;Y die Bilinearform zur Darstellung V.
Angenommen, dass B|; nicht ausgeartet ist, seien (h;)icpn und (h;);cp,n) Basen von
I mit B(hz, h/) = (51'7]'.

J

Dann ist das Element
n

cf = (hi)v(h})yv € End(V)

i=1

ein Darstellungshomomorphismus und héingt von den Basen (h;)icpin und (h5)icqi
nicht ab.

Beweis. Sei ¢; € g ® g. Wir haben eine lineare Abbildung @ : g ® g — End(V) so,
dass @(x ® y) = zyyy. Insbesondere gilt ¢} = &y (c;) und ¢} hiingt von den Basen

nicht ab. Wir zeigen, dass ¢} ein Darstelungshomomorphismus ist.

Sei x € g. Da ¢y eine Invariante ist gilt x4e4 - ¢; = 0. Daraus folgt

0 = w4041
= Tgag D ieq Ni @ N
> ic1 Tang - hi @ B
Y1 (g - hi) @ hi 4+ hy @ (24 - h}))
= > i ([z h] @ i+ 1y @ [z, B]).
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Wir konnen jetzt @y anwenden. Es folgt

0 =&y (O, ([z, h] ® W, + h; ® [z, hl]))
= > iy ([, hilv (B v + (ha)v [z, Ri]v
=Y wv(h)v(h)v — (k) vy (h)v) + (Ri)vay(h)v — (h)v (b)) vay)
=Ty @?:1({/%)‘/(%)‘/ — > i (ha)v (b)) vay

Daraus folgt, dass ¢} ein Darstellungshomomorphismus ist. n

Definition 3.9.5 Sei g eine Lie Algebra, sei [ ein Ideal von g mit dim/ = n und
sei V eine endlich-dimensionale g-Darstellung. Sei B = B;/ die Bilinearform zur
Darstellung V. Angenommen, dass B|; nicht ausgeartet ist heift das Element ¢ =
¢y € End(V) das Casimir Element von g beziiglich I und V.

Proposition 3.9.6 Sei g eine Lie Algebra, sei [ ein Ideal von g mit dim/ = n
und sei V' eine endlich-dimensionale g-Darstellung. Sei B = B;/ die Bilinearform zur
Darstellung V. Angenommen, dass B|; nicht ausgeartet, sei ¢ = ¢} € End(V) das
Casimir Element von g beziiglich I und V.

1. Es gilt Tr(c) = n.

2. Sei V einfach. Dann ist ¢ ein Darstellungsautomorphismus von V.

Beweis. 1. Nach der Definition gibt es Basen (h;)icpi,n) und (h})icpi,n) von I so, dass
B;(hz, h,) = 5i,j und ¢ = Z:L:l(hl)‘/(h;)v Es gllt

To(e) = 32 Te(()v (W) = D BY (i ) = n.

2. Da n # 0 (die Charakteristik von C ist 0) gilt Tr(c) # 0 also ¢ # 0. Aber
¢ ist ein Darstelungshomomorphismus. Vom Lemma 3.1.11 folgt, dass Ker(c) eine
Teildarstellung von V ist. Da V einfach ist, muss Ker(c) = 0 oder Ker(c¢) = V. Im
Fall Ker(c) = V ist ¢ = 0. Ein Widerspruch. Es folgt Ker(c) = 0 und c ist injektiv
also bijektiv. =
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4.1. Definition

Definition 4.1.1 Eine Lie Algebra g heifst nilpotent falls es eine absteigende Fami-
lie (1;)icjo.x) von Ideale gibt mit Iy = g, I, = 0 und [g, [;] C [;4; fiir alle i € [0,k — 1].

Beispiel 4.1.2 Die Lie Algebra g = n,, die Lie Unteralgebra von gl aller nilpotente
obere Dreieckmatrizen. Dann ist n,, nilpotent.

Proposition 4.1.3 Sei g eine Lie Algebra. Dann sind dquivalent:
1. Die Lie Algebra g ist nilpotent;

es gilt C*g = 0 fiir k£ groR genug;

es gilt Cpg = g fiir k£ grofs genug;

es gibt ein k € Nmit ad,, o---oad,, = 0 fiir alle Folge (x;)c1,5 aus g;

ool N

es gibt eine absteigende Folge von Ideale (g;)icjo,) mit go = ¢, g, = 0 und
[9,9:] C gir1 und so, dass dim g;/g;11 = 1 fiir alle i € [0,n — 1].

Beweis. 2. < 1. und 3. < 1. Wir setzen I; = C'g oder I, = C;,_;g. Dann erfiillt dir
Folge (;)icjo,x) die Definition fiir nilpotente Lie Algebren und g ist nilpotent.

Umgekehrt sei (/;);cjo,s eine Folge von Ideal mit Iy = g, I, = 0 und [g, I;] C Iy, fiir
alle i € [0, k — 1]. Wir zeigen per Induktion nach i, dass C'g C I; und C;g D I_;. Fiir
i = 0gilt C'g = g = Iy und Cog = 0 = I;,. Angenommen, dass C'g C I; und C;g D I;._;.
Dann gilt C*"'g = [g,C’g] C [9, L] C Li+1 und [9/Cig, (Ie—(is1) + Ci9)/Cig] C (T +
C;9)/Cig = 0. Das heift (gp—(i+1) + C;g)/Cig ist im Zentrum von g/C;g enthalten. Es
folgt gr—(i+1) C Ciy19. Daraus folgt C*g = 0 und Crg = g.

2. < 4. Das Ideal C*g ist die lineare Hiille aller Elemente der Form

[:Ela [:E27 [ o ['Ilﬁy] o ]H = adxl O---0 adxk(y)
wobei x; € g fiir alle 2 und y € g. Daraus folgt die Behauptung 2. & 4.

1. & 5. Die Implikation 5. = 1. ist klar. Umgekehrt, sei (I;);c[ox) eine Folge von Ideale
mit Iy = g, Iy = 0 und [g, ;] C I;4; fiir alle i € [0,k — 1]. Wir ergéinzen die Folge
(L;)icjo.x) auf einer Folge (J;);jec0,n von Unterrdume mit n = dimg, dimJ; = n — j,
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Jjy1 C Jjund J,_gim 1, = I;. Diese ergédnzung von Unterrdume ist immer moglich. Wir
zeigen, dass J; ein Ideal fiir alle j € [1,n] ist. Sei j € [1,n] und sei i; = min{i / J; C
]z} Es gilt Iij—I—l C Jj+1 C Jj C ]ZJ Daraus folgt [g, JJ] C [g,],)] C ]ij—I—l C Jj+1- ™

Korollar 4.1.4 Sei g # 0 eine nilpotente Lie Algebra. Dann gilt 3(g) # 0.

Beweis. Angenommen 3(g) = 0, zeigen wir per Induktion nach k, dass Crg = 0 gilt
fiir alle £ > 0. Fiir £ = 0 gilt per Definition Cpg = 0. Angenommen Crg = 0. Dann
gilt g/Crg = g und 3(g/Crg) = 3(g) = 0. Es folgt Cx119 = 0. Ein Widersprucht da g
nilpotente ist. =

Korollar 4.1.5 Sei g eine nilpotente Lie Algebra. Dann ist die Killing-Form &, die
Null-Form.

Beweis. Seien (x,y) € g®. Dann ist ad , o ad , nilpotent und es gilt ry(z,y) =
Tr(ad, oad,) = 0. n

Proposition 4.1.6 Seien g und g’ Lie Algebren, sei I ein Ideal von g und sei b eine
Unteralgebra von g.

1. Ist g nilpotent, dann sind auch b, I und g/I nilpotent.

2. Umgekehrt, sind I und g/I nilpotent und ist I C 3(g), dann ist auch g nilpotent.

3. Sind g und g’ nilpotent, dann ist auch g x g’ nilpotent.

Beweis. 1. Es gilt C*h C CFg = 0 fiir k groR genug und b ist nilpotent. Ein Ideal ist
eine Lie Unteralgebra also folgt, dass I nilpotent ist.

Sei p : g — g/I die kanonische Projektion. Nach Proposition 2.5.6 gilt C*(g/I) =
7(C*g) = 0 fiir k groR genug. Daraus folgt, dass g/I nilpotent ist.

2. Sei p: g — g/ die kanonische Projektion. Es gilt p(C*g) = C*(g/I) = 0 fiir k grof
genug. Daraus folgt, dass C*g C [ fiir k groR genug. Es gilt also Ck*lg = [g,C*g] C
lg,1] C [g,3(g)] = 0 und g ist nilpotent.

3. Es gilt C*(g x g') = C*g x C*g’. Daraus folgt die Behauptung. -

4.2. Satz von Engel

Satz 4.2.1 (Satz von Engel) Sei V' ein Vektorraum und sei g eine Lie Unteralge-
bra von gl(V') mit dim g < 400 so, dass x nilpotent ist fiir alle = € g.

Dann gibt es ein Vektor v € V mit v # 0 und z(v) = 0 fiir alle x € g. 0

Beweis. Per Induktion nach n = dim g. Fiir n = 0 ist der Satz klar. Sei also dim g > 0.
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Lemma 4.2.2 Sei x,y € gl(V). Es gilt

Beweis. Per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Behauptung klar. Angenommen

i) = 3 () (1t

k=0
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Lemma 4.2.3 Sei V' eine Vektorraum und sei x € gl(V') nilpotent. Dann ist ad, €
gl(gl(V)) nilpotent. O

Beweis. Nach dem obigen Lemma ist ad "(y) eine lineare Kombination von Endo-
morphismen der Form z'yz™~*. Da z nilpotent ist, gilt ad™(y) = 0 fiir m grof genug
und ad , ist nilpotent. =

Sei b eine Lie Unteralgebra von g mit dim b < dim g. Wir betrachten g/h als Vektor-
raum. Sei o : h — gl(g/h) definiert durch o(z) : g/b = g/b, 7 — o(z)(H) = [z,]
wobei 7 die Aquivalenzklasse von y € g in g/h ist. Nach dem obigen Lemma ist die ab-
bildung ad, nilpotent also ist o(z) auch nilpotent. Insbesondere erfiillt o(h) C gl(g/h)
die Annahme Engelssatzes. Da dimo(h) < dimbh < dim g = n, gilt nach Induktion,
dass es ein Vektor 7 # 0 in g/bh mit o(z)(bary) = 0 fiir alle x € h. Insbesondere gilt
y € hund [z,y] € b fiir alle z € h. Also ist b’ = h & Cy eine Lie Unteralgebra von g
und b ist ein Ideal in h & Cy.

Damit konstruieren wir eine Folge von Paare (h;, b})icfo,n—1) konstruieren mit b; und
b’ sind Unteralgebren von g, b; ist ein Ideal von b, dim h; = 7 und dim b, = i+ 1. Wir
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setzen h = by = 0 und konstruieren h’ = hj, wie oben. Angenommen (h;, h;) existiert,
setzen wir h = ;1 = b} und konstruiren b;,, = b’ wie oben.

Insbesondere gilt I = h,,_; ist ein Ideal in I ® Cy = ], _, = g (die Dimensionen sind
gleich) und dim I =n — 1. Sei

W={veW|az(v)=0 fir alle x € I}.

Nach Induktion gilt W # 0. Sei w € W. Wir zeigen, dass y(w) € W. Sei x € I, es gilt
z(y(w)) = [z,y](w) + y(z(w)) =0, da x € I und [z,y] € I. Es folgt y(w) € W. Da y
nilpotent ist, ist auch y|y . Es gibt also ein Vektor v € W mit v # 0 und y(v) = 0.
Sei z € g =1 ® Cy. Dann gibt es z € [ und A € C mit z = x + Ay. Es gilt z(v) =0
da z € [ und v € W. Es gilt also z(v) = z(v) + Ay(v) = 0. -

Korollar 4.2.4 Sei V ein Vektorraum mit dim V' = n < oo und sei g eine endlich-
dimensionale Lie Unteralgebra von gl(V') so, dass x nilpotent ist fiir alle x € g.

Dann gibt es eine Basis B von V' so, dass fiir alle z € g, Matg(ad ) eine nilpotente
obere Dreieckmatrix ist.

In andere Worte, wenn man gl(V') mit gl,, identifiziert dank f — Matg(f) gilt g C n,
wobei n,, die Lie Unteralgebra von gl,, aller nilpotenten oberen Dreieckmatrizen ist.

Insbesondere ist g nilpotent.

Beweis. Per Induktion nach n = dim V. Fiir n = 0 ist es klar.

Angenommen das Korollar sei wahr fiir Vektorrdume der Dimension n — 1. Nach dem
Satz von Engel gibt es ein Vektor v € V mit v # 0 und x(v) = 0 fiir alle z € g. Wir
setzen e; = v und V' = V/(ey). Es gilt dim V' =n — 1.

Sei x € g. Wir betrachten die lineare Abbildung f, : V' — V' definiert durch f,(v) =

z(v). Es gilt f.(e1) = z(e;) = 0 = 0. Insbesondere gilt (e;) C Ker(f,). Daraus folgt,
dass es eine lineare Abbildung z : V' — V' gibt mit z(v) = z(v). Wir setzen

g ={zegl(V!) |z eg}

Wir zeigen, dass g’ eine Lie Unteralgebra von gl(V’) ist und, dass alle 2’ € g’ nilpotent
sind. Seien x,y € g. Es gilt [Z,9](v) = (2y — y2)(v) = (2y — yx)(v) = [z,y](v) =
[z, y](v). Daraus folgt [z, y] = [z,y] € ¢’ und ¢’ ist eine Lie Unteralgebra. Es gilt auch
z"(v) = a"(v) = 0 fiir alle v € V. Daraus folgt 2" = 0 und 7 ist nilpotent.

Nach Induktionsannahme gibt es eine Basis B’ = (e}, ---,el,_;) von V' so, dass
Matp (') eine obere nilpotente Dreieckmatrix ist fiir alle 2’ € ¢'. Sei (eq, - ,€,_1)
Vektoren in V so, dass &; = e]. Dann ist B = (e1,- - - ,e,) eine Basis von V (Ubung)
und es gilt z(e;) = z(€;) = z(e)) € (€}, -+ ,el_,) fiir alle 2 € g und alle i > 2. Daraus
folgt x(e;) € (e1,---,e;—q) fiir alle x € g und i > 1.

Da n,, nilpotent ist, ist die Unteralgebra g von n,, auch nilpotent. n
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Korollar 4.2.5 Eine Lie Algebra g ist genau dann nilpotent, wenn ad , nilpotent
fiir all z € g ist.

Beweis. Wir betrachten die adjungierte Darstellung ad : g — gl(g). Es gilt Ker(ad) =

3(g). Sei
g’ =ad(g) = {ad, € gl(g) | = € g}

Es gilt g’ ~ g/Ker(g).

Fiir alle ' = ad , € ¢’ ist 2/ nilpotent. Nach dem obigen Korollar ist g’ ~ g/3(g)
nilpotent. Aber 3(g) ist im Zentrum enthalten. Nach Proposition 4.1.6.2. gilt, dass g
nilpotent ist. =

Korollar 4.2.6 Sei g eine Lie Algebra und sei I ein Ideal. Angenommen g/I sei
nilpotent und die Einschrédnkung (ad,)|; sei nilpotent fiir alle z € g.

Dann ist g nilpotent.

Beweis. Sei x € g. Wir zeigen, dass ad , nilpotent ist. Sei k grok genug, sei y € g
und seien z,y die Klassen von z,y in g/1I. Es gilt ad ,.(y) = [z,y] = [z, y] = ad (7).
Insbesondere gilt ad%(y) = ad £(y) = 0 fiir k& groR genug. Es gilt also ad *(y)) € I.
Es folgt ad ¥ (y) = ad ¥ (ad % (y)) = (ad ,)|¥ (ad ¥(y)) = 0 fiir k und &’ grok genug
((ad )| ist nilpotent). Es folgt, dass ad , nilpotent fiir alle x € g ist. -

Man kann sogar zeigen.

Theorem 4.2.7 (Satz von Ado I) Sei g eine nilpotente Lie Algebra endlicher Di-
mension. Es gibt eine Lie Algebra Einbettung g C n,,. 0

4.3. Maximales nilpotente Ideal

Definition 4.3.1 Ein Ideal I von g heiftt nilpotent falls es nilpotent als Lie Algebra
ist.

Lemma 4.3.2 Ein Ideal I von g ist genau dann nilpotent, wenn ad 4(z) nilpotent
ist fir alle x € I. m

Beweis. Sei ad 4(x) nilpotent fiir alle z € I. Dann ist ad ;(x) = ad 4(x)|; nilpotent
fiir alle z € I. Nach Korollar 4.2.5 ist I nilpotent als Lie Algebra.

Sei umgekehrt I nilpotent. Dann ist ad ;(x) nilpotent fiir alle x € I. Sei x € I wir
zeigen, dass ad 4(z) nilpotent ist. Sei y € g und n € N. Es gilt ad 4(z)"t(y) =
ad 4(z)"([z,y]). Da I ein Ideal ist und =z € I gilt [z,y] € I. Insbesondere gilt
ad 4(z)"([z,y]) = ad [(z)"([z,y]) = 0 fiir n grok genug. Es folgt ad 4(z)" ™ = 0
fiir n grok genug und ad 4(z) ist nilpotent. -
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Wir zeigen ein Paar allgemeine Resultate iiber Darstellungen.

Lemma 4.3.3 Sei f : V — W ein Darstellungshomomorphismus und seien V' und
W' Teildarstellungen von V und W. Dann sind f(V’) und f~'(W’) Teildarstellungen
von W und V. O

Beweis. Ubung. n

Lemma 4.3.4 Sei V eine endlich-dimensionale g-Darstellung. Dann gibt es eine Teil-
darstellung V' von V so, dass V/V’ einfach ist. 0

Beweis. Sei V' eine maximale Teildarstellung von V mit V' C V. Sein:V — W =
V/V' die kanonische Projektion und sei W’ eine Teildarstellung von W. Dann ist
7Y (W’) eine Teildarstellung von V mit V' C #~(W’) C V. Da V' maximal war gilt
V' =77 YW’) oder 7~ Y{(W’) = V. Es folgt W’ = 0 oder W’ = W. Daraus folgt, dass
W einfach ist. -

Lemma 4.3.5 Sei V eine endlich-dimensionale g-Darstellung. Dann gibt es eine stei-
gende Folge 0 =V, C V4, C --- C V,, = V vom Teildarstellungen von V' so, dass
Vi/Vi_1 einfach ist fiir alle i € [1,n]. 0

Beweis. Per Induktion nach » = dim V. Fiir » = 0 ist die Aussage klar. Angenommen
die Aussage sei wahr fiir Darstellungen der Dimension echt kleiner als r. Sei V,, =V
und V,,_; eine Teildarstellung mit W = V/V,,_; einfach. Falls V,,_; = 0 sind wir
fertig. Andernfalls gilt dimV,,_; < dim V' = r und per Induktion gibt es eine Folge
Vo=0C --- CV,_; von Teildarstellungen von V,,_; mit V;/V;_; einfach. =

Lemma 4.3.6 Sei V eine einfache g-Darstellung und sei I ein Ideal von g so, dass
xy nilpotent ist fiir alle x € I. Dann gilt xy = 0 fiir alle x € I. O

Beweis. Nach Proposition 3.7.2 ist V! = {v € V | zy - v = 0 fiir alle z € I} eine
g-Teildarstellung von V. Nach dem Satz von Engel (Satz 4.2.1) gilt VI # 0. Da V
einfach ist, gilt VI = V. -

Lemma 4.3.7 Die Summe von zwei nilpotente Ideale ist nilpotent. O

Beweis. Seien I und J zwei nilpotente Ideale. Sei x € I und y € J. Wir zeigen, dass
adg(z + y) nilpotent ist. Sei go =0 C --- C g, = g eine Folge von Teildarstellungen
der adjungierten Darstellung gegeben dank Lemma 4.3.5. Da adyz und adgy nilpotent
sind fiir alle v € I and y € J, gilt, dass xy, /4, , und yg, s, , nilpotent fiir alle i € [1, 7]
sind. Nach Lemma 4.3.6 und da g;/g,—: einfach ist, gilt g, /4, , = 0 und yg, /5, , =0
fiir alle x € I und y € J und fiir alle ¢ € [1,n]. Insbesondere gilt ( + ¥)g,/g,_, = 0
fiir alle x € [ und y € J und fiir alle i € [1,n]. Es gilt also ady(x + y)(g;) C g;—1 fiir
alle 7 € [1,n] und ady(x + y) ist nilpotent. -

Korollar 4.3.8 Es gibt ein maximales nilpotente Ideal n, in g.

Beweis. Wir setzen ng = Z 1. =

I nilpotent Ideal von g

Bemerkung 4.3.9 Es kann sein, dass g/n, nicht triviale nilpotente Ideale enthilt.



5. Halbeinfache und nilpotente
Elemente

5.1. Halbeinfache Endomorphismen

Definition 5.1.1 Ein Endomorphismus f € End(V') heifst halbeinfach, wenn f
diagonalisierbar ist (oder das Minimalpolynom gy von f zerféllt in lineare Faktoren
mit Vielfachkeit Eins).

Lemma 5.1.2 Sei z € End(V) halbeinfach und W C V' ein Unterraum mit z(W) C
W. Dann ist x|y € End(W) halbeinfach. O

Beweis. Sei p, das Minimalpolynom von z. Es gilt . (z|w)(w) = p.(x)(w) = 0.
Insbesondere gilt pi,(x|w) = 0 und gy, teilt i,. Das Lemma folgt. -

Lemma 5.1.3 Seien = und y halbeinfache Endomorphismen von V mit [z,y] = 0.
Dann gibt es eine Basis B von Eigenvektoren fiir x und y. Insbesondere ist x + y
halbeinfach. O

Beweis. Sei V = @V, (z) die Zerlegung in Eigenrdume fiir x, wobei A ein Eigenwert ist.
Fir v € V)\(2), gilt z(y(v)) = y(z(v)) = y(A(v)) = Ay(v) und es gilt y(Vy\(z)) C Vi(z).

Aus dem obigen Lemma folgt, dass y|v, () halbeinfach ist. Das Lemma folgt. n
Lemma 5.1.4 Seien z und y nilpotente Endomorphismen von V' mit [x,y] = 0.
Dann ist x + y nilpotent. 0
Beweis. Folgt aus der binomialen Formel. n

5.2. Jordan-Chevalley Zerlegung

Theorem 5.2.1 Sei z € End(V).

1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Zerlegung r = x5 + x,, in End(V) mit x, halb-
einfach, x, nilpotent und [z, x,] = 0.

2. Es gibt Polynome P und @ in k[T] mit P(0) = 0 = Q(0) und mit x5 = P(z) und
x, = Q(x). Insbesondere gilt [z,,y] = 0 = [z,,y] fiir alle y € End(V) mit ([z,y] = 0.

3. Seien U C W C V mit (W) C U. Dann gilt, z,(W) C U. und z,(W) C U. O
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Beweis. 1. und 2. Sei x, das charakteristische Polynom von z. Es gilt

n

(1) =[] =)™,

i=1

wobei \; paarweise verschiedene komplexe Zahlen sind. Der Vektorraum H),(z) =
Ker((z — A\;Idy)®) is z-invariant und es gilt

V= @H,\i(:c).

Wir betrachten zwei Félle. When 0 € {\1,---,\,} i.e. x ist not bijektiv setzen wir
Pi=JJ(T = x)~.
j#i

When 0 & {\, -+, \,} i.e. x ist bijektiv setzen wir

n

Py= (™= X)% und P, =TT[(T - Aj)®.

j=1 J#

Dann sind (Py,---, P,) im Fall 1 und (P, Py, - -+, P,) im Fall 2 teilerfremd. Es gibt
also (Siehe Skript LAII Lemma 2.3.5) Polynome Qq, Q1, - - - , Q, so, dass (wir setzen

PQZQ():OHHF&H ].)
1=) QP
1=0

Wir setzen .
P=3 A\QiP.
i=1
Lemma 5.2.2 Es gilt P = \; (mod (T — \;)%) fiir alle ¢ € [1,n] und P(0) =0. g
Beweis. Es gilt P; = 0 (mod (7" — \;)*) fir alle j # . Insbesondere gilt 1 =
QiP, (mod (T"— \)%) und P = \NQ,;P; (mod (T — \;)*%). Daraus folgt den ers-

ten Teil des Lemmas. Analog gilt P; = 0 (mod T') fiir alle j # 0. Insbesondere gilt
P =0 (mod T). ]

Sei z; = P(x). Wir zeigen, dass x; halbeinfach ist. Es geniigt zu zeigen, dass x|,
halbeinfach fiir alle i € [1,n] ist. Nach dem Lemma gibt es fiir alle i € [1,n] ein
Polynom R; mit P(T) = \; + R;(T)(T — \;)*. Fiir v € H), gilt

zs(v) = P(x)(v) = \v + Ri(x)(x — \)*(v) = \o.

Daraus folgt, dass z, halbeinfach ist.
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Sei Q(T) =T — P(T) und z,, = Q(z) = x — P(x). Es gilt Q(0) =0— P(0) = 0. Wir
zeigen, dass x, nilpotent ist. Es geniigt zu zeigen , dass x| m,, hilpotent ist. Aber es
gilt $8|HA,. = Aildg, . Es gilt also

(xn|HAi)ai(,U) = (x|HAz B x5|H>\i)ai = (x|HA, - )‘iIdHAi)ai = O

Daraus folgt das x,, nilpotent ist.

Wir zeigen, dass diese Zerlegung eindeutig ist. Sei A € C und sei )(x;) = Ker(z —
AMdy). Sei v € Ey\(z). Es gilt (z — Mdy)(v) = (z — x,)(v) = x,(v). Also gilt (z —
Ady)¥(v) = 0 fiir k groR genug. Daraus folgt, dass v € Hy(x). Aber es gilt

P Ev(z,) =V = P Hi(x).

AeC AeC

Daraus folgt E\(xs) = Hy(z) fiir alle A € C. Insbesondere gilt fiir v = vy + -+ + v,
mit v; € Hy,(z) gilt 25(v) = Aoy + -+ + Ayv, und z ist von x fest bestimmt. Da
T, = & — g ist auch x,, eindeutig bestimmt.

3. Folgt aus P(0) = Q(0) = 0. -

Definition 5.2.3 Die Elemente x, (bzw. x,) heifen halbeinfacher Teil von z €
End(V') (bzw. nilpotenter Teil Die Zerlegung x = x4+, heift Jordan-Chevalley
Zerlegung.

Lemma 5.2.4 Sei z € gl(V') und sei ad : gl(V') — gl(gl(V)) die adjungierte Darstel-
lung von gl(V') definiert durch ad .(y) = [z, y] = xy — yx. Dann gilt

ad ., = (ad;)s und ad ., = (ad ;).

Beweis. Es gilt * = z, + x,. Daraus folgt ad , = ad ,, + ad ,,. Auferdem, da
[z, x,] = 0, gilt [ad .., ad,, ] = 0. Es geniigt also zu zeigen, dass ad ., halbeinfach ist
und ad ., nilpotent ist. Nach Lemma 4.2.3 ist ad ,, is nilpotent.

Sei B = (€;)ic[1,n) eine Basis von Eigenvektoren von z, zu den Eigenwerte (\;)ic(1,)-
Let (E;;) die kanonische Basis von M, (C). Es gilt ad . (E;;) = (A — A\j)E;; und
ad , ist also halbeinfach. n



6. Auflosbare Lie Algebren

Ab jetzt sind alle Lie Algebren endlich-dimensional.

6.1. Definition

Definition 6.1.1 Eine Lie algebra g heift auflésbar wenn DFg = 0 fiir k& grof
genug.
Beispiel 6.1.2 1. Nilpotente Lie Algebren sind auflosbar: es gilt Dig C C'g.

2. Die Lie Algebra b, ist auflésbar aber nicht nilpotent.

Proposition 6.1.3 Sei g eine Lie Algebra, sei b eine Unteralgebra und sei I ein Ideal
von g.

1. Sei g auflosbar. Dann sind auch b, I und g/I auflésbar.

2. Umgekehrt sind I und g/ auflésbar. Dann ist auch g auflosbar.

Beweis. 1. Es gilt D*h C D*g. Daraus folgt 1. fiir Unteralgeren und Ideale. Sei

p: g — g/ die kanonische Projektion. Nach Proposition 2.5.6 gilt p(D*g) = D*(g/I)
daraus folgt D*(g/I) = 0 fiir k groR genug.

2. Sei p: g — g/I die kanonische Projektion. Es gilt p(D*g) = D*(g/I). Fiir k und [

gro genug gilt D*¥(g/I) = 0 und D'I = 0. Daraus folgt p(D*(g)) = 0 also D*g C I

und D¥lg = DY(D*g') C DI = 0. n

Proposition 6.1.4 Sei g eine Lie Algebra. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. die Lie Algebra g ist auflésbar;

2. es gibt eine absteigende Folge (g;)icjo) von Ideale mit go = g, gr = 0 und
g:/9i41 ist abelsch fiir alle i € [0,k — 1];

3. es gibt eine absteigende Folge (g;)icpo,x) von Unteralgebren so, dass go = g,
gr = 0 und g; ein Ideal von g;, ist mit g;/g; 1 ist abelsch fiir alle i € [0, k — 1];

4. es gibt eine absteigende Folge (g;)icjo,n) von Unteralgebren mit go = g, g, = 0
und g; ist ein Ideal der Codimension 1 in g; fiir alle i € [0,n — 1].
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Beweis. (1. = 2.) Wir setzen g; = D'g und 2. folgt aus 1.
(2. = 3.) Das Ideale Unteralgebren sind folgt 3. aus 2.

(3. = 4.) Wir ergéinzen die Folge (g;)icn,» von 3. in einer Folge (a;);eq1,,) von Unter-
raume mit

aozgo:gDa1D---Daﬁ:ng---Dan:gk:0

und dima;;; = dima; — 1. Es geniigt zu zeigen, dass a;;; ein Ideal von a; ist. Seien
r € ajppund y € a;. Sei i; = max{i | a; C g;}. Es gilt g;,41 C ai11. Da gi;/8i,41

abelsch ist gilt in g;, /@i, +1: [z, y] = 0. Daraus folgt [z,y] € g;;11 C a;41 und a;,; ist
ein Ideal in a;.

(4. = 1.) Per Induktion nach n = dim g. Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Per Indukti-
on haben wir, dass g; auflosbar ist und g; ist ein Ideal von gy = g mit g/g1 = go/¢1
abelsch. Also ist das Quotient nilpotent und insbesondere auch auflésbar. Nach Pro-
position 6.1.3 ist g auflosbar. -

6.2. Radikal

Definition 6.2.1 Ein Ideal I einer Lie Algebra heifst aufilésbar wenn I auflosbar
als Lie Algebra ist.

Lemma 6.2.2 Sei g eine Lie Algebra. Dann gibt es ein maximales auflosbare Ideal
in g. i

Beweis. Seien I und J zwei Ideale. Wir zeigen, dass I + J auch auflosbar ist. Da [
ein Ideal von g ist, ist I auch ein Ideal von I + J. Da I auflésbar ist geniigt es zu
zeigen, dass [ + J/I auflosbar ist. Sei f : J — I + J/I definiert durch f(y) = y fiir
y € J. Dann ist f ein Lie Algebra Homomorphismus. Wir zeigen, dass f surjektiv
ist: sei . +y € I+ J/I wobei z € Tund y € J. Esgilt v +y =y = f(y). Als ist
f surjektiv und es gilt I + J/I ~ J/Ker(f) (es gilt eigentlich Ker(f) = I N J also
I+ J/I~J/INJ).Da J auflosbar ist, ist J/Ker(f) ~ I + J/I auch aufloshar.

Wir setzen t(g) = Z I. Das ist v(g) das maximale auflosbare Ideal von g. m

I auflésbar

Definition 6.2.3 Wir schreiben t(g) oder v fiir das maximale auflésbare Ideal von
g. Dieses Ideal heifst das radikal Ideal von g.

Proposition 6.2.4 Sei g eine Lie Algebra.

1. Es gilt ¢(g/t(g)) = 0.
2. Das radikal Ideal ist das minimale Ideal I von g mit v(g//) = 0.
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Beweis. 1. Sei p : g — g/t(g) die kanonische Projektion und sei I ein auflosbares
Ideal von g/t(g). Dann ist p~!(I) ein Ideal von I, t(g) ist ei nIdeal von p~*(I) und
es gilt p~1(I)/x(g) ~ I. Daraus folgt, dass p~'(I) auflésbar ist. Aber da t(g) das
maximale auflosbare Ideal ist gilt v(g) = p~'(I) und I = p(p~*(I)) = p(x(g)) = 0.

Als gilt t(g/t(g)) = 0.

2. Sei I ein Ideal so, dass t(g/I) = 0 und sei p : g — g/I die kanonische Projektion.
Dann ist p(t(g)) = v(g)/t(g) N I auflésbar. Es folgt p(t(g)) = 0 und ¢(g) C 1. -

6.3. Satz von Lie

Theorem 6.3.1 Sei V' ein nicht trivialer endlich-dimensionale Vektorraum. Sei g
eine auflésbare Lie Unteralgebra von gl(V'). Dann gibt es ein v € V' \ {0} so, dass v
einen Eigenvektor fiir xy fiir alle x € g ist. 0

Beweis. Per Induktion nach dim g. Fiir dim g = 0 ist die Aussage klar.

Sei I ein Ideal mit dim / = dim g — 1. Dies ist moglich, da Dg ein echtes Ideal von g
ist und weil alle Unterrdume I mit Dg C [ C g Ideale von g sind.

Es folgt, dass I auflosbar ist. Nach Induktionsannahme gibt es ein Vektor v € V'\ {0}
mit z(v) = A(x)v fiir alle z € I. Man zeigt, dass A : I — C eine Lineraform ist: Es
gilt A(z)v+ Ay)v = (z+y)(v) = Mz +y)v und a\(z) = (az)(v) = A az)v fir a € C.

Sei
W={weV|z(w)=\Nz)w fir alle z € I}.
Es gilt W # 0.
Wir zeigen, dass W eine Teildarstellung von V' ist i.e. y(W) C W fiir alle y € g: Sei

w e Wund z € I. Es gilt z(y(w)) = [z, y](w) + y(x(w)) = M[z, y])w + AM(z)y(w). Es
geniigt zu zeigen, dass A\([z,y]) = 0. Dafiir beweisen wir ein Lemma.

Lemma 6.3.2 Sei U = (y*(w) | k > 0) und sei t € I. Es gilt Tr(t|yy) = A(t)-dim U.g

Beweis. Wir zeigen, per Induktion, dass es, fiir ¢ € I und ¢ > 0, Skalare a, ;(t) € C

gibt mit

ty'(w)) = A(B)y'(w) + Z ai ; )y’ (w)
Fir ¢ = 0 gilt t(w) = A(t)w. Fir ¢ = 1, gilt t(y(w)) = A([t,y])w + A(t)y(w). Per
Induktion gilt

ty"H(w) = [tyly'(w)) +y(ty'(w))) ‘
= Aty (w)+23<@ ([t vy (w) +y(A )y (w)
P (0 () |
= Aty (w) + ([ Dy (w) + 35 aig ([ y])y’ (w)
+Z]<1a”(t)y3 Hw).
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Das System (y*(w))i>o ist ein EZS von U. Es gibt also eine Teilmenge B davon
so, dass B eine Basis von U ist. Die Matrix Matg(t|y) von t|y in B ist eine obere
Dreieckmatrix mit A(¢) auf der Diagonal. Das Lemma folgt. -

Es gilt also 0 = Tr([z,y]|y) = dim U - A([z,y]). Aber w € U also dimU > 0. Daraus
folgt A(x,y) = 0. Insbesondere ist W eine Teildarstellung von V.

Sei z in g\ I. Es gilt z(W) C W. Da C algebraisch abgeschlossen ist, gibt es einen
Eigenvektor w € W fiir z zu einem Eigenwert p. Sei x = az + y wobei a € C und
y € 1. Es gilt z(w) = az(w) + y(v) = apw + ANy)w = (ap + A(y))w. n

Korollar 6.3.3 Sei V' mit dim V' = n und sei g eine auflésbare Lie Unteralgebra von
gl(V). Dann gibt es eine Basis B von V so, dass Matg(x) eine obere Dreieckmatrix
ist i.e. Matg(z) € b, fiir alle z € g.

Beweis. Per Induktion nach n. Fiir dim V' = 0 ist die Aussage klar. Nach dem Satz
von Lie gibt es ein v € V' \ {0} mit z(v) = A(x)v fiir alle x € g. Insbesondere ist
(v) eine Teildarstellung von V' und V/(v) ist eine g-Darstellung. Das bild von g in
gl(V/(v)) ist auflosbar. Nach Induktionsannahme gibt es eine Basis B’ in V/(v) die
die Aussage erfiillt. Die Basis B = {v} U B’ erfiillt die Aussage fiir V. -

Theorem 6.3.4 (Satz von Ado IT) Sei g eine auflosbare Lie Algebra endlicher Di-
mension. Es gibt eine Lie Algebra Einbettung g C b,,. 0

Korollar 6.3.5 Eine Lie Algebra ist genau dann auflosbar, wenn Dg nilpotent ist.

Beweis. Angenommen Dg sei nilpotent. Dann ist Dg auflésbar und g/Dg ist abelsch
also nilpotent also auflosbar. Es folgt, dass g auflosbar ist.

Umgekehrt sei g auflosbar. Sei ad : g — gl(g) die adjungierte Darstellung. Das bild
ist isomorph zu g/3(g) und es gilt D(g/3(g)) = Dg/3(g) N Dg. Insbesondere ist Dg
genau dann nilpotent, wenn Dg/3(g) N Dg nilpotent ist. Wir kénnen also annehmen,
dass g eine Lie Unteralgebra von gl(V) ist (z.B. mit V' = g).

Nach dem obigen Korollar gilt g C b,, (wobei n = dim V') und es gilt Dg C Db,, = n,,.
Daraus folgt, dass Dg nilpotent ist. n

6.4. Kriterium von Cartan

Wir geben ein characterisierung von auflosbare Lie Algebren.

Lemma 6.4.1 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und seien W C U Un-
terrdume von gl(V). Wir setzen

T={tegl(V)|[t,U] c W}

Sei x € T so, dass fiir alle t € T gilt Tr(zt) = 0. Dann ist x nilpotent. 0
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Beweis. Sei x = x4+ x,, die Chevalley-Jordan Zerlegung. Wir zeigen, dass alle Eigen-
werte (A;)icn,r] von o verschwinden. Sei B = (e;)e[1, eine Basis von Eigenvektoren.

Sei

M={u\+ - +aXeC|a, - ,a €Q}.
Dies ist ein Q-Unterraum von C. Es ist die Q-lineare Hiille von (X;)ic1,0 i.e. M =
(A1,- -, A)g- Sei f © M — Q eine Linearform auf M. Wir definieren ¢ € gl(V)
durch t(e;) = f(\)e; fiir alle i € [1,7]. Sei (E; ;)i jen,n die kanonische Basis von gl(V')
beziiglich (e;)icp - Es gilt

(adxs)(Eij) = (A = X)) By

(ad?)(Eij) = (f(N) = (M) Eij = f(X = Aj) Eij.
Sei P € Q[T] ein Polynom mit P(\; — \;) = f(\; — ;) fiir alle 4,5 € [1,7] und
P(O) = 0. Es gllt adt(Em) = f(>\z — Aj)Ei,j = P()\z — )\j)Ei,j = P(ad ZL‘S)(EZ'J') fir
alle i, 7 € [1,7]. Daraus folgt adt = P(ad zs) und adt(U) C W. Es gilt also t € T.

Es folgt, dass 0 = Tr(zt) = >0, f(M)Ai. Da f Q-linear ist, gilt >, f(A)? = 0.
Aber f()\;) € Q fiir alle ¢ € [1,r]. Es folgt f()\;) = 0 fiir alle 7 € [1,r] und fiir alle
Linearformen f. Es folgt M =0 und X\; = 0 fiir alle i € [1,7]. -

Theorem 6.4.2 (Kriterium von Cartan) Sei g eine Lie Algebra und sei V eine
endlich-dimensionale g-Darstellung. Sei By die Bilinearform zu V.

Dann ist das Bild von g in gl(V') genau dann auflésbar, wenn Dg C g+, wobei L die
Orthogonalitit beziiglich By ist. 0

Beweis. Wir konnen g mit ihrem Bild in gl(V') ersetzen. Damit kénnen wir ohne
Beschrankung annehmen, dass g eine Lie Unteralgebra von gl(V') ist.

Sei g auflésbar. Dank Korollar 6.3.3 konnen wir sogar annehmen, dass g eine Un-
teralgebra von b,, (die Lie Algebra aller oberen Dreieckmatrizen) ist. Es gilt also
Dg C Db,, = n,. Insbesondere gilt fiir x € g und y € Dg, dass zy € n, und also
Tr(xy) =0 i.e. Dg C g*.

Umgekehrt, sei Dg C gt. Sei T wie in dem obigen Lemma mit U = g D W = Dg.
Seit € T'und = € Dg. Es gibt Elemente y;, 2, € g mit 2 =) . [y;, z;]. Es gilt

Tr(tz) = > Tr(tlys z]) = Y Bv(t, [y, 2i]) = Y B ([t,i],2:) = 0
da [t,y;] € Dg und Dg C g+ ist. Nach dem Lemma folgt, dass x nilpotent ist. Nach

Korollar 4.2.4 ist Dg nilpotent. Nach Korollar 6.3.5 ist g auflosbar. n

Korollar 6.4.3 (Kriterium von Cartan) Sei g eine Lie Algebra so, dass Dg C g,
wobei L die Orthogonalitét beziiglich der Killing-Form r4 ist. Dann ist g auflésbar.

Beweis. Sei ad : g — gl(g) die adjungierte Darstellung. Die Killing-Form ist die
Bilinearform zur adjungierten Darstellung. Nach dem Kriterium von Cartan ist ad (g)
auflosbar. Der Kern von ad ist 3(g). Daraus folgt, dass g auflosbar ist. -
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7.1. Definition

Definition 7.1.1 Eine Lie Algebra g heifst halbeinfach, wenn gilt:
(I ist ein abelsches Ideal) = (I = 0).

Beispiel 7.1.2 Die Null-Algebra ist halbeinfach.
Beispiel 7.1.3 Seien g und g’ halbeinfach. Dann ist auch g x g’ halbeinfach.

Bemerkung 7.1.4 Sei g eine halbeinfache Lie Algebra. Es gilt 3(g) = 0. Insbeson-
dere ist die adjungierte Darstellung g — gl(g) injektiv.

7.2. Charakterisierung

Theorem 7.2.1 Sei g eine Lie Algebra. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. g ist halbeinfach;
2.¢(g) =0;

3. die Killing-Form k4 is nicht ausgeartet. 0

Beweis. (1. = 2). Sei g halbeinfach und sei t = t(g) sein Radikal. Angenommen t # 0,
sei r die maximale naturlische Zahl mit D"t # 0 (da v auflosbar ist gilt D*t = 0 fiir
k groR genug deswegen gibt es eine solche Zahl r). Dann gilt D(D"t) = D" "!(x) = 0
und D"t ist abelsch. Aber is D"t ist ein Ideal von g (D"t ist ein charakteristische
Ideal von v und v ist ein Ideal von g). Ein Widerspruch.

(2. = 3). Angenommen t(g) = 0. Sei g' das orthogonale Ideal von g beziiglich der
Killing-form. Dies ist ein Ideal nach Proposition 3.8.4 (sogar ein charakteristisches Ide-
al da k4 vollig invariant ist). Auferdem ist die Killing-Form ;. von g die Einschriin-
kung von k4 auf g*. Insbesondere gilt r,. = 0. Daraus folgt D(g*) C g*= = (gi)l%i.
Nach dem Kriterium von Cartan (Theorem 6.4.2) ist g* aufldsbar also in t(g) enthal-
ten. Es folgt g = 0 und r, ist nicht ausgeartet.
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(3. = 1). Angenommen £, sei nicht ausgeartet. Sei I/ ein abelsches Ideal von g.
Seien z € g und y € I. Wir bestimmen k4(z,y) = Tr(ad , o ad ,). Es gilt aber
ad,(g) Cg,ad,(I) C I und ad,(g) C I, ad,(I) C 0 (da I abelsch ist). Daraus folgt
(ad,oady)(g) C I und (adzoady)?(g) C 0. Es gilt also k4(z,y) = Tr(ad,0ad,) =0
und I C g+ = 0. n

Korollar 7.2.2 Seien g; und gs halbeinfache Lie Algebren. Dann ist g; x go halb-
einfach.

Beweis. Wir zeigen, dass t(gy X g2) = t(g1) X t(g2).

Da t(g;) und v(gs) auflésbar sind ist das Produkt t(g;) x t(g2) auch auflésbar und es
gilt v(g1) x v(g2) C v(g1 X g2).

Umgekehrt betrachten wir die kanonische Projektionen p; : g; X g2 — g1 und ps :
g1 X g2 — g2 definiert durch (x1.25) — 27 und (21, 22) — x2. Das Bild von t(g; X g2)
in g; via p; ist auflosbar also in t(g;) enthalten. Ananlog ist das Bild von t(g; X g2)
in go via po in tv(gs) enthalten. Die umkehre Enthaltung folgt. -

Korollar 7.2.3 Sei g halbeinfach. Es gilt Dg = g.

Beweis. Sei x € (Dg)* und sei y,z € g. Es gilt ry4([z,y],2) = kg(z,[y,2]) = 0.
Insbesondere gilt [z,y] € gt = 0 (die Killing-Form ist nicht ausgeartet). Es folgt
[z,y] = 0 also = € 3(g). Da g halbeinfach ist, gilt 3(g) = 0 und also x = 0. Es folgt
(Dg)* =0 und Dg = g. -

Korollar 7.2.4 Sei o : g — gl(V) eine Darstellung mit g halbeinfach. Dann gilt
o(g) C sl(V).

Beweis. Sei x € g. Es gilt g = Dg. Also gibt es Elemente y;, 2z, € g mit z = ) . [y;, 2]
Es folgt Tr(zv) = Tr(3;[vi, zilv) = Tr([(yi)v, (z:)v]) = 0. ]

Proposition 7.2.5 Sei g — gl(V) eine injektive Darstellung mit g halbeinfach.
Dann ist By die Bilinearform zu V' nicht ausgeartet.

Beweis. Sei I = g+, wobei L die Orthogonalitit beziiglich By ist. Dann ist I ein
Ideal von g. Die Einschrinkung der Darstellung g — gl(V') induziert eine injektive -
Darstellung I — gl(V'). Die Bilinearform B{, zu dieder Darstellung ist die Null-Form.
Es folgt I+ = I D D(I). Nach Theorem 6.4.2 ist die Lie Algebra I auflsbar. Da g
halbeinfach ist, gilt I = 0. n

Korollar 7.2.6 Sei g eine Lie Algebra und sei h eine Unteralgebra von g.

1. Sei b halbeinfach ist. Dann ist b (wobei die Orthogonalitit beziiglich der Killing-
Form k, ist) ein Komplement von h und es gilt [h, h*] C h*.

2. Sei b ein halbeinfaches Ideal von g. Dann ist h* auch ein Ideal und es gilt g = hx h+
als Lie Algebra. AuRerdem gilt h* = 3,(h) = {z € g | [z,y] = 0 fiir alle y € bh}.
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Beweis. 1. Sei h — gl(g) die Darstellung definiert durch = +— adg(x). Diese Dar-
stellung ist injektiv: Sei = im Kern, es gilt 0 = ad 4(x)(y) = [z,y] fiir alle y € g.
Insbesondere gilt = € 3(h) = 0. Nach dem obigen Proposition, ist die Bilinearform
Kqly zu dieser Darstellung nicht ausgeartet. Insbesondere gilt h N ht = hraly = 0. Es
folgt g =bh @ h*.

Fiir z € bt und y, 2 € b gilt Tr([z, y], 2) = Tr(z, [y, 2]) = 0 da [y, 2] € h. Daraus folgt
die Enthaltung [h, h*] C bt.

2. Sei b ein Ideal, dann ist h* ein Ideal. Fiir ,y € g gibt es Darstellungen z = 1 + x5
und y = y; + y2 wobei x1,y1 € h und z9,y2 € b*. Es gilt [z, y] = [z1, 1] + [22, y2] +
(21, 2] + [12,71]. Aber die zwei letzte Terme sind in h N h+ = 0. Es folgt g = h x ht.
Da h* und b kommutieren und da 3(h) = 0 folgt die letzte Aussage. n

Korollar 7.2.7 Sei g eine halbeinfache Lie Algebra. Dann gilt Der(g) = Inner(g).

Beweis. Die Lie Algebra Inner(g) = ad g ist das Bild von g via die adjungierte
Darstellung. Das g halbeinfach ist, ist die adjungierte Darstellung injektiv unf g ~
ad(g) = Inner(g) ist eine halbeinfache Lie Unteralgebra von Der(g). Nach Proposition
2.2.2 gilt [D,ad ;] = ad p(). Insbesondere ist Inner(g) ein Ideal von Der(g). Nach
dem obigen Korollar gilt

Der(g) = Inner(g) x 34(Inner(g)).

Wir bestimmen jp.,(Inner(g)). Sei D € jpe(Inner(g)). Es gilt [D,ad x] = 0 fiir alle
x € g. Aber Nach Proposition 2.2.2 gilt [D,ad ;] = ad p(y) also ad pzy = 0. Da ad
injektiv ist gilt D(z) = fiir alle x € g und es folgt D = 0. n

Korollar 7.2.8 Ideale einer halbeinfachen Lie Algebra sind charakteristische Ideale.

Korollar 7.2.9 Sei g eine Lie Algebra und sei I ein Ideal von g.
1. Seien I und g/I halbeinfach. Dann ist g halbeinfach.
2. Sei g halbeinfach. Dann sind I und g/I halbeinfach.

Beweis. 1. Nach Korollar 7.2.6 gilt g = I x I*+. Es folgt g/I ~ It und g ~ I x g/I.
Da I und g/I halbeinfach sind folgt aus Korollar 7.2.2, dass g halbeinfach ist.

2. Das Zentrum 3(I) von [ ist ein charakteristisches Ideal von I. Insbesondere ist 3(I)
ein abelches Ideal von g. Es folgt 3(I) = 0.

Wir zeigen, dass I N1+ C 3(I) = 0 wobei L die Orthogonalitiit beziiglich der Killing-
Form ist. Sei x € NI+, sei y € I und sei z € g. Es gilt ry([z,y], 2) = k(z, [y,2]) =0
da z € I'* und [y, 2] € I. Da kg4 nicht ausgeartet ist gilt [x,y] = 0 fiir alle y € I. Es
folgt « € 3(1).
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Sei 1 die Killing-Form fiir I. Wir zeigen, dass s nicht ausgeartet ist. Sei x € I*=r. Da
Kr = kglr gilt fiir alle y € I, dass ry(z,y) = r1(z,y) = 0. Es gilt also z € IN T+ = 0.
Daraus folgt, dass x; nicht ausgeartet ist und [ ist halbeinfach.

Es folgt, dass g = I x It ~ I x g/I. Insbesondere gilt g/I ~ I*+. Aber It ist ein
Ideal und es folgt, dass g/I ~ I+ halbeinfach ist. -

7.3. Einfache Lie Algebren

Proposition 7.3.1 Eine Lie Algebra g ist genau dann halbeinfach, wenn g ein Pro-
dukt von einfache Lie Algebren der Dimension ungleich 1 ist.

Beweis. Eine einfache Lie Algebra der Dimension ungleich 1 ist halbeinfach. Nach
Korollar 7.2.2 ist ein Produkt von solche Lie Algebren auch halbeinfach.

Umgekehrt zeigen wir per Induktion nach dim g, dass eine halbeinfache Lie Algebra
ein Produkt von einfache Lie Algebren ist. Fiir dimg = 0 ist die Aussage klar. Sei
g halbeinfach der dimension n. Wir nehmen an, dass alle halbeinfache Lie Algebren
der Dimension kleiner n Produkte von einfache Lie Algebren sind.

Ist g einfach, sind wir fertig. Ist g nicht einfach, dann gibt es ein nicht triviales Ideal
I von g und I ist halbeinfach. Es gilt also g = I x I*. Da I und I+ halbeinfache
Ideale der Dimension kleiner n sind, sind beide Produkte von einfache Lie Algebren.
Es folgt, dass g ein Produkt von einfache Lie Algebren ist. n

Korollar 7.3.2 Sei g eine halbeinfache Lie Algebra.
1. g ist das Produkt von alle einfache Ideale (g;);c[1,n) von g.

2. Ein Ideal I von g ist ein Produkt von gewisse g;.

Beweis. Nach dem Proposition ist g das Produkt von einfache Lie Algebren g;. Diese
Lie Algebren sind einfache Ideale von g.

Sei [ ein Ideal von g. Dann ist 7 N g; ein Ideal von g; und es gilt I N g; = 0 oder
I'ng; = g; t.e. g; C 1. Seien g;,,---,g; die einfache Lie Algebren mit g;,, C 1.
Wir zeigen, dass [ = g;; X -+ x g;.. Es gilt g;; x --- x g;, C I. Umgekehrt, sei

x = (x1,--,x,) € T und i & {iy,--- ,i,}. Wir zeigen, dass x; = 0. Angenommen
x; # 0. Da 3(g;) = 0 gilt 2; & 3(g;). Es gibt also ein y; € g; mit [x;,y;] # 0. Es gilt
also 0 # [z, y;] = [z, v:] € I N g;. Ein Widerspruch. -

Definition 7.3.3 Die einfache Ideale einer halbeinfachen Lie Algebra g heifen ein-
fache Komponente von g.

Korollar 7.3.4 Sei f: g — ¢ ein surjektiver Lie Algebra Homomorphismus. Dann

gilt f(v(g)) = v(g').
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Beweis. Das Bild I’ = f(t(g)) von t(g) ist auflosbar und ist ein Ideal in g’ (da f
surjektiv ist). Also gilt f(r(g)) C t(g’).

Sei p : ¢ — ¢'/I' die kanonische Projektion. Es gibt ein sujektiven Lie Algebra
Homomorphismus g/t(g) — ¢'/I’. Daraus folgt, dass G'/I’ halbeinfach ist. Aber
t(g')/I’ ist ein auflosbares Ideal von g’ /I’ und muss also null sein. Es folgt v(g')/I = 0
also v(g') =1'. -

7.4. Halbeinfachkeit der Darstellungen

Theorem 7.4.1 (Satz von Weyl) Endlich-dimensionale Darstellungen einer halb-
einfachen Lie Algebra sind halbeinfach. O

Beweis. Wir zeigen zuerst einige Lemma.

Lemma 7.4.2 Sei g eine Lie Algebra und V eine g-Darstellung. Die folgende Aus-
sagen sind dquivalent:

1. die Darstellung V' ist halbeinfach;
2. fiir jede Teildarstellung W C V' gibt U C V Teildarstellung mit V. =U & W .5

Beweis. (1. = 2.) Sei V=V, @ --- @V, mit V; einfach fiir i € [1,7] und sei W eine
Teildarstellung von V. Wir zeigen per nduktion nach r, dass U exisitiert.

Fiir r = 1 ist V einfach und es gilt W = 0 oder W = V. Dann setezn wir U =V
oder U = 0 und die Aussage folgt.

Angenommen, dass es fir V! = Vo @ --- @V, und W’ Teildarstellung von V' ein U’
gibt mit V' = U’ @ W’'. Wir betrachten die kanonische Projektion p : V- — V/V| ~
Vo®--- @V, =V’ Dann ist W’ = p(W) eine Teildarstellung von V' und es gibt U’
Teildarstellung von V' mit V' = U’ @ W’. Auferdem gilt Kerplyy = W N V;i. Da V;
einfach ist gilt Kerp|y = 0 oder Kerp|y = V.

Im Fall Kerp|y = 0, setzen wir U = V; @ U’. Wir zeigen V =U@®W. Seiv e UNW.
Wir schreiben v = v; + ¢/ mit v; € V; und v' € U'. Es gilt v/ = p(v) € p(W) = W’
alsov e UUNW'=0. Esfolgt v =v; € Vi und v € W also v € Vi N W = Kerp = 0.
Daraus folgt v = 0. Sei v € V. Wir schreiben v = v; +v' mit v; € V; und v € V'. Es
gibt v’ € U und w € W mit v' = v'+p(w). Es gilt p(v—u'—w) = p(v) —p(u)—p(w) =
v' —u — p(w) = 0. Insbesondere gilt v —u' —w € Kerp = V}. Sei v] = v — v —w, es
gitv=v+u+welU@W.Esfolgt V=UaoW.

Im Fall Kerp|y = Vi, setzen wir U = U’. Wir zeigen V. =U @ W. Sei v € UNW.
Dawv e U C V' gilt v = p(v). Daraus folgt v = p(v) € UNp(W) =U" NW’' = 0. Sei
v € V. Wir schreiben v = v;+v' mit v; € V; und v' € V. Es gibt v/ € U' und w € W
mit v = v’ + p(w). Es gilt p(v — v’ — w) = p(v) — p(u) — p(w) =v" — v’ — p(w) = 0.
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Insbesondere gilt v —u' —w € Kerp = V1. Seiv] =v—u' —w, es gilt v =u+w+v] €
UsWdaVy CcW.Esfolgt V=UaW.

(1. = 2.) Per Induktion nach dim V. Fiir V' = 0 ist die Aussage klar. Sei W C V
eine echte Teildarstellung mit V,, = V/W einfach. Wir zeigen, dass 2. gilt fiir .
Sei W' eine Teildarstellung von W. Dann ist W’ eine Teildarstellung von V und
es gibt eine Teildarstellung F¥ von V mit W/ @ F = V. Sei U = ENW. Es gilt
UnNW =EnWnW =ENW'=0.Seiw € W. Dann gibt ese € E und v’ € W’
mit w =w' +e Esgilte=w—w € ENW = U'. Es gilt also W = U & W'.
Dann gilt per Induktion, dass es einfache Teildarstellungen V;,---,V,_; gibt mit
W =Vi®---®V,_;. Sei U eine Teildarstellung mit V = WaoU. Esgilt V,, = V/W ~ U
ist einfach und es folgt V =V, @ --- @ V, mit V einfach fiir alle i € [1,r]. -

Lemma 7.4.3 Sei g eine Lie Algebra. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. alle endlich dimensionale Darstellungen von g sind halbeinfach;

2. Gegeben o : g — gl(V) eine endlich-dimensionale Darstellung und W ein Unter-
raum der Kodimension 1 in V' mit o(x)(V) C W fiir alle x € g. Dann gibt es ein
Teildarstellung L von V mit dim L =1 so, dass V =W & L. 0

Beweis. (1. = 2.) ist klar.
(2. = 1.) Per Induktion nach der Dimension.

Sei o : g — gl(FE) eine endlich-dimensionale Darstelung und sei F' eine Teildarstellung.
Wir betrachten die induzierte Darstellung 7 : g — Hom(E, F'). Diese Darstellung ist
definiert durch Tpom@Er) - @ = Trp o @ — @ oxp. Seien V und W die Unterrdume
definiert durch

V ={¢ € Hom(FE, F) | es gibt A € C mit ¢|r = Aldg}
W ={p € Hom(E, F) | ¢|r = 0}.

Wir zeigen zuerst, dass V und W Teildarstellungen von Hom(E, F') sind. Sei ¢ € V.
Es gllt g0|p = )\IdF und ('THom(E,F)'(P)‘F = ;L’Fog0|p—g0|poxp = .I’FO)\IdF—)\IdFO.TF =
0.

Sei o : g — gl(V) die induzierte Darstellung. Nach Annahme gibt es eine Teildar-
stellung L = (¢) der Dimension 1 mit V' = W @ L. Insbesondere gilt p|r = Aldp
mit A # 0 und o(z)(p) C LNW = 0. Es folgt x5 0 ¢ = ¢ oz fiir alle z € g. Sei
G = Kerp. Es gilt £ = F @ G und G ist eine Teildastellung von E. Per Induktion
nach der Dimension sind F und G halbeinfach also auch F. =

Lemma 7.4.4 Sei g eine halbeinfache Lie Algebra und sei o : g — gl(V') eine endlich-
dimensionale Darstellung. Sei W eine Teildarstellung der Kodimension 1 von V' mit
o(z)(V) C W fiir alle x € g. Dann gibt es eine Teildarstellung L der Dimension 1
von Vmit V=WebL. 0
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Beweis. Sei o : g — gl(W) die eingeschrinkte Darstellung. Angenommen o = 0.
Dann gilt o(x)o(y) = 0 fiir alle z,y € g. Es folgt o([z,y]) = 0 und o(g) = o(Dg) = 0.
Die Darstellung ist die triviale Darstellung und jedes Komplement L von W ist eine
Teildarstellung.

Angenommen o # 0. Wir nehmen zuerst an, dass W einfach ist. Sei I = Kero. Es
ist ein Ideal von g. Nach Lemma 7.4.2 gilt g = I x I+. Die Einschriinkung o|,. ist
injektiv. Nach Proposition 7.2.5 ist die Bilinearform B zu dieser Darstellung nicht
ausgeartet. Sei ¢g € g ® g das Casimir Element von g beziiglich B. Es gibt eine
lineare Abbildung @y : g ® g — End(V) definiert durch ¢y (x ® y) = zy o yy und
Py (cq)lw = ¢y’ ist das Casimir Element von g beziiglich B und W. Nach Proposition
3.9.6 ist c;” ein Automorphismus von W. Aber es gilt @y (cg)(V) C W. Also gilt
im(P@y (cg)) = W. Sei L = Ker®y (¢y). Es gilt dim L = 1 und LNW = 0. Daraus folgt,
dass L eine Teildarstellung der Dimension 1 ist mit V =W @ L.

Angenommen W sei nicht einfach. Wir zeigen die Aussage per Induktion nach dim V.
Sei U eine minimale Teildarstellung von W und sei 7 : g — gl(U) die induzierte
Darstellung. Dann ist U einfach. Fiir die Quotientdarstellung V/U gilt nach Indukti-
on, dass es eine Teildarstellung Z/U der Dimension 1 gibt mit V/U = W/U & Z/U.
Sei p : V. — V/U. Das Urbild Z = p~'(Z/U) ist eine Teildarstellung von V' und
WnNnZ=U.Esgilt 7(x)(Z) C U fiir alle z € g. Da U einfach ist gilt aus dem obigen
Paragraph, dass es eine Teildarstellung L von Z der Dimension 1 gibt mit Z = U & L.
Es folgt, dass L eine Teildarstellung L von V' der Dimension 1 ist mit V =W @ L.g

Theorem 7.4.1 folgt aus Lemma 7.4.3 und Lemma 7.4.4. n

Korollar 7.4.5 Eine Lie Algebra g ist genau dann halbeinfach, wenn alle endlich-
dimensionale g-Darstellungen halbeinfach sind.

Beweis. Der Satz von Weyl besagt, dass wenn g halbeinfach ist, dann auch alle
endliche-dimensionale g-Darstellungen halbeinfach sind.

Umgekehrt sei g nicht halbeinfach. Sei die adjungierte Darstellung nicht halbeinfach
sind wir fertig. Angenommen die adjungierte Darstellung sei halbeinfach. Sei I ein
nicht-triviales abelsche Ideal von g. Da g halbeinfach als g-Darstellung ist gibt es ein
Ideal J mit g =1 @ J. Sei x € I \ {0} und sei h ein Komplement von (z) in I. Es
gibt ein Lie Algebra-Isomorphismus

g~ xJ~(z)xhxJ

Insbesondere fiir (x) — gl(V') eine Darstellung ist die hintereinander Schaltung g —
() — gl(V) eine g-Darstellung wobei g — () die kanonische Projektion ist. Aber
die Darstellung (z) — gl, definiert durch

a_ (01
=\Vlo o0

ist nicht halbeinfach. Dasselbe gilt fiir C? als g-Darstellung. n
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7.5. Jordan-Chevalley Zerlegung

Proposition 7.5.1 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum und sei g eine halb-
einfache Lie Unteralgebra von gl(V'). Dann sind, fiir alle x € g, der halbeinfache Teil
x5 und der nilpotente Teil z,, in g.

Beweis. Fiir W eine Teildarstellung von V', schreiben wir gy fiir die Lie Unteralgebra
von gl(V') definiert durch

gw ={z e gl(V) | 2(W) C W und Tr(z|w) = 0}.

Fir z € g gilt (W) C W und da g halbeinfach ist, gilt z|y € sl(W). Es folgt
gC gw.

Sei x € g und sei x = 4 + z,, die Jordan-Chevalley Zerlegung, wobei zg, z,, € gl(V).
Sei W eine Teildarstellung von V. Es gilt (W) C W. Daraus folgt z,(W) C W
und z, (W) C W. (siehe Theorem 5.2.1). Dariiber hinaus ist x, nilpotent. Es folgt
Tr((z,)|lw) = 0 und Tr((zs)|w) = Tr(z|w) — Tr((z,)|w) = 0. Also gilt x,, z, € gw -

Sei ngiv)(g) der Normalisator von g in gl(V) i.e.

ngv)(9) = {y € gl(V) [ [y, 2] € g fiir alle z € g}
Dies ist eine Lie-Unteralgebra von gl(V'). Wir setzen

g = ngonH(g) N ﬂ gw
W

wobei wir den Schnitt iiber alle Teildarstellung W von V' betrachten. Es gilt g C g*
und x,, z, € g*.

Es geniigt also zu zeigen, dass g = g*. Da g ein Ideal von g* ist (weil g* C ngv)(g))
und g halbeinfach ist, gilt nach Korollar 7.2.6, dass g* = g X 34-(g). Sei y € 34-(9)
und sei W eine minimale g-Teildarstellung in V. Sei A ein Eigenwert von y in W.
Der Eigenraum F), (y|w) = Ker(y|w — Aldy) ist g-invariant und nicht trivial. Da W
einfach ist, gilt Ex(y|lw) = W i.e. ylw = Adw. Es gilt aber Tr(y|lw) =0 also A =0
und y|w = 0. Da V halbeinfach ist, ist V' eine Summe von einfachen Teildarstellungen
und es folgt y = 0. n

Korollar 7.5.2 Sei V' ein endliche-dimensionaler Vektorraum und sei g eine halb-
einfache Lie Unteralgebra von gl(V'). Ein Element x € g ist genau dann halbeinfach
(bzw. nilpotent), wenn ad z so ist.

Beweis. Sei x = x,+x, die Jordan-Chevalley Zerlegung von x. Dann ist adx = adx;+
adz, die Jordan-Chevalley Zerlegung von adz (Lemma 5.2.4). Sei x halbeinfach (bzw.
nilpotent), gilt z,, = 0 (bzw. z; = 0) und adz, = 0 (bzw. adxz; = 0) i.e. ad x ist
halbeinfach (bzw. nilpotent). Umgekehrt, sei adx halbeinfach (bzw. nilpotent). Dann
gilt adz, = 0 (bzw. ad x;, = 0). Da g haleinfach ist, ist die adjungierte Darstellung
injektiv und es gilt x, = 0 (bzw. x; = 0) und z ist halbeinfach (bzw. nilpotent). u
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Definition 7.5.3 Sei g eine halbeinfache Lie Algebra. Ein Element x € g heifst
halbeinfach (bzw. nilpotent) wenn, fiir alle endlich-dimensionale Darstellung V'
von g, das Element xy halbeinfach (bzw. nilpotent) ist.

Proposition 7.5.4 Sei f: g — ¢ ein Lie-Algebrahomomorphismus, wobei g und ¢’
halbeinfach sind.

1. Ist = € g halbeinfach (bzw. nilpotent), so ist f(z).

2. AuRerdem, ist f surjektiv, dann sind alle halbeinfache (bzw. nilpotente) Element
von ¢’ das Bild eines halbeinfachen (bzw. nilpotenten) Element von g.

Beweis. 1. Sei V eine g’-Darstellung. Dann ist V' auch eine g-Darstellung durch xy =
f(z)y. Der erste Teil folgt.

2. Sei I = Kerf. Es gilt g = I x I+ und I+ ~ g/I. Da f surjektiv ist, gilt g/I ~ g/
Es folgt g ~ I x g'. Es gibt also ein Lie-Algebrahomomorphismus f’ : g’ — g mit
fof' =1Idy. Fira' € ¢, gilt 2/ = f(f'(«')) und f'(2') ist halbeinfach ( bzw. nilpotent)
nach 1. wenn 2’ so ist. -

Theorem 7.5.5 Sei g eine halbeinfache Lie Algebra.

1. Ein Element z € g is genau dann halbeinfach (bzw. nilpotent), wenn es eine
injektive endlich-dimensionale Darstellung o : g — gl(V') gibt mit o(x) halbeinfach
(bzw. nilpotent).

2. Jedes Element x € g hat eine Darstellung x = =, + x,,, wobei x5 € g halbeinfach
ist, x, € g nilpotent ist und [z, z,| = 0. 0

Beweis. 1. Sei x halbeinfach (bzw. nilpotent). Dann ist ad x halbeinfach und ad :
g — gl(g) ist injektiv.

Umgekehrt, sei o : g — gl(V) injektiv mit o(z) halbeinfach (bzw. nilpotent). Dann
ist ad z halbeinfach (bzw. nilpotent) nach Korollar 7.5.2.

Sei o : g — gl(W) eine endlich-dimensionale g-Darstellung und sei I der Kern. Es
gilt g=1 xI+. Sei J =1+ und p:g— J =~ g/I die kanonische projektion. Es gilt
adyp(z) = (ad x)|, also ist ad;p(z) halbeinfach (bzw. nilpotent). Die einschrinkung
von o auf J ist injektiv. Nach Korollar 7.5.2, ist o(p(z)) halbeinfach (bzw. nilpotent).
Da o(x) = o(p(x)), folgt 1.

2. Die Jordan-Chevalley Zerlegung in der adjungierten Darstellung gibt diese Zerle-
gung. ]
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Algebren



8. Cartan Unteralgebren

8.1. Definition

Definition 8.1.1 Sei g ein Lie Algebra. Eine Unteralgebra h von g heiftt Cartan
Unteralgebra wenn gilt following two conditions:

e [ ist nilpotent;
o ng(h) ={zcg|[z,h Cb}=h.

Beispiel 8.1.2 Sei g = sl,. Dann ist die Unteralgebra aller diagonalen Matrizen in
g eine Cartan Unteralgebra.

8.2. Regulare Elemente

Definition 8.2.1 Sei g eine Lie Algebra und sei x € g. Sei xa.q ,(7) das charakteris-
tisches Polynom von ad .. Sei n = dim g. Wir definieren die Funktionen a; : g — C
durch die Gleichung

n

Xad . (T) =) ai(2)T".

i=1
Definition 8.2.2 Der Rang von g ist

Rg(g) = min{k € N | a; # 0}.

Bemerkung 8.2.3 Es gilt 1 < Rg(g) < dimg.

Der Rang ist immer kleiner gleich n = dim g. Die Gleichung Rg(g) = dim g gilt genau
dann wenn, g nilpotent ist.

Da x € Ker(ad ) gilt ap(z) = 0 fiir alle € g und Rg(g) > 1.
Definition 8.2.4 Ein Element x € g heift regulér falls aggy g () # 0.

Proposition 8.2.5 Sei g eine Lie Algebra. Die Menge g, aller reguléren Elemente
aus g ist eine dichte, zusammenhéngende, offene Teilmenge von g.
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Proof. Es gilt g, = {x € g| argg) (x) # 0}. Da C\{0} offen ist und agy(,) stetig ist (es
ist ein Polynom in koordinaten von x), folgt, dass g, eine offene Teilmenge ist. Seien
regundy € g, Wirsetzen L = {2 = (1 —t)x +ty | t € C}. Sei P(t) = agrg(g)(2t)-
Dies ist ein Polynom in ¢t und LN g, = {2 | P(t) # 0}.

Da P nur endlich viele Nullstelle hat gibt es eine Folge (¢,),>0 mit lim, ¢, = 0 und
P(t,) # 0 fiir alle n > 0. Es folgt, dass lim,, z;, = 290 = z und 2, € g, fiir allen >0
i.e. g, ist dicht in g.

Angenommen x € g,. Da P nur endlich viele Nullstelle hat gibt es einen Weg ~ :
[0,1] — C mit v(0) = 0, v(1) = 1 und P(y(t)) # 0 fiir allr ¢. Es folgt, dass I :
[0,1] = g definiert durch I'(t) = 2, einen Weg in g ist mit I'(0) =z, I'(1) = y und
I'(t) € g, fiir alle t. Es folgt, dass g, zusammenhéngend ist.None

8.3. Cartan Unteralgebren und reguldre Elemente

Definition 8.3.1 Sei z € g und A € C. Wir schreiben g} fiir den Hauptraum von
ad , zum Eigenwert \:

={yeg/ (ad, — Ndy)"(y) = O fiir ein n}.

Lemma 8.3.2 Sein > 0, seien x,y,2z € g und sei A\, u € C. Es gilt

n

(adz — (A+ p)ldg)"[y. 2] = ) (Tj) [(adx — Aldy)'y, (ad z — pldg)" 2] .

=0

Beweis. Per Induktion nach n. Fiir n = 0 ist die Aussage klar. Wir setzen A =
(adz — (A + p)Tdg)" [y, 2].

Nach Induktion gilt

A= (adz — (A + p)ldy)" 1y, 2]

n

= (adz — (A + p)ldg) < CL) [(adz — Aldy)'y, (ad & — MIdg)"—iz]>

=0

= adz (Z (n) [(adz — Mdy)'y, (adz — uIdg)”iz]>
1=0
—A Z (n) [(adz — Ady)'y, (adz — pldg)" 2]
1=0
— 1 Z (n) [(adz — Aldy)'y, (adz — puldg)" 2]

=0
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é;@) adz — Aldy) " (z), (ad z — pldg)" " (y)]
nzo(
("

Die Aussage folgt. -

+

2

[(
”) (ad 2 — AIdy)i(x), (ad & — uTdy)" =i (y)]

M

) ())KMx—M%ﬂ@JMx—M%W“%w]

Proposition 8.3.3 Sei x € g. Es gilt
Lg:EBE?

2. (g2, 04] C g™

3. gY ist eine Lie Unteralgebra von g.

Beweis. 1. Siehe LATI.
2. Folgt vom Lemma.

3. Folgt aus 2. -
Lemma 8.3.4 Seiz € g. Es gilt dim g° > Rg(g). Fiir z regulir gilt dim g2 = Rg(g).0

Beweis. Das charakteristische Polynom y,q, von adx in g ist das Produkt der cha-
rakterisctischen Polynome P von ad |y fiir alle \. Es gilt PO(T) = T79m und fiir

A # q0 gilt P)(0) # 0. BEs folgt Yaq,(T) = T2 Q(T) mit Q(0) # 0. Insbesondere
gilt ay(x) = 0 fiir k¥ < dim g2 und agim g0 () # 0. Es folgt dim g2 > Rg(g).

Fiir z reguldr gilt agg g () # 0 und ax(z) = 0 fiir alle £ < Rg(g). Daraus folgt die
Gleichheit. follows. -

Theorem 8.3.5 Sei z reguliir. Dann ist g° eine Cartan Unteralgebra von g. Es gilt
dim g3 = Rg(g).- 0

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass g0 nilpotent ist. Dafiir sollen wir zeigen, dass fiir alle
y € g2, der Endomorphismus A, = (ady)|g nilpotent ist. Sei B, der Endomorphismus

von g/g> definiert durch B,(z) = [y, z]. We setzen

U={yeg)/ A, ist nicht nilpotent} V ={ye€ g’/ B, ist invertierbar}.

Diese Mengen are offene Teimengen von g¥ (die erste Teilmenge ist definiert durch:
das Produkt von alle koeffizienten im charakteristischen Polynom ist nicht null, die
zweite durch: die Determinante ist nicht null). Dariiber hinhaus ist V' nicht leer da
xz € V und dicht (selben Beweis wie im Proposition 8.2.5).
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Es geniigt zu zeigen , dass U leer ist. Angenommen U sei nicht leer. Dann ist U NV
auch nicht leer (V' ist dicht und U ist offen). Sei y € U NV. Es gilt g) < gj.
Daraus folgt dimg) < dimg). Nach dem obigen Lemma und da z rgulér ist gilt
dim g? = Rg(g). Ein Widerspruch mit der Ungleichung dim gg > Rg(g) vom Lemma.

Jetzt zeigen wir, dass ng(g2) = g2. Sei z € n(g?). Es gilt [2,¢°] C g2 also gilt
ad ,(z) = —[z, 2] € g°. Daraus folgt, dass es ein m > 0 gibt it (ad ,)™(ad ,(z)) = 0.
Es folgt 2 € gU. -

8.4. Konjugation von Cartan Unteralgebren

Definition 8.4.1 Sei Aut(g) die Gruppe von Lie Algebra Automorphismen:
Aut(g) = {f € GL(g) | f([z,y]) = [f(z), f(y)] fiir alle z,y € g}.
Proposition 8.4.2 Sei = € g. Es gilt exp(ad ,) € Aut(g).

Beweis. Es gilt exp(ad,) in GL(g) da exp(—ad,) = exp(ad,)~!. Seien y, z € g. Ohne
Einschrinkung kann man annehmen, dass g C gl,,. Es gilt dank 8.3.2:

(explad )ly 2l = 3 (o), 2
= > S l(ada) (), (ad ) (2)]
e
- >3 () e )
e '
33 e ) e ) )
- (exp(ad)) () (exp(ad ))(2) — (exp(ad ) (=) (exp(ad o)) v).
Die Aussage folgt. n

Definition 8.4.3 Sei g ein Lie Algebra. Die innere-Automorphismen- Gruppe G ist
die von Elementen der Form exp ad x fiir € g erzeugte Untergruppe von Aut(g).

Theorem 8.4.4 Die Gruppe G wirkt transitiv auf der Menge aller Cartan Unteral-
gebren von g. 0

Beweis. Sei h ein Cartan Unteralgebra von g. Fiir = € § schreiben wir Y, (bzw. Z,)
fir ad .|y (bzw. fiir die Abbildung Z, : g/ — g/b definiert durch Z,(y) = [z, y].

Lemma 8.4.5 Die Menge V = {z € hy / Z, ist invertierbar} ist offen in h und nicht
leer. O
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Beweis. Diese Menge ist offen da es durch die Ungleichung det(Z,) # definiert ist.
Wir zeigen, dass es nicht leer ist. Wir betrachten g/b als h-Darstellung. Die Wirkung
von x € b ist dank Z, definiert. Da b nilpotent ist, ist h auflésbar und Nach dem
Satz von Lie gibt es eine Basis B = (e, -, e,) von g/h so, dass Matg(Z,) eine obere
Dreieckmatrix ist. Sei V; = (eq,-e;). Es gibt eine Linearform «; : h — C so, dass
Z(v) — a;(x)v € Vi fiir alle v € V; (die komplexe Zahl «;(z) ist der i-te Koeffizient
von Matg(Z,) auf der Diagonal. Insbesondere sind (o;(7))ic1,, die Eigenwerte von
Z, auf g/b.

Es geniigt zu zeigen, dass alle Linearformen (y);cq1,,) nicht trivial sind: in diesem
Fall ist V' das Kompelment des Schnittes aller Hyperebenen {z € ) / a;(x) = 0} fiir
i € [1,7] also nicht leer.

Angenommen «; = 0 als Linearform. Sei £ = min{i > 0 | oy = 0}. Dann ist Z,
invertiebar auf Vj_; aber nicht auf Vj. Der Kern K von Z,|y, hat also Dimension 1
und es gilt K @ Vi1 = V. Es gilt also K = {v € g/b | Z"(v) = 0 fiir ein n > 0}.
Wir zeigen, dass fiir y € h und v € K gilt Z,(v) = 0. Es gilt Z,(Z,(2)) = [z, [y,v]] =
[z, yl,v] + [y, [x,v] = Zaa o) (V) + [y, Z2(v)] = Zaa ,(v). Per Induktion folgt

22y (v)) = (adz)"(ad y(v)) = Zaa .ym(y)(v)-

Da b nilpotent ist, gilt (adz)™(y) = 0 fiir ein m. Also Z2*(Z,(v)) = 0 und Z,(v) € K.
Aber Z,(Vy,) C Vi1 (weil oy, = 0). Daraus folgt Z,(v) € K NV;_1 = 0.

Sei z € g. Dann ist die Klasse Z in g/h in K enthalten. Fiir y € b, gilt Z,(Z) = 0 also
ad,(z) € h oder ad ,(y) € . Daraus folgt z € ny(h) und =z € h. Ein Widerspruch mit
der Definition von Cartan Unteralgebren. -

Lemma 8.4.6 Sei W = G -V die Vereinigung

w=|Jg-v

geG

Dann ist W offen in g. 0

Beweis. Seixz € V. Es geniir zu zeigen, dass W eine Umgebung von x in g enthélt. Sei
p: G xV — gdefiniert durch p(g,y) = g-y. Es gilt u(G x V) = W. Wir bestimmen
das Bild I von T{.4)(G x V) (den Tangentraum) via die Differenzielle d(. ,)u. Das
Bild I enthilt das Bild von h = T,V via die Differenzielle der Embettung h — g
(die ist die Abbildung u(e, -)). Dariiber hinhaus betrachten wir fiir y € g die Kurve
t — exp(tad,)(z) = z + tly, 2] + O(t?). Das bild eines Tangentsvektors dieser Kurve
liegt in I. Insbesondere ist [y, z| in I. Es folgt ad .(g) C I. Aber fiir z € V, gilt, dass
Z, invertierbar ist. Die Projektion ad ,(g) — g/b ist also sujektive und I = g.

Nach dem Satz von der impliziten Funktion, ist u eine lokale Submertion am (e, x).
Daraus folgt, dass das Bild W eine Umgebung von x enthélt. n
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Lemma 8.4.7 Es gibt ein regulires Element x mit f = g°. 0

Beweis. Die Menge g, aller reguliren Elemente ist dicht in g. Da W offen ist, gibt es
einy € WnNg,. Es gibt also g € G und x € V mit y = g - x. Dar Element z ist auch
regulir: es gilt ad ,(2) = ad ;..(2) = ¢g-ad,(¢g7" - z) und ad, sind ad, konjugiert. Es
folgt Xad, = Xad, und z ist reguldr. Es gilt auch z € h. Da b nilpotent ist, gilt, dass
Y, nilpotent ist. Es folgt h C g2. Da Z, invertiebar ist gilt g% = b. -

Um den Satz zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass es, fiir z,y € g,, ein Element g € G
gibt mit g(g?) = g). Wir betrachten die dquivalenz relation iiber g,

T~y << esgibt g € G mit g(g) = gg.
Lemma 8.4.8 Die dquivalenzklassen von ~ are offene Teilmengen von g,.. 0

Beweis. Sei x € g,. Wir zeigen, dass es eine Umgebung U von z gibt so, dass fiir alle
ye U gilt z ~y.

Sei h = g?. Dies ist eine Cartan Unteralgebra. Die Teilmenge V ist offen und nicht
leer und W ist offen. Es gilt x € V Ng, C W Ng,. Es folgt, dass es eine Umbegung
U von z gibt mit U C W N g,. Sei y € U. Diese Element ist reguldr under Form
y=g-zmit z € V. Also ist z reguliir. Es gilt z € g0 und Z, ist invertierbar. Daraus
folgt (selben Beweis als im obigen Lemma) g2 = g und g) = g(g?) = g(g3). Es gilt
also x ~ y. n

Da g, zusammenhéngend ist, gibt es eine einzige dquivalenzklasse fiir ~. Daraus folgt
der Satz. =

8.5. Halbeinfacher Fall

Theorem 8.5.1 Sei g eine halbeinfache Lie Algebra und sei h eine Cartan Unteral-
gebra von g. Dann gilt:

1. Kg|p ist nicht ausgeartet.

2. b ist abelsch.

3. 34(h) = b;

4. Alle z € b sind halbeinfach. 0
Beweis. 1. Sei x reguliir mit h = g°. Wir haben die Zerlegung g = ®)g).

Lemma 8.5.2 Sei y € g und z € g mit A + p # 0. Dann gilt x4(y, z) = 0. 0
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Proof. Sei B = (e1,--- ,e,) eine Basis von g so, dass Matg(ad ,[s) in Jordan-
Normal-Form ist. Sei C = (fi,---, f) eine Basis von gt so, dass Mat¢(ad ;|s) in
Jordan-Normal-Form ist. Wir zeigen per Induktion nach i+ j, dass r4(e;, f;) = 0. Da
kg bilinear ist, ist es geniigend.

Firi+j=2gilti=j=1. Esgilt ad,(e;) = Ae; und ad ,(f1) = ufi also gilt

(A =+ mrgler, f1) = rg(Aer, 1) + rgler, wfr) = rg([z, €1, f1) + Kglen, [z, fi]) = 0.

Da A + p # 0, folgt r4(eq, f1) = 0. Angenommen k4(e;, f;) = 0 fiir ¢ + j = k. Seien
i,j mit i 4+ j =k + 1. Es gilt Es gilt ad .(e;) = Ae; + v, wobei v € (e, ,e;_1) und
ad ,(e;) = pe; +v', wobei v' € (f1, -+, fj_1). Es folgt

(A+u)kgles, f3) = rg([z, eil, f3)+rgles, [z, f5]) +rg(Nes, v') +kg(v, pf;) +kg(v,0") = 0.

Da A+ p # 0, folgt k4(e;, f;) = 0. ]

Daraus folgt, dass g% orthogonal zu aller g} fiir A # 0 ist. Da r, nicht ausgeartet ist,
gilt dass k4| nicht ausgeartet ist.

2. Wir betrachten die Darstellung ad : h — gl(g). Diese Darstellung ist injektiv,
da die adjungierte Darstellung injektiv ist. Das Bild ad (h) von b ist auflésbar, weil
b nilpotent ist. Nach dem Kriterium von Cartan (Satz 6.4.2) gilt [ad (h),ad (h)] C
ad (h)1=e. Da kg4l nicht ausgeartet ist folgt [ad (h),ad (§)] = 0 und b ~ ad (h) ist
abelsch.

3. Es gilt 34(h) C ng(h) = h. Daraus folgt 3,(h) C bh. Da b abelsch ist, gilt b C 34(h).

4. Sei z € h und sei z = x, + x, die Jordan-Chevalley Zerlegung (diese Zerlegung
ist wohl definiert da g halbeinfach ist). Sei y € b, es gilt [x,y] = 0. Daraus folg
[zs,y] = 0 = [z, y]. Also gilt z,,x, € 34(h) = b. Sei y € h wir zeigen ry(z,,y) = 0.
Da z,, nilpotent ist, ist auch ad,, nilpotent. Aber [z, y] = 0 also folgt [ad,,,, ad,] = 0.
Daraus folgt, dass (ad ,,ad,)™ = ad}’ad ]’ = 0 fiir m grof genug i.e. ad,,ad, ist
nilpotent and ky(x,,y) = 0. Da k4|, nicht ausgeartet ist, folgt x, = 0. n

Korollar 8.5.3 Sei g halbeinfach. Dann sind Cartan Unteralgebren die maximale
abelsche Unteralgebren.

Beweis. Folgt aus 3. vom Satz. -

Korollar 8.5.4 Reguldre Elemente einer halbeinfachen Lie Algebra sind halbein-
fach.

Beweis. Sei x reguliir. Dann ist g¥ eine Cartan Unteralgebra. Aber es gilt z € g2 und
Elemente eine Cartan Unteralgebren sind halbeinfach. Es folgt, dass x halbeinfach
ist. |
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9.1. Definition

Definition 9.1.1 Die Lie Algebra sl(k?) wird sly bezeichnet. Wir betrachten die
Basis (e, h, f) von sly, wobei

0 1 1 0 0 0
e-(oo), h—(o _1) andf_<10).
Bemerkung 9.1.2 Die Lie Algebra sl; hat dimension 3 und (e, h, f) ist eine Basis.
Es gilt [e, f] = h, [k, e] = 2¢ und [h, f] = —2f.

Korollar 9.1.3 Die Lie Algebra sl ist einfach also auch halbeinfach.

Beweis. Sei I # 0 ein Ideal von sl und sei 0 # ae +bh +cf € I. Falls a = ¢ = 0 gilt
h € I. Es folgt, dass 2e = [h,e| und 2f = [h, f] aich i I sind. Daraus folgt I = sl,.
Falls a # 0 oder ¢ # 0 konnen wir ohne Beschriankung annehmen, dass a # 0 gilt. Es
gilt [f, [f,ae+bh+cf]] = —|f,ah+2bf] = 2af. Daraus folgt f € I und h = e, f] € I.
Wie oben folgt I = sl;. ]

Korollar 9.1.4 Der Endomorphism ad ;, hat 3 Eigenwerte 2, 0 und —2 und h ist
halbeinfach. Die Lie Unteralgebra h = (h) ist eine Cartan Unteralgebra.

Beweis. Der erste Teil ist klar. Die Lie Algebra b ist abelsch und also nilpotent. Fiir
ae + bh + cf € ng,(h) gilt [h,ae + bh + cf] € b i.e. 2ae — 2¢f € b also a = ¢ = 0.
Daraus folgt ng,(h) = b. n

Definition 9.1.5 Wir bezeichnen mit n die von e erzeugte Lie Unteralgebra und mit
b die von (e, h) erzeugte Lie Unteralgebra. Die Lie Algebra b heifit die kanonische
Borel Unteralgebra von sls.

Korollar 9.1.6 Die Unteralgebra n its nilpotent und die Unteralgebra b is auflosbar.

Beweis. Die Lie Algebra n hat dimension 1 und ist also abelsch und nilpotent. Es
gilt Db = n. Daraus folgt, dass b auflésbar ist. n
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9.2. Darstellungen, Gewichte und primiter Vektor

Sei A € C und sei V eine Darstellung. Wir setzen V), = E\(hy) = Ker(hy —
Aldy).

Definition 9.2.1 Ein Skalar A € C mit V) # 0 heift Gewicht von V. Sei A ein
Gewicht von V. Ein Vektor in V) heifit Vektor zum Gewicht .

Proposition 9.2.2 1. Die Summe >, V* ist eine direkte Summe.
2.Seiv e Vy. Dann gilt e-v € V.o und f-v € V) _,.
Beweis. 1. Eigenrdume sind in direkte Summe.
2. Sei v € V). Dann gilt h(e(v)) = [h, e](v) + e(h(v)) = 2e(v) + Ae(v) und h(f(v)) =
[, f1(v) + f(h(v)) = =2f(v) + Af(v). n
Bemerkung 9.2.3 Fiir V' endlich-dimensional ist Hy, halbeinfach, weil adj; halbein-
fach ist. Insbesondere gilt V = @ V*. Dies ist nicht mehr wahr fiir dim V' = oo.

A

Definition 9.2.4 Ein Vektor v € V'\ {0} heift primitiv zum Gewicht A falls v € V),
und e(v) = 0.

Lemma 9.2.5 Ein Vektor v € V' \ {0} ist genau primitiv, wenn b - v C (v). O

Beweis. Sei v primitiv. Dann ist die Aussage klar. Umgekehrt, nehmen wir an, dass
b-v C (v). Es gilt e(v) = av und h(v) = bv. Wir zeigen, dass a = 0 gilt. Es gilt
2av = 2e(v) = [h,e](v) = he(v) — eh(v) = ah(v) — be(v) = abv — abv = 0. Es folgt
a=0. [

Proposition 9.2.6 Jede endlich-dimensionale sl,-Darstellung besitzt einen primiti-
ven Vektor.

Beweis. Nach dem Satz von Lie 6.3.1 und da b auflésbar ist, gibt es einen Vektor
v € V \ {0} so, dass v einen Eigenvektor fiir alle Element aus b ist. Es gilt also
bv C (v) und v ist primitiv. -

9.3. Die von einem primitiven Vektor erzeugte
Teildarstellung

Proposition 9.3.1 Sei V eine sly-Darstellung und sei v € V) primitiv. Wir setzen
v, = 4 f"(v) und v_; = 0. Dann gilt fiir alle n > 0:

h(v,) = (A = 2n)v,

fon) = (n+ Dvpga
e(vn) = A =n+ 1v,_1.
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Beweis. Die erste Gleichung folgt per Induktion von Proposition 9.2.2. Die zweite
Gleichung folgt von der Definition von v,. Wir zeigen per Induktion nach n, dass die
dritte Gleichung gilt. Fiir n = 0 ist die Aussage klar, weil v primitiv ist. Angenommen
die dritte Gleichung gilt fiir n. Dann gilt

(n+De(vas1) = ef(va) = fe(va) + e, f(vn)
= J(A=n+Dvns) + h(v,)
=A=n+1)nv, + (A —2n)v,
= (n+1)(A —n)v,.

Die Aussage folgt. n

Korollar 9.3.2 Mit (v,),>0 wie in Proposition 9.3.1 gilt
1. entweder ist das System (v,,),>o linear unabhéingig (und also dim V' = o0),

2. oder A = m € Zx ist eine nicht negative ganze Zahl, das System (vy,)necjo,m] ist
linear unabhingig und est gilt v, = 0 fiir n > m.

Beweis. Es gilt v, € V,_o, also sind diese Vektoren, wenn nicht null, Eigenvektoren
zu verschiedenen FEigenwerte. Insbesondere, falls v, # 0 fiir alle n > 0 gilt, dass
(Un)n>0 linear unabhéngig ist.

Umgekehrt, angenommen es gébe ein n mit v, = 0. Sei m+ 1 = min{n | v, = 0}. Es
gilt v,,, # 0 und v,,,1 = 0. Nach Definition von v, folgt v,, = Wf"*mfl(vmﬂ) =0
fiir n > m 4+ 1. Es gilt auch v,, # 0 fiir n € [0,m]. Insbesondere ist (v, )nep,m) linear

unabhéngig. Endlich gilt 0 = e(v;,41) = (A—m)v,, und da v, # 0, gilt A =m € Z>o.m

Korollar 9.3.3 Mit (v,),>o wie in Proposition 9.3.1 und dimV < oo gilt W =
(v, | n € [0,m]) ist die von v erzeugte Teildarstellung von V' (i.e. W = (v)g,) und
ist einfach als sly-Darstellung.

Beweis. Nach dem obigen Korollar gilt A = m € Zsq und fiir alle n € [0,m] gilt
e(vy) =A=—n+1v,_1 € W, h(v,) = (A—2n)v, € Wund f(v,) = (n+1)v, 1 € W.
Es folgt (v, | n € [0, m]) C W. Umgekehrt, nach Proposition 9.3.1 ist (v, | n € [0, m])
eine Teildarstellung und enthélt v also W C (v, | n € [0, m]).

Wir zeigen, dass W einfach ist. Sei U eine Teildarstellung mit U # 0 und sei u €
U\ {0}. Wir schreiben v = ) u,v,, wobei u,, € C. Sei k = min{i | u; # 0}. Es gilt
R (u) = ™, also v, € U. Dann gilt U 3 €™ "(v,,) = [[I",,(m — i 4+ 1)v,, also

k! i=n

v, € U und U = W. for all n. -

9.4. Endlich-dimensionale sl;-Darstellungen

Wir zeigen zuerst, dass es fiir alle m € Zs eine einfache Darstellung der Dimension
m + 1 gibt.
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Proposition 9.4.1 Sei W, ein Vektorram der Dimension m + 1 und sei (vy)ne[o,m]
eine Basis von W,,,. Wir definieren E, F, H € End(W,,,) durch

H(v,) = (m —2n)v,
F(vp) = (n+ 1o
E(v,) = (m—n+ 1)v,_;.

f’urr alle n € [0, m] wobei v_; = v,,,;1 = 0. Dann ist die Abbildung sly — gl(W,,,)
definiert durch e — E, h — H und f +— F' eine sly-Darstellung.

Beweis. Wir sollen hier iiberpriiffen, dass die Abbildung sl — gl(W,,) ein Lie-
Algebra-Homomorphismus ist. Es geniigt zu zeigen, dass [E, F| = H, [H, E] = 2F
und [H, F] = —2F gelten. Dies ist eine einfache Ubung. n

Theorem 9.4.2 1. Die Darstellungen W,, sind einfach fiir alle m > 0.

2. Sei V eine einfache sly-Darstellung. Dann gibt es nicht negative ganze Zahlen
my,- -+ ,m, so, dass
V=Wn & - @W,,.

Beweis. 1. Der Vektor v, € W, ist primitiv zum Gewicht m. Daraus folgt, dass
(Un)ne[o,m} eine einfache Teildarstellung von W,,. Da die beide von Dimension m + 1
folgt, dass die beide iibereinstimmen und W,, ist einfach.

2. Sei V eine sly-Darstellung. Nach dem Satz von Weyl 7.4.1 gibt es einfache Dar-
stellungen Vi,--- V. so, dass V =V, @ ---V,. Sei v € V; primitiv zum Gewicht ;.
Dann gilt nach Korollar 9.3.2, dass A = m; € Z>,. Nach Korollar 9.3.2 ist W,,, eine
Teildarstellung von V;. Da V; einfach ist folgt V; = W,,.. -



10. Wurzelsysteme

10.1. Definition

Definition 10.1.1 Sei V ein R-Vektorraum. Eine Spiegelung bzg. eines Vektors «
ist ein Automorphismus s, von V' so, dass

1. so(a) = —a

2. die Teilmenge H, = {f € V | s4(8) = B} ist eine Hyperebene von V.
Definition 10.1.2 Sei V'V der Dualraum eines Vektorraums V. Sei ¢ € V'V und
v € V. Wir schreiben (p,v) = ¢(v).
Lemma 10.1.3 Sei s, eine Spiegelung bzg. a € V.
1. Dann ist H, = {8 € V | s4(8) = B} ein Komplement von (a)g.
2. Es gilt s2 = Idy.

3. Es gibt ein eindeutig bestimmtes Element o¥ € VV so, dass («", H,) = 0 und
(a¥,a) = 2. Es gilt

fiir alle g € V.

4. Umgekehrt, seien o« € V und ¥ € VY mit (@, @) = 2. Dann ist die Abbildung
s € End(V) definiert durch s(8) = g — (", B)a fiir alle B € V eine Spiegelung bzg.
. O

Beweis. 1. H, hat Kodimension 1 und o ¢ H, also H, ® («). Die Dimension der
Summe ist dim V.

2. Sei # € V. Dann gibt es A € R und v € H, mit § = Aa + 7. Es folgt s2(8) =
sa(Aa) +55(7) = Asa(—a) + sa(7) = Aa +v = .

3.Sei B = (p1,- -+, Bn_1) eine Basis von H,. Dann ist B = {a} U B’ eine Basis von
V. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes Element ¥ € VY mit (a¥,a) = 2 und
(a¥,B;) =0 fir alle i € [1,n — 1].

Sei f € V. Dann gibt es A € R und v € H, mit § = Aa + 7. Es folgt s,(8) =
—da+y=5-2 =~ ((a", ) + (a,7))a =5 - (a”, B)a.
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4. Es gilt s(a) = a —2a = —a. Sei H = {f € V | (a¥,3) = 0}. Dann ist H eine
Hyperebene (Rangsatz fiir o) und es gilt H = {5 € V | s(8) = 8}. -

Definition 10.1.4 Eine Teilmenge R eines R-Vektorraum V heift Wurzelsystem
falls gilt

(WS 1) Die Menge R hat endlich viele Elemente, 0 ¢ R und (R) = V.

(WS 2) Fiir jedes a € R gibt es eine Spiegelung s, bzg. @ mit s,(R) = R.

(WS 3) Seien «, 5 € R und sei o € V'V definiert durch s,. Es gilt (oY, 8) € Z.

(WS R) Ein Wurzelsystem R heifit reduziert falls R N (o) = {—a, a} gilt fiir alle
a€ R.

Die Elemente eines Wurzelsystem heifsen Wurzeln. Die Dimension dim V' ist der
Rang des Wurzelsystems.

Wir Zeigen, dass die Spiegelung s, in (WS 2) eindeutig bestimmt ist.

Lemma 10.1.5 Sei o € V und sei R eine endliche Teilmenge mit (R) = V. Dann
gibt es hochstens eine Spiegelung s, bzg. a mit s,(R) = R. 0

Beweis. Seien s und s’ zwei solche Spiegelungen und sei u = so s'. Es gilt u(a) = «
und w induziert die Identitat auf V/{«a)g. Es folgt, dass die Eigenwerte von u alle
gleich 1 sind.

Die Abbildung u induziert eine Permutation von R. Da R endlich ist gibt es ein n so,
dass (u|g)" = Idg. Da R ein EZS ist, folgt u™ = Idy. Es folgt, dass u diagonalisierbar
ist und v = Idy . =

Beispiel 10.1.6 1. Sei V der Dimension 1. Die einzige Wurzelsysteme in V' sind der
Form R = {—a, a} fiir R reduziert und R = {—2a, —, o, 2a} fiir R nicht reduziert,
wobei « ein Vektor in V ist.

2. Die folgende Teilmengen R von V = R? sind Wurzelsysteme
Typ A1 x A;. R={-0,—a,a,[} mit a = (1,0) und g = (0,1).
Typ AQ- R = {_a - 5a _Ba _aaaaﬁaa+ﬁ} mit o = (170) und ﬁ = (_%7 ?)

Typ Bo=C5 R ={-2a—3,—a—3,—0,—a,a,f,a+ ,2a + f} mit a = (1,0)
und = (—1,1).

Typ GQ- R= {-30[-2&, _3Q_Ba_2a_ﬁa _a_ﬁa _ﬁa —a,a,ﬂ,a+ﬁ,2a+ﬁ,3a+
3,30+ 28} mit a = (1,0) und g = (=2, ¥3),

27 2
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10.2. Weylgruppe

Definition 10.2.1 Sei V ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V. Die
Weylgruppe W (R) des Wurzelsystems R ist die von s,, fiir « € R, erzeugte Unter-
gruppe von GL(V).

Lemma 10.2.2 Die Weylgruppe ist eine endliche Gruppe. O

Beweis. Sei w € W(R). Es gilt w(R) = R also definiert w ein Element w € Bij(R).
Da R ein EZS ist, ist die Abbildung W (R) — Bij(R) injektiv. Da R endlich ist folgt,
dass W(R) endlich ist. -

Beispiel 10.2.3 Sei R von Rang 2 wie im Beispiel 10.1.6. Dann ist W (R) isomorph
zu Z/27 x Z/nZ mit n = 2 fir Typ A} x Ay, n = 3 fiir Typ A, n = 4 fiir Typ
By = C5 und n = 6 fiir Typ Gbs.

10.3. Invariante Bilinearform

Definition 10.3.1 Sei B : V x V' — R eine Bilinearform auf V und sei G eine
Untergruppe von GL(V'). Die Bilinearmform B heifst G-invariant falls G C O(B)
i.e. B(g(a),g(B)) = B(a, p) fir alle o, 5 € V und alle g € G.

Proposition 10.3.2 Sei V' ein R-Vektorraum und R ein Wurzelsystem in V. Dann
gibt es eine symmetrische, positiv-definit W (R)-invariante Bilinearform ( , ) auf V.

Beweis. Sei B eine symmetrische positiv-definit Bilinearform auf V. Wir setzen

1
(o, B) = B(w(a), w(p)).
[W(R)] we;( R
Diese Form ist W (R)-invariant, symmetrisch und positiv-definit. -

Lemma 10.3.3 Sei ( , ) eine symmetrische positiv-definit W (R)-invariante Biline-
arform.

1. Sei O(V) die Orthogonalgruppe fiir ( , ). Es gilt W(R) C O(V).
2. Die Abbildung @ : V' — V" definiert durch @(«)(v) = (a, v) ist ein Isomorphismus.

3.Sei ¥ = & ! und sei a € R. Es gilt ¥(a") = @f—a)a oder (o) = @‘é—a)av i.e. fiir
alle v € V gilt
(a, v)

(o’ v) :2(%&).

4. Seien o« € R und v € V. Es gilt




72 10. Wurzelsysteme

Beweis. 1. Klar, da ( , ) invariant ist.

2. Die Abbildung ist injektiv, weil (, ) nicht ausgeartet ist und bijektiv, weil dim V' =
dim V'V,

3. Sei v € V. Es gilt (s4(v),) = —(8a(v),sq4(a)) = (v,). Daraus folgt (v —
(¥, v)a,a) = —(v,a) und 2(v, o) = (¥, v)(a, a).
4. Folgt aus 3. n

Beispiel 10.3.4 Sei R von Rang 2 wie im Beispiel 10.1.6. Dann ist das standard
Skalarprodukt ( , ) ein W (R)-invariantes Skalarprodukt.

10.4. Dual Wurzelsystem

Definition 10.4.1 Sei V ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V. Wir
setzen
RY={a"eVY | a€ R}
Satz 10.4.2 Sei V ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V.
1. Dann ist RY ein Wurzelsystem in V'V.

2. RY ist genau dann reduziert, ween R reduziert ist.

3. Es gilt ()" = a und (RY)Y = R. O

Beweis. 1. Wir iiberpriifen (WS 1), (WS 2) und (WS 3) fiir R".

(WS 1). Da R endlich ist, ist R" endlich. Sei @ € RY mit a € R. Dann gilt (a¥, a) = 2
und oY # 0 also 0 ¢ RY. Da R ein EZS von V ist und da @ ein Isomorphismus ist,
ist (P(R)) ein EZS also RY ist ein EZS.

(WS 2). Sei sov € End(VY) definiert durch s,v(p) = ¢ — (p,a@)a”. Dies ist eine
Spiegelung bzg. a".

Wir zeigen s,v = s, Es gilt sY(¢)(v) = @ o s,(v) = p(v — (@, v)a) = (p,v) —
(@, v)(p, @) = sav () (v)-
Fiir a, 8 € R gilt also

(B 50(v) _, (sa(B),0)
(B.8)  (5al8),5a(8)

(sav(8Y),0) = (B, sa(v)) =2 = (s4(8)",v).

Daraus folgt s,v(8Y) = s.(B8)" € RY.

Wir zeigen, jetzt 3. Die Abbildung 6 : V' — (VY)Y definiert durch 0(a)(¢) = p(a) =
(p,a) fir « € V und ¢ € VV ist ein Isomorphismus (siehe LA T). Wir zeigen,
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dass 6(a) = («")". Das Element (a")" ist eindeutig durch s,v(¢) = ¢ — (a¥)" ()’
definiert. Aber es gilt s,v(p) = p— (¢, a)a” = p—6(a)(p)a”. Es folgt O(a) = (a¥)V.

(WS 3) Seien a, 5 € R. Es gilt ((a¥)¥, ") =0(a)(8Y) = Y(a) = (Y, a) € Z.
(WS R) Sei o € R so, dass Aa € R. Dann gilt

2 2 1,
(A, )\a)@(Aa) - )\(a,a)@(a) Y

(Aa)” =

Sei R nicht reduziert dann gibt es A € R\ {1, —1} mit A € R. Daraus folgt, dass
(Aa)¥ = 1a¥ € R¥. Da ; € R\ {1,—1}, ist R¥ auch nicht reduziert. Umgekehrt, sei
RY nicht redumert Dann folgt von was wir gerade gezeigt haben, dass R = (R")Y
nicht reduziert ist. [

Definition 10.4.3 Sei V' ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V. Das
Wurzelsystem RY heiflt dual Wurzelsystem.

Proposition 10.4.4 Die Abbildung GL(V) — GL(V") definiert durch u +— (u")™*
ist ein Gruppen-Isomorphismus und induziert einen Gruppen-Isomorphismus W (R) ~
W(RY).

Beweis. Mit der Identifizierung V' ~ (VV)V gilt (u¥)Y = u also die Abbildung u
(u¥)~! ist ein Isomorphismus. Es gilt (s})™! = s, = s,v also bildet diese Abbildung
W(R) auf W(RY). -

10.5. Winkel zwischen Wurzeln

Sei V' ein R-Vektorraum und R ein Wurzelsystem in V. Sei (, ) ein W (R)-invariante
scalar Produkt.

Fiir a € V schreiben wir |a| = v/(«a, a). Fiir a, 8 € R schreiben ¢ fiir den Winkel
zwischen den Geraden (o) und (3).

Proposition 10.5.1 Seien «, 5 € R mit dim(«, ) = 2. Dann gilt eine der folgenden
7 Moglichkeiten (modulo Vertauschen von o und f):

L (oY, 8) =0, (BY,a) = 0 und ¢ = 7/2;

2. (a¥,8) =1, (8¥,a) =1, p = /3 und |a| = |A];

3. (@, 8) = -1, (8Y,a) = =1, ¢ = 27/3 und |a| = |5];
4. (0¥, ) =2, (8%,a) =1, p = 7/4 und v2|a| = |B];

5. ( Y =2, (BY,a) = —1, p = 31/3 und V2|a| = |8];
6. ( Yy =3, (B8Y,a) =1, p = /6 und \/§|OZ|:|5|;
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7. (¥, 8) = =3, (BY,a) = —1, p = 57/6 und V/3|a| = |3]|.
Beweis. Es gilt (a, ) = |a||f| cos . Insbesondere gilt

2@ cosp = (", B) € Z.

|af
Daraus folgt 4 cos? ¢ = (¥, 8)(B8Y,a) € Z und 4cos* ¢ € {0,1,2,3,4}.

Modulo Vertauschen gilt |«| < |3|. Daraus folgt (", 8)| > [(8Y, a)|. Die Werte von
([{a¥, B)],]{BY,)|) sind also (0,0) falls 4cos*¢ = 0, (1,1) falls 4cos®p = 1, (2,1)
falls 4 cos? p = 2, (3, 1) falls 4 cos? p = 3 und (4, 1) falls 4 cos? ¢ = 4.

Falls cos>p = 1, gilt ¢ = 0 oder » = 7 und (o, B)r = (a)g. Ein Widerspruch.
Andernfalls gilt cosp = 0; £1/2; £v/2/2; £v/3/2 und ¢ = 7/2; /3 oder 27/3; w/4
oder 37 /4; w/6 oder 57 /6. Daraus folgt die Aussage. n

Korollar 10.5.2 Seien o, € R mit dim{(a, ) = 2 und (a¥,3) > 0. Dann gilt
a—p € R.

Beweis. Nach der obigen Aussage gilt (", ) = 1 oder (8Y,a) = 1. Im ersten Fall
gilt R 3 s4(8) = 8 — (a¥,8)a = f — a. Daraus folgt « — = —(8 — a) € R.
Andernfalls gilt o« — f = a — (8Y, )8 = sz(«) € R. -

10.6. Einfache Wurzeln und Basen

Sei V' ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V.

Definition 10.6.1 Eine Teilmenge S von R heift System von einfachen Wur-
zeln oder Basis falls gilt

e S ist eine Basis von V und

e jede 0 € R hat eine eindeutig bestimmte Darsellung g = Z a0 S0, dass
a€cs

— a, > 0 fiir alle o € S oder

— ao <0 fiiralleaeS.

Beispiel 10.6.2 Sei R von Rang 2 wie im Beispiel 10.1.6. Dann ist S = {a, 8} eine
Basis von R.

Satz 10.6.3 Jedes Wurzelsystem hat eine Basis. 0
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Beweis. Sei ¢ € VY mit (¢, a) # 0 fiir alle « € R (da R endlich ist gibt es immer
ein solches ¢ € V). Sei

R} ={a € R| (p,a)>0}.
Es gilt R = RY U (=R,).

Definition 10.6.4 Eine Wurzel a € R:g heifst reduzibel falls es Wurzeln 3,y € R;
gibt mit a« = f 4 ~. Falls a € R:g nicht reduzibel ist heifst a irreduzibel oder
einfach. Sei S, die Teilmenge aller einfachen Wurzeln in R},

Wir zeigen, dass S, eine Basis von R ist.

Lemma 10.6.5 Sei g € R;. Dann gibt es Skalare a, > 0 fiir jede a € S, so, dass
ﬁ = Zaesip A Q. O

Beweis. Sei R’ die Teilmenge von R; so, dass diese Eigenschaft nicht erfiillt ist. Falls
R’ nicht ler ist, gibt es ein 8 € R’ so, dass (y, 8) minimal ist. Da € R’ gilt 5 € S,,.

Es gibt also v,7" € R mit 3= +9". Es gilt (p,7) = (¢, 8) = (¢,7) < (g, B) weil
7" € R}. Analog gilt (¢,7) < (@, ). Per Definition von 3 gilt v,7" ¢ R'. Daraus
folgt B =~ ++" ¢ R'. Ein Widerspruch. n

Lemma 10.6.6 Seien o, € S, mit o # 5. Es gilt («, 8) < 0. 0

Beweis. Falls (o, 3) > 0 gilt (a¥,8) > 0 und a — 8 € R. Analog gilt 5 — a € R.
Insbesondere gilt entweder v = a — 8 € R} oder —y = 8 —a € R}. Falls v € R}
gilt @ = B+~ und a ¢ S, ein Widerspruch. Falls —y € R} gilt 8 = a + (—v) und
B & S,. Ein Widerspruch. -
Lemma 10.6.7 Sei A eine Teilmenge von V' mit

1. (p,a) >0 fiir alle « € A und

2. (o, 8) <0 fiir alle o, € A mir a # .

Dann ist A ein linear unabhéngiges System. 0
Beweis. Seien Skalare (a,))a € A so, dass ) .4 aqr = 0. Wir zeigen, dass a, = 0

fir allea € A. Sei B={a € A|a, >0} und C ={a € A | a, <0}. Wir schreiben
b, = a, fiir a € B und ¢, = —a, fir a € C. Es gilt b, > 0 fiir alle « € B und ¢, > 0

fiir alle o € C'. Es gilt also
Z boor = Z CoOX.

aEB acC

Es folgt

0< (Z by, Z bar) = (Z by, Z Cot) = Z Z bacs(a, B) < 0.

a€B a€eB a€eB aeC a€EB BeC
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Daraus folgt > .5 bocr = 0 und

0= (g, Zbaa> = Zba<g0,a).

aEB aEB

Da (p,a) > 0 fiir alle @« € A und also alle a € B, gilt b, = 0 fiir alle &« € B. Analog
gilt ¢, = 0 fiir alle a € C. -

Die drei obige Lemma zeigen, dass S, eine Basis von R ist.

Lemma 10.6.8 Sei R reduziert. Alle Basen von R sind der Form S,, fiir ein ¢ € V.5

Beweis. Sei S eine Basis von R. Da S eine Basis von V ist, gibt es ein ¢ mit (, a) > 0
fir alle a € S (z.B. man setze (p,«) = 1 fiir alle a € S). Sei Rt die Teilmenge von
Wurzeln 5 € R so, dass f =) ¢ a0 mit a, > 0 fiir alle o € S. Es gilt RT C R:g
und (—RY) C (—R"). Daraus folgt RT = R].

Sei a € S. Wir zeigen a € S,. Angenommen es giibe 7,7 € R} mit a = v+ 7.
Da v,9" € R* gibt es Skalare cs, ¢ > 0 fiir alle 8 € S mit v = Y ;5 5c508 und
Y =) 5es 5. Es folgt

o= 2(05 + c'ﬁ)ﬁ.

Bes

Da a € S und da S eine Basis ist gilt cs + ¢ = dg 4. Es folgt v = o und 7' = 0 oder
7' = a und vy = 0. Ein Widerspruch, weil 0 ¢ R. Daraus folgt S C S,. Da S und S,
Basen von V sind gilt |S| = dim V' = |S,|. Daraus folgt S = S,. n

10.7. Positive Wurzeln

Sei S eine Basis eines reduziertes Wurzelsystems R in V.

Definition 10.7.1 Die Wurzeln o € R so, dass « als lineare Kombination von Ele-
mente in S mit nicht negativen Koeffizienten geschrieben werden kénnen heifen posi-
tive Wurzeln. Die Menge aller positiven Wurzeln wird R™ bezeichnet. Die Wurzeln
in R\ R* = (—R") heifen negative Wurzeln. Die Menge aller negativen Wurzeln
wird R~ bezeichnet.

Lemma 10.7.2 Sei o € R. Wir schreiben

o= Zagﬁ.

Bes

Es gilt ag € Z>o fiir alle § € S fiir @ € R und ap € Z fiir alle § € S fiir a € R .
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Beweis. Sei p € V'V so, dass (¢, 8) = 1 fiir alle § € R. Es gilt R* = R} und S =S,
(sieche Lemma 10.6.8). Sei aw € R*. Angenommen die Aussage wire falsch. Dann gibt
es « so, dass o = Zﬁes agPB und ag > 0 fiir alle 3 € S aber es gibt mindestens ein
f € S mit ag ¢ Z. Sei F die Teilmenge von RT aller Wurzeln so, dass die Aussage
falsch ist. Sei a € F so, dass (¢, &) minimal ist.

Wir betrachten zwei Fiille. Fall 1: a € S. Dann gilt fiir den Ausdruckt o =35 5 apf
die Gleichungen a, = 1 und ag = 0 fiir 8 # a. Also fiir alle § € S gilt ag € Z>( und
a ¢ F. Ein Widerspruch.

Fall 2: o € S. Die Wurzel « ist also reduzibel der Form o = v + 4. Es gilt also
(p,7) = (p,@) = (7)) < (¥, a). Analog gilt (¢,7") < (¢, a). Insbesondere gilt
7,7 & F. Wir schreiben v =}, gcgf und v = 35 ¢ sl und es gilt cs, ¢y € Zxg
fiir alle 8 € S. Daraus folgt a =}, ¢(cs + ;)8 also ag = c5+ 3 € Z>gund a € F.
Ein Widerspruch. =

Proposition 10.7.3 Sei o € R". Dann gibt es eine Folge (o;)icp, mit oo = Y1, o,
a;€Sund Y, o € R fiir alle i € [1,7].
Beweis. Sei ¢ € V'V definiert durch (p, 5) =1 fiir alle § € R. Wir zeigen die Aussage

per Induktion nach (p, ). Fiir (p, o) =1 gilt a € S und die Folge oy = cvund r =1
reicht.

Angenommen, dass die Aussage wahr fiir alle o/ € R* mit (p, ') < (p,a) ist. Wir
konnen annehmen, dass a ¢ S also (p, a) > 1.

Lemma 10.7.4 Sei o € R™\ S. Dann gibt es 5 € S mit («, 8) > 0. O

Beweis. Wenn nicht wiirde, nach Lemma 10.6.7, das System S U {a} linear unabhén-
gig sein. Ein Widerspruch, weil S eine Basis ist. n

Sei also a, € S mit (o, ) > 0. Dann ist &/ = a — a, € R und (p,d') = (¢, a) —
(p,a,) = (p,a) —1 > 0. Insbesondere gilt o/ € R* und (p,’) < (p,«). Nach
Induktion, gibt es eine Folge (c)icp,r—1) mit o = Z:;ll a;, a; € S und 22:1 ap € R
fiir alle 7 € [1,7 — 1]. Die Folge (;)icp ) ist eine Losung des Problems. -

Proposition 10.7.5 Sei o0 € S. Dann gilt so(R™ \ {a}) = R™\ {a}.

Beweis. Sei § € R\ {a}. Dann gibt es Skalare a, > 0 fiir y € S mit =3 _ga,7.
Da 5 # a, gibt es vy € S\ {a} mit a,, > 0. Es gilt

sa(B) = Zavsa('Y) = Zaﬂﬁ - <Z av<a\/>"7>> Q.

Insbesondere ist das Koeffizient von 7y in s — (/) immer noch a,, > 0. Es folgt

s —a(p) € BT\ {a}. n
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1
Definition 10.7.6 Wir set = — .
nition ir setzen o 26;%5

Korollar 10.7.7 Sei R reduziert. Es gilt s,(0) = 0 — « fiir alle a € S.

Beweis. Sei o, = 0 — a/2. Es gilt

> B

2
BeRT\{a}

und 9 = 9, + «/2. Nach dem obigen Proposition, gilt s,(0,) = 0. Daraus folgt
$a(0) = 8a(0a) + Sa(/2) = 0o — /2 =0 — . ]

Proposition 10.7.8 Sei R reduziert. Dann ist S¥Y = {a" € RY | @ € S} eine Basis
des dualen Wurzelsystems RY.

Beweis. Sei (, ) ein W(R)-invariant Skalarprodukt. Die Abbildung @ : V. — V'V
definiert durch u — (v +— (u,v)) ist ein Isomorphismus (sieche Lemma 10.3.3.2.). Es
gilt

2

al = (a’a)sb(a) (Siehe Lemma 10.3.3.3.)

Insbesondere ist SV eine Basis von VV. Es gilt

§¥ = (0¥)acs = (ﬁ@@)w.

Da S eine Basis von R ist, gibt es fiir jede Wurzel § € R Skalare a, € Z fiir jede

o € 5 mit
S

aesS
wobei a, > 0 fiir alle « € S fiir § € R™ (a, < 0 fiir alle « € S fiir § € R™). Es gilt

v 2 o O, <&7a)av
TEEat s <Z“°‘> B ) = S

aesS aes
Inbesondere sind alle Koeffizienten nicht negativ fiir « € R (nicht positiv fiir a €
R7). ]

Theorem 10.7.9 Sei W = W(R).

1. Fiir alle ¢ € VY, gibt es ein w € W(RY) mit (w(p),a) > 0 fiir alle « € S.

2. Sei S’ eine Basis von R. Dann gibt es w € W mit w(S’) = S.

3. Fiir jede 8 € R, gibt es w € W mit w(f) € S.

4. Die Gruppe W ist von den Spiegelungen s, fiir o € S erzeugt. 0
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Beweis. Sei Wy die von Spiegelungen s, fiir a € S erzeugte Untergruppe von W =
W (R). Analog definieren wir Wsv C W(RY). Wir zeigen 1. fiir Wev und 2. und 3.
fiir Ws. Danach zeigen wir W = W.

Wir wollen zuerst etwas bemerken. Jedes Element in Wgv ist der Form s,y - - say,
wobei aq, -+, a, € S. Da s,v = s (siehe Satz 10.4.2), gilt

Say ** " Say = le ”.Sgr = (Sozr "'Sal)v-
Von der Gleichung s,v = s? folgt auch (s,v(p),v) = (@, s4(v)) fiir alle ¢ € V¥ und
v €V (siehe Satz 10.4.2). Es gilt also

(Say - say (), 0) = (0, 50, -+ 50, ()
fiir alle p € V¥ und v € V.
(1. fiir Wgv). Per Induktion nach der Anzahl

n(e) = {a € BT | (p,a) <0}

Falls (¢, 8) > 0 fiir alle g € S setzen wir w = Id und damit ist die Aussage bewiesen.
Insbesondere Falls Falls n(t) = 0, sezten wir w = Id.

Angenommen, dass die Aussage fiir n(¢) = n wahr ist. Sei ¢ mit n(p) = n+ 1. Falls
{(p,B) > 0 fiir alle 5 € S setzen wir w = Id und damit ist die Aussage bewiesen. Wir
konnen also annehmen, dass es ein a € S gibt mit (p,a) < 0. Sei ¢’ = s,v(p). Es
gilt (50 (), @) = (9, 5a(@)) = —(p,0) > 0. Fiir § € R\ {a}, gilt (s0(¢), 8) =
(p,84(0)). Da so(RT\ {a}) = R" \ {a}, ist die Anzaht von Wurzel 5 € R™ \ {«a}
mit (p, 3) < 0 gleich die Anzaht von Wurzel 8 € Rt \ {a} mit (¢, 3) < 0. Es folgt
n(¢") = n(¢) — 1 = n. Die Aussage folgt per Induktion: es gibt oy, a, € S so, dass
(Say = say(¢'), B) > 0 fiir alle § € S. Es gilt sqv -+ 8av5av (@) = Sav - Say (¥').
Daraus folgt die Aussage.

(2. fiir Wy). Sei S’ eine Basis von R. Dann gibt es ¢ € VY mit (p, a) # O fiirallea € R
so, dass S" = S,. Nach 1. gibt es ein s,y - - - sqy € Wgv mit (say -+ - sav (), @) > 0 fiir
alle a € S. Es gilt also S = S,y ., (o)) und RT = R}, ) Wir zeigen, dass

(saysay (¢

Say* San(S') = 5. Sel w =54, Sq4,. Bs gilt w™ =5, -84,

Sei v € R, Dann gilt (p,w™(a)) = (, 5a, - S, (@) = (Say - - Say (), @) > 0 i.e.
Sar Sy (@) € RY. Sei a € S'. Wir zeigen w(a) € S. Es gilt

<80‘Y h 'Say(QO), w(a@)) = (P, Sa, *** SaySar " San (@) = (p, ) > 0

i.e. w(a) € RT. Auferdem, falls w(a) =
a =w () +w () mit w(y),w (v
Daraus folgt w(a) € S.

v+« fiir v,v € R gilt, dann gilt auch
') € R}. in Widerspruch zu a € " = S,,.
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(3. fiir Wg). Sei ¢ € VY mit (p, ) # 0 fiir alle @ € R, mit

(. B) = min{[(p, )| | @ € R}

und mit (p, f) > 0. Wir zeigen, dass § € S,. Die Aussage folgt dann von 2. Ange-
nommen es géibe o,y € RY mit § = a + . Dann gilt (v, 8) = (p,) + (p,7). Es
folgt 0 < (p, ) = (p, B) — (v, 7) < (p, B). Ein Widerspruch.

4. Wir zeigen, dass sg € Wy fiir alle § € R. Nach (3. fiir W) gibt es w € Ws mit
w(B) =a € S.Seiv € V. Daraus folgt wsgw™' = s, € Wgund s3 = w's,w € Wgs.m

Definition 10.7.10 Die Menge
Cs={p e V'] (p,a)>0 fir alle a« € S}
heift Weylkammer beziiglich S.

Bemerkung 10.7.11 Die Weylkammern sind die zusammenhédngenden Komponen-

ten von
v 1
vt
aER

wobei at = {¢p € VV | {p,a) = 0}. Theorem 10.7.9 zeigt, dass W (R) transitiv auf
die Weylkammern wirkt.

Es gilt sogar mehr.

Theorem 10.7.12 Die Weylgruppe W (R) wirkt einfach transitiv auf den Weylkam-
mern. O

Bemerkung 10.7.13 Wir haben gezeigt, dass die einfache Spiegelungen (s, )acs die
Weylgruppe W (R) erzeugen. Man zeige, dass die einzige Relationen der Form

(Socsﬁ)m(aﬁ) =1

sind, wobei m(«, 5) = 2,3,4 bzw. 6 fir ¢ = 7/2, 2w /3, 37/4 bzw. 57 /6.

10.8. Cartan Matrizen

Definition 10.8.1 Die Cartan Matrix eines Wurzelsystems R bzg. der Basis .S ist
die Matrix C'(R,S) = ((8Y, @))a ges-

Beispiel 10.8.2 Sei R von Rang 2 wie im Beispiel 10.1.6 und sei .S die Basis gegeben
im Beispiel 10.3.4. Die Cartan Matrix fiir Typ A; x Ay, Ay, By = (5 oder G4 sind:

(i2) (55) (B 3) e (50)
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Lemma 10.8.3 Modulo Vertauschen, hingt die Cartan Matrix C(R,S) nicht von
der Basis S ab. O

Beweis. Seien S = {ay, -+ ,a,} und S = {a}, - ,al} zwei Basen von R. Dann
gibt es ein w € W(R) mit w(S) = S’. Modulo Vertauschen kénnen wir annehmen,
dass o) = w(qy). Es gilt also

2w (o), w(eg))  2(ai, )

(wlos), w(ew)) (o, )

Daraus folgt, dass C'(R, S) = C(R, S’). -

\

()", 0)) = (w(e)”, w(ay)) = = (i, aj).

Bemerkung 10.8.4 Wir werden oft C'(R) statt C'(R,.S) schreiben.

Proposition 10.8.5 Seien R und R’ zwei Wurzelsysteme in V' und V’. Seien S und
S’ Basen von R und R’ und sei ¢ : S — S’ eine Bijektion so, dass

(p(a)”, @(B)) = (o', B) fiir alle a, B € S.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmen Isomorphismus f : V' — V' so, dass f|s = ¢

und f(R) = R

Beweis. Da S und S” Basen von V und V" sind, gibt es einen eindeutig bestimmen
Isomorphismus f : V — V' so, dass f|s = ¢. Wir zeigen, dass f(R) = R'.

Wir zeigen zuerst, dass s, o f = f o s, fiir alle « € R. Da S eine Basis von V' ist
geniigt es zu zeigen, dass sy)(f(8)) = f(s4(B)) fiir alle 3 € S. Fiir 8 € S gilt

Sp(e) (f(B)) = s (0(B)) = 0(B)—(p()”, e(B))p(a) = f(B)—(a’, B) f(a) = f(sa(B)).

Insbesondere gilt W (R') = fW(R)f~'. Da W(R)-S = Rund W(R/)- S = R, gilt
f(R) - R/. ]

Korollar 10.8.6 Seien R und R’ zwei reduzierte Wurzelsysteme mit C(R) = C(R').
Dann sind R und R’ isomorph.

10.9. Der Coxeter Graph

Definition 10.9.1 Ein Coxeter Graph ist einen Graph mit endliche viele Knoten
und so, dass es 0, 1, 2 oder 3 Kanten zwischen zwei Knoten gibt.

Definition 10.9.2 Sei R ein Wurzelsystem und sei .S eine Basis von R. Der Coxeter
graph I'(R,S) von R bzg. S ist der Graph, dessen Knotenmenge gleich S ist und
so, dass die Knoten o und g aus S mit (", 8)(8", ) Kanten verbunden sind.
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Bemerkung 10.9.3 Es gilt (o, 3)(8Y,a) = 4cos’¢ € Z, wobei ¢ der Winkel
zwischen o und g ist. Fiir a, f € S mit a # [ ist («, 5) linear unabhéngig so, dass
I'(R, S) ein Coxeter Graph ist.

Proposition 10.9.4 Seien S und S’ zwei Basen von R. Dann sind I'(R,S) und
I'(R,S") isomorph.

Beweis. Sei w € W mit w(S) = S’. Es gibt also eine Bijektion w : S — S, a —
w(a). Im Lemma 10.8.3 haben wir gezeigt, dass gilt (w(a)¥, w(B)) = (a”, ). Daraus
folgt, dass (w(a)¥, w(B))(w(B)Y, w(a)) = (¥, B)(BY,a) gilt und, dass I'(R,S) und
I'(R,S") isomorph sind. -

Bemerkung 10.9.5 Wir werden oft I'(R) statt I'(R, S) schreiben.

Beispiel 10.9.6 Die Coxeter Graphen von A;, A; X Ay, Ay, By = (5 und G5 sind
wie folgt:
@) [e] @) o0—O O—=0 [0=—=6]

A1 Al X Al A2 B2 = CQ G2

10.10. Irreduzibel Wurzelsysteme

Proposition 10.10.1 Seien R; und Ry zwei Wurzelsysteme in V; und V5. Let V =
Vi@ Vound sei R = Ry U Ry C V. Dann ist R ein Wurzelsystem in V.

Beweis. (WS 1) Da R; und R, endlich sind, ist auch R endlich. Da 0 ¢ R; und
0 ¢& Ry, gilt 0 ¢ R. Da R; und Ry EZS sind, ist auch R ein EZS von V.

(WS 2) Sei @ € R. Dann gilt & € Ry oder « € Ry. Angenommen « € R;. Dann gibt
es 8o € GL(V}) mit so(R;) = Ry. Sei s¥ definiert durch s? (v; + vg) = s4(v1) + vo.
Sei a¥ € R} C V)Y und sei oy, € VV definiert durch (ay,, v, + v9) = (¥, v1). Es gilt
sV (v + vg) = v + v2 — (), v1 + Vo) also ist s! eine Spiegelung bzg. a. Es gilt fiir
B € Ry: sV(B) = s4(8) € Ry C Rund fiir B € Ry gilt s¥(3) = 8 € Ry C R. Daraus
folgt sV (R) = R.

(WS 3) Seien a, f € R. Wenn beide in Ry oder in Ry enthalten sind, gilt (ay,, ) =
(a¥,B) € Z Wenn « € Ry und f € Ry, gilt (o, ) =0 € Z. -

Definition 10.10.2 Ein Wurzelsystem R in V heifst reduzibel falls es Wurzelsys-
teme Ry in V; und Ry in V5 80, dass V =V, @ Vo mit Ry = ViNRund Ry = Vo N R.

Ein Wurzel system heiflt irreduzbel falls es nicht reduzibel ist.
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Proposition 10.10.3 Set R ein Wurzelsystem in V so, dass V = V; @& V5 mit R C
ViUV, Sei R, =V N R fiiri € {1,2}.

1. Dann sind V; und V; orthogonal fiir jedes W (R)-invariante Skalarprodukt.
2. R; ist ein Wurzelsystem in V; fiir ¢ € {1, 2}.

Beweis. 1. Seien o € Ry und § € Ry. Es gilt s,(8) = f— (¥, B)a € R. Also ist s,(5)
entweder in V] oder in V; enthalten. Da § € V5 \ {0} gilt s,(8) € Vi also s,(8) € Va.
Daraus folgt (oY, f)a € V1 NVa =0 also (o, 8) = 0 und fiir jedes W (R)-invariante
Skalarprodukt gilt (a;, 5) = 0. Da R ein EZS von V ist, sind auch R; und Ry EZS
von Vi und V5. Daraus folgt, dass V; und V5 orthogonal sind.

2. Wir iiberpriifen die Axiome.

(WS 1) Die Mengen R; und R, sind endlich und enthalten nicht 0 (weil es fiir R so
ist). Wie oben sind R; und Ry EZS von V; und V5.

(WS 2) Sei a € Ry. Dann gilt @ € R und s,(R; U Rs) = s4(R) = R = Ry U Ry. Da
(a¥,B) = 0 fiir § € Ry, gilt su|v, = Idy, also s4(R2) = Re und s,(R;) = R;. Die
Spiegelung s¥ bzg. v in V] ist also s4|v;. Analog fiir o € Ro.

(WS 3) Seien «, 8 € Ry. Sei ay, € V;* die Spiegelung definiert durch s?*. Von (WS
2), folgt, dass oy, = a"|y;. Es gilt also (o)., 8) = (o, B) € Z. -

Korollar 10.10.4 Ein Wurzelsystem R in V' ist genau dann reduzibel, wenn es eine
Zerlegung V =V} @ V5 gibt mit R C V; U V4.

Proposition 10.10.5 Ein Wurzelsystem R ist genau dann irreduzibel, wenn I'(R)
nicht leer und zusammenhéngend ist.

Beweis. Sei R reduzibel. Seien R, und R, Wurzelsysteme in V; und V5 so, dass
V=VieVound R = Ry U Rs. Sei S = 5; US, wobei S; eine Basis von R; ist fiir
i € {1,2}. Dann ist S eine Basis von R. Nach dem obigen Proposition ist I"(R) nicht
zusammenhéngend: die Knoten von S; und S sind nicht verbunden.

Umgekehrt, sei R so, dass I'(R) nicht zusammenhéngend ist. Sei S = S; U S, eine
Zerlegung so, dass fiir jede a € S; und jede 5 € S gilt (o, ) = 0. Sei V; = (Si)r
fir ¢ € [1,2]. Wir zeigen, dass R C V3 U V4. Sei a € R. Dann gibt es w € W mit
w(a) € S. Daraus folgt w(«) € Sy oder S;. Angenommen w(a) € S;. Wir zeigen, dass
a € Vi. Da W(R) von Spiegelungen der Form (sg)ses erzeugt ist, gilt sz(V1) C V)
und sg(V2) C Vi (weil Elemente in s3(S;) bzw. sg(S2) lineare Kombinazionen von
Vektoren aus S; bzw. Sy sind). Es folgt a = w™H(w(a)) € V1. -



11. Klassification von Coxeter
Graphen

Sei C' ein Coxeter Graph und seien Cy bzw. () die Menge aller Knoten bzw. aller
Kanten in C. Sei Vi ein Vektorraum der Dimension |Cy| und sei (e,),ec, eine Basis
in V. Wir schreiben m(v,v’) fiir die Anzahl der Kanten zwischen v und v'. Wir
definieren eine symmetrische Bilinearform durch

T
+2

bo(€y, €,) =1 und be(e,, e,) = — cos fi v #,

wobei m = 0,1,2,4 fiir m(v,v") = 0,1,2,3. Wir schreiben b.(e,,e,) = ¢, und
m(v,v’) fiir die Anzahl der Kanten zwischen v und v’. Wir schreiben auch ¢;; =
bc(ei, Gj).

Definition 11.0.6 Das Paar (Vi,bo) heifst geometrische Darstellung des Co-
xeter Graphs C.

Definition 11.0.7 Ein Coxeter Graph heiftt endlich falls bo positiv definit ist.

Wir wollen die endliche Coxeter Graphen classifizieren.

Definition 11.0.8 Sei C ein Coxeter Graph. Ein Loop von C ist eine folge von
Knoten (vg, v1, -+ ,vy,) so, dass es paarweise verschiedene Kante zwischen v; und v;
gibt fiir alle ¢ € [0,n] und vy = v,.

Lemma 11.0.9 Sei C ein endliches Coxeter Graph. Dann hat C kein Loop. O
Beweis. Sei (vg, vy, ,v,) ein Loop. Sei x = e,, + -+ + e, . Es gilt bo(z,x) =
N+ i Qo (nach Def. gy, .. = bo(ey,, ey,)). Es gilt gy, ., = —cos(m/(m + 2)) =

0,—1/2,—v/2/2, —/3/2 fiir m = 0,1,2,3. Fiir alle i gilt m = m(v;,v;41) > 1 also
—cos(m/(m+2)) < —1/2. Sonst gilt — cos(m/(m + 2)) < 0. Daraus folgt

n—1

bo(xz,z) <n— 22:(]%”+1 <n-2n(1/2) =0.
i=0

Daraus folgt x = 0, weil be positiv definit ist. Ein Widerspruch. n
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11.1. Kontraktion einer Kante

Sei C' ein endliches Coxeter Graph und sei e eine Kante i.e. ¢ € C}. Seien v und v’
die Knoten, die von e verbunden sind.

Definition 11.1.1 Sei C' ein Coxeter Graph. Die Kontraktion der Kante e zuordnet
das folgende Graph C'(e) zu C:

e die Knoten Menge C(e)g ist (Cp \ {v,v'}) U {e};
e die Kanten zwischen zwei Punkte in Cj \ {v, v’} sind die selbe Kanten als in C}

e die Kanten zwischen v” in Cy\ {v, v’} und e sind alle Kanten in C' die zwischen
v"” und eines von beiden Knoten v und v'.

Bemerkung 11.1.2 Sei C' endlich. Dann ist es nicht moglich, im lezten Fall, dass
es Kanten zwischen v und v” und zwischen v und v” gibt. Sonst wiirde es ein loop
(v,v';v",v) in C geben.

Proposition 11.1.3 Sei C' endlich und sei e eine Kante zwischen v und v mit
m(v,v") = 1 (i.e. e ist die einzige Kante zwischen v und v'). Dann ist C(e) auch
endlich.

Beweis. Fiir Knoten 7 und j aus C'(e), schreiben wir ¢ ; fiir be (e (es, €;). Seien 4, j €
C(e) \ {e}. Bs gilt ¢;; = qij- Sei i € Ce) \ {e}. Es gilt ¢;, = Giv + i (ein
von beiden verschwindet). Fiir x = Ziec(e)m#e Tie; + xeee € Vo) setzen wir y =
ZiEC’(e)o,i7ée Tie; + xeey + Toey € Vo, Es gilt

boe (, ) = Z Qi jTiTj + 2 Z ei(dip + Giwr) + 27 und
i,j7#e i#e

bC’ (y7 y) = Z qi,jxixj + 2 Z xexi%,v + 2 Z xexiQi,v’ + x3(2 + 2qv,v/>-

i,j#e i#e i#e
Da ¢, = —1/2, sind die beide Terme gleich und b¢o()(z,2) > 0. Auferdem, gilt
be(y,y) = 0 fiir beey (@, ) = 0. Daraus folgt y = 0 i.e. z = 0. -

11.2. Klassifikation

Theorem 11.2.1 Die folgende Graphen sind die zusammenhéngende endliche Co-
xeter Graphen:
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A, B, =0C, D,

HLLHHFLHH
HQLW%EO

Fy Go

Beweis. Wir brauchen einige Lemma.

Lemma 11.2.2 Sei C ein endliches Coxetex Graph und sei v ein Knoten von C.
Dann gilt 7, ¢, < 1. O

Beweis. Seien v' und v" in Cj \ {v} mit ¢,,» # 0 und ¢, ,» # 0. Es gilt gy v = 0
(sonst ist (v,v’,v”,v) ein Loop). Sei C, die Teilmenge von Cj aller Knoten v’ mit
Qo 70 und sei x = —e, + o Quarey- Es gilt

0<chL‘l’ Z qUU/qv’U”qU’U”_QZqUU+1_1_quv
v w"eCy v'eCly v'eCly

Daraus folgt die Aussage. n

Korollar 11.2.3 Sei C ein endliches Coxetex Graph.

1. Seien v, vy, ve,v3 € Cy mit m(v,v;) > 1 fiir ¢ € [1,3]. Dann gilt m(v,v;) = 1 fiir
i € [1,3] und v ist nur zu vy, vy, v3 verbunden.

2. Sei v € Cy. Dann gibt es hochstens ein v' € Cy \ {v} mit m(v,v") > 2.
3. Seien v,v" € Cy mit m(v,v’) = 3. Dann hat C' nur zwei Knoten und ist von Typ

Go.

Beweis. Wird werden das obige Lemma fiir v anwenden. Seien (v;);c[1,, die Knoten
mit m(v,v;) > 1. Sei ny, die Anzahl von Knoten v; mit m(v, v;) = k fiir k € [1, 3]. Fiir
m(v,v;) =k gilt ¢; . = k/4. Daraus folgt

- 2n; + 3
1>Zq3,vi:n1+ 7’;2+ ’I’L3.

Es folgt ny + 2ns + 3nz < 3 und
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e n; < 3 und fiir n; = 3 gilt ny = n3 = 0. Dies zeigt 1.
e ny < 1. Dies zeigt 2.
e n3 <1 und fiir ng =1 gilt ny = ny = 0.

Um 3. zu zeigen braucht man nur zu bemerken, dass v und v’ zu keinem weiteren
Knoten verbunden sind. Da C' zusammenhéngend ist folgt, dass es nur zwei KNoten
gibt und C' ist von Typ Gj. n

Lemma 11.2.4 Die folgende Alternative gilt:

1. der Graph C hat genau einen Knoten der genau zu drei verschiedenen Kno-
ten verbunden ist und alle Paare von Knoten sind héchstens mit einer Kante
verbunden, oder

2. der Graph C hat keinen Knoten der zu drei verschiedenen Knoten verbunden
ist und es gibt héchstens ein Paar von Knoten die mit zwei Kanten verbunden
sind. 0O

Beweis. Per Induktion nach n = |Cy|. Fiir n = 1, 2 oder 3 folgt die Aussage vom
obigen Korollar. Angenommen die Aussage gilt fiir Coxeter Graphen mit n Knoten.
Sei C' ein endlisches zusammenhéngendes Coxeter Graph mit n + 1 Knoten.

Fall 1. Es gibt v, vy, v,v3 € Cy mit m(v,v;) > 1. Nach dem obigen Korollar gilt
m(v,v;) = 1 und v ist zu keinem weiteren Knoten verbunden. Falls vy, vq,v3 7u
keinen weiteren Knoten verbunden sind gilt n + 1 = 4 und C hat Typ D,. Die
Aussage folgt in diesem Fall. Sonst konnen wir ohne Beschrinkung annehmen, dass
v1 zu einem weiteren Knoten verbunden ist. Sei e die Kante zwischen v, und v. Dann
ist C'(e) endlich und erfiillt 1. Per Induktion sind alle Paare von Knoten in C'(e) mit
héchstens eine Kante verbunden. Dies gilt also auch fiir C.

Fall 2. Angenommen, dass es kein v wie im Fall 1 aber, dass es ein Paar (v,v) € C
gibt mit m(v,v") > 2. Falls m(v,v") > 3 sind wir dank dem obigen Korollar fertig.
Wir koénnen also annehmen, dass m(v,v’) = 2. Falls |Cy| = 1,2 sind wir fertig. Sonst
ist v oder v’ mit einem weiteren Knoten verbunden. Wir kénnen annehmen, dass v zu
einem weiteren v” Knoten verbunden ist. Nach dem obigen Korollar gilt m(v,v”) = 1.
Sei e die Kante zwischen v und v”. Dann ist C'(e) endlich und erfiillt 2. Die Aussage
folgt nach Induktion. n

Die Graphen die noch moglich sind, sind die Graphen von Typ G,, die Graphen
mit eine Ramifikation und die Graphen ohne Ramifikation und mit héchstens eine
doppelte Kante.

Lemma 11.2.5 Sei (v;)icp1, eine Kette von Knoten in C' mit m(v;, vi41) = 1 fiir
i€[l,n—1]. Seix =>"  ie,. Dann gilt
n(n+1)
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Beweis. Es gilt

3
,_.

n

n—1
bo(z,x) = Zngc (v, €u;) :ZZQ zz+1) —Zi

=1

@
Il
-
-
Il
-

und die Aussage folgt. -

Lemma 11.2.6 Sei C' mit einer doppelten Kante und nicht von Typ B,, = C,,. Dann
ist C' von Typ Fy:

Beweis. Nach Lemma 11.2.4 ist C' eine Kette. Wir schreiben v; und w; fiir die Kno-
ten den doppelten Kanten. Es gibt Ketten (v;)icp1,n) und (w;)jeqi,m von Knoten mit
einfachen Kanten zwischen v; und v;; (und zwischen w; und w;44) fiir ¢ € [1,n — 1]
und j € [1,m — 1]. Wir setzen x = 3" | (n+ 1 —i)e,, und y = 37" (m + 1 — j)ey,.
Es gilt bo(z,2) = n(n +1)/2 und be(y,y) = m(m + 1)/2. Nach Cauchy-Schwartz
Ungleichung gilt |bc(z, y)?| < bo(z, x)be(y, y) i.e.

1 1 1
Zn2m? < n(n+1)m(m + )
2 2 2

Daraus folgt (n — 1)(m — 1) < 1. Nach Annahme gilt aber n,m > 2. Die Aussage
folgt. [

Sei C' mit einem Knoten r, der zu drei verschiedenen weiteren Knoten verbunden ist.
Dann ist C' die Vereinnigung von r und drei Ketten (uy)reqi,y, (vs)iep,n) und (w;)jei,m
mit einfache Kanten zwischen wu; und ki4q, zwischen v; und v, 4, und zwischen w;
und w;4q) fiir k € [1,1—1], 7 € [I,n —1] und j € [1,m — 1] und mit einfache Kanten
zwhischen r und uq,v1,w;.

Lemma 11.2.7 Die Mégligkeiten fiir (I,m,n) mit [ < m < n sind (1,2,2), (1,2, 3),
(1,2,4), (1,1,n). 0

Beweis. Wirsetzen z = >4 _ (I+1—k)ey,, y = 7 (n+1—i)e,, und z = > iy (m+
1 —j)ew,. Bs gilt bo(z, x) = (14 1)/2, be(y,y) = n(n+1)/2, be(z, 2) = m(m +1)/2
und be(z,e,) = —1/2, be(y,e,) = —n/2 und be(z,e,) = —m/2. Set F' = (x,yz)r
und sei ||v|| = \/bc(v,v). Dann ist (z/||z||,y/||yll, z/||z]|) eine orthonormale Basis
von F. Die Strecke (zum quadrat) von e, zu F ist D = ba(e, — p(e,), e, — p(e;))
wobei p(e,) die orthogonale Projektion auf F ist. Es gilt p(v) = bo(v, z/||z||)z/||x|| +
be (v, y/llylDy/llyl| + be(v, 2/|12])2/||2]| und v —p(v) und p(v) sind immer senkrecht.
Daraus folgt (e, & F)

0< D = bo(er, er—pler)) = be(er er)=boer, o/ [2l])2=be(er y/ Iyl b (er, /] 211)
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Daraus folgt

1_ [ B m B n >0
2(0+1) 2(m+1) 2(n+1)

und
1 1 1

>
l+1+m+1+n+1

Dal<m<nfolgt3>1l+1und ! <1 e [=1.Daraus folgt 4 >m+1 i.e.m < 2.
Firm =2gilt 6 >n+ 1 also n < 4. -

1

Man sollte jetzt auch iiberpriifen, dass die Graphen C' im Theorem endlich sind. Dies
ist eine Ubung. Man kann dies auch zeigen in dem man zeigt, dass es Wurzelsysteme
mit diesen Graphen gibt (siehe néchstes Kapitel). -

11.3. Dynkin Diagramme und Klassifizierung der
Wurzelsysteme

Sei R ein reduziertes irreduzibles Wurzelsystem in V' und sei S eine Basis von R. Sei
(, ) ein W(R)-invariantes Skalarprodukt auf V.

Definition 11.3.1 Sei I'(R) der Coxeter Graph. Das Dynkin Diagramm D(R)
ist der Coxeter Graph I'(R) und eine Abbildung I'(R) — R die zu jedem Knotem
Vo € I'(R) mit € S die Zahl («a, ) zuordnet.

Proposition 11.3.2 Die Cartan Matrix (und also das Wurzelsystem) ist eindeutig
dank dem Dynkin Diagramm bestimmt.

Beweis. Wir bestimmen die Cartan Matrix dank dem Dynkin Diagramm. Seien
a,f € S. Falls es zwischen v, und vz in D(R) keine Kante gibt, gilt (8¥)a = 0.
Sonst betrachten die folgende Félle:

e Falls 5 = q, gilt (Y, a) = 2.
e Falls (5,5) > (o, ), gilt (5Y,a) = —1.
e Falls (8, 5) < (a, ), gilt (5Y, @) = —m(vqa, vg).

Insbesondere ist die Cartan Matrix eindeutig bestimmt. n

Theorem 11.3.3 Die reduzierte irreduzibel Wurzelsysteme haben die folgende Dyn-
kin Diagramme:
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A, B,
0—0----0—0—0 o—0---
1 1 1 1 1 2 2 2 2 1
C, D, 1
0—0----0—0=0 --
1 1 1 1 2 1 1 1 1 )
Eg E;
1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Eg
1 Fy Go
O—0—0—-2=0 =0
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1 3

Beweis. Sei S eine Basis von R. Dann ist S eine Basis von V. Wir setzen e, = a/|a|.
Das System (€, )acs ist auch eine Basis und es gilt

(€ ep) = Ifjfﬁ)l Ty

wobei ¢ den Winkel zwischen o und /3 ist. Dies ist genau die geometrische Darstellung
des Coxeter Graphs. Da diese Bilinearform positiv definit ist, ist I"(R) endlich. Daraus
folgt die Aussage.

Es beibt zu zeigen, dass es ein Wurzelsystem zu jedem Dynkin Diagramme gibt.
Wir geben eine explizite Konstruktion aller Wurzelsysteme. Der Nachweis, dass alle
Wurzelsysteme sind, lassen wir als Ubung.

Sei (€;)icp,n die kanonische Basis des R”. Sei (, ) das standard Skalarprodukt in R"
und sei
L, ={ae; +---ane, € R" | a; € Z fiir alle i € [1,n]}.

Typ An. SeiV={(e1+ - +en1)" CR" und sei R C V definiert durch
R={a€ Ly | (a,a) =2}.

Es gilt 0 ¢ R und R ist eine endliche Menge. Die Spiegelungen s, fiir & € R sind
durch s,(v) = v — (o, v)a definiert. Die Wurzeln in R sind die Vektoren e; — e; fiir
i # j. Man tiiberpriift, dass R ein Wurzelsystem ist und, dass (e; — ei+1)i€[1,n] eine
Basis von R ist. Daraus folgt D(R) = A,. Die Weylgruppe ist die symmetrische
Gruppe S, und wirkt auf R"*! durch Permutationen auf die Indizen der Vektoren
der kanonischen Basis.
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Typ B,,. Sei V =R". Wir setzen
R={a€ L, | (a,a)=1oder (a,a) = 2}.

Es gilt 0 ¢ R und R ist eine endliche Menge. Die Wurzeln in R sind die Vektoren
+e; fiir alle 7 und *e; + e; fiir ¢ # j. Man iiberpriift, das dies ein Wurzelsystem
ist mit Basis ((e; — €i41)icpi,n—1]; €n). Daraus folgt D(R) = B,. Die Weylgruppe ist
Sy X (Z/2Z)" (mit 2"n! Elemente) wobei S,, durch Permutation auf die Indizen der
Vektoren der kanonischen Basis wirkt.

Typ C,,. Dieses Wurzelsystem ist das dual Wurzelsystem von B,,. Sei V' = R" und
R = {£2e; | fiir alle i} U {+e; £ ¢; | fiir alle i # j}. Man iiberpriift, das dies ein
Wurzelsystem ist. mit Basis ((e; — €j41)ic1,n—1], 26n). Daraus folgt D(R) = C,,. Die
Weylgruppe ist &,, x (Z/27)" wir fiir B,,.

Typ D,,. Sei V =R". Wir setzen
R={a€cl,| (0a) =2}

Es gilt 0 ¢ R und R ist eine endliche Menge. Die Wurzeln in R sind die Vektoren
+e; £ e; fiir i # j. Man {iberpriift, das dies ein Wurzelsystem ist mit Basis ((e; —
€i+1)ie[l,n—1], €n—1 +€y). Daraus folgt D(R) = D,,. Die Weylgruppe ist S, x (Z/2Z)"*
(mit 2"~ 'n! Elemente) wobei S,, durch Permutation auf die Indizen der Vektoren der
kanonischen Basis wirkt.

Typ G3. Diese Wurzelsystem wurde im Beispiel 10.1.6 gegeben.

Typ Fy. Sei Ly ={veV |v=2%g(e+e+es+ey)+wmitac€Zund we Ly},
wobei V' = R*. Wir setzen

R={ae L] (a,a)=1oder (a,a) =2}.

Die Wurzeln in R sind =e; fiir alle i, +e; £e; fiir ¢ # j und %(j:el +teytegtey). Man
tiberpriift, dass dies ein Wurzelsystem ist. Die einfache Wurzeln sind (ey — e3,e3 —
€4, €4, %(el — g — e3 — e4)) und das Dynkin Diagramm hat Typ Fj. Die Weyl-Gruppe
hat 2732 Elemente.
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Typ Eg. Sei Lg={veV |v=g(e1+ - +e)+wmita € Z und w € Ly}, wobei
V =R® Wirsetzen L = {v € Ly | v=">,a;¢; mit Y, a; gerade} und wir definieren

R={ae L] | (a,a) =2}

Man iiberpriift, dass dies ein Wurzelsystem ist. Die Wurzeln sind

+e;, £ e; fiir i # j und — Z Ye; mit Zm gerade.

Ein Basis ist durch (61 +es—ex—e3—e4—e5— € —e7), €1+ €3, €3 — €1, €3 — €3,
eq — €3, €5 — €4, €g — €5, €7 — €g gegeben und man {iberpriift, dass D(R) von Typ Eg
ist. Die Weyl-Gruppe hat 2'435527 Elemente.

Typ E;. Man betrachtet den Schnitt vom Wurszelsystem von Typ Eg mit dem
Unterraum (ey, €9, €3, €4, €5, €6, €7)r. Wie Weylgroupe hat 27315 Elemente.

Typ Eg. Man betrachtet den Schnitt vom Wurszelsystem von Typ Eg mit dem
Unterraum (ey, €9, €3, €4, €5, €6, )r- Wie Weylgroupe hat 219357 Elemente. -

Bemerkung 11.3.4 Da die Wurzeln nur 2 verschiedene Linge haben konnen wird
man die Dynkin Diagramme vereinfachen in dem man die Werte der Abbildung nicht
mehr schreibt sondern eine Pfeile von der Wurzel mit grosseren Linge zur Wurzel
mit kleineren Lénge. Die Dynkin Diagramme sehen also wie folgt aus:

Ay,
0—0- - —-0—0—0
Cy,
0—0- - - -0—0==0
Eg
Eg



12. Klassifikation halbeinfacher
komplexer Lie-Algebren

12.1. Zerlegung der Lie Algebren

Sei g eine halbeinfache Lie Algebra und sei h eine Cartan Unteralgebra. Die Lie
Algebra b ist abelsch und 34(h) = h. Auferdem sind alle Elemente in b halbeinfach.
Fiir z € b, ist also ad , diagonalisierbar. Da b abelsch ist gilt [ad,,ad,] = ad [, =0
also sind alle (ad ;).cp gleichzeitig diagonalisiertbar. Sei (e;);cp1,n) eine Basis von
Eigenvektoren in g mit n = dim g. Fiir alle x € b, gilt

ad (z)(e;) = [z, e;] = Ni(2)e;
wobei e; einer Eigenvektor zum Eigenwert \;(x) fiir ad , ist.

Lemma 12.1.1 Die Abbildung \; : h — C definiert durch = — \;(x) ist eine Line-
arform. -

Beweis. Seien a,b € C und seien z,y € h. Es gilt \;(ax + by)e; = [ax + by, e;] =
a[z, ei] + bly, e;] = (aXi(z) + bAi(y))e. "

Korollar 12.1.2 Es gibt eine Zerlegung

g=b P s

aehv\{0}

wobei go = {z € g / Vy € b ad (y)(z) = a(y)z}.

Proof. Die Zerlegung ist die Zerlegung von g in Eigenrdume fiir ad (h). Zu zeigen ist
nur, dass b der Eigenraum gy zum 0 ist. Sei also z € g mit ad ,(z) = 0 fiir alle z € b.
Es gilt also [z, z] = 0 fiir alle € b und z € 34(h) = bh. Daraus folgt go C h. Da b
abelsch ist gilt auch h C go. None

Definition 12.1.3 Eine Linearform a € Y mit g, # 0 heilt Wurzel der Lie
Algebra g. Wir schreiben R fiir die Menge aller Wurzeln von g. Dies ist eine endliche
Teilmenge von V = (R)g C h".

Sei a € R und z € g,. Dann hat x Gewicht a und Elemente in h haben Gewicht 0.
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Proposition 12.1.4 Sei ( , ) eine invariante Bilinearform (z.B. die Killing Form).
1. Fiir a + 3 # 0 sind die Unterrdume g, und gz orthogonal bzg. (, ).

2. Die Einschrénkungen (, )|g.eq_., und (, )|y sind nicht ausgeartet.

3. Seien x € g, Yy € g—o und h € h. Es gilt (h, [z, y]) = a(h)(z,y).

4. Sei a € R und sei h,, € b definiert durch a = (hy, ). Es gilt [z, y] = (z,y)h, fir
rEgound y € g_,.

Beweis. 1. Seien x € g, und y € gg. Fiir h € b gilt

a(h)(z,y) = ([h, 2], y) = = (2, [h,y]) = =B(h)(z, y).

Daraus folgt (a(h)—B(h))(z,y) = 0. Fiir a+ # 0 gibt es ein h € h mit a(h)—5(h) #
0. Daraus folgt (x,y) = 0.

2. Es gibt eine direkte Summe von Unterrdume die orthogonal bzg. ( , ) din:

1

6= PG S 90)-

acR
Da (, ) nicht ausgeartet ist sind die Einschrinkungen auch nicht ausgeartet.
3. Da (, ) invariant ist gilt (h, [z, y]) = ([h, z],y) = a(h)(z,y).

4. Wir zeigen, dass [x,y] € b. Es gilt [h, [z,y]] = [[h, ] yl + [z, [, y]] = a(h)[z,y] —

=
a(h)[z,y] = 0 also [z,y] hat Gewicht 0 i.e. [z,y] € b
Sei h € h. Es gilt

([z, 9], 1) = a(h)(2,y) = (ha; h)(2,y) = (2, Y)ha, h).

Da (, )|p nicth ausgeartet ist, gilt [z, y] = (z,y)hq. -

12.2. Struktursatz fiir halbeinfache komplexe Lie
Algebren

Theorem 12.2.1 Sei g eine komplexe halbeinfache Lie Algebra.
1. R ist ein reduziertes Wurzelsystem von Rang Rg(g).
2. Sei a € R eine Wurzel und sei b, = [ga, o] C b. Dann gilt dim g, = 1 = dim b,

3. Es gibt ein eindeutig bestimmtes Element H, € b, mit a(H,) = 2. Dieses Element
ist die Dualwurzel oV = H,,.
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4. Sei o € R und sei X, € g, mit X, # 0. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes
Element Y, € g_, mit [X,,Y,] = H,.

5. Es gilt [Hy, Xo] = 2X, und [H,,Y,] = 2Y, ie. 54 = g0 D o D go ist eine
Unteralgebra von g isomorph zu sls.

6. Seien o, f € R mit o + 5 # 0. Es gilt go1p = [ga, 95]- O

Beweis. Wir zeigen die Aussagen 1.-6. zusammen in 12 Schritte. Sei (, ) eine inva-
riante Bilinearform auf g.

Schritt 1. Es gilt [ga, 95] C ga+s-

Seien = € ay, y € g und h € b. Es gilt [h, [z,y]] = [[h, z],y] + [z, [h, y]] = a(h)[z, y] +
B(h)lz, y-

Schritt 2. R ist ein EZS von bh".

Es geniigt zu zeigen, dass fiir h € b gilt die Implikation: (a(h) = 0 fiir alle « € R
= h = 0). Seien h € h und x € g. Wir schreieben & =z, + > _p ¥ Wobei x5 € b
und z, € g, fiir alle o € R. Es gilt [h,z] = [h, 2] + > [0, 0] = >, a(h)ze = 0.
Insbesondere gilt h € 3(g) = 0.

Schritt 3. Es gilt dimb, = 1.

Folgt aus Proposition 12.1.4: b, = (h,) mit h, # 0.

Schritt 4. Es gibt ein H, in §, mit a(H,) = 2.

Wir zeigen, dass a(h,) # 0. Schritt 4 folgt daraus: Setze H, = ﬁhw Es gilt
a(H,) = 2.

Angenommen a(h,) = 0. Da (, )|q.@q . nicht ausgeartet ist und (g,, go) = 0 gibt es
Vektoren x € g, und y € g_, mit (z,y) # 0. Daraus folgt z = [z,y] = (z,y)ha # 0
und «o(z) = 0. Es gilt also [z,y] = z, [z,2] = a(z)z = 0 und [z,y] = —a(z)y = 0.
Sei s = (x,y, z). Dann ist s eine Unteralgebra von g. Die Lie-Algebra s ist nilpotent
also auflésbar. Daraus folgt, dass ad (s) C gl(g) nilpotent ist und nach dem Satz von
Engel gibt es eine Basis so, dass alle Elemente von ad (s) als obere dreieckmatrizen
darstellbar sind. Da z € [s,s] ist ad (z) eine obere dreieck Matrix mit 0 auf der
Diagonal. Also ist ad (z) nilpotent. Aber z € b ist halbeinfach also fiir jede Darstellung
o : g — gl(V) ist p(z) halbeinfach. Insbesondere ist ad (z) halbeinfach. Es folgt
ad (z) = 0 und z = 0. Ein Widerspruch.
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Schritt 5. Sei a € R und sei X, € g, mit X, # 0. Dann gibt es ein Y, € g_, mit
(Xa, Ya] = H,.-

Sei y € g_q. Es gilt [X,,y] = (X4, y)he und h, = cH, fiir c € C\ {0}. Sei y € g_,,
mit (X,,y) # 0 (dies ist moglich, da (, )|g.@q_. Dicht ausgeartet ist). Wir setzen
Yo =y/(e(Xa,y)) und es gilt [X,,Y,] = H,.

Schritt 6. Es gilt [H,, X,] = 2X, und [H,,Y,] = 2Y, i.e. 5, = g_o @ by O g, ist
eine Unteralgebra von g isomorph zu sls.

Es gilt [H,, X,| = a(H,) X, = 2X, und [H,,Y,] = —a(H,)Y, = —2Y,. Daraus folgt
die Aussage.

Wir werde jetzt g als sly = s,-Darstellung betrachten.

Schritt 7. Es gilt dim g, = 1 fiir alle « € R. Das Element Y, ist eindeutig bestimmt
und es gilt 5, = g_o ® Ho D ga-

Angenommen dim g, > 1. Dann gilt auch dimg_, > 1.Sei X = {y € g_o | (Xo,9) =
0}. Es gilt Xt = Kerf wobei f : g_, — C die Linearform defniniert durch f(y) =
(X4, ) ist. Nach Rangsatz gilt dim g} > dimg_, — 1 > 0. Daraus folgt, dass es ein
Y € g_o gibt mit (X,,y) = 0. Es gilt also [X,,y] = (X4, y)he = 0. Aukerdem gilt
[Hy,y] = —a(H,)y = —2y also ist y ein primitiver Vektor fiir sly = s, mit Gewicht
—2. Ein Widerspruch da Gweicht von primitiven Vektoren fiir sl nicht negative ganze
Zahlen sind. Die zwei letze Aussage folgen daraus.

Schritt 8. Sei o, 5 € R. Dann gilt 5(H,) € Z und § — S(H,)x € R.
Sei x € gg mit x # 0. Es gilt [H,, x] = B(H,)x also ist 3(H,,) ein Gewicht fiir sly = s,,.
Daraus folgt 5(H,) € Z. Wir setzen

Y8 () falls B(H,) >0
Y7\ XPU (1) falls B(H,) < 0.

Es gilt y # 0 und y € gs_g(H.)o- Daraus folgt, dass 8 — B(H,)a eine Wurzel ist.

Schritt 9. R ist ein Wurzelsystem von Rang Rg(g).

Wir wissen schon, dass R endlich ist und, dass 0 € R und dass R ein EZS von §"
ist also Rg(R) = Rg(g). Sei @ € R. Wir definieren s, : hY — §Y durch s,(5) =
g — B(H,)a also H, = o¥. Da (H,,a) = o(H,) = 2 gilt, ist s, eine Spiegelung bzw.
a. Nach Schritt 8 gilt s,(R) = R und («", 8) = (H,, 8) = B(H,) € Z.
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Schritt 10. R ist reduziert.

Sei @ € R und sei x € go,. Wir zeigen z = 0. Da R ein Wurzelsystem ist, gilt 3a & R
also g3, = 0. Es gilt [H,, z] = 2a(H,)x = 4x. Es gilt auch [H,,z] = [[Xa, Ya], 2] =
[Xa,x], Ya] + [Xa, [Ya, 2] = [Xa, [Ya, z]] weil [X,, 2] € gsq = 0. Da [Y,, 2], Xo € g4
linear abhéngig sind gilt [X,, [Ya, z]] = 0. Es folgt 4o = [H,, 2| = 0.

Schritt 11. Seien «,5 € R lineare unabhiingige Wurzeln. Seien p = max{n €
N | 8 —na € R} und ¢ = max{n € N | §+ na € R}. Sei

Dann ist E eine irreduzibel s,-Darstellung der Dimension p + ¢ + 1 und fiir k£ €
[—p, ¢ — 1] ist die Abbildung

ad x,, © 98+ka — 98+(k+1)a

ein Isomorphismus. Es gilt 5(H,) = p — gq.

Nach Schritt 1 ist E eine s,-Darstellung. Die Gewicht von H, in E sind (8 +
ka)(H,) = B(Ha) + 2k fiir k so, dass § + ka € R. Da alle Gewicht Vielfachkeit
1 haben, ist F irreduzibel. Daraus folgen die Aussagen iiber dim £ und die Abbil-
dung ad x,. Aukerdem ist 3(H,)—2p das minimale Gewicht von £ und S(H,)+2q ist
das maximale Gewicht. Es gilt also 5(H,) —2p = —(8(Ha,) +2q) und f(H,) =p—gq.

Schritt 12. Seien o, 8 € R mit a+ 8 € R. Es gilt [ga, 85] = Ga-s-

Mit den obigen Schreiweise gilt ¢ > 1 und p > 0. Fiir k£ = 0 ist also die Abbildung
ad x, 1 s = Ga+p €in Isomorphismus. Insbesondere gilt g, C [ga, 95]- Nach Schritt

1 gilt auch [ga, 95] C Garp- -

Korollar 12.2.2 Das Wurzel System R hingt von der Cartan Unteralgebra h nich
ab.

Beweis. Seien h und b’ zwei Cartan Unteralgebren. Seien R und R’ die dazugehdorige
Waurzelsysteme. Es gibt ein Automorphismus ¢ : g — gmit ¢(h) = b’ also p|s : h — b’
ist ein Isomorphismus. Sei ‘o~ : h¥ — (§’)V die duale Abbildung des Inverses von .
Fira e R, x € g, und h € h gilt

[p(Rh), p(z)] = p([h, 2]) = a(h)p().

Also ist ¢(z) einer Eigenvector fiir i/ = ¢(h) € §’ zum Gewicht a(h) = a1 (1)) =!
o1 (a)(h'). Daraus folgt ‘o' (a)) € R'. Also ist ‘¢ ~! ein Isomorphismus von Wurzel-
systeme von R nach R’ (mit inverse ‘). -
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Korollar 12.2.3 Sei g eine halbeinfache Lie Algebra mit Wurzelsystem R. Die Lie
Algebra g ist genau dann Einfach, wenn R irreduzibel ist.

Beweis. Falls g nicht einfach ist gilt g = g1 X go mit g; einer halbeinfachen Lie Algebra.
Seien by, b, Cartan Unteralgebren von gi,g.. Mann zeigt, dass h = h; X by eine
Cartan Unteralgebra von g ist und dass das Wurzelsystem R von g die Vereinnigung
der WUrzelsysteme R;, Ry von gy, go ist.

Umgekehrt, falls R reduzibel ist. Dann ist R die orthogonale dijunkte Vereinigung
von Wurzelsysteme R; und Rs. Sei h; = (H, | « € R;) C b fiir i € [1,2]. Wir setzen

Qi:hi@@ga-

aER;
Es gilt g = g1 x go. m
Korollar 12.2.4 Es gilt dim g = Rg(g) + |R)|.

Beispiel 12.2.5 Es gilt
e dimg=n—1+n(n—1)=n?—1 fiir g=sl, von Typ A,_1;
e dimg = n+ 2n% = 2n? + n fiir g = $09,41 von Typ By;
o dimg = n+ 2n% = 2n? + n fiir g = sp,,, von Typ Cp;

o dimg =n=x*2n(n—1)=2n? —n fiir g = s0,, von Typ D,;

dimg =6+ 72 = 78 fiir g von Typ Ej;

dimg =7+ 126 = 133 fiir g von Typ FEr;

dim g = 8 4 240 = 248 fiir g von Typ FEj;

dim g = 4 4 48 = 52 fiir g von Typ F};

dimg =2+ 12 = 14 fiir g von Typ Gs.

12.3. Existenz

Es bleibt zu zeigen, dass zu jedem Wurzelsystem von Typ A,, B,, C,, D,, Fs, E,
Eg, Fy und G5 es eine einfache Lie Algebra von diesem Typ gibt. Wir werden diese
Aussage nicht zeigen. Es gilt aber

In this section we give a description of a semisimple Lie algebra by generators and
relations. Let us denote by n the sum of the g, for « € R, and n_ the sum of
the g, for « € R_. Remark that because H, is the dual root of & € R, we have

a(Hg) = (BY, ).
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Theorem 12.3.1 Sei R ein Wurzelsystem und S eine Basis von R. Die von den

Variabeln (X,, Y, )aes erzeugte Lie Algebra g mit Relationen
Weyl Relationen

Xo, Yo = H, fiir a € S,

X, Ys] =0 fiir o, B € S mit a # 5,
Ho, Xp] = (¥, B) X, fiir o, B € S,
H,,Ys = —(a",B)Y, fir a,f € S,

[
[
o
o
Serre Relationen
e ad (X,)'"P)(Xy) = 0 fiir a, B € S mit o # 3,
e ad (V)" "9)(Ys) = 0 fiir a, 8 € S mit a # B,

ist eine Einfache Lie Algebra mit Wurzelsystem R.
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