
Komplexe Lie Algebren

N. Perrin

Düsseldorf

Wintersemester 2013-2014





Inhaltsverzei
hnis

I. Lie Algebren 6

1. Algebren 7

1.1. Erste De�nitionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2. Gegenalgebra, Unteralgebren und Ideale . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.3. Algebrahomomorphismen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.4. Produkte von Algebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.5. Derivationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2. Lie Algebren 12

2.1. De�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2. Adjungierte Darstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3. Ideale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4. Abels
he Lie Algebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.5. Derivierte, steigende zentrale und absteigende zentrale Folgen . . . . 17

3. Darstellungen 20

3.1. De�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.2. Operationen über Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2.1. Direkte Summe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.3. Morphismen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.4. Tensorprodukt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.5. Tensor Algebra, symmetris
he Algebra und äuÿere Algebra . . . . . . 25

3.6. Multilineare Abbildungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.7. Invarianten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.8. Invariante Bilinearformen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.9. Casimir Elemente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4. Nilpotente Lie Algebren 34

4.1. De�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4.2. Satz von Engel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.3. Maximales nilpotente Ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5. Halbeinfa
he und nilpotente Elemente 40

5.1. Halbeinfa
he Endomorphismen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40



4 Inhaltsverzei
hnis

5.2. Jordan-Chevalley Zerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

6. Au�ösbare Lie Algebren 43

6.1. De�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

6.2. Radikal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6.3. Satz von Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6.4. Kriterium von Cartan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

7. Halbeinfa
he Lie Algebren 48

7.1. De�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

7.2. Charakterisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

7.3. Einfa
he Lie Algebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

7.4. Halbeinfa
hkeit der Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

7.5. Jordan-Chevalley Zerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

II. Klassi�zierung halbeinfa
her Lie Algebren 57

8. Cartan Unteralgebren 58

8.1. De�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

8.2. Reguläre Elemente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

8.3. Cartan Unteralgebren und reguläre Elemente . . . . . . . . . . . . . . 59

8.4. Konjugation von Cartan Unteralgebren . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

8.5. Halbeinfa
her Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

9. Die Lie Algebra sl2 65

9.1. De�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

9.2. Darstellungen, Gewi
hte und primiter Vektor . . . . . . . . . . . . . . 66

9.3. Die von einem primitiven Vektor erzeugte Teildarstellung . . . . . . . 66

9.4. Endli
h-dimensionale sl2-Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

10.Wurzelsysteme 69

10.1. De�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

10.2. Weylgruppe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

10.3. Invariante Bilinearform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

10.4. Dual Wurzelsystem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

10.5. Winkel zwis
hen Wurzeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

10.6. Einfa
he Wurzeln und Basen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

10.7. Positive Wurzeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

10.8. Cartan Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

10.9. Der Coxeter Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

10.10.Irreduzibel Wurzelsysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

11.Klassi�
ation von Coxeter Graphen 84

11.1. Kontraktion einer Kante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85



Inhaltsverzei
hnis 5

11.2. Klassi�kation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

11.3. Dynkin Diagramme und Klassi�zierung der Wurzelsysteme . . . . . . 89

12.Klassi�kation halbeinfa
her komplexer Lie-Algebren 93

12.1. Zerlegung der Lie Algebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

12.2. Struktursatz für halbeinfa
he komplexe Lie Algebren . . . . . . . . . 94

12.3. Existenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98



Teil I.

Lie Algebren



1. Algebren

Sei C der Körper der komplexen Zahlen.

In diesem Kapitel werden wird Algebren einführen. Hier sollte man auf dem folgenden

Punkt aufpassen: die De�nition einer Algebra ist anders als die, die im Skript Linear

Algebra gegeben ist.

1.1. Erste De�nitionen

De�nition 1.1.1 Eine Algebra A über C is ein C-Vektorraum mit einer bilinearen

Abbildung A×A → A (bezei
hnet (x, y) 7→ xy).

Mit Symbolen gilt:

� x(y + z) = xy + xz und (x+ y)z = xz + yz für alle (x, y, z) ∈ A3
,

� (ax)(by) = (ab)(xy) für alle (a, b) ∈ C2
und (x, y) ∈ A2

.

Bemerkung 1.1.2 Eine Algebra is also a priori ni
ht kommutativ, ni
ht assoziativ

und hat keine Einheit.

De�nition 1.1.3 Sei A eine Algebra.

1. Die Algebra A heiÿt kommutativ falls gilt xy = yx für alle x, y ∈ A2
.

2. Die Algebra A heiÿt assoziativ falls gilt x(yz) = (xy)z für alle x, y, z ∈ A3
.

3. Die Algebra A heiÿt unitär falls es ein Element 1A ∈ A gibt so, dass 1A · x =
x · 1A = x für alle x ∈ A. In diesem Fall heiÿt 1A die Einheit von A.

Lemma 1.1.4 Sei A eine Algebra. Dann gibt es hö
hstens eine Einheit in A. �

Beweis. Seien 1A und 1′A zwei Einheiten in A. Es gilt 1A = 1A · 1′A = 1′A. �

De�nition 1.1.5 Sei A eine Algebra und seien x, y ∈ A2
. Der Kommutator [x, y]

ist de�nert als

[x, y] = xy − yx.

Lemma 1.1.6 Eine Algebra A ist genau dann kommutativ, wenn [x, y] = 0 für alle

x, y ∈ A2
. �
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Beweis. Folgt aus der De�nition. �

Beispiel 1.1.7 1. Sei A = C. Dann ist A mit der übli
hen Multiplikation komplexer

Zahlen eine assoziative, kommutative Algebra mit 1 als Einheit.

2. Sei n ≥ 2 und A = Mn(C). Dann ist A mit der übli
hen Matrixmultiplikation

(M,N) 7→ MN eine assoziative, ni
ht kommutative Algebra mit Einheit 1A = In die

Einheitsmatrix.

3. Sei A = M2(C). Dann ist A mit Multiplikation (M,N) 7→ [M,N ] eine ni
ht asso-
ziative, ni
ht kommutative Algebra ohne Einheit. Diese Algebra ist die Lie Algebra

gl2(C).

1.2. Gegenalgebra, Unteralgebren und Ideale

Lemma 1.2.1 Sei A eine Algebra mit Multiplikation (x, y) 7→ xy.

1. Dann ist die Abbildung A×A → A de�niert dur
h (x, y) 7→ yx bilinear.

2. Insbesondere ist der Vektorraum A mit der Abbildung (x, y) 7→ yx au
h eine

Algebra. �

Beweis. Folgt aus der De�nition der Bilinearität. �

De�nition 1.2.2 Sei A eine Algebra mit Multiplikation (x, y) 7→ xy.

Der Vektorraum A mit Multiplikation (x, y) 7→ yx heiÿt Gegenalgebra und ist Aop

bezei
hnet.

De�nition 1.2.3 Sei A eine Algebra.

Ein Unterraum B von A heiÿt Unteralgebra falls xy ∈ B für alle x, y ∈ B2
.

Lemma 1.2.4 Eine Unteralgebra ist eine Algebra für die Eins
hränkung des Pro-

duktes. �

Beweis. Folgt aus der De�nition. �

De�nition 1.2.5 Sei A eine Algebra.

Ein Unterraum I von A heiÿt Ideal falls xy ∈ I und yx ∈ I für alle x ∈ I und alle

y ∈ A.

Lemma 1.2.6 Ein Ideal I von A ist eine Unteralgebra von A. �

Beweis. Folgt aus der De�nition. �



9

Proposition 1.2.7 Sei A eine Algebra und sei I eine Ideal.

1. Dann ist die Abbildung A/I ×A/I → A/I, (x̄, ȳ) 7→ xy wohl de�niert.

2. Der Vektorraum A/I mit der Multplikation x̄ȳ = xy ist eine Algebra.

Beweis. Siehe Lemma 5.3.4 und Lemma 5.3.5 im Skript LA II (In diesem Skript

hatten wir angenommen, dass A assoziativ und unitär sei. Der Beweis kann man

aber ohne änderung in unserem Fall anwenden.) �

De�nition 1.2.8 Sei A eine Algebra und I eine Ideal. Die Algebra A/I heiÿt Quo-

tienalgebra von A modulo I.

1.3. Algebrahomomorphismen

De�nition 1.3.1 Seien A und B zwei Algebren.

1. Eine lineare Abbildung f : A → B heiÿt Algebrahomomorphismus falls gilt

f(xy) = f(x)f(y) für alle (x, y) ∈ A2
.

2. Ein Algebrahomomorphismus heiÿt Algebraisomorphismus falls f bijektiv ist.

Lemma 1.3.2 Sei f : A → B ein Algebrahomomorphismus. Dann ist Ker(f) ein
Ideal von A. �

Beweis. Seien x ∈ Ker(f) und y ∈ A. Es gilt f(xy) = f(x)f(y) = 0 und f(yx) =
f(y)f(x) = 0. Es folgt xy, yx ∈ Ker(f) und Ker(f9 ist ein Ideal. �

Lemma 1.3.3 Sei f : A → B ein Algebraisomorphismus. Dann ist f−1
au
h ein

Algebrahomomorphismus. �

Beweis. Seien x′, y′ ∈ B2
und seien x = f−1(x′) und y = f−1(y′). Es gilt f(x) = x′

und f(y) = y′. Es gilt also x′y′ = f(x)f(y) = f(xy). Es folgt f−1(x′y′) = xy =
f−1(x′)f−1(y′). �

Beispiel 1.3.4 Sei A eine Algebra und sei I ein Ideal. Dann ist die Abbildung A →
A/I ein Algebrahomomorphismus.
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1.4. Produkte von Algebren

Lemma 1.4.1 Seien A und B zwei Algebren. Dann ist A × B mit dem Produkt

(x, y) · (x′, y′) = (xx′, yy′) eine Algebra. �

Beweis. Übung. �

De�nition 1.4.2 Seien A und B zwei Algebren. Dann heiÿt A×B mit dem Produkt

(x, y) · (x′, y′) = (xx′, yy′) die Produktalgebra von A und B.

Lemma 1.4.3 Die Algebren A ≃ A× {0} und B ≃ {0} ×B sind Ideale von A×B
und sind in direkte Summe. �

Beweis. Übung. �

Lemma 1.4.4 Sei C eine Algebra und A und B zwei Ideale von C die in direkte

Summe sind. Dann ist C isomorph zu A×B. �

Beweis. Übung. �

1.5. Derivationen

De�nition 1.5.1 Sei A eine Algebra. Ein endomorphism D ∈ End(A) heiÿt Deri-
vation von A falls D(xy) = xD(y) +D(x)y für alle x, y ∈ A2

.

Beispiel 1.5.2 1. Sei A = C[X ] die Polynomalgebra. Sei D ∈ End(A) de�niert

dur
h

D(P ) =
dP

dX
.

Dann ist D eine Derivation von A: die Ableitung ist linear also gilt D ∈ End(A) und
es gilt

D(PQ) =
d(PQ)

dX
= P

dQ

dX
+

dP

dX
Q = PD(Q) +D(P )Q.

2. Sei A = Mn(A) mit der übli
hen Multiplikation. Sei M ∈ A eine Matrix und sei

DM ∈ End(A) de�niert dur
h

DM(N) = [M,N ].

Dann ist DM eine Derivation: Es gilt

DM(λN + µN ′) = M(λN + µN ′)− (λN + µN ′)M = λDM(N) + µDM(N ′).

Die Abbildung DM ist also linear. Es gilt au
h

DM(NN ′) = M(NN ′)− (NN ′)M = MNN ′ −NMN ′ +NMN ′ −NN ′M
= DM(N)N ′ +NDM(N ′).
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Proposition 1.5.3 Der Kern einer Derivation ist eine Unteralgebra.

Beweis. Sei D eine Derivation und seien x, y ∈ Ker(D). Dann gilt D(xy) = D(x)y +
xD(y) = 0 und xy ∈ Ker(D). �

Proposition 1.5.4 Seien D1 und D2 zwei Derivationen. Dann ist der Kommutator

[D1, D2] = D1D2 −D2D1 au
h eine Derivation.

Beweis. Es gilt:

[D1, D2](xy) = D1D2(xy)−D2D1(xy)
= D1(xD2(y) +D2(x)y)−D2(xD1(y) +D1(x)y)
= xD1D2(y) +D1(x)D2(y) +D1D2(x)y +D2(x)D1(y))

−(xD2D1(y) +D2(x)D1(y) +D2D1(x)y +D1(x)D2(y))
= [D1, D2](x)y + x[D1, D2](y).

Daraus folgt, dass [D1, D2] eine Derivation ist. �



2. Lie Algebren

2.1. De�nition

De�nition 2.1.1 1. Eine Algebra A heiÿt Lie Algebra falls gilt

� xx = 0 für alle x ∈ A,

� x(yz) + y(zx) + z(xy) = 0 für alle (x, y, z) ∈ A3
.

2. Für Lie Algebren ist das Produkt oft mit Klammern bezei
hnet: (x, y) 7→ [x, y].
Das heiÿt Lie Klammer. Dann sieht die obige Glei
hungen so aus:

� [x, x] = 0 für alle x ∈ A,

� [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 für alle (x, y, z) ∈ A3
.

Die letzte Glei
hung heiÿt Ja
obi-Identität.

Bemerkung 2.1.2 Die erste Glei
hung zeigt, dass das Produkt antisymmetris
h ist:

für alle (x, y) ∈ A2
gilt [y, x] = −[x, y].

Beispiel 2.1.3

1. Sei gl2 = M2(C) mit Produkt (M,N) 7→ MN−NM . Dann ist gl2 eine Lie Algebra.

2. Sei sl2 = {M ∈ gl2 | Tr(M) = 0}. Dann ist sl2 eine Lie Unteralgebra von gl2.

3. Sei

b2 =

{(

a b
0 c

)

∈ gl2 | a, b, c ∈ C

}

Dann ist b2 eine Lie Unteralgebra von gl2.

4. Sei

u2 =

{(

0 b
0 0

)

∈ gl2 | b ∈ C

}

Dann ist u2 eine Lie Unteralgebra von b2. Diese Unteralgebra ist abels
h.

5. Sei

t2 =

{(

a 0
0 c

)

∈ gl2 | a, c ∈ C

}

Dann ist t2 eine Lie Unteralgebra von b2. Diese Unteralgebra ist abels
h.
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Beispiel 2.1.4 Sei A eine assoziative Algebra. Dann ist A mit dem Produkt [x, y] =
xy − yx eine Lie Algebra: Es gilt [x, x] = xx− xx = 0 und

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = x(yz − zy)− (yz − zy)x
+y(zx− xz)− (zx− xz)y
+z(xy − yx)− (xy − yx)z

= 0.

Diese Lie Algebra ist man
hmal LA bezei
hnet.

Beispiel 2.1.5 Sei V ein endli
h-dimensionaler Vektorraum. Dann ist End(V ), der
Vektorraum aller Endomorphismen von V mit dem Produkt (f, g) 7→ f ◦ g eine

asso
iative Algebra. Deswegen ist End(V ) mit dem Produkt (f, g) 7→ f ◦ g − g ◦ f
eine Lie Algebra. Diese Lie Algebra wird gl(V ) bezei
hnet.

Beispiel 2.1.6 Der Unterraum sl(V ) von Endomorphismen f mit Tr(f) = 0 ist eine
Unteralgebra von gl(V ).

Beispiel 2.1.7

1. Sei gln = Mn(C) mit Produkt (M,N) 7→ MN−NM . Dann ist gln eine Lie Algebra.

2. Sei sln = {M ∈ gln | Tr(M) = 0}. Dann ist sln eine Lie Unteralgebra von gln.

De�nition 2.1.8 Sei A eine Algebra mit Produkt (x, y) 7→ [x, y]. Sei x ∈ A. Man

s
hreibt ad x für die lineare Abbildung A → A de�niert dur
h ad x(y) = [x, y].

Lemma 2.1.9 Sei A eine Algebra und x ∈ A. Dann sind die folgende Eigens
haften

äquivalent

1. ad x ist eine Derivation;

2. [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 für alle (y, z) ∈ A2
. �

Beweis. Die Abbildung ad x ist genau dann eine Derivation, wenn für alle y, z ∈ A2

gilt

[x, [y, z]] = ad x([y, z])
= [y, ad x(z)] + [ad x(y), z]
= [y, [x, z]] + [[x, y], z].

Dies ist äquivalent zu

0 = [x, [y, z]]− [y, [x, z]]− [[x, y], z]
0 = [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]].

Das Lemma folgt. �

Korollar 2.1.10 Eine Algebra A ist genau dann eine Lie Algebra, wenn ad x eine

Derivation für alle x ∈ A ist.
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De�nition 2.1.11 1. Wir s
hreiben Der(g) für den Vektorraum aller Derivationen

von g:

Der(g) = {D ∈ End(g) | D ist eine Derivation}.

2. Die Derivationen von g der Form adx heissen innere Derivationen. Die Teilmenge

aller inneren Derivationen wird

Inner(g) = {ad x ∈ Der(g) | x ∈ g}

bezei
hnet.

Proposition 2.1.12 Sei g eine Lie Algebra.

1. Dann ist Der(g) eine Lie Unteralgebra von gl(g) = End(g).

2. Dann ist Inner(g) eine Lie Unteralgebra von Der(g).

Beweis. 1. Seien D1, D2 ∈ Der(g) und sei λ ∈ C. Wir zeigen, dass D1 +D2 und λD1

Derivationen sind. Es gilt (D1 +D2)(xy) = D1(xy) +D2(xy) = D1(x)y + xD1(y) +
D2(x)y + xD2(y) = (D1 + D2)(x)y + x(D1 + D2)(y). Es gilt au
h (λD1)(xy) =
λ(D1(x)y+xD1(y)) = (λD1)(x)y+x(λD1)(y). Es folgt, dass Der(g) einen Unterraum
von End(g) ist.

Auÿerdem gilt na
h Proposition 1.5.4, dass [D1, D2] = D1D2 −D2D1 au
h eine Deri-

vation ist. Es folgt, dass Der(g) eine Lie Unteralgebra von gl(g) ist.

2. Seien x, y ∈ g und sei λ ∈ C. Wir zeigen, dass adx+ady = adx+y und λadx = adλx.

Es gilt (adx + ad y)(z) = ad x(z) + ad y(z) = [x, z] + [y, z] = [x+ y, z] = ad x+y(z). Es
gilt au
h (λadx)(z) = λad x(z) = λ[x, z] = [λx, z] = ad λx(z). Insbesondere gilt, dass
Inner(g) einen Unterraum von Der(g) ist.

Wir zeigen auÿerdem, dass [ad x, ad y] = ad [x,y]. Es gilt [ad x, ad y](z) = ad xad y(z)−
ad yad x(z) = [x, [y, z]] − [y, [x, z]] = [x, [y, z]] + [y, [z, x]] = −[z, [x, y]] = [[x, y], z] =
ad [x,y](z). Es folgt, dass Inner(g) eine Lie Unteralgebra von Der(g) ist.

De�nition 2.1.13

1. Ein Algebrahomomorphismus zwis
hen zwei Lie Algebren heiÿt Lie Algebra Ho-

momorphismus.

2. Ein Algebraisomorphismus zwis
hen zwei Lie Algebren heiÿt Lie Algebra Isomor-

phismus.

Lemma 2.1.14

1. Eine Unteralgebra einer Lie Algebra ist eine Lie Algebra.

2. Die Quotientalgebra einer Lie Algebra ist eine Lie Algebra.

3. Die Produktalgebra von Lie Algebren ist eine Lie Algebra. �
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Beweis. Übung. �

Lemma 2.1.15

1. Die Gegenalgebra Aop
einer Lie Algebra A ist eine Lie Algebra.

2. Die Abbildung Aop → A de�niert dur
h x 7→ −x ist ein Isomorphismus is an

isomorphism. �

Beweis. Übung. �

2.2. Adjungierte Darstellung

De�nition 2.2.1 Sei g eine Lie Algebra und sei x ∈ g. Die lineare Abbildung ad x :
g → g heiÿt adjungierte Abbildung von x. Wir werden diese Abbildung man
hmal

au
h adgx bezei
hnen.

Proposition 2.2.2 Sei g eine Lie Algebra. Die Abbildung ad : g → gl(g) de�niert
dur
h x 7→ adx ist eine Lie Algebrahomomorphismus. Das Bild ist in Der(g) enthal-
ten.

Auÿerdem gilt [D, adx] = ad (Dx) für alle D ∈ Der(g).

Beweis. Na
h Ja
obi Tdentität gilt [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0. Es folgt für
alle (x, y, z) ∈ g3:

adx(ad y(z))− ad y(adx(z))− ad [x, y](z) = 0,

Daraus folgt, dass x 7→ adx einen Lie Algebrahomomorphismus ist. Wir haben s
hon

gezeigt, dass ad x ∈ Der(g).

Sei D ∈ Der(g). Es gilt für alle x, y ∈ g:

[D, adx](y) = D(adx(y))− adx(Dy) = D[x, y]− [x,Dy] = [Dx, y] = ad (Dx)(y)

wobei wir für die dritte Glei
hung die Eigens
haft D[x, y] = [x,Dy]+ [Dx, y] benutzt
haben. �

De�nition 2.2.3 Die Abbildung ad : g → gl(g) heiÿt adjungierte Darstellung.

The Derivationen im Bild von ad sind die innere Derivationen.

Proposition 2.2.4 Sei z(g) = {x ∈ g | [x, y] = 0 für alle y ∈ g}. Es gilt Ker(ad ) =
z(g).

Beweis. Sei x ∈ z(g). Es gilt ad (x) = ad x. Sei y ∈ g es gilt ad x(y) = [x, y] = 0. Also
gilt ad x = 0 und x ∈ Ker(ad ). Umgekehrt, sei x ∋ Ker(ad ). Es gilt ad x = 0. Also
für alle y ∈ g gilt [x, y] = ad x(y) = 0. Es folgt x ∈ z(g). �
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2.3. Ideale

De�nition 2.3.1 Sei g eine Lie Algebra. Ein Ideal von g (als Algebra) heisst Ideal

von der Lie Algebra g. Mit Symbole: für alle x ∈ I und y ∈ g gilt [x, y] ∈ I und

[y, x] ∈ I.

Bemerkung 2.3.2 Da [ , ] antisymmetris
h ist, brau
hen wir nur die Enthaltung

[y, x] ∈ I. Die Enthaltung [x, y] = −[y, x] ∈ I folgt (da I eine Unterraum ist).

Lemma 2.3.3 Der Kern eines Lie Algebrahomomorphismus ist ein Ideal. �

Beweis. Folgt aus Lemma 1.3.2. �

Lemma 2.3.4 Sei I ein Unterraum von einer Lie Algebra g. I ist genau dann ein Ide-
al, wenn ad x(I) ⊂ I für alle x ∈ g (i.e. wenn I invariant für alle innere Derivationen

ist). �

Beweis. Folgt aus der De�nition. �

De�nition 2.3.5 Ein Unterraum I einer Lie Algebra g heiÿt 
hara
teristis
h falls

D(I) ⊂ I für alle D ∈ Der(g).

Beispiel 2.3.6 Sei g eine Lie Algebra. Wir setzen

z(g) = {x ∈ g | [x, y] = 0 für alle y ∈ g}.

Wir haben s
hon gesehen, dass z(g) = Ker(ad ). Es folgt, dass z(g) eine Ideal von g

ist.

Wir zeigen , dass z(g) eine 
hara
teristis
hes Ideal ist. Sei D eine Derivation und sei

x ∈ z(g). Es gilt [D(x), y] = D([x, y])− [x,D(y)] = 0− 0 = 0. Also D(z(g)) ⊂ z(g).

Proposition 2.3.7 Sei g eine Lie Algebra und sei a ein Ideal (bzw. ein 
harakteris-

tis
hes Ideal). Sei b ein 
harakteristis
hes Ideal von a. Dann ist b ein Ideal (bzw. ein


harakteristis
hes Ideal) von g.

Beweis. Sei D eine innere (bzw. algemeine) Derivation von g. Da a ein Ideal (bzw.


harakteristis
hes Ideal) ist gilt D(a) ⊂ a. Dann ist D|a ∈ Der(a). Da b ein 
harakte-

ristis
hes Ideal von a ist folgt D|a(b) ⊂ b, also D(b) ⊂ b. �

De�nition 2.3.8 Seien a und b zwei Teimengen von g. Wir s
hreiben [a, b] für die
lineare Hülle aller [x, y] mit x ∈ a und y ∈ b:

[a, b] = 〈[x, y] | x ∈ a und y ∈ b〉.

Bemerkung 2.3.9 Es gilt [a, b] = [b, a].
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Proposition 2.3.10 Seien a und b Ideale (bzw. 
harakteristis
he Ideale) einer Lie

Algebra g. Dann ist [a, b] ein Ideal (bzw. ein 
harakteristis
hes Ideal).

Beweis. Sei D eine innere Derivation (bzw. eine allgemeine Derivation) von g. Sei

x ∈ a und y ∈ b. Es gilt D[x, y] = [x,Dy] + [Dx, y] ∈ [a, b]. Daraus folgt, dass [a, b]
ein Ideal (bzw. ein 
harakteristis
hes Ideal) ist. �

Beispiel 2.3.11 Die Algebra g selbst ist ein 
harakteristis
hes Ideal von g. Insbe-

sondere ist [g, g] ein 
harakteristis
hes Ideal von g.

2.4. Abels
he Lie Algebren

De�nition 2.4.1 Zwei Elemente x und y einer Lie Algebra g kommutieren falls

[x, y] = 0.

Eine Lie Algebra g heiÿt abels
h oder kommutativ , falls alle Paar von Elementen

kommutieren i.e. das Produkt ist die Null-Abbildung.

Beispiel 2.4.2 Sei A eine assoziative Algebra und sei LA die Lie Algebra A mit

Produkt [x, y] = xy − yx. Die Algebra A ist genau dann kommutativ, wenn LA

abels
h ist.

Beispiel 2.4.3 Sei diagn die Teilmenge aller diagonalen Matrizen in Mn(C) = gln.

Dann ist diagn eine abels
he Unteralgebra von gln.

2.5. Derivierte, steigende zentrale und absteigende

zentrale Folgen

De�nition 2.5.1 Sei g eine Lie Algebra. Das derivierte Ideal von g ist das 
hara-

keristis
he Ideal D(g) = [g, g].

Lemma 2.5.2 Ein Unterraum I ⊂ g mit D(g) ⊂ I ist ein Ideal von g. �

Beweis. Seien x ∈ g und y ∈ I. Es gilt [x, y] ∈ D(g) ⊂ I. �

De�nition 2.5.3 Die derivierte Folge ist die Folge (Dig)i≥0 von 
harakteristis
he

Ideal mit D0g = g und Di+1g = D(Dig) = [Dig,Dig] für i ≥ 0.

De�nition 2.5.4 Die zentrale absteigende Folge ist die Folge (Cig)i≥0 von 
ha-

rakteristis
he Ideale mit C0g = g und Ci+1g = [g, Cig] für i ≥ 0.

Bemerkung 2.5.5 Es gilt Dig ⊂ Cig für alle i ≥ 0.



18 2. Lie Algebren

Proposition 2.5.6 Sei f : g → g′ ein Lie Algebrahomomorphismus.

1. Seien A und B Teilmengen von g. Es gilt f([A,B]) = [f(A), f(B)].

2. Es gilt f(Dig) = Dif(g) und f(Cig) = Cif(g).

3. Insbesondere für f surjektiv gilt f(Dig) = Dig′ und f(Cig) = Cig′.

Beweis. 1. Für a ∈ A und b ∈ B gilt f([a, b]) = [f(a), f(b)]. Da f linear ist gilt

f([A,B]) = [f(A), f(B)].

2. Folgt aus 1.

3. Folgt aus 2. �

De�nition 2.5.7 Sei P eine Teilmenge von g. Der Zentralisator von P ist die

Teilmenge

zg(P ) = {x ∈ g | [x, y] = 0 für alle y ∈ P}.
Man s
hreibt au
h z(P ) .

Für P = {x} s
hreibt man z(P ) = z(x).

Lemma 2.5.8 Sei P eine Teilmenge von g. Dann ist z(P ) eine Lie Unteralgebra von
g. �

Beweis. Es gilt

z(P ) =
⋂

y∈P
Ker(ad y).

Da ad y eine Derivation ist ist Ker(ad y) eine Lie Unteralgebra. Das Lemma folgt. �

Proposition 2.5.9 Sei I ein Ideal (bzw: 
harakteristis
hes Ideal) von g. Dann ist

z(I) ein Ideal (bzw: 
harakteristis
hes Ideal) von g.

Beweis. Sei D eine innere Derivation (bzw. eine algemeine Derivation). Sei x ∈ z(I)
und sei y ∈ I. Es gilt [Dx, y] = D[x, y]− [x,Dy]. Da y und Dy in I enthalten sind

gilt [x, y] = 0 = [x,Dy]. Es folgt [Dx, y] = 0. �

Bemerkung 2.5.10 Das Zentrum ist das 
harakteristis
hes Ideal z(g).

Lemma 2.5.11 Sei I ein 
harakteristis
hes Ideal von g und sei J ein Ideal von g

mit J ⊃ I.

1. Dann ist J/I ein Ideal von g/I.

2. Wenn J/I ein 
harakteristis
hes Ideal von g/I ist, ist J ein 
harakteristis
hes Ideal

von g. �
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Beweis. 1. Klar.

2. SeiD eine Derivation von g. Es giltD(I) ⊂ I. Wir haben eine lineare Abbildung f :
g → g/I de�niert dur
h f(x) = D(x). Für x ∈ I, gilt D(x) ∈ I und f(x) = 0. Daraus
folgt, dass es eine lineare Abbildung D : g/I → g/I gibt mit D(x) = f(x) = D(x).
Es ist lei
ht zu zeigen, dass D eine Derivation ist. Für x ∈ J gilt D(x) = D(x) ∈ J/I,
weil J/I ein 
harakteristis
hes Ideal ist. Daraus folgt D(x) ∈ J . �

De�nition 2.5.12 Die zentrale steigende Folge ist die Folge (Cig)i≥0 von 
ha-

rakteristis
he Ideale mit C0 = 0 und Ci+1g = p−1(z(g/Ci(g))) für i ≥ 0, wobei
p : g → g/Cig die kanonis
he Projektion ist.



3. Darstellungen

3.1. De�nition

De�nition 3.1.1 Sei g eine Lie Algebra und sei V ein Vektorraum. Eine Darstel-

lung von g in V ist ein Lie Algebrahomomorphismus ̺ : g → gl(V ).

Für x ∈ g und v ∈ V s
hreiben wir xV = ̺(x) ∈ End(V ) = gl(V ) und ̺(x)(v) = xV ·v.

Beispiel 3.1.2 1. Die triviale Darstellung ist die Null-Abbildung g → gl1 = gl(C).
Es ist also eine Darstellung in C.

2. Die adjungierte Darstellung ad : g → gl(g) ist eine Darstellung von g in g selbst.

Bemerkung 3.1.3 Eine Darstellung is eine lineare Abbildung ̺ : g → gl(V ) so,

dass für alle x, y ∈ g und alle v ∈ V gilt

̺([x, y])(v) = ̺(x)̺(y)(v)− ̺(y)̺(x)(v) oder
[x, y]V · v = xv · yV · v − yV · xV · v.

De�nition 3.1.4 Eine Teildarstellung einer Darstellung V von g ist ein Unter-

raum W von V so, dass für alle x ∈ g gilt xV (W ) ⊂ W .

Lemma 3.1.5 Sei W eine Teildarstellung von V .

1. Sei x ∈ g. Es gibt eine lineare Abbildung xV/W : V/W → V/W de�niert dur
h

xV/W · v̄ = xV · v.
2. Die Abbildung g → gl(V/W ) ist eine Darstellung. �

Beweis. 1. Wir haben eine lineare Abbildung f : V → V/W de�niert dur
h f(v) =
xV · v. Für w ∈ W gilt xV · w ∈ W also f(w) = 0. Daraus folgt, dass es eine lineare
Abbildung xV/W gibt.

2. Seien x, y ∈ g und sei v ∈ V . Es gilt

[x, y]V/W · v̄ = [x, y] · v
= xV · yV · v − yV · xV · v
= xV · yV · v − yV · xV · v
= xV/W · yV · v − yV/WxV · v
= xV/W · yV/W · v̄ − yV/W · xV/W · v̄

Daraus folgt, dass die Abbildung eine Darstellung ist. �
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De�nition 3.1.6 Sei W eine Teildarstellung von V . Die induzierte Darstellung g →
gl(V/W ) heiÿt quotiente Darstellung.

De�nition 3.1.7 1. Seien V und W Darstellungen von g. Ein Darstellungshomo-

morphismus von V na
h W ist eine lineare Abbildung f : V → W so, dass für

alle x ∈ g gilt f ◦ xV = xW ◦ f . Die Menge aller Darstellungshomomorphismen wir

Homg(V,W ) bezei
hnet.

2. Ein bijektiver Darstellungshomomorphismus heiÿtDarstellungsisomorphismus.

De�nition 3.1.8 Eine Darstellung V einer Lie Algebra g heiÿt einfa
h wenn die

einzige Teildarstellungen von V glei
h 0 oder V sind.

De�nition 3.1.9 Sei V eine Darstellung von g und sei P eine Teilmenge von V . Der
Stabilisator von P ist die Teilmenge

gP = {x ∈ g | xV · v = 0 für alle v ∈ P }.

Für P = {v} s
hreiben wir gv = gP .

Lemma 3.1.10 Sei V eine Darstellung von g und sei P eine Teilmenge von V . Dann
ist gP eine Lie Unteralgebra von g. �

Beweis. Seien x, y ∈ gP und sei v ∈ P . Es gilt [x, y]V ·v = xV ·yV ·v−yV ·xV ·v = 0.�

Lemma 3.1.11 Sei f : V → W ein Darstellungshomomorphismus. Dann ist Ker(f)
eine >Teildarstellung von V . �

Beweis. Sei w ∈ Ker(f) und sei x ∈ g. Es gilt f(xV · v) = xW · f(v) = xW · 0 = 0.
Daraus folgt xV · v ∈ Ker(f) und Ker(f) ist eine Teildarstellung. �

3.2. Operationen über Darstellungen

3.2.1. Direkte Summe

Lemma 3.2.1 Seien ̺1 : g1 → gl(V1) und ̺2 : g2 → gl(V2) zwei Darstellungen.

1. Dann ist die Abbildung ̺1 × ̺2 : g1 × g2 → gl(V1) × gl(V2) ⊂ gl(V1 ⊕ g2) eine
Darstellung.

2. Für g1 = g2 = g ist die Abbildung g → g1 × g2 de�niert dur
h x 7→ (x, x)
ein Lie Algebrahomomorphismus. Insebesondere ist die Abbildung g → g1 × g2 →
gl(V1)× gl(V2) ⊂ gl(V1 ⊕ g2) eine Darstellung. �

Beweis. Übung. �
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De�nition 3.2.2 Seien ̺1 : g1 → gl(V1) und ̺2 : g2 → gl(V2) zwei Darstellungen.
Die direkte Summe Darstellung von V1 und V2 ist die Darstellung

̺1 ⊕ ̺2 : g → gl(V1 ⊕ V2)

de�niert im Lemma 3.2.1.

Expliziert ist diese Darstellung auf V1⊕V2 de�niert dur
h xV1⊕V2
= xV1

+xV2
für alle

x ∈ g i.e. für alle x ∈ g, v ∈ V1 und w ∈ V2 gilt

xV1⊕V2
(v + w) = xV1

(v) + xV2
(w).

De�nition 3.2.3 Sei V eine Darstellung.

1. Die Darstellung V heiÿt reduzibel falls V eine direkte Summe Darstellung V =
W ⊕ U ist mit W 6= 0 und U 6= 0.

2. Eine ni
ht reduzibel Darstellung heiÿt irreduzibel.

3. Die Darstellung V heiÿt halbeinfa
h falls V eine direkte Summe von einfa
he

Darstellungen ist.

3.3. Morphismen

Für V und W zwei Vektorräume s
hreiben wir Hom(V,W ) für den Vektorraum aller

lineare Abbildungen V → W .

Lemma 3.3.1 Seien ̺1 : g1 → gl(V1) und ̺2 : g2 → gl(V2) zwei Darstellungen.

1. Seien x ∈ g1, y ∈ g2 und f ∈ Hom(V1, V2). Dann ist (x, y)Hom(V1,V2) : Hom(V1, V2) →
Hom(V1, V2) de�niert dur
h

(x, y)Hom(V1,V2) · f = yv2 ◦ f − f ◦ xV1

eine lineare Abbildung.

2. Die Abbildung g1 × g2 → gl(Hom(V1, V2)) de�niert dur
h (x, y) 7→ (x, y)Hom(V1,V2)

ist eine Darstellung.

3. Für g1 = g2 = g ist die Abbildung g → gl(Hom(V1, V2)) de�niert dur
h x 7→
(x, x)Hom(V1,V2) eine Darstellung. �

Beweis. 1. Übung.

2. Es gilt [(x, y), (x′, y′)] = ([x, x′], [y, y′]). Daraus folgt

[(x, y), (x′, y′)]Hom(V1,V2) · f = ([x, x′], [y, y′])Hom(V1,V2) · f
= [y, y′]V2

◦ f − f ◦ [x, x′]V1

= yV2
◦ y′V2

◦ f − y′V2
◦ yV2

◦ f
−f ◦ xV1

◦ x′
V1

+ f ◦ x′
V1

◦ xV1
.
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Sei g = ((x, y)Hom(V1,V2)(x
′, y′)Hom(V1,V2) − (x′, y′)Hom(V1,V2)(x, y)Hom(V1,V2)) · f . Es gilt

g = f ◦ x′
V1

◦ xV1
− y′V2

◦ f ◦ xV1
− yV2

◦ f ◦ x′
V1

+ yV2
◦ y′V2

◦ f
−(f ◦ xV1

◦ x′
V1

− yV2
◦ f ◦ x′

V1
− y′V2

◦ f ◦ xV1
+ y′V2

◦ yV2
◦ f

= −f ◦ [xV1
, x′

V1
] + [yV2

, y′V2
] ◦ f

= [(x, y), (x′, y′)]Hom(V1,V2) · f.

Daraus folgt 2.

3. Folgt aus 2, weil g → g × g de�niert dur
h x 7→ (x, x) ein Lie Algebrahomomor-

phimus ist. �

De�nition 3.3.2 Seien V1 und V2 zwei Darstellungen von g. Die Darstellung g →
gl(Hom(V1, V2)) de�niert dur
h x 7→ (x, x)Hom(V1,V2) heiÿt dieMorphismus Darstel-

lung und wird Hom(V1, V2) bezei
hnet.

Für f ∈ Hom(V1, V2) und x ∈ g gilt

xHom(V1,V2) · f = xV2
◦ f − f ◦ xV1

.

Für f ∈ Hom(V1, V2), v1 ∈ V1 und x ∈ g gilt

(xHom(V1,V2) · f)(v1) = xV2
· f(v1)− f(xV1

· v1).

De�nition 3.3.3 Sei V eine Darstellung. Die Darstellung V ∨ = Hom(V,C) heiÿt
die duale Darstellung. Für x ∈ g und ϕ ∈ V gilt xV ∨ · ϕ = −ϕ ◦ xV .

3.4. Tensorprodukt

Für V und W zwei Vektorräume s
hreiben wir V ⊗C W = V ⊗W für das Tensorpro-

dukt von V und W .

Lemma 3.4.1 Seien ̺1 : g1 → gl(V1) und ̺2 : g2 → gl(V2) zwei Darstellungen.

1. Seien x ∈ g1, y ∈ g2. Dann ist die Abbildung xV1
×xV2

: V1×V2 → V1⊗V2 de�niert

dur
h (v1, v2) 7→ (xV1
· v1)⊗ v2 + v1 ⊗ (xV2

· v2) eine Bilinearabbildung. Insbesondere
gibt es eine lineare Abbildung (x, y)V1⊗V2

: V1 ⊗ V2 → V1 ⊗ V2 so, dass

(x, y)V1⊗V2
· (v1 ⊗ v2) = (xV1

· v1)⊗ v2 + v1 ⊗ (xV2
· v2).

2. Die Abbildung g1 × g2 → gl(Hom(V1, V2)) de�niert dur
h (x, y) 7→ (x, y)V1⊗V2
ist

eine Darstellung.

3. Für g1 = g2 = g ist die Abbildung g → gl(V1 ⊗ V2) de�niert dur
h x 7→ (x, x)V1⊗V2

eine Darstellung. �
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Beweis. 1. Übung.

2. Es gilt [(x, y), (x′, y′)] = ([x, x′], [y, y′]). Daraus folgt

[(x, y), (x′, y′)]V1⊗V2
· (v1 ⊗ v2) = ([x, x′], [y, y′])V1⊗V2

· (v1 ⊗ v2)
= ([x, x′]V1

· v1)⊗ v2 + v1 ⊗ ([y, y′]V2
· v2)

= ([xV1
, x′

V1
] · v1)⊗ v2 + v1 ⊗ ([yV2

, y′V2
] · v2)

= (xV1
· x′

V1
· v1)⊗ v2 − (x′

V1
· xV1

· v1)⊗ v2
+v1 ⊗ (yV2

· y′V2
· v2)− v1 ⊗ (y′V2

· yV2
· v2)

Es gilt au
h

[(x, y)V1⊗V2
, (x′, y′)V1⊗V2

] · (v1 ⊗ v2) = (x, y)V1⊗V2
· (x′, y′)V1⊗V2

· (v1 ⊗ v2)
−(x′, y′)V1⊗V2

· (x, y)V1⊗V2
· (v1 ⊗ v2)

= (xV1
· x′

V1
· v1)⊗ v2 + (xV1

· v1)⊗ (y′V2
· v2)

+(x′
V1

· v1)⊗ (yV2
· v2) + v1 ⊗ (yV2

· y′V2
· v2)

−(x′
V1

· xV1
· v1)⊗ v2 − (x′

V1
· v1)⊗ (yV2

· v2)
−(xV1

· v1)⊗ (y′V2
· v2)− v1 ⊗ (y′V2

· yV2
· v2)

= ([xV1
, x′

V1
] · v1)⊗ v2 + v1 ⊗ ([yV2

, y′V2
] · v2)

= [(x, y), (x′, y′)]V1⊗V2
· (v1 ⊗ v2).

Da (v1, v2)v1∈V1,v2∈V2
ein EZS ist folgt 2.

3. Folgt aus 2, weil g → g × g de�niert dur
h x 7→ (x, x) ein Lie Algebrahomomor-

phimus ist. �

De�nition 3.4.2 Seien V1 und V2 zwei Darstellungen von g. Die Darstellung g →
gl(V1 ⊗ V2)) de�niert dur
h x 7→ xV1⊗V2

= (x, x)V1⊗V2
heiÿt Tensorprodukt Dar-

stellung .

Für v1 ⊗ v2 ∈ V1 ⊗ V2 und x ∈ g gilt

xV1⊗V2
· v1 ⊗ v2 = xV1

· v1 ⊗ v2 + v1 ⊗ xV2
· v2.

Lemma 3.4.3 Seien V1 und V2 zwie Darstellungen von g. Wir betra
hten die dua-

le Darstellung V ∨
1 , die Tensorprodukt-Darstellung V ∨

1 ⊗ V2 und die Morphismus-

Darstellung Hom(V1, V2).

Die Abbildung Φ : V ∨
1 ⊗ V2 → Hom(V1, V2) de�niert dur
h Φ(ϕ ⊗ v2)(v1) = ϕ(v1)v2

ist ein Darstellungsisomorphismus. �

Beweis. Das diese Abbildung wohl de�niert ist und ein Isomorphismus von Vetorräu-

me �ndet man im Skript LA II. Wir zeigen, dass es ein Darstellungshomomorphismus

ist. Seien x ∈ g, v1 ∈ V1, ϕ ∈ V ∨
1 und v2 ∈ V2. Es gilt

Φ(xV ∨
1
⊗V2

· (ϕ⊗ v2))(v1) = Φ((xV ∨
1
· ϕ)⊗ v2 + ϕ⊗ (xV2

· v2))(v1)
= Φ((−ϕ ◦ xV1

)⊗ v2 + ϕ⊗ (xV2
· v2))(v1)

= (−ϕ ◦ xV1
)(v1)v2 + ϕ(v1)(xV2

· v2).
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Es gilt au
h

(xHom(V1,V2) · Φ(ϕ⊗ v2))(v1) = (xV2
◦ Φ(ϕ⊗ v2)− Φ(ϕ, v2) ◦ xV1

)(v1)
= xV2

· (ϕ(v1)v2)− ϕ(xV1
· v1)v2

Das Lemma folgt. �

3.5. Tensor Algebra, symmetris
he Algebra und

äuÿere Algebra

Na
h Induktion zeigt man.

Proposition 3.5.1 Seien (Vi)i∈[1,n] Darstellungen einer Lie Algebra g. Dann ist das

Tensorprodukt V = ⊗n
i=1Vi au
h eine Darstellung von g.

Für x ∈ g und v = v1 ⊗ · · · ⊗ vn ∈ V gilt

xV · (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) =
n
∑

i=1

v1 ⊗ · · · ⊗ (xVi
· vi)⊗ · · · ⊗ vn.

Insbesondere, falls V eine Dastellung von g ist, ist V ⊗n
eine Darstellung von g. Daraus

folgt, dass die Tensor-Algebra

T (V ) =
⊕

n≥0

V ⊗n

eine (unendli
h-dimensionale Darstellung von g ist.

Lemma 3.5.2 Sei V eine Darstellung von g.

1. Seien I = (v ⊗ v′ − v′ ⊗ v | v, v′ ∈ V ) und J = (v ⊗ v | v ∈ V ). Diese Ideale von
T (V ) sind Teildarstellungen.

2. Die Quotienten S(V ) = T (V )/I und

∧

(V ) = T (V )/J sind Darstellungen von g.

3. Die Unterräume Sn(V ) = V ⊗n/(V ⊗n ∩ I) und

∧n(V ) = V ⊗n/(V ⊗n ∩ J) sind

Teildarstellungen von S(V ) und
∧

(V ). Für x ∈ g. �

Beweis. 2. und 3. folgen aus 1. Seien v, v′ ∈ V und sei x ∈ g. Es gilt

xT (V ) · (v ⊗ v′ − v′ ⊗ v) = xV · v ⊗ v′ + v ⊗ xV · v′ − xV · v′ ⊗ v − v′ ⊗ xV · v
= xV · v ⊗ v′ − v′ ⊗ xV · v + v ⊗ xV · v′ − xV · v′ ⊗ v ∈ I

Es gilt au
h

xT (V ) · (v ⊗ v) = (xV · v)⊗ v + v ⊗ (xV · v)
= 1

2
((v + xV · v)⊗ (v + xV · v)− xV · v ⊗ xV · v − v ⊗ v) ∈ J.



26 3. Darstellungen

3.6. Multilineare Abbildungen

Sei n − Hom(×n
i=1Vi, Vn+1) der Vektorraum aller n-linearen Abbildungen. Es gibt

ein Isomorphimus von Vektorräume n − Hom(×n
i=1Vi, Vn+1) ≃ Hom(⊗n

i=1Vi, Vn+1)
de�niert dur
h f 7→ Lf wobei

Lf (v1 ⊗ · · · ⊗ vn) = f(v1, · · · , vn).
Mit der Morphismus-Darstellung haben wir als Korollar.

Korollar 3.6.1 Seien (Vi)i∈[1,n+1] Darstellungen einer Lie Algebra g. Dann ist der

Vektorraum aller multilinearen Abbildungen

V = Hom(⊗n
i=1Vi, Vn+1) = n−Hom(×n

i=1Vi, Vn+1)

eine Darstellung von g.

Für x ∈ g, f ∈ V und (v1, · · · , vn) ∈ ×n
i=1Vi gilt

(xV · f)(v1, · · · , vn) = xVn+1
· f(v1, · · · , vn)−

n
∑

i=1

f(v1, · · · , xVi
· vi, · · · , vn).

Beispiel 3.6.2 Sei V eine Darstellung von g und sei Bil(V ) = 2−Hom(V ×V,C) ≃
Hom(V ⊗V,C) der Vektorraum aller bilinearen Formen. SeiB ∈ Bil(V ). Na
h Lemma

3.1.10 ist die Teilmenge

gB = {x ∈ g | x
Bil(V ) ·B = 0}

eine Lie Unteralgebra von g. Die Glei
hung x
Bil

(V )·B = 0 kann man hier ums
hreiben

in

B(xV · v, v′) +B(v, xV · v′) = 0 für alle v und v′.

Beispiel 3.6.3 Sei V = Cn
, g = gl(V ) = gln mit der Identität-Darstellung g =

gln → gl(Cn). Sei B das standard Skalarprodukt de�niert dur
h

b((xi)i∈[1,n], (yi)i∈[1,n]) =
n
∑

i=1

xiyi = XTY

wobei XT = (x1, · · · , xn) und Y T = (y1, · · · , yn).
Die obige Glei
hung gibt für x = M ∈ gln:

0 = B(MX,Y ) +B(X,MY )
= (MX)TY +X(MY )
= XTMTY +XTMY
= XT (MT +M)Y für alle X und Y .

Dies ist äquivalent zuMT +M = 0 oderMT = −M . Daraus folgt, dass die Teilmenge

son = gB = {M ∈ gln | MT −M}
eine Lie Algebra ist.
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Beispiel 3.6.4 Sei V = C2n
, g = gl(V ) = gl2n mit der Identität-Darstellung g =

gl2n → gl(C2n). Sei B die standard symplektis
he Form de�niert dur
h

B((xi)i∈[1,2n], (yi)i∈[1,2n]) =
n
∑

i=1

xiy2n+1−i −
n
∑

i=1

x2n+1−iyi = XTΩY

wobei

Ω =

(

0 Ir
−Ir 0

)

und Ir ∈ glr die Einheitsmatrix ist.

Dann ist sp2n = gB eine Lie Unteralgebra von gl2n. Man kann sp2n explizit bestimmen.

Es gilt

sp2n =

{(

A B
C D

)

mit A,B,C,D ∈ gln | D = −AT , B = BT
und C = CT

}

.

Beispiel 3.6.5 Es gilt

sp2 =

{(

a b
c −a

)

∈ gl2

}

= sl2.

3.7. Invarianten

De�nition 3.7.1 Sei V eine Darstellung von g. Ein Element v ∈ V heiÿt invariant

falls gv = g i.e. xV · v = 0 für alle x ∈ g.

Die Menge aller invarianten Vektoren in V wird V g
bezei
hnet.

Proposition 3.7.2 Sei g eine Lie Algebra und I ein Ideal von g. Sei V eine Darstel-

lung von g. Dann ist V eine Darstellung von I und V I
ist eine g-Teildarstellung von

V .

Beweis. Die Teilmenge V I
ist ein Unterraum von V . Auÿerdem gilt für x ∈ g, y ∈ I

und v ∈ V I
: yV · (xV · v) = [y, x]V · v + xV · (yV · v) = 0, weil I ein Ideal von g ist. �

Beispiel 3.7.3 Seien V und W Darstellungen von g und sei f ∈ Hom(V,W ). Der
Vektor f ist genau dann invariant, wenn xHom(V,W ) · f = 0 i.e. xV ◦ f − f ◦ xW =
0 i.e. xV ◦ f = f ◦ xW . Also ist der Vektor f genau dann invariant, wenn f ein

Darstellungshomomorphismus ist. Es gilt

Hom(V,W )g = Homg(V,W ).
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Beispiel 3.7.4 Sei V eine Darstellung von g. Es gibt in Hom(V, V ) eine Invariante:
die Identität-Abbildung. Es gilt immer: xV ◦ IdV − IdV ◦ xV = 0.

Da Hom(V, V ) und V ∨ ⊗ V als Darstellungen isomorph sind, gibt es in V ∨ ⊗ V eine

Invariante. Wir s
hreiben c⊗V für diese Invariante. Man kann c⊗V explizit s
hreiben. Sei

(vi)i∈[1,n] eine Basis von V und sei (v∨i )i∈[1,n] die duale Basis. Es gilt

c⊗V =

n
∑

i=1

v∨i ⊗ vi.

Man sollte hier bemerken, dass das Element c⊗V ni
ht von der Basis (vi)i∈[1,n] abhängt.

Beispiel 3.7.5 Sei V eine Darstellung von g und sei let B ∈ Hom(V × V,C) eine
Bilinearform. Dann ist B ein Element aus Hom(V ⊗V,C) ≃ V ∨⊗V ∨ ≃ Hom(V, V ∨).
Die Abbildung ist so de�niert: B 7→ (fB : V → V ∨) wobei fB(v) : V → C mit

fB(v)(v
′) = B(v, v′).

Die Bilinearform B ist genau dann invariante, wenn die Abbildung fB : V → V ∨

invariante ist i.e. fB ist ein Darstellungshomomorphismus:

Hom(V × V,C)g = Homg(V, V
∨).

Insbesondere für V endli
h-dimensional und B ni
ht ausgeartet ist fB : V → V ∨
ein

Darstellungshomomorphismus.

Es gibt eine Invariante c⊗V ∈ V ∨ ⊗ V und da V ∨ ≃ V als Darstellung haben wir au
h

eine Invariante cV ∈ V ⊗ V .

Für (vi)i∈[1,n] eine Basis von V dann ist das System (v′i)i∈[1,n] de�niert mit B(vi, v
′
j) =

δi,j eine Basis und es gilt

cV =

n
∑

i=1

v′i ⊗ vi.

Man sollte hier bemerken, dass das Element c⊗V ni
ht von der Basis (vi)i∈[1,n] abhängt.

3.8. Invariante Bilinearformen

Sei ad : g → gl(g) die adjungierte Darstellung. Dann ist g×g eine Darstellung. Daraus

folgt, dass V = Hom(g× g,C) eine Darstellung von g ist.

De�nition 3.8.1 Eine Bilinearform B auf g heiÿt invariant falls B eine Invariante

von V = Hom(g× g,C) ist: B ∈ V g
.
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Bemerkung 3.8.2 Eine Bilinear form B : g×g → C ist genau dann invariant, wenn

B(xg · y, z) +B(y, xg · z) = 0 i.e.

B([x, y], z) +B(x, [y, z]) = 0

für alle x, y, z ∈ g.

De�nition 3.8.3 Eine Bilinearform B auf g heiÿt völlig invariant falls für alle De-

rivationen D ∈ Der(g) gilt

B(Dx, y) +B(x,Dy) = 0

füe alle x, y ∈ g.

Proposition 3.8.4 Sei g eine Lie Algebra und sei I ein Ideal. Sei B eine invariante

symmetris
he Bilinearform auf g.

1. Der Unterraum I⊥ (für B) ist ein Ideal von g.

2. Sei I 
harakteristis
h und sei B völlig invariant. Dann ist I⊥ au
h 
harakteristis
h.

3. Sei B ni
ht ausgeartet. Dann ist I ∩ I⊥ abels
h.

Beweis. Wir zeigen 1. und 2. Sei D eine innere (bzw. allgemeine) Derivation of g und

seien x ∈ I⊥ und y ∈ I. Es gilt B(Dx, y) = −B(x,Dy) = 0. Daraus folgt Dx ∈ I⊥.

3. Sei x, y ∈ I ∩ I⊥ und sei z ∈ g. Es gilt B([x, y], z) = B(x, [y, z]) = 0, weil x ∈ I
und [y, z] ∈ I⊥ sind orthogonal für B. Diese Glei
hung gilt für alle z ∈ g. Da B ni
ht

ausgeartet ist gilt [x, y] = 0. �

De�nition 3.8.5 Sei V eine endli
h-dimensionale Darstellung von g. Die Bilinear-

form zur Darstellung V ist die Bilineareform de�niert wie folgt:

(x, y) 7→ Tr(xV yV ).

Wenn V die adjungierte Darstellung ist, heiÿt diese Bilinearform die Killing-Form

und wird κg bezei
hnet.

Beispiel 3.8.6 Sei g = sl2 und sei B = (e, h, f) die Basis von sl2 de�niert dur
h

e =

(

0 1
0 0

)

, h =

(

1 0
0 −1

)

und f =

(

0 0
1 0

)

.

In dieser Basis gilt

MatB(ad e) =





0 −2 0
0 0 1
0 0 0



 , MatB(ad h) =





2 0 0
0 0 0
0 0 −2





und
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MatB(ad f ) =





0 0 0
−1 0 0
0 2 0



 .

Daraus folgt κg(e, e) = 0, κg(e, h) = 0, κg(e, f) = 4, κg(h, h) = 8, κg(h, f) = 0 und

κg(f, f) = 0. Insbesondere gilt

MB(B) =





0 0 4
0 8 0
4 0 0





und die Killing-Form ist ni
ht ausgeartet.

Proposition 3.8.7 Sei V eine endli
h-dimensionale Darstellung von g. Dann ist die

Bilinearform zu V invariant.

Beweis. Seien x, y, z ∈ g. Es gilt

Tr([x, y]V zV ) = Tr(xV yV zV )− Tr(yV xV zV ) = Tr(xV yV zV )− Tr(xV zV yV )
= Tr(xV [y, z]V )

und die Behauptung folgt. �

Proposition 3.8.8 Sei g eine endli
h-dimensionale Lie Algebra und sei I ein Ideal

von g. Seien κg die Killing-Form von g und κI die Killing-Form von I. Dann gilt

κI = κg|I .

Beweis. Seien x, y ∈ I. Wir bestimmen die Spur Tr von adxady als Endomorphismus

von I und von g. Sei u = ad xad y ∈ End(g). Sei W ein Komplement von I in g i.e.

g = I ⊕W . Seien B′
und B′′

Basen von I und W . Dann ist B = B′ ∩ B′′
eine Basis

von g. Da I ein Ideal ist gilt u(g) ⊂ I. Insbesondere gilt

MatB(u) =

(

MatB′(u) 0
A 0

)

.

Es gilt κg(x, y) = Tr(MatB(u)) = Tr(MatB′(u)) = Tr(u|I) = κI(x, y). �

Proposition 3.8.9 Sei g eine endli
h-dimensionale Lie Algebra. Dann ist die Killing-

Form κg völlig invariant.

Beweis. Sei D eine Derivation von g und seien x, y ∈ g.

Lemma 3.8.10 Sei D eine Derivation von g. Dann gibt es eine Lie Algebra g′ =
g⊕ Cx0 so, dass für x ∈ g gilt Dx = [x0, x] und so, dass g ein Ideal von g′ ist. �
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Beweis. Wir de�nieren ein Produkt auf g′ dur
h

[x+ λx0, y + µx0] = [x, y] + λDy − µDx.

Wir zeigen, dass dieses Produkt ein Lie Algebra-Produkt ist. Zuerst gilt die Glei
hung

[x+ λx0, x+ λx0] = [x, x] + λDx− λDx = 0. Es gilt au
h

[x+ λx0, [y + µx0, z + νx0]] = [x+ λx0, [y, z] + µDz − νDy]]
= [x, [y, z] + µDz − νDy]] + λD[y, z]

+λµD2z − λνD2y
= [x, [y, z]]

+µ[x,Dz]− ν[x,Dy] + λ[Dy, z] + λ[y,Dz]
+λµD2z − λνD2y.

Analog gilt

[y + µx0, [z + νx0, x+ λx0]] = [y, [z, x]]
+ν[y,Dx]− λ[y,Dz] + µ[Dz, x] + µ[z,Dx]
+µνD2x− λµD2z.

[z + νx0, [x+ λx0, y + µx0]] = [z, [x, y]]
+λ[z,Dy]− µ[z,Dx] + ν[Dx, y] + ν[x,Dy]
+λνD2y − µνD2x.

Daraus folgt, dass das Produkt ein Lie Algebra-Produkt ist. Es gilt D(g′) ⊂ g also

ist g ein Ideal von g′ und es gilt [x0, x] = Dx für x ∈ g. �

Aus Proposition 3.8.8 folgt, dass κg = κg′ |g. Insbesondere gilt

κg(Dx, y) = κg′(Dx, y) = κg′([x0, x], y).

Da die Killing-Form κg′ invariant ist, gilt

κg′([x0, x], y) = −κg′(x, [x0, y]) = −κg(x,Dy)

und die Behauptung ist bewiesen. �

3.9. Casimir Elemente

Wir werden hier Invariante von g⊗ g konstruiren.

Lemma 3.9.1 Sei V eine Darstellung von g.

1. Die Abbildung g× g → End(V ) de�niert dur
h (x, y) 7→ xV ◦ yV ist bilinear.

2. Es gibt eine lineare Abbildung ΦV : g⊗g → End(V ) so, dass ΦV (x⊗y) = xV ◦yV .�
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Beweis. Übung. �

Lemma 3.9.2 Sei g eine Lie Algebra und sei I ein Ideal von g mit dim I = n. Sei
B : g× g → C eine invariante Bilinearform so, dass B|I : I × I → C ni
ht ausgeartet

ist.

Seien (hi)i∈[1,n] und (h′
i)i∈[1,n] Basen von I mit B(hi, h

′
j) = δi,j .

Dann ist

cI =

n
∑

i=1

hi ⊗ h′
i ∈ g⊗ g

invariant und hängt von den Basen (hi)i∈[1,n] und (h′
i)i∈[1,n] ni
ht ab. �

Beweis. Wir haben im Beispiel 3.7.5 s
hon gesehen, dass das Element ch ∈ I ⊗ I ⊂
g⊗ g ni
ht von den Basen abhängt und eine Invariante ist. �

De�nition 3.9.3 Sei g eine Lie Algebra, sei I ein Ideal von g mit dim I = n und

sei B eine invariante Bilinearform. Angenommen, dass B|I ni
ht ausgeartet ist heiÿt
das Element cI ∈ End(V ) das Casimir Element von g bezügli
h I und B.

Proposition 3.9.4 Sei g eine Lie Algebra, sei I ein Ideal von g und sei V eine

endli
h-dimensionale g-Darstellung. Sei B = BV
g die Bilinearform zur Darstellung V .

Angenommen, dass B|I ni
ht ausgeartet ist, seien (hi)i∈[1,n] und (h′
i)i∈[1,n] Basen von

I mit B(hi, h
′
j) = δi,j .

Dann ist das Element

cVI =

n
∑

i=1

(hi)V (h
′
i)V ∈ End(V )

ein Darstellungshomomorphismus und hängt von den Basen (hi)i∈[1,n] und (h′
i)i∈[1,n]

ni
ht ab.

Beweis. Sei cI ∈ g ⊗ g. Wir haben eine lineare Abbildung Φ : g ⊗ g → End(V ) so,
dass Φ(x ⊗ y) = xV yV . Insbesondere gilt c

V
I = ΦV (cI) und cVI hängt von den Basen

ni
ht ab. Wir zeigen, dass cVI ein Darstelungshomomorphismus ist.

Sei x ∈ g. Da cI eine Invariante ist gilt xg⊗g · cI = 0. Daraus folgt

0 = xg⊗g · cI
= xg⊗g ·

∑n
i=1 hi ⊗ h′

i

=
∑n

i=1 xg⊗g · hi ⊗ h′
i

=
∑n

i=1((xg · hi)⊗ h′
i + hi ⊗ (xg · h′

i))
=
∑n

i=1([x, hi]⊗ h′
i + hi ⊗ [x, h′

i]).
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Wir können jetzt ΦV anwenden. Es folgt

0 = ΦV (
∑n

i=1([x, hi]⊗ h′
i + hi ⊗ [x, h′

i]))
=
∑n

i=1([x, hi]V (h
′
i)V + (hi)V [x, h

′
i]V

=
∑n

i=1 xV (hi)V (h
′
i)V − (hi)V xV (h

′
i)V ) + (hi)V xV (h

′
i)V − (hi)V (h

′
i)V xV )

= xV

∑n
i=1(hi)V (h

′
i)V −

∑n
i=1(hi)V (h

′
i)V xV

= xV c
V
I − cVI xV .

Daraus folgt, dass cVI ein Darstellungshomomorphismus ist. �

De�nition 3.9.5 Sei g eine Lie Algebra, sei I ein Ideal von g mit dim I = n und

sei V eine endli
h-dimensionale g-Darstellung. Sei B = BV
g die Bilinearform zur

Darstellung V . Angenommen, dass B|I ni
ht ausgeartet ist heiÿt das Element c =
cVI ∈ End(V ) das Casimir Element von g bezügli
h I und V .

Proposition 3.9.6 Sei g eine Lie Algebra, sei I ein Ideal von g mit dim I = n
und sei V eine endli
h-dimensionale g-Darstellung. Sei B = BV

g die Bilinearform zur

Darstellung V . Angenommen, dass B|I ni
ht ausgeartet, sei c = cVI ∈ End(V ) das
Casimir Element von g bezügli
h I und V .

1. Es gilt Tr(c) = n.

2. Sei V einfa
h. Dann ist c ein Darstellungsautomorphismus von V .

Beweis. 1. Na
h der De�nition gibt es Basen (hi)i∈[1,n] und (h′
i)i∈[1,n] von I so, dass

BV
g (hi, h

′
j) = δi,j und c =

∑n
i=1(hi)V (h

′
i)V . Es gilt

Tr(c) =
n
∑

i=1

Tr((hi)V (h
′
i)V ) =

n
∑

i=1

BV
g (hi, h

′
i) = n.

2. Da n 6= 0 (die Charakteristik von C ist 0) gilt Tr(c) 6= 0 also c 6= 0. Aber
c ist ein Darstelungshomomorphismus. Vom Lemma 3.1.11 folgt, dass Ker(c) eine
Teildarstellung von V ist. Da V einfa
h ist, muss Ker(c) = 0 oder Ker(c) = V . Im
Fall Ker(c) = V ist c = 0. Ein Widerspru
h. Es folgt Ker(c) = 0 und c ist injektiv
also bijektiv. �



4. Nilpotente Lie Algebren

4.1. De�nition

De�nition 4.1.1 Eine Lie Algebra g heiÿt nilpotent falls es eine absteigende Fami-

lie (Ii)i∈[0,k] von Ideale gibt mit I0 = g, Ik = 0 und [g, Ii] ⊂ Ii+1 für alle i ∈ [0, k − 1].

Beispiel 4.1.2 Die Lie Algebra g = nn die Lie Unteralgebra von gln aller nilpotente

obere Dreie
kmatrizen. Dann ist nn nilpotent.

Proposition 4.1.3 Sei g eine Lie Algebra. Dann sind äquivalent:

1. Die Lie Algebra g ist nilpotent;

2. es gilt Ckg = 0 für k groÿ genug;

3. es gilt Ckg = g für k groÿ genug;

4. es gibt ein k ∈ N mit ad x1
◦ · · · ◦ ad xk

= 0 für alle Folge (xi)i∈[1,k] aus g;

5. es gibt eine absteigende Folge von Ideale (gi)i∈[0,n] mit g0 = g, gn = 0 und

[g, gi] ⊂ gi+1 und so, dass dim gi/gi+1 = 1 für alle i ∈ [0, n− 1].

Beweis. 2. ⇔ 1. und 3. ⇔ 1. Wir setzen Ii = Cig oder Ii = Ck−ig. Dann erfüllt dir

Folge (Ii)i∈[0,k] die De�nition für nilpotente Lie Algebren und g ist nilpotent.

Umgekehrt sei (Ii)i∈[0,k] eine Folge von Ideal mit I0 = g, Ik = 0 und [g, Ii] ⊂ Ii+1 für

alle i ∈ [0, k− 1]. Wir zeigen per Induktion na
h i, dass Cig ⊂ Ii und Cig ⊃ Ik−i. Für

i = 0 gilt C0g = g = I0 und C0g = 0 = Ik. Angenommen, dass Cig ⊂ Ii und Cig ⊃ Ik−i.

Dann gilt Ci+1g = [g, Cig] ⊂ [g, Ii] ⊂ Ii+1 und [g/Cig, (Ik−(i+1) + Cig)/Cig] ⊂ (Ik−i +
Cig)/Cig = 0. Das heiÿt (gk−(i+1) + Cig)/Cig ist im Zentrum von g/Cig enthalten. Es

folgt gk−(i+1) ⊂ Ci+1g. Daraus folgt Ckg = 0 und Ckg = g.

2. ⇔ 4. Das Ideal Ckg ist die lineare Hülle aller Elemente der Form

[x1, [x2, [· · · [xk, y] · · · ]]] = ad x1
◦ · · · ◦ ad xk

(y)

wobei xi ∈ g für alle i und y ∈ g. Daraus folgt die Behauptung 2. ⇔ 4.

1.⇔ 5. Die Implikation 5.⇒ 1. ist klar. Umgekehrt, sei (Ii)i∈[0,k] eine Folge von Ideale
mit I0 = g, Ik = 0 und [g, Ii] ⊂ Ii+1 für alle i ∈ [0, k − 1]. Wir ergänzen die Folge

(Ii)i∈[0,k] auf einer Folge (Jj)j∈[0,n] von Unterräume mit n = dim g, dim Jj = n − j,
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Jj+1 ⊂ Jj und Jn−dim Ii = Ii. Diese ergänzung von Unterräume ist immer mögli
h. Wir

zeigen, dass Jj ein Ideal für alle j ∈ [1, n] ist. Sei j ∈ [1, n] und sei ij = min{i / Jj ⊂
Ii}. Es gilt Iij+1 ⊂ Jj+1 ⊂ Jj ⊂ Iij . Daraus folgt [g, Jj] ⊂ [g, Iij ] ⊂ Iij+1 ⊂ Jj+1. �

Korollar 4.1.4 Sei g 6= 0 eine nilpotente Lie Algebra. Dann gilt z(g) 6= 0.

Beweis. Angenommen z(g) = 0, zeigen wir per Induktion na
h k, dass Ckg = 0 gilt

für alle k ≥ 0. Für k = 0 gilt per De�nition C0g = 0. Angenommen Ckg = 0. Dann
gilt g/Ckg = g und z(g/Ckg) = z(g) = 0. Es folgt Ck+1g = 0. Ein Widerspru
ht da g

nilpotente ist. �

Korollar 4.1.5 Sei g eine nilpotente Lie Algebra. Dann ist die Killing-Form κg die

Null-Form.

Beweis. Seien (x, y) ∈ g2. Dann ist ad x ◦ ad y nilpotent und es gilt κg(x, y) =
Tr(ad x ◦ ad y) = 0. �

Proposition 4.1.6 Seien g und g′ Lie Algebren, sei I ein Ideal von g und sei h eine

Unteralgebra von g.

1. Ist g nilpotent, dann sind au
h h, I und g/I nilpotent.

2. Umgekehrt, sind I und g/I nilpotent und ist I ⊂ z(g), dann ist au
h g nilpotent.

3. Sind g und g′ nilpotent, dann ist au
h g× g′ nilpotent.

Beweis. 1. Es gilt Ckh ⊂ Ckg = 0 für k groÿ genug und h ist nilpotent. Ein Ideal ist

eine Lie Unteralgebra also folgt, dass I nilpotent ist.

Sei p : g → g/I die kanonis
he Projektion. Na
h Proposition 2.5.6 gilt Ck(g/I) =
π(Ckg) = 0 für k groÿ genug. Daraus folgt, dass g/I nilpotent ist.

2. Sei p : g → g/I die kanonis
he Projektion. Es gilt p(Ckg) = Ck(g/I) = 0 für k groÿ

genug. Daraus folgt, dass Ckg ⊂ I für k groÿ genug. Es gilt also Ck+1g = [g, Ckg] ⊂
[g, I] ⊂ [g, z(g)] = 0 und g ist nilpotent.

3. Es gilt Ck(g× g′) = Ckg× Ckg′. Daraus folgt die Behauptung. �

4.2. Satz von Engel

Satz 4.2.1 (Satz von Engel) Sei V ein Vektorraum und sei g eine Lie Unteralge-

bra von gl(V ) mit dim g < +∞ so, dass x nilpotent ist für alle x ∈ g.

Dann gibt es ein Vektor v ∈ V mit v 6= 0 und x(v) = 0 für alle x ∈ g. �

Beweis. Per Induktion na
h n = dim g. Für n = 0 ist der Satz klar. Sei also dim g > 0.
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Lemma 4.2.2 Sei x, y ∈ gl(V ). Es gilt

ad n
x(y) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kxkyxn−k.

Beweis. Per Induktion na
h n. Für n = 0 ist die Behauptung klar. Angenommen

ad n
x(y) =

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kxkyxn−k,

gilt

ad n+1
x (y) = xad n

x(y)− ad n
x(y)x

= x

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kxkyxn−k −
n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kxkyxn−k · x

=
n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kxk+1yxn−k −
n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kxkyxn−k+1

=

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kxk+1yxn−k −
n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n−kxkyxn−k+1

=

n+1
∑

k=1

(

n

k − 1

)

(−1)n+1−kxkyxn+1−k +

n
∑

k=0

(

n

k

)

(−1)n+1−kxkyxn+1−k

=
n+1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

(−1)n+1−kxkyxn+1−k.

Lemma 4.2.3 Sei V eine Vektorraum und sei x ∈ gl(V ) nilpotent. Dann ist ad x ∈
gl(gl(V )) nilpotent. �

Beweis. Na
h dem obigen Lemma ist ad m
x (y) eine lineare Kombination von Endo-

morphismen der Form xiyxm−i
. Da x nilpotent ist, gilt adm

x (y) = 0 für m groÿ genug

und ad x ist nilpotent. �

Sei h eine Lie Unteralgebra von g mit dim h < dim g. Wir betra
hten g/h als Vektor-

raum. Sei σ : h → gl(g/h) de�niert dur
h σ(x) : g/h → g/h, y 7→ σ(x)(y) = [x, y]
wobei y die Äquivalenzklasse von y ∈ g in g/h ist. Na
h dem obigen Lemma ist die ab-

bildung adx nilpotent also ist σ(x) au
h nilpotent. Insbesondere erfüllt σ(h) ⊂ gl(g/h)
die Annahme Engelssatzes. Da dim σ(h) ≤ dim h < dim g = n, gilt na
h Induktion,

dass es ein Vektor y 6= 0 in g/h mit σ(x)(bary) = 0 für alle x ∈ h. Insbesondere gilt

y ∈ h und [x, y] ∈ h für alle x ∈ h. Also ist h′ = h⊕ Cy eine Lie Unteralgebra von g

und h ist ein Ideal in h⊕ Cy.

Damit konstruieren wir eine Folge von Paare (hi, h
′
i)i∈[0,n−1] konstruieren mit hi und

h′i sind Unteralgebren von g, hi ist ein Ideal von h′i, dim hi = i und dim h′i = i+1. Wir
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setzen h = h0 = 0 und konstruieren h′ = h′0 wie oben. Angenommen (hi, h
′
i) existiert,

setzen wir h = hi+1 = h′i und konstruiren h′i+1 = h′ wie oben.

Insbesondere gilt I = hn−1 ist ein Ideal in I ⊕ Cy = h′n−1 = g (die Dimensionen sind

glei
h) und dim I = n− 1. Sei

W = {v ∈ W | x(v) = 0 für alle x ∈ I}.

Na
h Induktion giltW 6= 0. Sei w ∈ W . Wir zeigen, dass y(w) ∈ W . Sei x ∈ I, es gilt
x(y(w)) = [x, y](w) + y(x(w)) = 0, da x ∈ I und [x, y] ∈ I. Es folgt y(w) ∈ W . Da y
nilpotent ist, ist au
h y|W . Es gibt also ein Vektor v ∈ W mit v 6= 0 und y(v) = 0.
Sei z ∈ g = I ⊕ Cy. Dann gibt es x ∈ I und λ ∈ C mit z = x+ λy. Es gilt x(v) = 0
da x ∈ I und v ∈ W . Es gilt also z(v) = x(v) + λy(v) = 0. �

Korollar 4.2.4 Sei V ein Vektorraum mit dimV = n < ∞ und sei g eine endli
h-

dimensionale Lie Unteralgebra von gl(V ) so, dass x nilpotent ist für alle x ∈ g.

Dann gibt es eine Basis B von V so, dass für alle x ∈ g, MatB(ad x) eine nilpotente
obere Dreie
kmatrix ist.

In andere Worte, wenn man gl(V ) mit gln identi�ziert dank f 7→ MatB(f) gilt g ⊂ nn
wobei nn die Lie Unteralgebra von gln aller nilpotenten oberen Dreie
kmatrizen ist.

Insbesondere ist g nilpotent.

Beweis. Per Induktion na
h n = dimV . Für n = 0 ist es klar.

Angenommen das Korollar sei wahr für Vektorräume der Dimension n−1. Na
h dem

Satz von Engel gibt es ein Vektor v ∈ V mit v 6= 0 und x(v) = 0 für alle x ∈ g. Wir

setzen e1 = v und V ′ = V/〈e1〉. Es gilt dimV ′ = n− 1.

Sei x ∈ g. Wir betra
hten die lineare Abbildung fx : V → V ′
de�niert dur
h fx(v) =

x(v). Es gilt fx(e1) = x(e1) = 0̄ = 0. Insbesondere gilt 〈e1〉 ⊂ Ker(fx). Daraus folgt,
dass es eine lineare Abbildung x̄ : V ′ → V ′

gibt mit x̄(v̄) = x(v). Wir setzen

g′ = {x̄ ∈ gl(V ′) | x ∈ g}.

Wir zeigen, dass g′ eine Lie Unteralgebra von gl(V ′) ist und, dass alle x′ ∈ g′ nilpotent
sind. Seien x, y ∈ g. Es gilt [x̄, ȳ](v̄) = (x̄ȳ − ȳx̄)(v̄) = (xy − yx)(v) = [x, y](v) =
[x, y](v̄). Daraus folgt [x̄, ȳ] = [x, y] ∈ g′ und g′ ist eine Lie Unteralgebra. Es gilt au
h
x̄n(v̄) = xn(v) = 0 für alle v ∈ V . Daraus folgt x̄n = 0 und x̄ ist nilpotent.

Na
h Induktionsannahme gibt es eine Basis B′ = (e′2, · · · , e′n−1) von V ′
so, dass

MatB′(x′) eine obere nilpotente Dreie
kmatrix ist für alle x′ ∈ g′. Sei (e2, · · · , en−1)
Vektoren in V so, dass ēi = e′i. Dann ist B = (e1, · · · , en) eine Basis von V (Übung)

und es gilt x(ei) = x̄(ēi) = x̄(e′i) ∈ 〈e′2, · · · , e′i−1〉 für alle x ∈ g und alle i ≥ 2. Daraus
folgt x(ei) ∈ 〈e1, · · · , ei−1〉 für alle x ∈ g und i ≥ 1.

Da nn nilpotent ist, ist die Unteralgebra g von nn au
h nilpotent. �
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Korollar 4.2.5 Eine Lie Algebra g ist genau dann nilpotent, wenn ad x nilpotent

für all x ∈ g ist.

Beweis. Wir betra
hten die adjungierte Darstellung ad : g → gl(g). Es giltKer(ad) =
z(g). Sei

g′ = ad (g) = {ad x ∈ gl(g) | x ∈ g}.
Es gilt g′ ≃ g/Ker(g).

Für alle x′ = ad x ∈ g′ ist x′
nilpotent. Na
h dem obigen Korollar ist g′ ≃ g/z(g)

nilpotent. Aber z(g) ist im Zentrum enthalten. Na
h Proposition 4.1.6.2. gilt, dass g

nilpotent ist. �

Korollar 4.2.6 Sei g eine Lie Algebra und sei I ein Ideal. Angenommen g/I sei

nilpotent und die Eins
hränkung (ad x)|I sei nilpotent für alle x ∈ g.

Dann ist g nilpotent.

Beweis. Sei x ∈ g. Wir zeigen, dass ad x nilpotent ist. Sei k groÿ genug, sei y ∈ g

und seien x̄, ȳ die Klassen von x, y in g/I. Es gilt ad x(y) = [x, y] = [x̄, ȳ] = ad x̄(ȳ).
Insbesondere gilt ad k

x(y) = ad k
x̄(ȳ) = 0 für k groÿ genug. Es gilt also ad k

x(y)) ∈ I.
Es folgt ad k+k′

x (y) = ad k′

x (ad
k
x(y)) = (ad x)|k′I (ad k

x(y)) = 0 für k und k′
groÿ genug

((ad x)|I ist nilpotent). Es folgt, dass ad x nilpotent für alle x ∈ g ist. �

Man kann sogar zeigen.

Theorem 4.2.7 (Satz von Ado I) Sei g eine nilpotente Lie Algebra endli
her Di-

mension. Es gibt eine Lie Algebra Einbettung g ⊂ nn. �

4.3. Maximales nilpotente Ideal

De�nition 4.3.1 Ein Ideal I von g heiÿt nilpotent falls es nilpotent als Lie Algebra

ist.

Lemma 4.3.2 Ein Ideal I von g ist genau dann nilpotent, wenn ad g(x) nilpotent
ist für alle x ∈ I. �

Beweis. Sei ad g(x) nilpotent für alle x ∈ I. Dann ist ad I(x) = ad g(x)|I nilpotent

für alle x ∈ I. Na
h Korollar 4.2.5 ist I nilpotent als Lie Algebra.

Sei umgekehrt I nilpotent. Dann ist ad I(x) nilpotent für alle x ∈ I. Sei x ∈ I wir

zeigen, dass ad g(x) nilpotent ist. Sei y ∈ g und n ∈ N. Es gilt ad g(x)
n+1(y) =

ad g(x)
n([x, y]). Da I ein Ideal ist und x ∈ I gilt [x, y] ∈ I. Insbesondere gilt

ad g(x)
n([x, y]) = ad I(x)

n([x, y]) = 0 für n groÿ genug. Es folgt ad g(x)
n+1 = 0

für n groÿ genug und ad g(x) ist nilpotent. �
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Wir zeigen ein Paar allgemeine Resultate über Darstellungen.

Lemma 4.3.3 Sei f : V → W ein Darstellungshomomorphismus und seien V ′
und

W ′
Teildarstellungen von V und W . Dann sind f(V ′) und f−1(W ′) Teildarstellungen

von W und V . �

Beweis. Übung. �

Lemma 4.3.4 Sei V eine endli
h-dimensionale g-Darstellung. Dann gibt es eine Teil-

darstellung V ′
von V so, dass V/V ′

einfa
h ist. �

Beweis. Sei V ′
eine maximale Teildarstellung von V mit V ′ ( V . Sei π : V → W =

V/V ′
die kanonis
he Projektion und sei W ′

eine Teildarstellung von W . Dann ist

π−1(W ′) eine Teildarstellung von V mit V ′ ⊂ π−1(W ′) ⊂ V . Da V ′
maximal war gilt

V ′ = π−1(W ′) oder π−1(W ′) = V . Es folgt W ′ = 0 oder W ′ = W . Daraus folgt, dass

W einfa
h ist. �

Lemma 4.3.5 Sei V eine endli
h-dimensionale g-Darstellung. Dann gibt es eine stei-

gende Folge 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vn = V vom Teildarstellungen von V so, dass

Vi/Vi−1 einfa
h ist für alle i ∈ [1, n]. �

Beweis. Per Induktion na
h r = dimV . Für r = 0 ist die Aussage klar. Angenommen

die Aussage sei wahr für Darstellungen der Dimension e
ht kleiner als r. Sei Vn = V
und Vn−1 eine Teildarstellung mit W = V/Vn−1 einfa
h. Falls Vn−1 = 0 sind wir

fertig. Andernfalls gilt dimVn−1 < dimV = r und per Induktion gibt es eine Folge

V0 = 0 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 von Teildarstellungen von Vn−1 mit Vi/Vi−1 einfa
h. �

Lemma 4.3.6 Sei V eine einfa
he g-Darstellung und sei I ein Ideal von g so, dass

xV nilpotent ist für alle x ∈ I. Dann gilt xV = 0 für alle x ∈ I. �

Beweis. Na
h Proposition 3.7.2 ist V I = {v ∈ V | xV · v = 0 für alle x ∈ I} eine

g-Teildarstellung von V . Na
h dem Satz von Engel (Satz 4.2.1) gilt V I 6= 0. Da V
einfa
h ist, gilt V I = V . �

Lemma 4.3.7 Die Summe von zwei nilpotente Ideale ist nilpotent. �

Beweis. Seien I und J zwei nilpotente Ideale. Sei x ∈ I und y ∈ J . Wir zeigen, dass

adg(x + y) nilpotent ist. Sei g0 = 0 ⊂ · · · ⊂ gn = g eine Folge von Teildarstellungen

der adjungierten Darstellung gegeben dank Lemma 4.3.5. Da adgx und adgy nilpotent
sind für alle x ∈ I and y ∈ J , gilt, dass xgi/gi−1

und ygi/gi−1
nilpotent für alle i ∈ [1, n]

sind. Na
h Lemma 4.3.6 und da gi/gi−1 einfa
h ist, gilt xgi/gi−1
= 0 und ygi/gi−1

= 0
für alle x ∈ I und y ∈ J und für alle i ∈ [1, n]. Insbesondere gilt (x + y)gi/gi−1

= 0
für alle x ∈ I und y ∈ J und für alle i ∈ [1, n]. Es gilt also adg(x+ y)(gi) ⊂ gi−1 für

alle i ∈ [1, n] und adg(x+ y) ist nilpotent. �

Korollar 4.3.8 Es gibt ein maximales nilpotente Ideal ng in g.

Beweis. Wir setzen ng =
∑

I nilpotent Ideal von g

I. �

Bemerkung 4.3.9 Es kann sein, dass g/ng ni
ht triviale nilpotente Ideale enthält.



5. Halbeinfa
he und nilpotente

Elemente

5.1. Halbeinfa
he Endomorphismen

De�nition 5.1.1 Ein Endomorphismus f ∈ End(V ) heiÿt halbeinfa
h, wenn f
diagonalisierbar ist (oder das Minimalpolynom µf von f zerfällt in lineare Faktoren

mit Vielfa
hkeit Eins).

Lemma 5.1.2 Sei x ∈ End(V ) halbeinfa
h und W ⊂ V ein Unterraum mit x(W ) ⊂
W . Dann ist x|W ∈ End(W ) halbeinfa
h. �

Beweis. Sei µx das Minimalpolynom von x. Es gilt µx(x|W )(w) = µx(x)(w) = 0.
Insbesondere gilt µx(x|W ) = 0 und µx|W teilt µx. Das Lemma folgt. �

Lemma 5.1.3 Seien x und y halbeinfa
he Endomorphismen von V mit [x, y] = 0.
Dann gibt es eine Basis B von Eigenvektoren für x und y. Insbesondere ist x + y
halbeinfa
h. �

Beweis. Sei V = ⊕Vλ(x) die Zerlegung in Eigenräume für x, wobei λ ein Eigenwert ist.
Für v ∈ Vλ(x), gilt x(y(v)) = y(x(v)) = y(λ(v)) = λy(v) und es gilt y(Vλ(x)) ⊂ Vλ(x).
Aus dem obigen Lemma folgt, dass y|Vλ(x) halbeinfa
h ist. Das Lemma folgt. �

Lemma 5.1.4 Seien x und y nilpotente Endomorphismen von V mit [x, y] = 0.
Dann ist x+ y nilpotent. �

Beweis. Folgt aus der binomialen Formel. �

5.2. Jordan-Chevalley Zerlegung

Theorem 5.2.1 Sei x ∈ End(V ).

1. Es gibt eine eindeutig bestimmte Zerlegung x = xs + xn in End(V ) mit xs halb-

einfa
h, xn nilpotent und [xs, xn] = 0.

2. Es gibt Polynome P und Q in k[T ] mit P (0) = 0 = Q(0) und mit xs = P (x) und
xn = Q(x). Insbesondere gilt [xs, y] = 0 = [xn, y] für alle y ∈ End(V ) mit ([x, y] = 0.

3. Seien U ⊂ W ⊂ V mit x(W ) ⊂ U . Dann gilt, xs(W ) ⊂ U . und xn(W ) ⊂ U . �



41

Beweis. 1. und 2. Sei χx das 
harakteristis
he Polynom von x. Es gilt

χx(T ) =

n
∏

i=1

(T − λi)
ai ,

wobei λi paarweise vers
hiedene komplexe Zahlen sind. Der Vektorraum Hλi
(x) =

Ker((x− λiIdV )
ai) is x-invariant und es gilt

V =

n
⊕

i=1

Hλi
(x).

Wir betra
hten zwei Fälle. When 0 ∈ {λ1, · · · , λn} i.e. x ist not bijektiv setzen wir

Pi =
∏

j 6=i

(T − λj)
aj .

When 0 6∈ {λ1, · · · , λn} i.e. x ist bijektiv setzen wir

P0 =
n
∏

j=1

(T − λj)
aj
und Pi = T

∏

j 6=i

(T − λj)
aj .

Dann sind (P1, · · · , Pn) im Fall 1 und (P0, P1, · · · , Pn) im Fall 2 teilerfremd. Es gibt

also (Siehe Skript LAII Lemma 2.3.5) Polynome Q0, Q1, · · · , Qn so, dass (wir setzen

P0 = Q0 = 0 im Fall 1)

1 =

n
∑

i=0

QiPi.

Wir setzen

P =

n
∑

i=1

λiQiPi.

Lemma 5.2.2 Es gilt P ≡ λi (mod (T − λi)
ai) für alle i ∈ [1, n] und P (0) = 0. �

Beweis. Es gilt Pj ≡ 0 (mod (T − λi)
ai) für alle j 6= i. Insbesondere gilt 1 ≡

QiPi (mod (T − λi)
ai) und P ≡ λiQiPi (mod (T − λi)

ai). Daraus folgt den ers-

ten Teil des Lemmas. Analog gilt Pj ≡ 0 (mod T ) für alle j 6= 0. Insbesondere gilt

P ≡ 0 (mod T ). �

Sei xs = P (x). Wir zeigen, dass xs halbeinfa
h ist. Es genügt zu zeigen, dass xs|Hλi

halbeinfa
h für alle i ∈ [1, n] ist. Na
h dem Lemma gibt es für alle i ∈ [1, n] ein
Polynom Ri mit P (T ) = λi +Ri(T )(T − λi)

ai
. Für v ∈ Hλi

gilt

xs(v) = P (x)(v) = λiv +Ri(x)(x− λi)
ai(v) = λiv.

Daraus folgt, dass xs halbeinfa
h ist.
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Sei Q(T ) = T − P (T ) und xn = Q(x) = x− P (x). Es gilt Q(0) = 0− P (0) = 0. Wir

zeigen, dass xn nilpotent ist. Es genügt zu zeigen , dass xn|Hλi
nilpotent ist. Aber es

gilt xs|Hλi
= λiIdHλi

. Es gilt also

(xn|Hλi
)ai(v) = (x|Hλi

− xs|Hλi
)ai = (x|Hλi

− λiIdHλi
)ai = 0.

Daraus folgt das xn nilpotent ist.

Wir zeigen, dass diese Zerlegung eindeutig ist. Sei λ ∈ C und sei λ(xs) = Ker(x −
λIdV ). Sei v ∈ Eλ(x). Es gilt (x − λIdV )(v) = (x − xs)(v) = xn(v). Also gilt (x −
λIdV )

k(v) = 0 für k groÿ genug. Daraus folgt, dass v ∈ Hλ(x). Aber es gilt

⊕

λ∈C
Eλ(xs) = V =

⊕

λ∈C
Hλ(x).

Daraus folgt Eλ(xs) = Hλ(x) für alle λ ∈ C. Insbesondere gilt für v = v1 + · · ·+ vn
mit vi ∈ Hλi

(x) gilt xs(v) = λ1v1 + · · · + λnvn und xs ist von x fest bestimmt. Da

xn = x− xs ist au
h xn eindeutig bestimmt.

3. Folgt aus P (0) = Q(0) = 0. �

De�nition 5.2.3 Die Elemente xs (bzw. xn) heiÿen halbeinfa
her Teil von x ∈
End(V ) (bzw. nilpotenter Teil Die Zerlegung x = xs+xn heiÿt Jordan-Chevalley

Zerlegung.

Lemma 5.2.4 Sei x ∈ gl(V ) und sei ad : gl(V ) → gl(gl(V )) die adjungierte Darstel-
lung von gl(V ) de�niert dur
h ad x(y) = [x, y] = xy − yx. Dann gilt

ad xs
= (ad x)s und ad xn

= (ad x)n.

Beweis. Es gilt x = xs + xn. Daraus folgt ad x = ad xs
+ ad xn

. Auÿerdem, da

[xs, xn] = 0, gilt [ad xs
, ad xn

] = 0. Es genügt also zu zeigen, dass ad xs
halbeinfa
h ist

und ad xn
nilpotent ist. Na
h Lemma 4.2.3 ist ad xn

is nilpotent.

Sei B = (ei)i∈[1,n] eine Basis von Eigenvektoren von xs zu den Eigenwerte (λi)i∈[1,n].
Let (Ei,j) die kanonis
he Basis von Mn(C). Es gilt ad xs

(Ei,j) = (λi − λj)Ei,j und

ad xs
ist also halbeinfa
h. �



6. Au�ösbare Lie Algebren

Ab jetzt sind alle Lie Algebren endli
h-dimensional.

6.1. De�nition

De�nition 6.1.1 Eine Lie algebra g heiÿt au�ösbar wenn Dkg = 0 für k groÿ

genug.

Beispiel 6.1.2 1. Nilpotente Lie Algebren sind au�ösbar: es gilt Dig ⊂ Cig.

2. Die Lie Algebra bn ist au�ösbar aber ni
ht nilpotent.

Proposition 6.1.3 Sei g eine Lie Algebra, sei h eine Unteralgebra und sei I ein Ideal
von g.

1. Sei g au�ösbar. Dann sind au
h h, I und g/I au�ösbar.

2. Umgekehrt sind I und g/I au�ösbar. Dann ist au
h g au�ösbar.

Beweis. 1. Es gilt Dkh ⊂ Dkg. Daraus folgt 1. für Unteralgeren und Ideale. Sei

p : g → g/I die kanonis
he Projektion. Na
h Proposition 2.5.6 gilt p(Dkg) = Dk(g/I)
daraus folgt Dk(g/I) = 0 für k groÿ genug.

2. Sei p : g → g/I die kanonis
he Projektion. Es gilt p(Dkg) = Dk(g/I). Für k und l
groÿ genug gilt Dk(g/I) = 0 und DlI = 0. Daraus folgt p(Dk(g)) = 0 also Dkg ⊂ I
und Dk+lg = Dl(Dkg′) ⊂ DlI = 0. �

Proposition 6.1.4 Sei g eine Lie Algebra. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. die Lie Algebra g ist au�ösbar;

2. es gibt eine absteigende Folge (gi)i∈[0,k] von Ideale mit g0 = g, gk = 0 und

gi/gi+1 ist abels
h für alle i ∈ [0, k − 1];

3. es gibt eine absteigende Folge (gi)i∈[0,k] von Unteralgebren so, dass g0 = g,

gk = 0 und gi ein Ideal von gi+1 ist mit gi/gi+1 ist abels
h für alle i ∈ [0, k− 1];

4. es gibt eine absteigende Folge (gi)i∈[0,n] von Unteralgebren mit g0 = g, gn = 0
und gi ist ein Ideal der Codimension 1 in gi für alle i ∈ [0, n− 1].
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Beweis. (1. ⇒ 2.) Wir setzen gi = Dig und 2. folgt aus 1.

(2. ⇒ 3.) Das Ideale Unteralgebren sind folgt 3. aus 2.

(3. ⇒ 4.) Wir ergänzen die Folge (gi)i∈[1,r] von 3. in einer Folge (aj)j∈[1,n] von Unter-

räume mit

a0 = g0 = g ⊃ a1 ⊃ · · · ⊃ aj1 = g1 ⊃ · · · ⊃ an = gk = 0

und dim aj+1 = dim aj − 1. Es genügt zu zeigen, dass aj+1 ein Ideal von aj ist. Seien

x ∈ aj+1 und y ∈ aj . Sei ij = max{i | aj ⊂ gi}. Es gilt gij+1 ⊂ ai+1. Da gij/gij+1

abels
h ist gilt in gij/gij+1: [x, y] = 0. Daraus folgt [x, y] ∈ gij+1 ⊂ aj+1 und aj+1 ist

ein Ideal in aj .

(4. ⇒ 1.) Per Induktion na
h n = dim g. Für n = 0 ist die Aussage klar. Per Indukti-
on haben wir, dass g1 au�ösbar ist und g1 ist ein Ideal von g0 = g mit g/g1 = g0/g1
abels
h. Also ist das Quotient nilpotent und insbesondere au
h au�ösbar. Na
h Pro-

position 6.1.3 ist g au�ösbar. �

6.2. Radikal

De�nition 6.2.1 Ein Ideal I einer Lie Algebra heiÿt au�ösbar wenn I au�ösbar

als Lie Algebra ist.

Lemma 6.2.2 Sei g eine Lie Algebra. Dann gibt es ein maximales au�ösbare Ideal

in g. �

Beweis. Seien I und J zwei Ideale. Wir zeigen, dass I + J au
h au�ösbar ist. Da I
ein Ideal von g ist, ist I au
h ein Ideal von I + J . Da I au�ösbar ist genügt es zu

zeigen, dass I + J/I au�ösbar ist. Sei f : J → I + J/I de�niert dur
h f(y) = ȳ für

y ∈ J . Dann ist f ein Lie Algebra Homomorphismus. Wir zeigen, dass f surjektiv

ist: sei x+ y ∈ I + J/I wobei x ∈ I und y ∈ J . Es gilt x+ y = ȳ = f(y). Als ist
f surjektiv und es gilt I + J/I ≃ J/Ker(f) (es gilt eigentli
h Ker(f) = I ∩ J also

I + J/I ≃ J/I ∩ J). Da J au�ösbar ist, ist J/Ker(f) ≃ I + J/I au
h au�ösbar.

Wir setzen r(g) =
∑

I au�ösbar

I. Das ist r(g) das maximale au�ösbare Ideal von g. �

De�nition 6.2.3 Wir s
hreiben r(g) oder r für das maximale au�ösbare Ideal von

g. Dieses Ideal heiÿt das radikal Ideal von g.

Proposition 6.2.4 Sei g eine Lie Algebra.

1. Es gilt r(g/r(g)) = 0.

2. Das radikal Ideal ist das minimale Ideal I von g mit r(g/I) = 0.
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Beweis. 1. Sei p : g → g/r(g) die kanonis
he Projektion und sei I ein au�ösbares

Ideal von g/r(g). Dann ist p−1(I) ein Ideal von I, r(g) ist ei nIdeal von p−1(I) und
es gilt p−1(I)/r(g) ≃ I. Daraus folgt, dass p−1(I) au�ösbar ist. Aber da r(g) das

maximale au�ösbare Ideal ist gilt r(g) = p−1(I) und I = p(p−1(I)) = p(r(g)) = 0.
Als gilt r(g/r(g)) = 0.

2. Sei I ein Ideal so, dass r(g/I) = 0 und sei p : g → g/I die kanonis
he Projektion.

Dann ist p(r(g)) = r(g)/r(g) ∩ I au�ösbar. Es folgt p(r(g)) = 0 und r(g) ⊂ I. �

6.3. Satz von Lie

Theorem 6.3.1 Sei V ein ni
ht trivialer endli
h-dimensionale Vektorraum. Sei g

eine au�ösbare Lie Unteralgebra von gl(V ). Dann gibt es ein v ∈ V \ {0} so, dass v
einen Eigenvektor für xV für alle x ∈ g ist. �

Beweis. Per Induktion na
h dim g. Für dim g = 0 ist die Aussage klar.

Sei I ein Ideal mit dim I = dim g− 1. Dies ist mögli
h, da Dg ein e
htes Ideal von g

ist und weil alle Unterräume I mit Dg ⊂ I ⊂ g Ideale von g sind.

Es folgt, dass I au�ösbar ist. Na
h Induktionsannahme gibt es ein Vektor v ∈ V \{0}
mit x(v) = λ(x)v für alle x ∈ I. Man zeigt, dass λ : I → C eine Lineraform ist: Es

gilt λ(x)v+λ(y)v = (x+ y)(v) = λ(x+ y)v und aλ(x) = (ax)(v) = λ(ax)v für a ∈ C.

Sei

W = {w ∈ V | x(w) = λ(x)w für alle x ∈ I}.
Es gilt W 6= 0.

Wir zeigen, dass W eine Teildarstellung von V ist i.e. y(W ) ⊂ W für alle y ∈ g: Sei

w ∈ W und x ∈ I. Es gilt x(y(w)) = [x, y](w) + y(x(w)) = λ([x, y])w+ λ(x)y(w). Es
genügt zu zeigen, dass λ([x, y]) = 0. Dafür beweisen wir ein Lemma.

Lemma 6.3.2 Sei U = 〈yk(w) | k ≥ 0〉 und sei t ∈ I. Es gilt Tr(t|U) = λ(t) ·dimU .�

Beweis. Wir zeigen, per Induktion, dass es, für t ∈ I und i ≥ 0, Skalare ai,j(t) ∈ C

gibt mit

t(yi(w)) = λ(t)yi(w) +
∑

j<i

ai,j(t)y
j(w).

Für i = 0 gilt t(w) = λ(t)w. Für i = 1, gilt t(y(w)) = λ([t, y])w + λ(t)y(w). Per
Induktion gilt

t(yi+1(w)) = [t, y](yi(w)) + y(t(yi(w)))
= λ([t, y])yi(w) +

∑

j<i ai,j([t, y])y
j(w) + y(λ(t)yi(w)

+
∑

j<i ai,j(t)y
j(w))

= λ(t)yi+1(w) + λ([t, y])yi(w) +
∑

j<i ai,j([t, y])y
j(w)

+
∑

j<i ai,j(t)y
j+1(w).
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Das System (yi(w))i≥0 ist ein EZS von U . Es gibt also eine Teilmenge B davon

so, dass B eine Basis von U ist. Die Matrix MatB(t|U) von t|U in B ist eine obere

Dreie
kmatrix mit λ(t) auf der Diagonal. Das Lemma folgt. �

Es gilt also 0 = Tr([x, y]|U) = dimU · λ([x, y]). Aber w ∈ U also dimU > 0. Daraus
folgt λ(x, y) = 0. Insbesondere ist W eine Teildarstellung von V .

Sei z in g \ I. Es gilt z(W ) ⊂ W . Da C algebrais
h abges
hlossen ist, gibt es einen

Eigenvektor w ∈ W für z zu einem Eigenwert µ. Sei x = az + y wobei a ∈ C und

y ∈ I. Es gilt x(w) = az(w) + y(v) = aµw + λ(y)w = (aµ+ λ(y))w. �

Korollar 6.3.3 Sei V mit dimV = n und sei g eine au�ösbare Lie Unteralgebra von

gl(V ). Dann gibt es eine Basis B von V so, dass MatB(x) eine obere Dreie
kmatrix

ist i.e. MatB(x) ∈ bn für alle x ∈ g.

Beweis. Per Induktion na
h n. Für dimV = 0 ist die Aussage klar. Na
h dem Satz

von Lie gibt es ein v ∈ V \ {0} mit x(v) = λ(x)v für alle x ∈ g. Insbesondere ist

〈v〉 eine Teildarstellung von V und V/〈v〉 ist eine g-Darstellung. Das bild von g in

gl(V/〈v〉) ist au�ösbar. Na
h Induktionsannahme gibt es eine Basis B′
in V/〈v〉 die

die Aussage erfüllt. Die Basis B = {v} ∪ B′
erfüllt die Aussage für V . �

Theorem 6.3.4 (Satz von Ado II) Sei g eine au�ösbare Lie Algebra endli
her Di-

mension. Es gibt eine Lie Algebra Einbettung g ⊂ bn. �

Korollar 6.3.5 Eine Lie Algebra ist genau dann au�ösbar, wenn Dg nilpotent ist.

Beweis. Angenommen Dg sei nilpotent. Dann ist Dg au�ösbar und g/Dg ist abels
h

also nilpotent also au�ösbar. Es folgt, dass g au�ösbar ist.

Umgekehrt sei g au�ösbar. Sei ad : g → gl(g) die adjungierte Darstellung. Das bild
ist isomorph zu g/z(g) und es gilt D(g/z(g)) = Dg/z(g) ∩ Dg. Insbesondere ist Dg

genau dann nilpotent, wenn Dg/z(g) ∩Dg nilpotent ist. Wir können also annehmen,

dass g eine Lie Unteralgebra von gl(V ) ist (z.B. mit V = g).

Na
h dem obigen Korollar gilt g ⊂ bn (wobei n = dim V ) und es gilt Dg ⊂ Dbn = nn.

Daraus folgt, dass Dg nilpotent ist. �

6.4. Kriterium von Cartan

Wir geben ein 
hara
terisierung von au�ösbare Lie Algebren.

Lemma 6.4.1 Sei V ein endli
h-dimensionaler Vektorraum und seien W ⊂ U Un-

terräume von gl(V ). Wir setzen

T = {t ∈ gl(V ) | [t, U ] ⊂ W}.

Sei x ∈ T so, dass für alle t ∈ T gilt Tr(xt) = 0. Dann ist x nilpotent. �
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Beweis. Sei x = xs+xn die Chevalley-Jordan Zerlegung. Wir zeigen, dass alle Eigen-

werte (λi)i∈[1,r] von xs vers
hwinden. Sei B = (ei)i∈[1,r] eine Basis von Eigenvektoren.

Sei

M = {a1λ1 + · · ·+ arλi ∈ C | a1, · · · , ar ∈ Q}.
Dies ist ein Q-Unterraum von C. Es ist die Q-lineare Hülle von (λi)i∈[1,r] i.e. M =
〈λ1, · · · , λr〉Q. Sei f : M → Q eine Linearform auf M . Wir de�nieren t ∈ gl(V )
dur
h t(ei) = f(λi)ei für alle i ∈ [1, r]. Sei (Ei,j)i,j∈[1,r] die kanonis
he Basis von gl(V )
bezügli
h (ei)i∈[1,r]. Es gilt

(adxs)(Ei,j) = (λi − λj)Ei,j

(ad t)(Ei,j) = (f(λi)− f(λj))Ei,j = f(λi − λj)Ei,j.

Sei P ∈ Q[T ] ein Polynom mit P (λi − λj) = f(λi − λj) für alle i, j ∈ [1, r] und
P (0) = 0. Es gilt ad t(Ei,j) = f(λi − λj)Ei,j = P (λi − λj)Ei,j = P (ad xs)(Ei,j) für
alle i, j ∈ [1, r]. Daraus folgt ad t = P (adxs) und ad t(U) ⊂ W . Es gilt also t ∈ T .

Es folgt, dass 0 = Tr(xt) =
∑r

i=1 f(λi)λi. Da f Q-linear ist, gilt
∑r

i=1 f(λi)
2 = 0.

Aber f(λi) ∈ Q für alle i ∈ [1, r]. Es folgt f(λi) = 0 für alle i ∈ [1, r] und für alle

Linearformen f . Es folgt M = 0 und λi = 0 für alle i ∈ [1, r]. �

Theorem 6.4.2 (Kriterium von Cartan) Sei g eine Lie Algebra und sei V eine

endli
h-dimensionale g-Darstellung. Sei BV die Bilinearform zu V .

Dann ist das Bild von g in gl(V ) genau dann au�ösbar, wenn Dg ⊂ g⊥, wobei ⊥ die

Orthogonalität bezügli
h BV ist. �

Beweis. Wir können g mit ihrem Bild in gl(V ) ersetzen. Damit können wir ohne

Bes
hränkung annehmen, dass g eine Lie Unteralgebra von gl(V ) ist.

Sei g au�ösbar. Dank Korollar 6.3.3 können wir sogar annehmen, dass g eine Un-

teralgebra von bn (die Lie Algebra aller oberen Dreie
kmatrizen) ist. Es gilt also

Dg ⊂ Dbn = nn. Insbesondere gilt für x ∈ g und y ∈ Dg, dass xy ∈ nn und also

Tr(xy) = 0 i.e. Dg ⊂ g⊥.

Umgekehrt, sei Dg ⊂ g⊥. Sei T wie in dem obigen Lemma mit U = g ⊃ W = Dg.

Sei t ∈ T und x ∈ Dg. Es gibt Elemente yi, zi ∈ g mit x =
∑

i[yi, zi]. Es gilt

Tr(tx) =
∑

i

Tr(t[yi, zi]) =
∑

i

BV (t, [yi, zi]) =
∑

i

BV ([t, yi], zi) = 0

da [t, yi] ∈ Dg und Dg ⊂ g⊥ ist. Na
h dem Lemma folgt, dass x nilpotent ist. Na
h

Korollar 4.2.4 ist Dg nilpotent. Na
h Korollar 6.3.5 ist g au�ösbar. �

Korollar 6.4.3 (Kriterium von Cartan) Sei g eine Lie Algebra so, dass Dg ⊂ g⊥,
wobei ⊥ die Orthogonalität bezügli
h der Killing-Form κg ist. Dann ist g au�ösbar.

Beweis. Sei ad : g → gl(g) die adjungierte Darstellung. Die Killing-Form ist die

Bilinearform zur adjungierten Darstellung. Na
h dem Kriterium von Cartan ist ad(g)
au�ösbar. Der Kern von ad ist z(g). Daraus folgt, dass g au�ösbar ist. �



7. Halbeinfa
he Lie Algebren

7.1. De�nition

De�nition 7.1.1 Eine Lie Algebra g heiÿt halbeinfa
h, wenn gilt:

(I ist ein abels
hes Ideal) ⇒ (I = 0).

Beispiel 7.1.2 Die Null-Algebra ist halbeinfa
h.

Beispiel 7.1.3 Seien g und g′ halbeinfa
h. Dann ist au
h g× g′ halbeinfa
h.

Bemerkung 7.1.4 Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra. Es gilt z(g) = 0. Insbeson-
dere ist die adjungierte Darstellung g → gl(g) injektiv.

7.2. Charakterisierung

Theorem 7.2.1 Sei g eine Lie Algebra. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. g ist halbeinfa
h;

2. r(g) = 0;

3. die Killing-Form κg is ni
ht ausgeartet. �

Beweis. (1. ⇒ 2). Sei g halbeinfa
h und sei r = r(g) sein Radikal. Angenommen r 6= 0,
sei r die maximale naturlis
he Zahl mit Drr 6= 0 (da r au�ösbar ist gilt Dkr = 0 für

k groÿ genug deswegen gibt es eine sol
he Zahl r). Dann gilt D(Drr) = Dr+1(r) = 0
und Drr ist abels
h. Aber is Drr ist ein Ideal von g (Drr ist ein 
harakteristis
he

Ideal von r und r ist ein Ideal von g). Ein Widerspru
h.

(2. ⇒ 3). Angenommen r(g) = 0. Sei g⊥ das orthogonale Ideal von g bezügli
h der

Killing-form.Dies ist ein Ideal na
h Proposition 3.8.4 (sogar ein 
harakteristis
hes Ide-

al da κg völlig invariant ist). Auÿerdem ist die Killing-Form κg⊥ von g⊥ die Eins
hrän-

kung von κg auf g
⊥
. Insbesondere gilt κg⊥ = 0. Daraus folgt D(g⊥) ⊂ g⊥ = (g⊥)

⊥κ
g⊥
.

Na
h dem Kriterium von Cartan (Theorem 6.4.2) ist g⊥ au�ösbar also in r(g) enthal-
ten. Es folgt g⊥ = 0 und κg ist ni
ht ausgeartet.
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(3. ⇒ 1). Angenommen κg sei ni
ht ausgeartet. Sei I ein abels
hes Ideal von g.

Seien x ∈ g und y ∈ I. Wir bestimmen κg(x, y) = Tr(ad x ◦ ad y). Es gilt aber

ad x(g) ⊂ g, ad x(I) ⊂ I und ad y(g) ⊂ I, ad y(I) ⊂ 0 (da I abels
h ist). Daraus folgt

(adx ◦ ad y)(g) ⊂ I und (adx◦ ady)2(g) ⊂ 0. Es gilt also κg(x, y) = Tr(adx ◦ ad y) = 0
und I ⊂ g⊥ = 0. �

Korollar 7.2.2 Seien g1 und g2 halbeinfa
he Lie Algebren. Dann ist g1 × g2 halb-

einfa
h.

Beweis. Wir zeigen, dass r(g1 × g2) = r(g1)× r(g2).

Da r(g1) und r(g2) au�ösbar sind ist das Produkt r(g1)× r(g2) au
h au�ösbar und es

gilt r(g1)× r(g2) ⊂ r(g1 × g2).

Umgekehrt betra
hten wir die kanonis
he Projektionen p1 : g1 × g2 → g1 und p2 :
g1 × g2 → g2 de�niert dur
h (x1.x2) 7→ x1 und (x1, x2) 7→ x2. Das Bild von r(g1 × g2)
in g1 via p1 ist au�ösbar also in r(g1) enthalten. Ananlog ist das Bild von r(g1 × g2)
in g2 via p2 in r(g2) enthalten. Die umkehre Enthaltung folgt. �

Korollar 7.2.3 Sei g halbeinfa
h. Es gilt Dg = g.

Beweis. Sei x ∈ (Dg)⊥ und sei y, z ∈ g. Es gilt κg([x, y], z) = κg(x, [y, z]) = 0.
Insbesondere gilt [x, y] ∈ g⊥ = 0 (die Killing-Form ist ni
ht ausgeartet). Es folgt

[x, y] = 0 also x ∈ z(g). Da g halbeinfa
h ist, gilt z(g) = 0 und also x = 0. Es folgt
(Dg)⊥ = 0 und Dg = g. �

Korollar 7.2.4 Sei ̺ : g → gl(V ) eine Darstellung mit g halbeinfa
h. Dann gilt

̺(g) ⊂ sl(V ).

Beweis. Sei x ∈ g. Es gilt g = Dg. Also gibt es Elemente yi, zi ∈ g mit x =
∑

i[yi, zi].
Es folgt Tr(xV ) = Tr(

∑

i[yi, zi]V ) = Tr([(yi)V , (zi)V ]) = 0. �

Proposition 7.2.5 Sei g → gl(V ) eine injektive Darstellung mit g halbeinfa
h.

Dann ist BV die Bilinearform zu V ni
ht ausgeartet.

Beweis. Sei I = g⊥, wobei ⊥ die Orthogonalität bezügli
h BV ist. Dann ist I ein

Ideal von g. Die Eins
hränkung der Darstellung g → gl(V ) induziert eine injektive I-
Darstellung I → gl(V ). Die Bilinearform B′

V zu dieder Darstellung ist die Null-Form.

Es folgt I⊥ = I ⊃ D(I). Na
h Theorem 6.4.2 ist die Lie Algebra I au�ösbar. Da g

halbeinfa
h ist, gilt I = 0. �

Korollar 7.2.6 Sei g eine Lie Algebra und sei h eine Unteralgebra von g.

1. Sei h halbeinfa
h ist. Dann ist h⊥ (wobei die Orthogonalität bezügli
h der Killing-

Form κg ist) ein Komplement von h und es gilt [h, h⊥] ⊂ h⊥.

2. Sei h ein halbeinfa
hes Ideal von g. Dann ist h⊥ au
h ein Ideal und es gilt g = h×h⊥

als Lie Algebra. Auÿerdem gilt h⊥ = zg(h) = {x ∈ g | [x, y] = 0 für alle y ∈ h}.
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Beweis. 1. Sei h → gl(g) die Darstellung de�niert dur
h x 7→ adg(x). Diese Dar-

stellung ist injektiv: Sei x im Kern, es gilt 0 = ad g(x)(y) = [x, y] für alle y ∈ g.

Insbesondere gilt x ∈ z(h) = 0. Na
h dem obigen Proposition, ist die Bilinearform

κg|h zu dieser Darstellung ni
ht ausgeartet. Insbesondere gilt h ∩ h⊥ = hκg|h = 0. Es
folgt g = h⊕ h⊥.

Für x ∈ h⊥ und y, z ∈ h gilt Tr([x, y], z) = Tr(x, [y, z]) = 0 da [y, z] ∈ h. Daraus folgt

die Enthaltung [h, h⊥] ⊂ h⊥.

2. Sei h ein Ideal, dann ist h⊥ ein Ideal. Für x, y ∈ g gibt es Darstellungen x = x1+x2

und y = y1 + y2 wobei x1, y1 ∈ h und x2, y2 ∈ h⊥. Es gilt [x, y] = [x1, y1] + [x2, y2] +
[x1, y2] + [x2, y1]. Aber die zwei letzte Terme sind in h ∩ h⊥ = 0. Es folgt g = h× h⊥.
Da h⊥ und h kommutieren und da z(h) = 0 folgt die letzte Aussage. �

Korollar 7.2.7 Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra. Dann gilt Der(g) = Inner(g).

Beweis. Die Lie Algebra Inner(g) = ad g ist das Bild von g via die adjungierte

Darstellung. Das g halbeinfa
h ist, ist die adjungierte Darstellung injektiv unf g ≃
ad(g) = Inner(g) ist eine halbeinfa
he Lie Unteralgebra von Der(g). Na
h Proposition
2.2.2 gilt [D, ad x] = ad D(x). Insbesondere ist Inner(g) ein Ideal von Der(g). Na
h
dem obigen Korollar gilt

Der(g) = Inner(g)× zg(Inner(g)).

Wir bestimmen zDer(Inner(g)). Sei D ∈ zDer(Inner(g)). Es gilt [D, ad x] = 0 für alle

x ∈ g. Aber Na
h Proposition 2.2.2 gilt [D, ad x] = ad D(x) also ad D(x) = 0. Da ad
injektiv ist gilt D(x) = für alle x ∈ g und es folgt D = 0. �

Korollar 7.2.8 Ideale einer halbeinfa
hen Lie Algebra sind 
harakteristis
he Ideale.

Korollar 7.2.9 Sei g eine Lie Algebra und sei I ein Ideal von g.

1. Seien I und g/I halbeinfa
h. Dann ist g halbeinfa
h.

2. Sei g halbeinfa
h. Dann sind I und g/I halbeinfa
h.

Beweis. 1. Na
h Korollar 7.2.6 gilt g = I × I⊥. Es folgt g/I ≃ I⊥ und g ≃ I × g/I.
Da I und g/I halbeinfa
h sind folgt aus Korollar 7.2.2, dass g halbeinfa
h ist.

2. Das Zentrum z(I) von I ist ein 
harakteristis
hes Ideal von I. Insbesondere ist z(I)
ein abel
hes Ideal von g. Es folgt z(I) = 0.

Wir zeigen, dass I ∩ I⊥ ⊂ z(I) = 0 wobei ⊥ die Orthogonalität bezügli
h der Killing-

Form ist. Sei x ∈ I ∩ I⊥, sei y ∈ I und sei z ∈ g. Es gilt κg([x, y], z) = κ(x, [y, z]) = 0
da x ∈ I⊥ und [y, z] ∈ I. Da κg ni
ht ausgeartet ist gilt [x, y] = 0 für alle y ∈ I. Es
folgt x ∈ z(I).
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Sei κI die Killing-Form für I. Wir zeigen, dass κI ni
ht ausgeartet ist. Sei x ∈ I⊥κI
. Da

κI = κg|I gilt für alle y ∈ I, dass κg(x, y) = κI(x, y) = 0. Es gilt also x ∈ I ∩ I⊥ = 0.
Daraus folgt, dass κI ni
ht ausgeartet ist und I ist halbeinfa
h.

Es folgt, dass g = I × I⊥ ≃ I × g/I. Insbesondere gilt g/I ≃ I⊥. Aber I⊥ ist ein

Ideal und es folgt, dass g/I ≃ I⊥ halbeinfa
h ist. �

7.3. Einfa
he Lie Algebren

Proposition 7.3.1 Eine Lie Algebra g ist genau dann halbeinfa
h, wenn g ein Pro-

dukt von einfa
he Lie Algebren der Dimension unglei
h 1 ist.

Beweis. Eine einfa
he Lie Algebra der Dimension unglei
h 1 ist halbeinfa
h. Na
h

Korollar 7.2.2 ist ein Produkt von sol
he Lie Algebren au
h halbeinfa
h.

Umgekehrt zeigen wir per Induktion na
h dim g, dass eine halbeinfa
he Lie Algebra

ein Produkt von einfa
he Lie Algebren ist. Für dim g = 0 ist die Aussage klar. Sei

g halbeinfa
h der dimension n. Wir nehmen an, dass alle halbeinfa
he Lie Algebren

der Dimension kleiner n Produkte von einfa
he Lie Algebren sind.

Ist g einfa
h, sind wir fertig. Ist g ni
ht einfa
h, dann gibt es ein ni
ht triviales Ideal

I von g und I ist halbeinfa
h. Es gilt also g = I × I⊥. Da I und I⊥ halbeinfa
he

Ideale der Dimension kleiner n sind, sind beide Produkte von einfa
he Lie Algebren.

Es folgt, dass g ein Produkt von einfa
he Lie Algebren ist. �

Korollar 7.3.2 Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra.

1. g ist das Produkt von alle einfa
he Ideale (gi)i∈[1,n] von g.

2. Ein Ideal I von g ist ein Produkt von gewisse gi.

Beweis. Na
h dem Proposition ist g das Produkt von einfa
he Lie Algebren gi. Diese

Lie Algebren sind einfa
he Ideale von g.

Sei I ein Ideal von g. Dann ist I ∩ gi ein Ideal von gi und es gilt I ∩ gi = 0 oder

I ∩ gi = gi i.e. gi ⊂ I. Seien gi1 , · · · , gir die einfa
he Lie Algebren mit gik ⊂ I.
Wir zeigen, dass I = gi1 × · · · × gir . Es gilt gi1 × · · · × gir ⊂ I. Umgekehrt, sei

x = (x1, · · · , xn) ∈ I und i 6∈ {i1, · · · , ir}. Wir zeigen, dass xi = 0. Angenommen

xi 6= 0. Da z(gi) = 0 gilt xi 6∈ z(gi). Es gibt also ein yi ∈ gi mit [xi, yi] 6= 0. Es gilt
also 0 6= [xi, yi] = [x, yi] ∈ I ∩ gi. Ein Widerspru
h. �

De�nition 7.3.3 Die einfa
he Ideale einer halbeinfa
hen Lie Algebra g heiÿen ein-

fa
he Komponente von g.

Korollar 7.3.4 Sei f : g → g′ ein surjektiver Lie Algebra Homomorphismus. Dann

gilt f(r(g)) = r(g′).
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Beweis. Das Bild I ′ = f(r(g)) von r(g) ist au�ösbar und ist ein Ideal in g′ (da f
surjektiv ist). Also gilt f(r(g)) ⊂ r(g′).

Sei p : g′ → g′/I ′ die kanonis
he Projektion. Es gibt ein sujektiven Lie Algebra

Homomorphismus g/r(g) → g′/I ′. Daraus folgt, dass G′/I ′ halbeinfa
h ist. Aber

r(g′)/I ′ ist ein au�ösbares Ideal von g′/I ′ und muss also null sein. Es folgt r(g′)/I = 0
also r(g′) = I ′. �

7.4. Halbeinfa
hkeit der Darstellungen

Theorem 7.4.1 (Satz von Weyl) Endli
h-dimensionale Darstellungen einer halb-

einfa
hen Lie Algebra sind halbeinfa
h. �

Beweis. Wir zeigen zuerst einige Lemma.

Lemma 7.4.2 Sei g eine Lie Algebra und V eine g-Darstellung. Die folgende Aus-

sagen sind äquivalent:

1. die Darstellung V ist halbeinfa
h;

2. für jede Teildarstellung W ⊂ V gibt U ⊂ V Teildarstellung mit V = U ⊕W .�

Beweis. (1. ⇒ 2.) Sei V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr mit Vi einfa
h für i ∈ [1, r] und sei W eine

Teildarstellung von V . Wir zeigen per nduktion na
h r, dass U exisitiert.

Für r = 1 ist V einfa
h und es gilt W = 0 oder W = V . Dann setezn wir U = V
oder U = 0 und die Aussage folgt.

Angenommen, dass es für V ′ = V2 ⊕ · · · ⊕ Vr und W ′
Teildarstellung von V ′

ein U ′

gibt mit V ′ = U ′ ⊕W ′
. Wir betra
hten die kanonis
he Projektion p : V → V/V1 ≃

V2 ⊕ · · · ⊕ Vr = V ′
. Dann ist W ′ = p(W ) eine Teildarstellung von V ′

und es gibt U ′

Teildarstellung von V ′
mit V ′ = U ′ ⊕W ′

. Auÿerdem gilt Kerp|W = W ∩ V1. Da V1

einfa
h ist gilt Kerp|W = 0 oder Kerp|W = V1.

Im Fall Kerp|W = 0, setzen wir U = V1 ⊕U ′
. Wir zeigen V = U ⊕W . Sei v ∈ U ∩W .

Wir s
hreiben v = v1 + v′ mit v1 ∈ V1 und v′ ∈ U ′
. Es gilt v′ = p(v) ∈ p(W ) = W ′

also v′ ∈ U ′ ∩W ′ = 0. Es folgt v = v1 ∈ V1 und v ∈ W also v ∈ V1 ∩W = Kerp = 0.
Daraus folgt v = 0. Sei v ∈ V . Wir s
hreiben v = v1 + v′ mit v1 ∈ V1 und v′ ∈ V ′

. Es

gibt u′ ∈ U ′
und w ∈ W mit v′ = u′+p(w). Es gilt p(v−u′−w) = p(v)−p(u)−p(w) =

v′ − u′ − p(w) = 0. Insbesondere gilt v − u′ −w ∈ Kerp = V1. Sei v
′
1 = v − u′ −w, es

gilt v = v′1 + u+ w ∈ U ⊕W . Es folgt V = U ⊕W .

Im Fall Kerp|W = V1, setzen wir U = U ′
. Wir zeigen V = U ⊕ W . Sei v ∈ U ∩W .

Da v ∈ U ⊂ V ′
gilt v = p(v). Daraus folgt v = p(v) ∈ U ∩ p(W ) = U ′ ∩W ′ = 0. Sei

v ∈ V . Wir s
hreiben v = v1+v′ mit v1 ∈ V1 und v′ ∈ V ′
. Es gibt u′ ∈ U ′

und w ∈ W
mit v′ = u′ + p(w). Es gilt p(v − u′ − w) = p(v)− p(u)− p(w) = v′ − u′ − p(w) = 0.
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Insbesondere gilt v−u′−w ∈ Kerp = V1. Sei v
′
1 = v−u′−w, es gilt v = u+w+v′1 ∈

U ⊕W da V1 ⊂ W . Es folgt V = U ⊕W .

(1. ⇒ 2.) Per Induktion na
h dimV . Für V = 0 ist die Aussage klar. Sei W ⊂ V
eine e
hte Teildarstellung mit Vr = V/W einfa
h. Wir zeigen, dass 2. gilt für W .

Sei W ′
eine Teildarstellung von W . Dann ist W ′

eine Teildarstellung von V und

es gibt eine Teildarstellung E von V mit W ′ ⊕ E = V . Sei U ′ = E ∩ W . Es gilt

U ′ ∩W ′ = E ∩W ∩W ′ = E ∩W ′ = 0. Sei w ∈ W . Dann gibt es e ∈ E und w′ ∈ W ′

mit w = w′ + e. Es gilt e = w − w′ ∈ E ∩ W = U ′
. Es gilt also W = U ′ ⊕ W ′

.

Dann gilt per Induktion, dass es einfa
he Teildarstellungen V1, · · · , Vr−1 gibt mit

W = V1⊕· · ·⊕Vr−1. Sei U eine Teildarstellung mit V = W⊕U . Es gilt Vr = V/W ≃ U
ist einfa
h und es folgt V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vr mit Vi einfa
h für alle i ∈ [1, r]. �

Lemma 7.4.3 Sei g eine Lie Algebra. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. alle endli
h dimensionale Darstellungen von g sind halbeinfa
h;

2. Gegeben ̺ : g → gl(V ) eine endli
h-dimensionale Darstellung und W ein Unter-

raum der Kodimension 1 in V mit ̺(x)(V ) ⊂ W für alle x ∈ g. Dann gibt es ein

Teildarstellung L von V mit dimL = 1 so, dass V = W ⊕ L. �

Beweis. (1. ⇒ 2.) ist klar.

(2. ⇒ 1.) Per Induktion na
h der Dimension.

Sei σ : g → gl(E) eine endli
h-dimensionale Darstelung und sei F eine Teildarstellung.

Wir betra
hten die induzierte Darstellung τ : g → Hom(E, F ). Diese Darstellung ist
de�niert dur
h xHom(E,F ) · ϕ = xF ◦ ϕ − ϕ ◦ xE . Seien V und W die Unterräume

de�niert dur
h

V = {ϕ ∈ Hom(E, F ) | es gibt λ ∈ C mit ϕ|F = λIdF}
W = {ϕ ∈ Hom(E, F ) | ϕ|F = 0}.

Wir zeigen zuerst, dass V und W Teildarstellungen von Hom(E, F ) sind. Sei ϕ ∈ V .
Es gilt ϕ|F = λIdF und (xHom(E,F )·ϕ)|F = xF ◦ϕ|F−ϕ|F ◦xF = xF ◦λIdF−λIdF ◦xF =
0.

Sei ̺ : g → gl(V ) die induzierte Darstellung. Na
h Annahme gibt es eine Teildar-

stellung L = 〈ϕ〉 der Dimension 1 mit V = W ⊕ L. Insbesondere gilt ϕ|F = λIdF
mit λ 6= 0 und ̺(x)(ϕ) ⊂ L ∩W = 0. Es folgt xE ◦ ϕ = ϕ ◦ xE für alle x ∈ g. Sei

G = Kerϕ. Es gilt E = F ⊕ G und G ist eine Teildastellung von E. Per Induktion
na
h der Dimension sind F und G halbeinfa
h also au
h E. �

Lemma 7.4.4 Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra und sei ̺ : g → gl(V ) eine endli
h-
dimensionale Darstellung. Sei W eine Teildarstellung der Kodimension 1 von V mit

̺(x)(V ) ⊂ W für alle x ∈ g. Dann gibt es eine Teildarstellung L der Dimension 1
von V mit V = W ⊕ L. �
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Beweis. Sei σ : g → gl(W ) die einges
hränkte Darstellung. Angenommen σ = 0.
Dann gilt ̺(x)̺(y) = 0 für alle x, y ∈ g. Es folgt ̺([x, y]) = 0 und ̺(g) = ̺(Dg) = 0.
Die Darstellung ist die triviale Darstellung und jedes Komplement L von W ist eine

Teildarstellung.

Angenommen σ 6= 0. Wir nehmen zuerst an, dass W einfa
h ist. Sei I = Kerσ. Es
ist ein Ideal von g. Na
h Lemma 7.4.2 gilt g = I × I⊥. Die Eins
hränkung σ|I⊥ ist

injektiv. Na
h Proposition 7.2.5 ist die Bilinearform B zu dieser Darstellung ni
ht

ausgeartet. Sei cg ∈ g ⊗ g das Casimir Element von g bezügli
h B. Es gibt eine

lineare Abbildung ΦV : g ⊗ g → End(V ) de�niert dur
h ΦV (x ⊗ y) = xV ◦ yV und

ΦV (cg)|W = cWg ist das Casimir Element von g bezügli
h B und W . Na
h Proposition

3.9.6 ist cWg ein Automorphismus von W . Aber es gilt ΦV (cg)(V ) ⊂ W . Also gilt

im(ΦV (cg)) = W . Sei L = KerΦV (cg). Es gilt dimL = 1 und L∩W = 0. Daraus folgt,
dass L eine Teildarstellung der Dimension 1 ist mit V = W ⊕ L.

Angenommen W sei ni
ht einfa
h. Wir zeigen die Aussage per Induktion na
h dimV .
Sei U eine minimale Teildarstellung von W und sei τ : g → gl(U) die induzierte

Darstellung. Dann ist U einfa
h. Für die Quotientdarstellung V/U gilt na
h Indukti-

on, dass es eine Teildarstellung Z/U der Dimension 1 gibt mit V/U = W/U ⊕ Z/U .
Sei p : V → V/U . Das Urbild Z = p−1(Z/U) ist eine Teildarstellung von V und

W ∩Z = U . Es gilt τ(x)(Z) ⊂ U für alle x ∈ g. Da U einfa
h ist gilt aus dem obigen

Paragraph, dass es eine Teildarstellung L von Z der Dimension 1 gibt mit Z = U⊕L.
Es folgt, dass L eine Teildarstellung L von V der Dimension 1 ist mit V = W ⊕ L.�

Theorem 7.4.1 folgt aus Lemma 7.4.3 und Lemma 7.4.4. �

Korollar 7.4.5 Eine Lie Algebra g ist genau dann halbeinfa
h, wenn alle endli
h-

dimensionale g-Darstellungen halbeinfa
h sind.

Beweis. Der Satz von Weyl besagt, dass wenn g halbeinfa
h ist, dann au
h alle

endli
he-dimensionale g-Darstellungen halbeinfa
h sind.

Umgekehrt sei g ni
ht halbeinfa
h. Sei die adjungierte Darstellung ni
ht halbeinfa
h

sind wir fertig. Angenommen die adjungierte Darstellung sei halbeinfa
h. Sei I ein

ni
ht-triviales abels
he Ideal von g. Da g halbeinfa
h als g-Darstellung ist gibt es ein

Ideal J mit g = I ⊕ J . Sei x ∈ I \ {0} und sei h ein Komplement von 〈x〉 in I. Es
gibt ein Lie Algebra-Isomorphismus

g ≃ I × J ≃ 〈x〉 × h× J.

Insbesondere für 〈x〉 → gl(V ) eine Darstellung ist die hintereinander S
haltung g →
〈x〉 → gl(V ) eine g-Darstellung wobei g → 〈x〉 die kanonis
he Projektion ist. Aber

die Darstellung 〈x〉 → gl2 de�niert dur
h

xC2 =

(

0 1
0 0

)

ist ni
ht halbeinfa
h. Dasselbe gilt für C2
als g-Darstellung. �
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7.5. Jordan-Chevalley Zerlegung

Proposition 7.5.1 Sei V ein endli
h-dimensionaler Vektorraum und sei g eine halb-

einfa
he Lie Unteralgebra von gl(V ). Dann sind, für alle x ∈ g, der halbeinfa
he Teil

xs und der nilpotente Teil xn in g.

Beweis. FürW eine Teildarstellung von V , s
hreiben wir gW für die Lie Unteralgebra

von gl(V ) de�niert dur
h

gW = {x ∈ gl(V ) | x(W ) ⊂ W und Tr(x|W ) = 0}.

Für x ∈ g gilt x(W ) ⊂ W und da g halbeinfa
h ist, gilt x|W ∈ sl(W ). Es folgt

g ⊂ gW .

Sei x ∈ g und sei x = xs + xn die Jordan-Chevalley Zerlegung, wobei xs, xn ∈ gl(V ).
Sei W eine Teildarstellung von V . Es gilt x(W ) ⊂ W . Daraus folgt xs(W ) ⊂ W
und xn(W ) ⊂ W . (siehe Theorem 5.2.1). Darüber hinaus ist xn nilpotent. Es folgt

Tr((xn)|W ) = 0 und Tr((xs)|W ) = Tr(x|W )− Tr((xn)|W ) = 0. Also gilt xs, xn ∈ gW .

Sei ngl(V )(g) der Normalisator von g in gl(V ) i.e.

ngl(V )(g) = {y ∈ gl(V ) | [y, x] ∈ g für alle x ∈ g}.

Dies ist eine Lie-Unteralgebra von gl(V ). Wir setzen

g∗ = ngl(V )(g) ∩
⋂

W

gW

wobei wir den S
hnitt über alle Teildarstellung W von V betra
hten. Es gilt g ⊂ g∗

und xs, xn ∈ g∗.

Es genügt also zu zeigen, dass g = g∗. Da g ein Ideal von g∗ ist (weil g∗ ⊂ ngl(V )(g))
und g halbeinfa
h ist, gilt na
h Korollar 7.2.6, dass g∗ = g × zg∗(g). Sei y ∈ zg∗(g)
und sei W eine minimale g-Teildarstellung in V . Sei λ ein Eigenwert von y in W .

Der Eigenraum Eλ(y|W ) = Ker(y|W − λIdW ) ist g-invariant und ni
ht trivial. Da W
einfa
h ist, gilt Eλ(y|W ) = W i.e. y|W = λIdW . Es gilt aber Tr(y|W ) = 0 also λ = 0
und y|W = 0. Da V halbeinfa
h ist, ist V eine Summe von einfa
hen Teildarstellungen

und es folgt y = 0. �

Korollar 7.5.2 Sei V ein endli
he-dimensionaler Vektorraum und sei g eine halb-

einfa
he Lie Unteralgebra von gl(V ). Ein Element x ∈ g ist genau dann halbeinfa
h

(bzw. nilpotent), wenn adx so ist.

Beweis. Sei x = xs+xn die Jordan-Chevalley Zerlegung von x. Dann ist adx = adxs+
adxn die Jordan-Chevalley Zerlegung von adx (Lemma 5.2.4). Sei x halbeinfa
h (bzw.
nilpotent), gilt xn = 0 (bzw. xs = 0) und ad xn = 0 (bzw. ad xs = 0) i.e. ad x ist

halbeinfa
h (bzw. nilpotent). Umgekehrt, sei adx halbeinfa
h (bzw. nilpotent). Dann

gilt ad xn = 0 (bzw. ad xs = 0). Da g haleinfa
h ist, ist die adjungierte Darstellung

injektiv und es gilt xn = 0 (bzw. xs = 0) und x ist halbeinfa
h (bzw. nilpotent). �
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De�nition 7.5.3 Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra. Ein Element x ∈ g heiÿt

halbeinfa
h (bzw. nilpotent) wenn, für alle endli
h-dimensionale Darstellung V
von g, das Element xV halbeinfa
h (bzw. nilpotent) ist.

Proposition 7.5.4 Sei f : g → g′ ein Lie-Algebrahomomorphismus, wobei g und g′

halbeinfa
h sind.

1. Ist x ∈ g halbeinfa
h (bzw. nilpotent), so ist f(x).

2. Auÿerdem, ist f surjektiv, dann sind alle halbeinfa
he (bzw. nilpotente) Element

von g′ das Bild eines halbeinfa
hen (bzw. nilpotenten) Element von g.

Beweis. 1. Sei V eine g′-Darstellung. Dann ist V au
h eine g-Darstellung dur
h xV =
f(x)V . Der erste Teil folgt.

2. Sei I = Kerf . Es gilt g = I × I⊥ und I⊥ ≃ g/I. Da f surjektiv ist, gilt g/I ≃ g′.
Es folgt g ≃ I × g′. Es gibt also ein Lie-Algebrahomomorphismus f ′ : g′ → g mit

f ◦f ′ = Idg′ . Für x
′ ∈ g′, gilt x′ = f(f ′(x′)) und f ′(x′) ist halbeinfa
h ( bzw. nilpotent)

na
h 1. wenn x′
so ist. �

Theorem 7.5.5 Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra.

1. Ein Element x ∈ g is genau dann halbeinfa
h (bzw. nilpotent), wenn es eine

injektive endli
h-dimensionale Darstellung ̺ : g → gl(V ) gibt mit ̺(x) halbeinfa
h
(bzw. nilpotent).

2. Jedes Element x ∈ g hat eine Darstellung x = xs + xn, wobei xs ∈ g halbeinfa
h

ist, xn ∈ g nilpotent ist und [xs, xn] = 0. �

Beweis. 1. Sei x halbeinfa
h (bzw. nilpotent). Dann ist ad x halbeinfa
h und ad :
g → gl(g) ist injektiv.

Umgekehrt, sei ̺ : g → gl(V ) injektiv mit ̺(x) halbeinfa
h (bzw. nilpotent). Dann

ist adx halbeinfa
h (bzw. nilpotent) na
h Korollar 7.5.2.

Sei σ : g → gl(W ) eine endli
h-dimensionale g-Darstellung und sei I der Kern. Es

gilt g = I × I⊥. Sei J = I⊥ und p : g → J ≃ g/I die kanonis
he projektion. Es gilt

adJp(x) = (ad x)|J also ist adJp(x) halbeinfa
h (bzw. nilpotent). Die eins
hränkung

von σ auf J ist injektiv. Na
h Korollar 7.5.2, ist σ(p(x)) halbeinfa
h (bzw. nilpotent).
Da σ(x) = σ(p(x)), folgt 1.

2. Die Jordan-Chevalley Zerlegung in der adjungierten Darstellung gibt diese Zerle-

gung. �
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8. Cartan Unteralgebren

8.1. De�nition

De�nition 8.1.1 Sei g ein Lie Algebra. Eine Unteralgebra h von g heiÿt Cartan

Unteralgebra wenn gilt following two 
onditions:

� h ist nilpotent;

� ng(h) = {x ∈ g | [x, h] ⊂ h} = h.

Beispiel 8.1.2 Sei g = sln. Dann ist die Unteralgebra aller diagonalen Matrizen in

g eine Cartan Unteralgebra.

8.2. Reguläre Elemente

De�nition 8.2.1 Sei g eine Lie Algebra und sei x ∈ g. Sei χad x
(T ) das 
harakteris-

tis
hes Polynom von ad x. Sei n = dim g. Wir de�nieren die Funktionen ai : g → C

dur
h die Glei
hung

χad x
(T ) =

n
∑

i=1

ai(x)T
i.

De�nition 8.2.2 Der Rang von g ist

Rg(g) = min{k ∈ N | ak 6= 0}.

Bemerkung 8.2.3 Es gilt 1 ≤ Rg(g) ≤ dim g.

Der Rang ist immer kleiner glei
h n = dim g. Die Glei
hung Rg(g) = dim g gilt genau

dann wenn, g nilpotent ist.

Da x ∈ Ker(ad x) gilt a0(x) = 0 für alle x ∈ g und Rg(g) ≥ 1.

De�nition 8.2.4 Ein Element x ∈ g heiÿt regulär falls aRg(g)(x) 6= 0.

Proposition 8.2.5 Sei g eine Lie Algebra. Die Menge gr aller regulären Elemente

aus g ist eine di
hte, zusammenhängende, o�ene Teilmenge von g.
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Proof. Es gilt gr = {x ∈ g | αRg(g)(x) 6= 0}. Da C\{0} o�en ist und aRg(x) stetig ist (es

ist ein Polynom in koordinaten von x), folgt, dass gr eine o�ene Teilmenge ist. Seien

x ∈ g und y ∈ gr. Wir setzen L = {zt = (1− t)x+ ty | t ∈ C}. Sei P (t) = aRg(g)(zt).
Dies ist ein Polynom in t und L ∩ gr = {zt | P (t) 6= 0}.

Da P nur endli
h viele Nullstelle hat gibt es eine Folge (tn)n≥0 mit limn tn = 0 und

P (tn) 6= 0 für alle n ≥ 0. Es folgt, dass limn ztn = z0 = x und ztn ∈ gr für alle n ≥ 0
i.e. gr ist di
ht in g.

Angenommen x ∈ gr. Da P nur endli
h viele Nullstelle hat gibt es einen Weg γ :
[0, 1] → C mit γ(0) = 0, γ(1) = 1 und P (γ(t)) 6= 0 für allr t. Es folgt, dass Γ :
[0, 1] → g de�niert dur
h Γ (t) = zγ(t) einen Weg in g ist mit Γ (0) = x, Γ (1) = y und

Γ (t) ∈ gr für alle t. Es folgt, dass gr zusammenhängend ist.None

8.3. Cartan Unteralgebren und reguläre Elemente

De�nition 8.3.1 Sei x ∈ g und λ ∈ C. Wir s
hreiben gλx für den Hauptraum von

ad x zum Eigenwert λ:

gλx = {y ∈ g / (ad x − λIdg)
n(y) = 0 für ein n}.

Lemma 8.3.2 Sei n ≥ 0, seien x, y, z ∈ g und sei λ, µ ∈ C. Es gilt

(adx− (λ+ µ)Idg)
n[y, z] =

n
∑

i=0

(

n

i

)

[

(adx− λIdg)
iy, (adx− µIdg)

n−iz
]

.

Beweis. Per Induktion na
h n. Für n = 0 ist die Aussage klar. Wir setzen A =
(adx− (λ+ µ)Idg)

n+1[y, z].

Na
h Induktion gilt

A = (adx− (λ+ µ)Idg)
n+1[y, z]

= (adx− (λ+ µ)Idg)

(

n
∑

i=0

(

n

i

)

[

(adx− λIdg)
iy, (adx− µIdg)

n−iz
]

)

= adx

(

n
∑

i=0

(

n

i

)

[

(adx− λIdg)
iy, (adx− µIdg)

n−iz
]

)

−λ

n
∑

i=0

(

n

i

)

[

(adx− λIdg)
iy, (adx− µIdg)

n−iz
]

−µ
n
∑

i=0

(

n

i

)

[

(adx− λIdg)
iy, (adx− µIdg)

n−iz
]
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A =

n
∑

i=0

(

n

i

)

[

(adx− λIdg)
i+1(x), (adx− µIdg)

n−i(y)
]

+
n
∑

i=0

(

n

i

)

[

(adx− λIdg)
i(x), (adx− µIdg)

n+1−i(y)
]

=
n
∑

i=0

((

n

i− 1

)

+

(

n

i

))

[

(adx− λIdg)
i(x), (adx− µIdg)

n+1−i(y)
]

.

Die Aussage folgt. �

Proposition 8.3.3 Sei x ∈ g. Es gilt

1. g =
⊕

λ

gλx.

2. [gλx, g
µ
x] ⊂ gλ+µ

x .

3. g0x ist eine Lie Unteralgebra von g.

Beweis. 1. Siehe LAII.

2. Folgt vom Lemma.

3. Folgt aus 2. �

Lemma 8.3.4 Sei x ∈ g. Es gilt dim g0x ≥ Rg(g). Für x regulär gilt dim g0x = Rg(g).�

Beweis. Das 
harakteristis
he Polynom χad x
von ad x in g ist das Produkt der 
ha-

rakteris
tis
hen Polynome P λ
x von ad x|gλx für alle λ. Es gilt P 0

x (T ) = T dim g0x
und für

λ 6= q0 gilt P λ
x (0) 6= 0. Es folgt χad x

(T ) = T dim g0xQ(T ) mit Q(0) 6= 0. Insbesondere
gilt ak(x) = 0 für k ≤ dim g0x und adim g0x

(x) 6= 0. Es folgt dim g0x ≥ Rg(g).

Für x regulär gilt aRg(g)(x) 6= 0 und ak(x) = 0 für alle k ≤ Rg(g). Daraus folgt die
Glei
hheit. follows. �

Theorem 8.3.5 Sei x regulär. Dann ist g0x eine Cartan Unteralgebra von g. Es gilt

dim g0x = Rg(g). �

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass g0x nilpotent ist. Dafür sollen wir zeigen, dass für alle

y ∈ g0x, der Endomorphismus Ay = (ady)|g0x nilpotent ist. SeiBy der Endomorphismus

von g/g0x de�niert dur
h By(z̄) = [y, z]. We setzen

U = {y ∈ g0x / Ay ist ni
ht nilpotent} V = {y ∈ g0x / By ist invertierbar}.

Diese Mengen are o�ene Teimengen von g0x (die erste Teilmenge ist de�niert dur
h:

das Produkt von alle koe�zienten im 
harakteristis
hen Polynom ist ni
ht null, die

zweite dur
h: die Determinante ist ni
ht null). Darüber hinhaus ist V ni
ht leer da

x ∈ V und di
ht (selben Beweis wie im Proposition 8.2.5).



61

Es genügt zu zeigen , dass U leer ist. Angenommen U sei ni
ht leer. Dann ist U ∩ V
au
h ni
ht leer (V ist di
ht und U ist o�en). Sei y ∈ U ∩ V . Es gilt g0y ( g0x.

Daraus folgt dim g0y < dim g0x. Na
h dem obigen Lemma und da x rgulär ist gilt

dim gxx = Rg(g). Ein Widerspru
h mit der Unglei
hung dim g0y ≥ Rg(g) vom Lemma.

Jetzt zeigen wir, dass ng(g
0
x) = g0x. Sei z ∈ n(g0x). Es gilt [z, g0x] ⊂ g0x also gilt

ad x(z) = −[z, x] ∈ g0x. Daraus folgt, dass es ein m ≥ 0 gibt it (ad x)
m(ad x(z)) = 0.

Es folgt z ∈ g0x. �

8.4. Konjugation von Cartan Unteralgebren

De�nition 8.4.1 Sei Aut(g) die Gruppe von Lie Algebra Automorphismen:

Aut(g) = {f ∈ GL(g) | f([x, y]) = [f(x), f(y)] für alle x, y ∈ g}.

Proposition 8.4.2 Sei x ∈ g. Es gilt exp(ad x) ∈ Aut(g).

Beweis. Es gilt exp(adx) in GL(g) da exp(−adx) = exp(adx)
−1
. Seien y, z ∈ g. Ohne

Eins
hränkung kann man annehmen, dass g ⊂ gln. Es gilt dank 8.3.2:

(exp(ad x))[y, z] =

+∞
∑

n=0

1

n!
(ad x)

n[y, z]

=
+∞
∑

n=0

1

n!

n
∑

i=0

[(ad x)
i(y), (ad x)

n−i(z)]

=

+∞
∑

n=0

n
∑

i=0

1

i!(n− i)!
(ad x)

i(y)(ad x)
n−i(z)

−
+∞
∑

n=0

n
∑

i=0

1

i!(n− i)!
(ad x)

n−i(z)(ad x)
i(y)

= (exp(ad x))(y)(exp(ad x))(z)− (exp(ad x))(z)(exp(ad x))(y).

Die Aussage folgt. �

De�nition 8.4.3 Sei g ein Lie Algebra. Die innere-Automorphismen- Gruppe G ist

die von Elementen der Form exp adx für x ∈ g erzeugte Untergruppe von Aut(g).

Theorem 8.4.4 Die Gruppe G wirkt transitiv auf der Menge aller Cartan Unteral-

gebren von g. �

Beweis. Sei h ein Cartan Unteralgebra von g. Für x ∈ h s
hreiben wir Yx (bzw. Zx)

für ad x|h (bzw. für die Abbildung Zx : g/h → g/h de�niert dur
h Zx(ȳ) = [x, y].

Lemma 8.4.5 Die Menge V = {x ∈ h / Zx ist invertierbar} ist o�en in h und ni
ht

leer. �
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Beweis. Diese Menge ist o�en da es dur
h die Unglei
hung det(Zx) 6= de�niert ist.

Wir zeigen, dass es ni
ht leer ist. Wir betra
hten g/h als h-Darstellung. Die Wirkung

von x ∈ h ist dank Zx de�niert. Da h nilpotent ist, ist h au�ösbar und Na
h dem

Satz von Lie gibt es eine Basis B = (e1, · · · , er) von g/h so, dass MatB(Zx) eine obere
Dreie
kmatrix ist. Sei Vi = 〈e1, ·ei〉. Es gibt eine Linearform αi : h → C so, dass

Zx(v)−αi(x)v ∈ Vi−1 für alle v ∈ Vi (die komplexe Zahl αi(x) ist der i-te Koe�zient
von MatB(Zx) auf der Diagonal. Insbesondere sind (αi(x))i∈[1,r] die Eigenwerte von

Zx auf g/h.

Es genügt zu zeigen, dass alle Linearformen (αi)i∈[1,r] ni
ht trivial sind: in diesem

Fall ist V das Kompelment des S
hnittes aller Hyperebenen {x ∈ h / αi(x) = 0} für

i ∈ [1, r] also ni
ht leer.

Angenommen αi = 0 als Linearform. Sei k = min{i ≥ 0 | αk = 0}. Dann ist Zx

invertiebar auf Vk−1 aber ni
ht auf Vk. Der Kern K von Zx|Vk
hat also Dimension 1

und es gilt K ⊕ Vk−1 = Vk. Es gilt also K = {v ∈ g/h | Zn
x (v) = 0 für ein n ≥ 0}.

Wir zeigen, dass für y ∈ h und v ∈ K gilt Zy(v) = 0. Es gilt Zx(Zy(z)) = [x, [y, v]] =

[[x, y], v] + [y, [x, v] = Zad x(y)(v) + [y, Zx(v)] = Zad x
(v). Per Induktion folgt

Zm
x (Zy(v)) = (ad x)

m(ad y(v)) = Z(ad x)m(y)(v).

Da h nilpotent ist, gilt (adx)m(y) = 0 für ein m. Also Zm
x (Zy(v)) = 0 und Zy(v) ∈ K.

Aber Zy(Vk) ⊂ Vk−1 (weil αk = 0). Daraus folgt Zy(v) ∈ K ∩ Vk−1 = 0.

Sei z ∈ g. Dann ist die Klasse z in g/h in K enthalten. Für y ∈ h, gilt Zy(z) = 0 also
ad y(z) ∈ h oder ad z(y) ∈ h. Daraus folgt z ∈ ng(h) und z 6∈ h. Ein Widerspru
h mit

der De�nition von Cartan Unteralgebren. �

Lemma 8.4.6 Sei W = G · V die Vereinigung

W =
⋃

g∈G
g · V.

Dann ist W o�en in g. �

Beweis. Sei x ∈ V . Es genür zu zeigen, dassW eine Umgebung von x in g enthält. Sei

µ : G×V → g de�niert dur
h µ(g, y) = g · y. Es gilt µ(G×V ) = W . Wir bestimmen

das Bild I von T(e,x)(G × V ) (den Tangentraum) via die Di�erenzielle d(e,x)µ. Das
Bild I enthält das Bild von h = TxV via die Di�erenzielle der Embettung h → g

(die ist die Abbildung µ(e, ·)). Darüber hinhaus betra
hten wir für y ∈ g die Kurve

t 7→ exp(tad y)(x) = x+ t[y, x] +O(t2). Das bild eines Tangentsvektors dieser Kurve

liegt in I. Insbesondere ist [y, x] in I. Es folgt ad x(g) ⊂ I. Aber für x ∈ V , gilt, dass
Zx invertierbar ist. Die Projektion ad x(g) → g/h ist also sujektive und I = g.

Na
h dem Satz von der impliziten Funktion, ist µ eine lokale Submertion am (e, x).
Daraus folgt, dass das Bild W eine Umgebung von x enthält. �
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Lemma 8.4.7 Es gibt ein reguläres Element x mit h = g0x. �

Beweis. Die Menge gr aller regulären Elemente ist di
ht in g. Da W o�en ist, gibt es

ein y ∈ W ∩ gr. Es gibt also g ∈ G und x ∈ V mit y = g · x. Dar Element x ist au
h

regulär: es gilt ad y(z) = ad g·x(z) = g · ad x(g
−1 · z) und ad y sind ad x konjugiert. Es

folgt χadx = χady und x ist regulär. Es gilt au
h x ∈ h. Da h nilpotent ist, gilt, dass

Yx nilpotent ist. Es folgt h ⊂ g0x. Da Zx invertiebar ist gilt g
0
x = h. �

Um den Satz zu zeigen, genügt es zu zeigen, dass es, für x, y ∈ gr, ein Element g ∈ G
gibt mit g(g0x) = g0y. Wir betra
hten die äquivalenz relation über gr

x ∼ y ⇔ es gibt g ∈ G mit g(g0x) = g0y.

Lemma 8.4.8 Die äquivalenzklassen von ∼ are o�ene Teilmengen von gr. �

Beweis. Sei x ∈ gr. Wir zeigen, dass es eine Umgebung U von x gibt so, dass für alle

y ∈ U gilt x ∼ y.

Sei h = g0x. Dies ist eine Cartan Unteralgebra. Die Teilmenge V ist o�en und ni
ht

leer und W ist o�en. Es gilt x ∈ V ∩ gr ⊂ W ∩ gr. Es folgt, dass es eine Umbegung

U von x gibt mit U ⊂ W ∩ gr. Sei y ∈ U . Diese Element ist regulär under Form

y = g · z mit z ∈ V . Also ist z regulär. Es gilt z ∈ g0x und Zz ist invertierbar. Daraus

folgt (selben Beweis als im obigen Lemma) g0z = g0x und g0y = g(g0z) = g(g0x). Es gilt
also x ∼ y. �

Da gr zusammenhängend ist, gibt es eine einzige äquivalenzklasse für ∼. Daraus folgt
der Satz. �

8.5. Halbeinfa
her Fall

Theorem 8.5.1 Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra und sei h eine Cartan Unteral-

gebra von g. Dann gilt:

1. κg|h ist ni
ht ausgeartet.

2. h ist abels
h.

3. zg(h) = h;

4. Alle x ∈ h sind halbeinfa
h. �

Beweis. 1. Sei x regulär mit h = g0x. Wir haben die Zerlegung g = ⊕λg
λ
x.

Lemma 8.5.2 Sei y ∈ gλx und z ∈ gµx mit λ+ µ 6= 0. Dann gilt κg(y, z) = 0. �
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Proof. Sei B = (e1, · · · , er) eine Basis von gλx so, dass MatB(ad x|gλx) in Jordan-

Normal-Form ist. Sei C = (f1, · · · , fs) eine Basis von gµx so, dass MatC(ad x|gµx) in
Jordan-Normal-Form ist. Wir zeigen per Induktion na
h i+ j, dass κg(ei, fj) = 0. Da
κg bilinear ist, ist es genügend.

Für i+ j = 2 gilt i = j = 1. Es gilt ad x(e1) = λe1 und ad x(f1) = µf1 also gilt

(λ+ µ)κg(e1, f1) = κg(λe1, f1) + κg(e1, µf1) = κg([x, e1], f1) + κg(e1, [x, f1]) = 0.

Da λ + µ 6= 0, folgt κg(e1, f1) = 0. Angenommen κg(ei, fj) = 0 für i + j = k. Seien
i, j mit i+ j = k + 1. Es gilt Es gilt ad x(ei) = λei + v, wobei v ∈ 〈e1, · · · , ei−1〉 und
ad x(ej) = µej + v′, wobei v′ ∈ 〈f1, · · · , fj−1〉. Es folgt

(λ+µ)κg(ei, fj) = κg([x, ei], fj)+κg(ei, [x, fj ])+κg(λei, v
′)+κg(v, µfj)+κg(v, v

′) = 0.

Da λ+ µ 6= 0, folgt κg(ei, fj) = 0. �

Daraus folgt, dass g0x orthogonal zu aller gλx für λ 6= 0 ist. Da κg ni
ht ausgeartet ist,

gilt dass κg|h ni
ht ausgeartet ist.
2. Wir betra
hten die Darstellung ad : h → gl(g). Diese Darstellung ist injektiv,

da die adjungierte Darstellung injektiv ist. Das Bild ad (h) von h ist au�ösbar, weil

h nilpotent ist. Na
h dem Kriterium von Cartan (Satz 6.4.2) gilt [ad (h), ad (h)] ⊂
ad (h)⊥κg

. Da κg|h ni
ht ausgeartet ist folgt [ad (h), ad (h)] = 0 und h ≃ ad (h) ist
abels
h.

3. Es gilt zg(h) ⊂ ng(h) = h. Daraus folgt zg(h) ⊂ h. Da h abels
h ist, gilt h ⊂ zg(h).

4. Sei x ∈ h und sei x = xs + xn die Jordan-Chevalley Zerlegung (diese Zerlegung

ist wohl de�niert da g halbeinfa
h ist). Sei y ∈ h, es gilt [x, y] = 0. Daraus folg

[xs, y] = 0 = [xn, y]. Also gilt xs, xn ∈ zg(h) = h. Sei y ∈ h wir zeigen κg(xn, y) = 0.
Da xn nilpotent ist, ist au
h adxn

nilpotent. Aber [xn, y] = 0 also folgt [adxn
, ady] = 0.

Daraus folgt, dass (ad xn
ad y)

m = ad m
xn
ad m

y = 0 für m groÿ genug i.e. ad xn
ad y ist

nilpotent and κg(xn, y) = 0. Da κg|h ni
ht ausgeartet ist, folgt xn = 0. �

Korollar 8.5.3 Sei g halbeinfa
h. Dann sind Cartan Unteralgebren die maximale

abels
he Unteralgebren.

Beweis. Folgt aus 3. vom Satz. �

Korollar 8.5.4 Reguläre Elemente einer halbeinfa
hen Lie Algebra sind halbein-

fa
h.

Beweis. Sei x regulär. Dann ist g0x eine Cartan Unteralgebra. Aber es gilt x ∈ g0x und

Elemente eine Cartan Unteralgebren sind halbeinfa
h. Es folgt, dass x halbeinfa
h

ist. �



9. Die Lie Algebra sl2

9.1. De�nition

De�nition 9.1.1 Die Lie Algebra sl(k2) wird sl2 bezei
hnet. Wir betra
hten die

Basis (e, h, f) von sl2, wobei

e =

(

0 1
0 0

)

, h =

(

1 0
0 −1

)

and f =

(

0 0
1 0

)

.

Bemerkung 9.1.2 Die Lie Algebra sl2 hat dimension 3 und (e, h, f) ist eine Basis.
Es gilt [e, f ] = h, [h, e] = 2e und [h, f ] = −2f .

Korollar 9.1.3 Die Lie Algebra sl2 ist einfa
h also au
h halbeinfa
h.

Beweis. Sei I 6= 0 ein Ideal von sl2 und sei 0 6= ae+ bh+ cf ∈ I. Falls a = c = 0 gilt
h ∈ I. Es folgt, dass 2e = [h, e] und 2f = [h, f ] ai
h i I sind. Daraus folgt I = sl2.

Falls a 6= 0 oder c 6= 0 können wir ohne Bes
hränkung annehmen, dass a 6= 0 gilt. Es
gilt [f, [f, ae+bh+cf ]] = −[f, ah+2bf ] = 2af . Daraus folgt f ∈ I und h = [e, f ] ∈ I.
Wie oben folgt I = sl2. �

Korollar 9.1.4 Der Endomorphism ad h hat 3 Eigenwerte 2, 0 und −2 und h ist

halbeinfa
h. Die Lie Unteralgebra h = 〈h〉 ist eine Cartan Unteralgebra.

Beweis. Der erste Teil ist klar. Die Lie Algebra h ist abels
h und also nilpotent. Für

ae + bh + cf ∈ nsl2(h) gilt [h, ae + bh + cf ] ∈ h i.e. 2ae − 2cf ∈ h also a = c = 0.
Daraus folgt nsl2(h) = h. �

De�nition 9.1.5 Wir bezei
hnen mit n die von e erzeugte Lie Unteralgebra und mit

b die von (e, h) erzeugte Lie Unteralgebra. Die Lie Algebra b heiÿt die kanonis
he

Borel Unteralgebra von sl2.

Korollar 9.1.6 Die Unteralgebra n its nilpotent und die Unteralgebra b is au�ösbar.

Beweis. Die Lie Algebra n hat dimension 1 und ist also abels
h und nilpotent. Es

gilt Db = n. Daraus folgt, dass b au�ösbar ist. �
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9.2. Darstellungen, Gewi
hte und primiter Vektor

Sei λ ∈ C und sei V eine Darstellung. Wir setzen Vλ = Eλ(hV ) = Ker(hV −
λIdV ).

De�nition 9.2.1 Ein Skalar λ ∈ C mit Vλ 6= 0 heiÿt Gewi
ht von V . Sei λ ein

Gewi
ht von V . Ein Vektor in Vλ heiÿt Vektor zum Gewi
ht λ.

Proposition 9.2.2 1. Die Summe

∑

λ V
λ
ist eine direkte Summe.

2. Sei v ∈ Vλ. Dann gilt e · v ∈ Vλ+2 und f · v ∈ Vλ−2.

Beweis. 1. Eigenräume sind in direkte Summe.

2. Sei v ∈ Vλ. Dann gilt h(e(v)) = [h, e](v) + e(h(v)) = 2e(v) + λe(v) und h(f(v)) =
[h, f ](v) + f(h(v)) = −2f(v) + λf(v). �

Bemerkung 9.2.3 Für V endli
h-dimensional ist HV halbeinfa
h, weil adh halbein-

fa
h ist. Insbesondere gilt V =
⊕

λ

V λ. Dies ist ni
ht mehr wahr für dimV = ∞.

De�nition 9.2.4 Ein Vektor v ∈ V \{0} heiÿt primitiv zum Gewi
ht λ falls v ∈ Vλ

und e(v) = 0.

Lemma 9.2.5 Ein Vektor v ∈ V \ {0} ist genau primitiv, wenn b · v ⊂ 〈v〉. �

Beweis. Sei v primitiv. Dann ist die Aussage klar. Umgekehrt, nehmen wir an, dass

b · v ⊂ 〈v〉. Es gilt e(v) = av und h(v) = bv. Wir zeigen, dass a = 0 gilt. Es gilt

2av = 2e(v) = [h, e](v) = he(v) − eh(v) = ah(v) − be(v) = abv − abv = 0. Es folgt
a = 0. �

Proposition 9.2.6 Jede endli
h-dimensionale sl2-Darstellung besitzt einen primiti-

ven Vektor.

Beweis. Na
h dem Satz von Lie 6.3.1 und da b au�ösbar ist, gibt es einen Vektor

v ∈ V \ {0} so, dass v einen Eigenvektor für alle Element aus b ist. Es gilt also

bv ⊂ 〈v〉 und v ist primitiv. �

9.3. Die von einem primitiven Vektor erzeugte

Teildarstellung

Proposition 9.3.1 Sei V eine sl2-Darstellung und sei v ∈ Vλ primitiv. Wir setzen

vn = 1
n!
fn(v) und v−1 = 0. Dann gilt für alle n ≥ 0:

h(vn) = (λ− 2n)vn
f(vn) = (n+ 1)vn+1

e(vn) = (λ− n+ 1)vn−1.
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Beweis. Die erste Glei
hung folgt per Induktion von Proposition 9.2.2. Die zweite

Glei
hung folgt von der De�nition von vn. Wir zeigen per Induktion na
h n, dass die
dritte Glei
hung gilt. Für n = 0 ist die Aussage klar, weil v primitiv ist. Angenommen

die dritte Glei
hung gilt für n. Dann gilt

(n+ 1)e(vn+1) = ef(vn) = fe(vn) + [e, f ](vn)
= f((λ− n+ 1)vn−1) + h(vn)
= (λ− n + 1)nvn + (λ− 2n)vn
= (n+ 1)(λ− n)vn.

Die Aussage folgt. �

Korollar 9.3.2 Mit (vn)n≥0 wie in Proposition 9.3.1 gilt

1. entweder ist das System (vn)n≥0 linear unabhängig (und also dimV = ∞),

2. oder λ = m ∈ Z≥0 ist eine ni
ht negative ganze Zahl, das System (vn)n∈[0,m] ist

linear unabhängig und est gilt vn = 0 für n > m.

Beweis. Es gilt vn ∈ Vλ−2n also sind diese Vektoren, wenn ni
ht null, Eigenvektoren

zu vers
hiedenen Eigenwerte. Insbesondere, falls vn 6= 0 für alle n ≥ 0 gilt, dass

(vn)n≥0 linear unabhängig ist.

Umgekehrt, angenommen es gäbe ein n mit vn = 0. Sei m+1 = min{n | vn = 0}. Es
gilt vm 6= 0 und vm+1 = 0. Na
h De�nition von vn folgt vn = (m+1)!

n!
fn−m−1(vm+1) = 0

für n ≥ m+ 1. Es gilt au
h vn 6= 0 für n ∈ [0, m]. Insbesondere ist (vn)n∈[0,m] linear

unabhängig. Endli
h gilt 0 = e(vm+1) = (λ−m)vm und da vm 6= 0, gilt λ = m ∈ Z≥0.�

Korollar 9.3.3 Mit (vn)n≥0 wie in Proposition 9.3.1 und dim V < ∞ gilt W =
〈vn | n ∈ [0, m]〉 ist die von v erzeugte Teildarstellung von V (i.e. W = 〈v〉sl2) und
ist einfa
h als sl2-Darstellung.

Beweis. Na
h dem obigen Korollar gilt λ = m ∈ Z≥0 und für alle n ∈ [0, m] gilt
e(vn) = (λ−n+1)vn−1 ∈ W , h(vn) = (λ−2n)vn ∈ W und f(vn) = (n+1)vn+1 ∈ W .

Es folgt 〈vn | n ∈ [0, m]〉 ⊂ W . Umgekehrt, na
h Proposition 9.3.1 ist 〈vn | n ∈ [0, m]〉
eine Teildarstellung und enthält v also W ⊂ 〈vn | n ∈ [0, m]〉.
Wir zeigen, dass W einfa
h ist. Sei U eine Teildarstellung mit U 6= 0 und sei u ∈
U \ {0}. Wir s
hreiben u =

∑

n unvn, wobei un ∈ C. Sei k = min{i | ui 6= 0}. Es gilt
fm−k(u) = m!

k!
ukvm also vm ∈ U . Dann gilt U ∋ em−n(vm) =

∏m
i=n(m− i+ 1)vn also

vn ∈ U und U = W . for all n. �

9.4. Endli
h-dimensionale sl2-Darstellungen

Wir zeigen zuerst, dass es für alle m ∈ Z≥0 eine einfa
he Darstellung der Dimension

m+ 1 gibt.
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Proposition 9.4.1 Sei Wm ein Vektorram der Dimension m+ 1 und sei (vn)n∈[0,m]

eine Basis von Wm. Wir de�nieren E, F,H ∈ End(Wm) dur
h

H(vn) = (m− 2n)vn
F (vn) = (n+ 1)vn+1

E(vn) = (m− n+ 1)vn−1.

f�urr alle n ∈ [0, m] wobei v−1 = vm+1 = 0. Dann ist die Abbildung sl2 → gl(Wm)
de�niert dur
h e 7→ E, h 7→ H und f 7→ F eine sl2-Darstellung.

Beweis. Wir sollen hier überprü�en, dass die Abbildung sl2 → gl(Wm) ein Lie-

Algebra-Homomorphismus ist. Es genügt zu zeigen, dass [E, F ] = H , [H,E] = 2E
und [H,F ] = −2F gelten. Dies ist eine einfa
he Übung. �

Theorem 9.4.2 1. Die Darstellungen Wm sind einfa
h für alle m ≥ 0.

2. Sei V eine einfa
he sl2-Darstellung. Dann gibt es ni
ht negative ganze Zahlen

m1, · · · , mr so, dass

V = Wm1
⊕ · · · ⊕Wmr

.

Beweis. 1. Der Vektor vo ∈ Wm ist primitiv zum Gewi
ht m. Daraus folgt, dass

(vn)n∈[0,m] eine einfa
he Teildarstellung von Wm. Da die beide von Dimension m+ 1
folgt, dass die beide übereinstimmen und Wm ist einfa
h.

2. Sei V eine sl2-Darstellung. Na
h dem Satz von Weyl 7.4.1 gibt es einfa
he Dar-

stellungen V1, · · · , Vr so, dass V = V1 ⊕ · · ·Vr. Sei v ∈ Vi primitiv zum Gewi
ht λi.

Dann gilt na
h Korollar 9.3.2, dass λ = mi ∈ Z≥0. Na
h Korollar 9.3.2 ist Wmi
eine

Teildarstellung von Vi. Da Vi einfa
h ist folgt Vi = Wmi
. �



10. Wurzelsysteme

10.1. De�nition

De�nition 10.1.1 Sei V ein R-Vektorraum. Eine Spiegelung bzg. eines Vektors α
ist ein Automorphismus sα von V so, dass

1. sα(α) = −α

2. die Teilmenge Hα = {β ∈ V | sα(β) = β} ist eine Hyperebene von V .

De�nition 10.1.2 Sei V ∨
der Dualraum eines Vektorraums V . Sei ϕ ∈ V ∨

und

v ∈ V . Wir s
hreiben 〈ϕ, v〉 = ϕ(v).

Lemma 10.1.3 Sei sα eine Spiegelung bzg. α ∈ V .

1. Dann ist Hα = {β ∈ V | sα(β) = β} ein Komplement von 〈α〉R.
2. Es gilt s2α = IdV .

3. Es gibt ein eindeutig bestimmtes Element α∨ ∈ V ∨
so, dass 〈α∨, Hα〉 = 0 und

〈α∨, α〉 = 2. Es gilt
sα(β) = β − 〈α∨, β〉α

für alle β ∈ V .

4. Umgekehrt, seien α ∈ V und α∨ ∈ V ∨
mit 〈α∨, α〉 = 2. Dann ist die Abbildung

s ∈ End(V ) de�niert dur
h s(β) = β − 〈α∨, β〉α für alle β ∈ V eine Spiegelung bzg.

α. �

Beweis. 1. Hα hat Kodimension 1 und α 6∈ Hα also Hα ⊕ 〈α〉. Die Dimension der

Summe ist dim V .

2. Sei β ∈ V . Dann gibt es λ ∈ R und γ ∈ Hα mit β = λα + γ. Es folgt s2α(β) =
s2α(λα) + s2α(γ) = λsα(−α) + sα(γ) = λα + γ = β.

3. Sei B′ = (β1, · · · , βn−1) eine Basis von Hα. Dann ist B = {α} ∪ B′
eine Basis von

V . Es gibt also ein eindeutig bestimmtes Element α∨ ∈ V ∨
mit 〈α∨, α〉 = 2 und

〈α∨, βi〉 = 0 für alle i ∈ [1, n− 1].

Sei β ∈ V . Dann gibt es λ ∈ R und γ ∈ Hα mit β = λα + γ. Es folgt sα(β) =
−λα + γ = β − 2λα = β − (〈α∨, λα〉+ 〈α, γ〉)α = β − 〈α∨, β〉α.
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4. Es gilt s(α) = α − 2α = −α. Sei H = {β ∈ V | 〈α∨, β〉 = 0}. Dann ist H eine

Hyperebene (Rangsatz für α∨
) und es gilt H = {β ∈ V | s(β) = β}. �

De�nition 10.1.4 Eine Teilmenge R eines R-Vektorraum V heiÿt Wurzelsystem

falls gilt

(WS 1) Die Menge R hat endli
h viele Elemente, 0 6∈ R und 〈R〉 = V .

(WS 2) Für jedes α ∈ R gibt es eine Spiegelung sα bzg. α mit sα(R) = R.

(WS 3) Seien α, β ∈ R und sei α∨ ∈ V ∨
de�niert dur
h sα. Es gilt 〈α∨, β〉 ∈ Z.

(WS R) Ein Wurzelsystem R heiÿt reduziert falls R ∩ 〈α〉 = {−α, α} gilt für alle

α ∈ R.

Die Elemente eines Wurzelsystem heiÿen Wurzeln. Die Dimension dim V ist der

Rang des Wurzelsystems.

Wir Zeigen, dass die Spiegelung sα in (WS 2) eindeutig bestimmt ist.

Lemma 10.1.5 Sei α ∈ V und sei R eine endli
he Teilmenge mit 〈R〉 = V . Dann
gibt es hö
hstens eine Spiegelung sα bzg. α mit sα(R) = R. �

Beweis. Seien s und s′ zwei sol
he Spiegelungen und sei u = s ◦ s′. Es gilt u(α) = α
und u induziert die Identität auf V/〈α〉R. Es folgt, dass die Eigenwerte von u alle

glei
h 1 sind.

Die Abbildung u induziert eine Permutation von R. Da R endli
h ist gibt es ein n so,

dass (u|R)n = IdR. Da R ein EZS ist, folgt un = IdV . Es folgt, dass u diagonalisierbar

ist und u = IdV . �

Beispiel 10.1.6 1. Sei V der Dimension 1. Die einzige Wurzelsysteme in V sind der

Form R = {−α, α} für R reduziert und R = {−2α,−α, α, 2α} für R ni
ht reduziert,

wobei α ein Vektor in V ist.

2. Die folgende Teilmengen R von V = R2
sind Wurzelsysteme

Typ A1 ×A1. R = {−β,−α, α, β} mit α = (1, 0) und β = (0, 1).

Typ A2. R = {−α− β,−β,−α, α, β, α+ β} mit α = (1, 0) und β = (−1
2
,
√
3
2
).

Typ B2 = C2. R = {−2α − β,−α − β,−β,−α, α, β, α + β, 2α + β} mit α = (1, 0)
und β = (−1, 1).

Typ G2. R = {−3α−2β,−3α−β,−2α−β,−α−β,−β,−α, α, β, α+β, 2α+β, 3α+

β, 3α+ 2β} mit α = (1, 0) und β = (−3
2
,
√
3
2
).
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10.2. Weylgruppe

De�nition 10.2.1 Sei V ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V . Die
Weylgruppe W (R) des Wurzelsystems R ist die von sα, für α ∈ R, erzeugte Unter-
gruppe von GL(V ).

Lemma 10.2.2 Die Weylgruppe ist eine endli
he Gruppe. �

Beweis. Sei w ∈ W (R). Es gilt w(R) = R also de�niert w ein Element w̄ ∈ Bij(R).
Da R ein EZS ist, ist die Abbildung W (R) → Bij(R) injektiv. Da R endli
h ist folgt,

dass W (R) endli
h ist. �

Beispiel 10.2.3 Sei R von Rang 2 wie im Beispiel 10.1.6. Dann ist W (R) isomorph

zu Z/2Z ⋉ Z/nZ mit n = 2 für Typ A1 × A1, n = 3 für Typ A2, n = 4 für Typ

B2 = C2 und n = 6 für Typ G2.

10.3. Invariante Bilinearform

De�nition 10.3.1 Sei B : V × V → R eine Bilinearform auf V und sei G eine

Untergruppe von GL(V ). Die Bilinearmform B heiÿt G-invariant falls G ⊂ O(B)
i.e. B(g(α), g(β)) = B(α, β) für alle α, β ∈ V und alle g ∈ G.

Proposition 10.3.2 Sei V ein R-Vektorraum und R ein Wurzelsystem in V . Dann
gibt es eine symmetris
he, positiv-de�nit W (R)-invariante Bilinearform ( , ) auf V .

Beweis. Sei B eine symmetris
he positiv-de�nit Bilinearform auf V . Wir setzen

(α, β) =
1

|W (R)|
∑

w∈W (R)

B(w(α), w(β)).

Diese Form ist W (R)-invariant, symmetris
h und positiv-de�nit. �

Lemma 10.3.3 Sei ( , ) eine symmetris
he positiv-de�nit W (R)-invariante Biline-
arform.

1. Sei O(V ) die Orthogonalgruppe für ( , ). Es gilt W (R) ⊂ O(V ).

2. Die Abbildung Φ : V → V ∨
de�niert dur
h Φ(α)(v) = (α, v) ist ein Isomorphismus.

3. Sei Ψ = Φ−1
und sei α ∈ R. Es gilt Ψ (α∨) = 2

(α,α)
α oder Φ(α) = (α,α)

2
α∨

i.e. für

alle v ∈ V gilt

〈α∨, v〉 = 2
(α, v)

(α, α)
.

4. Seien α ∈ R und v ∈ V . Es gilt

sα(v) = v − 2
(α, v)

(α, α)
α.
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Beweis. 1. Klar, da ( , ) invariant ist.

2. Die Abbildung ist injektiv, weil ( , ) ni
ht ausgeartet ist und bijektiv, weil dimV =
dimV ∨

.

3. Sei v ∈ V . Es gilt (sα(v), α) = −(sα(v), sα(α)) = (v, α). Daraus folgt (v −
〈α∨, v〉α, α) = −(v, α) und 2(v, α) = 〈α∨, v〉(α, α).
4. Folgt aus 3. �

Beispiel 10.3.4 Sei R von Rang 2 wie im Beispiel 10.1.6. Dann ist das standard

Skalarprodukt ( , ) ein W (R)-invariantes Skalarprodukt.

10.4. Dual Wurzelsystem

De�nition 10.4.1 Sei V ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V . Wir

setzen

R∨ = {α∨ ∈ V ∨ | α ∈ R}.

Satz 10.4.2 Sei V ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V .

1. Dann ist R∨
ein Wurzelsystem in V ∨

.

2. R∨
ist genau dann reduziert, ween R reduziert ist.

3. Es gilt (α∨)∨ = α und (R∨)∨ = R. �

Beweis. 1. Wir überprüfen (WS 1), (WS 2) und (WS 3) für R∨
.

(WS 1). Da R endli
h ist, ist R∨
endli
h. Sei α ∈ R∨

mit α ∈ R. Dann gilt 〈α∨, α〉 = 2
und α∨ 6= 0 also 0 6∈ R∨

. Da R ein EZS von V ist und da Φ ein Isomorphismus ist,

ist (Φ(R)) ein EZS also R∨
ist ein EZS.

(WS 2). Sei sα∨ ∈ End(V ∨) de�niert dur
h sα∨(ϕ) = ϕ − 〈ϕ, α〉α∨
. Dies ist eine

Spiegelung bzg. α∨
.

Wir zeigen sα∨ = s∨α. Es gilt s∨α(ϕ)(v) = ϕ ◦ sα(v) = ϕ(v − 〈α∨, v〉α) = 〈ϕ, v〉 −
〈α∨, v〉〈ϕ, α〉 = sα∨(ϕ)(v).

Für α, β ∈ R gilt also

〈sα∨(β∨), v〉 = 〈β∨, sα(v)〉 = 2
(β, sα(v))

(β, β)
= 2

(sα(β), v)

(sα(β), sα(β))
= 〈sα(β)∨, v〉.

Daraus folgt sα∨(β∨) = sα(β)
∨ ∈ R∨

.

Wir zeigen, jetzt 3. Die Abbildung θ : V → (V ∨)∨ de�niert dur
h θ(α)(ϕ) = ϕ(α) =
〈ϕ, α〉 für α ∈ V und ϕ ∈ V ∨

ist ein Isomorphismus (siehe LA I). Wir zeigen,
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dass θ(α) = (α∨)∨. Das Element (α∨)∨ ist eindeutig dur
h sα∨(ϕ) = ϕ− (α∨)∨(ϕ)α∨

de�niert. Aber es gilt sα∨(ϕ) = ϕ−〈ϕ, α〉α∨ = ϕ−θ(α)(ϕ)α∨
. Es folgt θ(α) = (α∨)∨.

(WS 3) Seien α, β ∈ R. Es gilt 〈(α∨)∨, β∨〉 = θ(α)(β∨) = β∨(α) = 〈β∨, α〉 ∈ Z.

(WS R) Sei α ∈ R so, dass λα ∈ R. Dann gilt

(λα)∨ =
2

(λα, λα)
Φ(λα) =

2

λ(α, α)
Φ(α) =

1

λ
α∨.

Sei R ni
ht reduziert, dann gibt es λ ∈ R \ {1,−1} mit λα ∈ R. Daraus folgt, dass
(λα)∨ = 1

λ
α∨ ∈ R∨

. Da

1
λ
∈ R \ {1,−1}, ist R∨

au
h ni
ht reduziert. Umgekehrt, sei

R∨
ni
ht reduziert. Dann folgt von was wir gerade gezeigt haben, dass R = (R∨)∨

ni
ht reduziert ist. �

De�nition 10.4.3 Sei V ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V . Das
Wurzelsystem R∨

heiÿt dual Wurzelsystem.

Proposition 10.4.4 Die Abbildung GL(V ) → GL(V ∨) de�niert dur
h u 7→ (u∨)−1

ist ein Gruppen-Isomorphismus und induziert einen Gruppen-IsomorphismusW (R) ≃
W (R∨).

Beweis. Mit der Identi�zierung V ≃ (V ∨)∨ gilt (u∨)∨ = u also die Abbildung u 7→
(u∨)−1

ist ein Isomorphismus. Es gilt (s∨α)
−1 = s−1

α∨ = sα∨
also bildet diese Abbildung

W (R) auf W (R∨). �

10.5. Winkel zwis
hen Wurzeln

Sei V ein R-Vektorraum und R ein Wurzelsystem in V . Sei ( , ) ein W (R)-invariante
s
alar Produkt.

Für α ∈ V s
hreiben wir |α| =
√

(α, α). Für α, β ∈ R s
hreiben ϕ für den Winkel

zwis
hen den Geraden 〈α〉 und 〈β〉.

Proposition 10.5.1 Seien α, β ∈ R mit dim〈α, β〉 = 2. Dann gilt eine der folgenden
7 Mögli
hkeiten (modulo Vertaus
hen von α und β):

1. 〈α∨, β〉 = 0, 〈β∨, α〉 = 0 und ϕ = π/2;

2. 〈α∨, β〉 = 1, 〈β∨, α〉 = 1, ϕ = π/3 und |α| = |β|;
3. 〈α∨, β〉 = −1, 〈β∨, α〉 = −1, ϕ = 2π/3 und |α| = |β|;
4. 〈α∨, β〉 = 2, 〈β∨, α〉 = 1, ϕ = π/4 und

√
2|α| = |β|;

5. 〈α∨, β〉 = −2, 〈β∨, α〉 = −1, ϕ = 3π/3 und

√
2|α| = |β|;

6. 〈α∨, β〉 = 3, 〈β∨, α〉 = 1, ϕ = π/6 und

√
3|α| = |β|;



74 10. Wurzelsysteme

7. 〈α∨, β〉 = −3, 〈β∨, α〉 = −1, ϕ = 5π/6 und

√
3|α| = |β|.

Beweis. Es gilt (α, β) = |α||β| cosϕ. Insbesondere gilt

2
|β|
|α| cosϕ = 〈α∨, β〉 ∈ Z.

Daraus folgt 4 cos2 ϕ = 〈α∨, β〉〈β∨, α〉 ∈ Z und 4 cos2 ϕ ∈ {0, 1, 2, 3, 4}.

Modulo Vertaus
hen gilt |α| ≤ |β|. Daraus folgt |〈α∨, β〉| ≥ |〈β∨, α〉|. Die Werte von

(|〈α∨, β〉|, |〈β∨, α〉|) sind also (0, 0) falls 4 cos2 ϕ = 0, (1, 1) falls 4 cos2 ϕ = 1, (2, 1)
falls 4 cos2 ϕ = 2, (3, 1) falls 4 cos2 ϕ = 3 und (4, 1) falls 4 cos2 ϕ = 4.

Falls cos2 ϕ = 1, gilt ϕ = 0 oder ϕ = π und 〈α, β〉R = 〈α〉R. Ein Widerspru
h.

Andernfalls gilt cosϕ = 0;±1/2;±
√
2/2;±

√
3/2 und ϕ = π/2; π/3 oder 2π/3; π/4

oder 3π/4; π/6 oder 5π/6. Daraus folgt die Aussage. �

Korollar 10.5.2 Seien α, β ∈ R mit dim〈α, β〉 = 2 und 〈α∨, β〉 > 0. Dann gilt

α− β ∈ R.

Beweis. Na
h der obigen Aussage gilt 〈α∨, β〉 = 1 oder 〈β∨, α〉 = 1. Im ersten Fall

gilt R ∋ sα(β) = β − 〈α∨, β〉α = β − α. Daraus folgt α − β = −(β − α) ∈ R.
Andernfalls gilt α− β = α− 〈β∨, α〉β = sβ(α) ∈ R. �

10.6. Einfa
he Wurzeln und Basen

Sei V ein R-Vektorraum und sei R ein Wurzelsystem in V .

De�nition 10.6.1 Eine Teilmenge S von R heiÿt System von einfa
hen Wur-

zeln oder Basis falls gilt

� S ist eine Basis von V und

� jede β ∈ R hat eine eindeutig bestimmte Darsellung β =
∑

α∈S
aαα so, dass

� aα ≥ 0 für alle α ∈ S oder

� aα ≤ 0 für alle α ∈ S.

Beispiel 10.6.2 Sei R von Rang 2 wie im Beispiel 10.1.6. Dann ist S = {α, β} eine
Basis von R.

Satz 10.6.3 Jedes Wurzelsystem hat eine Basis. �
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Beweis. Sei ϕ ∈ V ∨
mit 〈ϕ, α〉 6= 0 für alle α ∈ R (da R endli
h ist gibt es immer

ein sol
hes ϕ ∈ V ∨
). Sei

R+
ϕ = {α ∈ R | 〈ϕ, α〉 > 0}.

Es gilt R = R+
ϕ ∪ (−Rϕ).

De�nition 10.6.4 Eine Wurzel α ∈ R+
ϕ heiÿt reduzibel falls es Wurzeln β, γ ∈ R+

ϕ

gibt mit α = β + γ. Falls α ∈ R+
ϕ ni
ht reduzibel ist heiÿt α irreduzibel oder

einfa
h. Sei Sϕ die Teilmenge aller einfa
hen Wurzeln in R+
ϕ .

Wir zeigen, dass Sϕ eine Basis von R ist.

Lemma 10.6.5 Sei β ∈ R+
ϕ . Dann gibt es Skalare aα ≥ 0 für jede α ∈ Sϕ so, dass

β =
∑

α∈Sϕ
aαα. �

Beweis. Sei R′
die Teilmenge von R+

ϕ so, dass diese Eigens
haft ni
ht erfüllt ist. Falls

R′
ni
ht ler ist, gibt es ein β ∈ R′

so, dass 〈ϕ, β〉 minimal ist. Da β ∈ R′
gilt β 6∈ Sϕ.

Es gibt also γ, γ′ ∈ R+
ϕ mit β = γ + γ′

. Es gilt 〈ϕ, γ〉 = 〈ϕ, β〉 − 〈ϕ, γ′〉 < 〈ϕ, β〉 weil
γ′ ∈ R+

ϕ . Analog gilt 〈ϕ, γ〉 < 〈ϕ, β〉. Per De�nition von β gilt γ, γ′ 6∈ R′
. Daraus

folgt β = γ + γ′ 6∈ R′
. Ein Widerspru
h. �

Lemma 10.6.6 Seien α, β ∈ Sϕ mit α 6= β. Es gilt (α, β) ≤ 0. �

Beweis. Falls (α, β) > 0 gilt 〈α∨, β〉 > 0 und α − β ∈ R. Analog gilt β − α ∈ R.
Insbesondere gilt entweder γ = α − β ∈ R+

ϕ oder −γ = β − α ∈ R+
ϕ . Falls γ ∈ R+

ϕ

gilt α = β + γ und α 6∈ Sϕ ein Widerspru
h. Falls −γ ∈ R+
ϕ gilt β = α + (−γ) und

β 6∈ Sϕ. Ein Widerspru
h. �

Lemma 10.6.7 Sei A eine Teilmenge von V mit

1. 〈ϕ, α〉 > 0 für alle α ∈ A und

2. (α, β) ≤ 0 für alle α, β ∈ A mir α 6= β.

Dann ist A ein linear unabhängiges System. �

Beweis. Seien Skalare (aα))α ∈ A so, dass

∑

α∈A aαα = 0. Wir zeigen, dass aα = 0
für alle α ∈ A. Sei B = {α ∈ A | aα ≥ 0} und C = {α ∈ A | aα ≤ 0}. Wir s
hreiben

bα = aα für α ∈ B und cα = −aα für α ∈ C. Es gilt bα ≥ 0 für alle α ∈ B und cα ≥ 0
für alle α ∈ C. Es gilt also

∑

α∈B
bαα =

∑

α∈C
cαα.

Es folgt

0 ≤ (
∑

α∈B
bαα,

∑

α∈B
bαα) = (

∑

α∈B
bαα,

∑

α∈C
cαα) =

∑

α∈B

∑

β∈C
bαcβ(α, β) ≤ 0.
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Daraus folgt

∑

α∈B bαα = 0 und

0 = 〈ϕ,
∑

α∈B
bαα〉 =

∑

α∈B
bα〈ϕ, α〉.

Da 〈ϕ, α〉 > 0 für alle α ∈ A und also alle α ∈ B, gilt bα = 0 für alle α ∈ B. Analog
gilt cα = 0 für alle α ∈ C. �

Die drei obige Lemma zeigen, dass Sϕ eine Basis von R ist.

Lemma 10.6.8 Sei R reduziert. Alle Basen von R sind der Form Sϕ für ein ϕ ∈ V ∨
.�

Beweis. Sei S eine Basis von R. Da S eine Basis von V ist, gibt es ein ϕmit 〈ϕ, α〉 > 0
für alle α ∈ S (z.B. man setze 〈ϕ, α〉 = 1 für alle α ∈ S). Sei R+

die Teilmenge von

Wurzeln β ∈ R so, dass β =
∑

α∈S aαα mit aα ≥ 0 für alle α ∈ S. Es gilt R+ ⊂ R+
ϕ

und (−R+
ϕ ) ⊂ (−R+). Daraus folgt R+ = R+

ϕ .

Sei α ∈ S. Wir zeigen α ∈ Sϕ. Angenommen es gäbe γ, γ′ ∈ R+
ϕ mit α = γ + γ′

.

Da γ, γ′ ∈ R+
gibt es Skalare cβ, c

′
β ≥ 0 für alle β ∈ S mit γ =

∑

β∈S cββ und

γ′ =
∑

β∈S c
′
ββ. Es folgt

α =
∑

β∈S
(cβ + c′β)β.

Da α ∈ S und da S eine Basis ist gilt cβ + c′β = δβ,α. Es folgt γ = α und γ′ = 0 oder

γ′ = α und γ = 0. Ein Widerspru
h, weil 0 6∈ R. Daraus folgt S ⊂ Sϕ. Da S und Sϕ

Basen von V sind gilt |S| = dimV = |Sϕ|. Daraus folgt S = Sϕ. �

10.7. Positive Wurzeln

Sei S eine Basis eines reduziertes Wurzelsystems R in V .

De�nition 10.7.1 Die Wurzeln α ∈ R so, dass α als lineare Kombination von Ele-

mente in S mit ni
ht negativen Koe�zienten ges
hrieben werden können heiÿen posi-

tive Wurzeln. Die Menge aller positiven Wurzeln wird R+
bezei
hnet. Die Wurzeln

in R \R+ = (−R+) heiÿen negative Wurzeln. Die Menge aller negativen Wurzeln

wird R−
bezei
hnet.

Lemma 10.7.2 Sei α ∈ R. Wir s
hreiben

α =
∑

β∈S
aββ.

Es gilt αβ ∈ Z≥0 für alle β ∈ S für α ∈ R+
und αβ ∈ Z≤0 für alle β ∈ S für α ∈ R−

.�
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Beweis. Sei ϕ ∈ V ∨
so, dass 〈ϕ, β〉 = 1 für alle β ∈ R. Es gilt R+ = R+

ϕ und S = Sϕ

(siehe Lemma 10.6.8). Sei α ∈ R+
. Angenommen die Aussage wäre fals
h. Dann gibt

es α so, dass α =
∑

β∈S aββ und aβ ≥ 0 für alle β ∈ S aber es gibt mindestens ein

β ∈ S mit aβ 6∈ Z. Sei F die Teilmenge von R+
aller Wurzeln so, dass die Aussage

fals
h ist. Sei α ∈ F so, dass 〈ϕ, α〉 minimal ist.

Wir betra
hten zwei Fälle. Fall 1: α ∈ S. Dann gilt für den Ausdru
kt α =
∑

β∈S aββ
die Glei
hungen aα = 1 und aβ = 0 für β 6= α. Also für alle β ∈ S gilt aβ ∈ Z≥0 und

α 6∈ F . Ein Widerspru
h.

Fall 2: α 6∈ S. Die Wurzel α ist also reduzibel der Form α = γ + γ′
. Es gilt also

〈ϕ, γ〉 = 〈ϕ, α〉 − 〈ϕ, γ′〉 < 〈ϕ, α〉. Analog gilt 〈ϕ, γ′〉 < 〈ϕ, α〉. Insbesondere gilt

γ, γ′ 6∈ F . Wir s
hreiben γ =
∑

β∈S cββ und γ =
∑

β∈S cββ und es gilt cβ, c
′
β ∈ Z≥0

für alle β ∈ S. Daraus folgt α =
∑

β∈S(cβ + c′β)β also aβ = cβ + c′β ∈ Z≥0 und α 6∈ F .
Ein Widerspru
h. �

Proposition 10.7.3 Sei α ∈ R+
. Dann gibt es eine Folge (αi)i∈[1,r] mit α =

∑r
i=1 αi,

αi ∈ S und

∑i
k=1 αk ∈ R für alle i ∈ [1, r].

Beweis. Sei ϕ ∈ V ∨
de�niert dur
h 〈ϕ, β〉 = 1 für alle β ∈ R. Wir zeigen die Aussage

per Induktion na
h 〈ϕ, α〉. Für 〈ϕ, α〉 = 1 gilt α ∈ S und die Folge α1 = α und r = 1
rei
ht.

Angenommen, dass die Aussage wahr für alle α′ ∈ R+
mit 〈ϕ, α′〉 < 〈ϕ, α〉 ist. Wir

können annehmen, dass α 6∈ S also 〈ϕ, α〉 > 1.

Lemma 10.7.4 Sei α ∈ R+ \ S. Dann gibt es β ∈ S mit (α, β) > 0. �

Beweis. Wenn ni
ht würde, na
h Lemma 10.6.7, das System S ∪{α} linear unabhän-
gig sein. Ein Widerspru
h, weil S eine Basis ist. �

Sei also αr ∈ S mit (α, αr) > 0. Dann ist α′ = α − αr ∈ R und 〈ϕ, α′〉 = 〈ϕ, α〉 −
〈ϕ, αr〉 = 〈ϕ, α〉 − 1 > 0. Insbesondere gilt α′ ∈ R+

und 〈ϕ, α′〉 < 〈ϕ, α〉. Na
h
Induktion, gibt es eine Folge (αi)i∈[1,r−1] mit α =

∑r−1
i=1 αi, αi ∈ S und

∑i
k=1 αk ∈ R

für alle i ∈ [1, r − 1]. Die Folge (αi)i∈[1,r] ist eine Lösung des Problems. �

Proposition 10.7.5 Sei σ ∈ S. Dann gilt sα(R
+ \ {α}) = R+ \ {α}.

Beweis. Sei β ∈ R \ {α}. Dann gibt es Skalare aγ ≥ 0 für γ ∈ S mit β =
∑

γ∈S aγγ.
Da β 6= α, gibt es γ0 ∈ S \ {α} mit aγ0 > 0. Es gilt

sα(β) =
∑

γ∈R
aγsα(γ) =

∑

γ∈R
aγγ −

(

∑

γ∈R
aγ〈α∨, γ〉

)

α.

Insbesondere ist das Koe�zient von γ0 in s − α(β) immer no
h aγ0 > 0. Es folgt
s− α(β) ∈ R+ \ {α}. �
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De�nition 10.7.6 Wir setzen ̺ =
1

2

∑

β∈R+

β.

Korollar 10.7.7 Sei R reduziert. Es gilt sα(̺) = ̺− α für alle α ∈ S.

Beweis. Sei ̺α = ̺− α/2. Es gilt

̺α =
1

2

∑

β∈R+\{α}
β

und ̺ = ̺α + α/2. Na
h dem obigen Proposition, gilt sα(̺α) = ̺α. Daraus folgt
sα(̺) = sα(̺α) + sα(α/2) = ̺α − α/2 = ̺− α. �

Proposition 10.7.8 Sei R reduziert. Dann ist S∨ = {α∨ ∈ R∨ | α ∈ S} eine Basis

des dualen Wurzelsystems R∨
.

Beweis. Sei ( , ) ein W (R)-invariant Skalarprodukt. Die Abbildung Φ : V → V ∨

de�niert dur
h u 7→ (v 7→ (u, v)) ist ein Isomorphismus (siehe Lemma 10.3.3.2.). Es

gilt

α∨ =
2

(α, α)
Φ(α) (Siehe Lemma 10.3.3.3.)

Insbesondere ist S∨
eine Basis von V ∨

. Es gilt

S∨ = (α∨)α∈S =

(

2

(α, α)
Φ(α)

)

α∈S
.

Da S eine Basis von R ist, gibt es für jede Wurzel β ∈ R Skalare aα ∈ Z für jede

α ∈ S mit

β =
∑

α∈S
aαα,

wobei aα ≥ 0 für alle α ∈ S für β ∈ R+
(aα ≤ 0 für alle α ∈ S für β ∈ R−

). Es gilt

β∨ =
2

(β, β)
Φ(β) =

2

(β, β)
Φ

(

∑

α∈S
aαα

)

=
2

(β, β)

∑

α∈S
aαΦ(α) =

∑

α∈S
aα

(α, α)

(β, β)
α∨.

Inbesondere sind alle Koe�zienten ni
ht negativ für α ∈ R+
(ni
ht positiv für α ∈

R−
). �

Theorem 10.7.9 Sei W = W (R).

1. Für alle ϕ ∈ V ∨
, gibt es ein w ∈ W (R∨) mit 〈w(ϕ), α〉 ≥ 0 für alle α ∈ S.

2. Sei S ′
eine Basis von R. Dann gibt es w ∈ W mit w(S ′) = S.

3. Für jede β ∈ R, gibt es w ∈ W mit w(β) ∈ S.

4. Die Gruppe W ist von den Spiegelungen sα für α ∈ S erzeugt. �
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Beweis. Sei WS die von Spiegelungen sα für α ∈ S erzeugte Untergruppe von W =
W (R). Analog de�nieren wir WS∨ ⊂ W (R∨). Wir zeigen 1. für WS∨

und 2. und 3.

für WS. Dana
h zeigen wir W = WS.

Wir wollen zuerst etwas bemerken. Jedes Element in WS∨
ist der Form sα∨

1
· · · sα∨

r
,

wobei α1, · · · , αr ∈ S. Da sα∨ = s∨α (siehe Satz 10.4.2), gilt

sα∨
1
· · · sα∨

r
= s∨α1

· · · s∨αr
= (sαr

· · · sα1
)∨.

Von der Glei
hung sα∨ = s∨α folgt au
h 〈sα∨(ϕ), v〉 = 〈ϕ, sα(v)〉 für alle ϕ ∈ V ∨
und

v ∈ V (siehe Satz 10.4.2). Es gilt also

〈sα∨
1
· · · sα∨

r
(ϕ), v〉 = 〈ϕ, sαr

· · · sα1
(v)〉

für alle ϕ ∈ V ∨
und v ∈ V .

(1. für WS∨
). Per Induktion na
h der Anzahl

n(ϕ) = |{α ∈ R+ | 〈ϕ, α〉 < 0}.

Falls 〈ϕ, β〉 ≥ 0 für alle β ∈ S setzen wir w = Id und damit ist die Aussage bewiesen.

Insbesondere Falls Falls n(t) = 0, sezten wir w = Id.

Angenommen, dass die Aussage für n(ϕ) = n wahr ist. Sei ϕ mit n(ϕ) = n+1. Falls
〈ϕ, β〉 ≥ 0 für alle β ∈ S setzen wir w = Id und damit ist die Aussage bewiesen. Wir

können also annehmen, dass es ein α ∈ S gibt mit 〈ϕ, α〉 < 0. Sei ϕ′ = sα∨(ϕ). Es
gilt 〈sα∨(ϕ), α〉 = 〈ϕ, sα(α)〉 = −〈ϕ, α〉 > 0. Für β ∈ R+ \ {α}, gilt 〈sα∨(ϕ), β〉 =
〈ϕ, sα(β)〉. Da sα(R

+ \ {α}) = R+ \ {α}, ist die Anzaht von Wurzel β ∈ R+ \ {α}
mit 〈ϕ, β〉 < 0 glei
h die Anzaht von Wurzel β ∈ R+ \ {α} mit 〈ϕ′, β〉 < 0. Es folgt
n(ϕ′) = n(ϕ) − 1 = n. Die Aussage folgt per Induktion: es gibt α1, αr ∈ S so, dass

〈sα∨
1
· · · sα∨

r
(ϕ′), β〉 ≥ 0 für alle β ∈ S. Es gilt sα∨

1
· · · sα∨

r
sα∨(ϕ) = sα∨

1
· · · sα∨

r
(ϕ′).

Daraus folgt die Aussage.

(2. fürWS). Sei S
′
eine Basis von R. Dann gibt es ϕ ∈ V ∨

mit 〈ϕ, α〉 6= 0 für alle α ∈ R
so, dass S ′ = Sϕ. Na
h 1. gibt es ein sα∨

1
· · · sα∨

r
∈ WS∨

mit 〈sα∨
1
· · · sα∨

r
(ϕ), α〉 ≥ 0 für

alle α ∈ S. Es gilt also S = S〈sα∨
1
···sα∨

r
(ϕ)〉 und R+ = R+

〈sα∨
1
···sα∨

r
(ϕ)〉. Wir zeigen, dass

sα1
· · · sαr

(S ′) = S. Sei w = sα1
· · · sαr

. Es gilt w−1 = sαr
· · · sα1

.

Sei α ∈ R+
. Dann gilt 〈ϕ,w−1(α)〉 = 〈ϕ, sαr

· · · sα1
(α)〉 = 〈sα∨

1
· · · sα∨

r
(ϕ), α〉 ≥ 0 i.e.

sαr
· · · sα1

(α) ∈ R+
ϕ . Sei α ∈ S ′

. Wir zeigen w(α) ∈ S. Es gilt

〈sα∨
1
· · · sα∨

r
(ϕ), w(α)〉 = 〈ϕ, sαr

· · · sα1
sα1

· · · sαr
(α)〉 = 〈ϕ, α〉 ≥ 0

i.e. w(α) ∈ R+
. Auÿerdem, falls w(α) = γ + γ′

für γ, γ′ ∈ R+
gilt, dann gilt au
h

α = w−1(γ) + w−1(γ′) mit w−1(γ), w−1(γ′) ∈ R+
ϕ . in Widerspru
h zu α ∈ S ′ = Sϕ.

Daraus folgt w(α) ∈ S.
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(3. für WS). Sei ϕ ∈ V ∨
mit 〈ϕ, α〉 6= 0 für alle α ∈ R, mit

|〈ϕ, β〉| = min{|〈ϕ, α〉| | α ∈ R}

und mit 〈ϕ, β〉 > 0. Wir zeigen, dass β ∈ Sϕ. Die Aussage folgt dann von 2. Ange-

nommen es gäbe α, γ ∈ R+
ϕ mit β = α + γ. Dann gilt 〈ϕ, β〉 = 〈ϕ, α〉 + 〈ϕ, γ〉. Es

folgt 0 < 〈ϕ, α〉 = 〈ϕ, β〉 − 〈ϕ, γ〉 < 〈ϕ, β〉. Ein Widerspru
h.

4. Wir zeigen, dass sβ ∈ WS für alle β ∈ R. Na
h (3. für WS) gibt es w ∈ WS mit

w(β) = α ∈ S. Sei v ∈ V . Daraus folgt wsβw
−1 = sα ∈ WS und sβ = w−1sαw ∈ WS.�

De�nition 10.7.10 Die Menge

CS = {ϕ ∈ V ∨ | 〈ϕ, α〉 > 0 für alle α ∈ S}

heiÿt Weylkammer bezügli
h S.

Bemerkung 10.7.11 Die Weylkammern sind die zusammenhängenden Komponen-

ten von

V ∨ \
⋃

α∈R
α⊥,

wobei α⊥ = {ϕ ∈ V ∨ | 〈ϕ, α〉 = 0}. Theorem 10.7.9 zeigt, dass W (R) transitiv auf

die Weylkammern wirkt.

Es gilt sogar mehr.

Theorem 10.7.12 Die Weylgruppe W (R) wirkt einfa
h transitiv auf den Weylkam-

mern. �

Bemerkung 10.7.13 Wir haben gezeigt, dass die einfa
he Spiegelungen (sα)α∈S die

Weylgruppe W (R) erzeugen. Man zeige, dass die einzige Relationen der Form

(sαsβ)
m(α,β) = 1

sind, wobei m(α, β) = 2, 3, 4 bzw. 6 für ϕ = π/2, 2π/3, 3π/4 bzw. 5π/6.

10.8. Cartan Matrizen

De�nition 10.8.1 Die Cartan Matrix eines Wurzelsystems R bzg. der Basis S ist

die Matrix C(R, S) = (〈β∨, α〉)α,β∈S.

Beispiel 10.8.2 Sei R von Rang 2 wie im Beispiel 10.1.6 und sei S die Basis gegeben

im Beispiel 10.3.4. Die Cartan Matrix für Typ A1 × A1, A2, B2 = C2 oder G2 sind:

(

2 0
0 2

)

,

(

2 −1
−1 2

)

,

(

2 −2
−1 2

)

oder

(

2 −3
−1 2

)

.
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Lemma 10.8.3 Modulo Vertaus
hen, hängt die Cartan Matrix C(R, S) ni
ht von
der Basis S ab. �

Beweis. Seien S = {α1, · · · , αn} und S ′ = {α′
1, · · · , α′

n} zwei Basen von R. Dann
gibt es ein w ∈ W (R) mit w(S) = S ′

. Modulo Vertaus
hen können wir annehmen,

dass α′
i = w(αi). Es gilt also

〈(α′
i)
∨, α′

j〉 = 〈w(αi)
∨, w(αj)〉 =

2(w(αi), w(αj))

(w(αi), w(αi))
=

2(αi, αj)

(αi, αi)
= 〈α∨

i , αj〉.

Daraus folgt, dass C(R, S) = C(R, S ′). �

Bemerkung 10.8.4 Wir werden oft C(R) statt C(R, S) s
hreiben.

Proposition 10.8.5 Seien R und R′
zwei Wurzelsysteme in V und V ′

. Seien S und

S ′
Basen von R und R′

und sei ϕ : S → S ′
eine Bijektion so, dass

〈ϕ(α)∨, ϕ(β)〉 = 〈α∨, β〉 für alle α, β ∈ S.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmen Isomorphismus f : V → V ′
so, dass f |S = ϕ

und f(R) = R′
.

Beweis. Da S und S ′
Basen von V und V ′

sind, gibt es einen eindeutig bestimmen

Isomorphismus f : V → V ′
so, dass f |S = ϕ. Wir zeigen, dass f(R) = R′

.

Wir zeigen zuerst, dass sϕ(α) ◦ f = f ◦ sα für alle α ∈ R. Da S eine Basis von V ist

genügt es zu zeigen, dass sϕ(α)(f(β)) = f(sα(β)) für alle β ∈ S. Für β ∈ S gilt

sϕ(α)(f(β)) = sϕ(α)(ϕ(β)) = ϕ(β)−〈ϕ(α)∨, ϕ(β)〉ϕ(α) = f(β)−〈α∨, β〉f(α) = f(sα(β)).

Insbesondere gilt W (R′) = fW (R)f−1
. Da W (R) · S = R und W (R′) · S ′ = R′

, gilt

f(R) = R′
. �

Korollar 10.8.6 Seien R und R′
zwei reduzierte Wurzelsysteme mit C(R) = C(R′).

Dann sind R und R′
isomorph.

10.9. Der Coxeter Graph

De�nition 10.9.1 Ein Coxeter Graph ist einen Graph mit endli
he viele Knoten

und so, dass es 0, 1, 2 oder 3 Kanten zwis
hen zwei Knoten gibt.

De�nition 10.9.2 Sei R ein Wurzelsystem und sei S eine Basis von R. Der Coxeter
graph Γ (R, S) von R bzg. S ist der Graph, dessen Knotenmenge glei
h S ist und

so, dass die Knoten α und β aus S mit 〈α∨, β〉〈β∨, α〉 Kanten verbunden sind.
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Bemerkung 10.9.3 Es gilt 〈α∨, β〉〈β∨, α〉 = 4 cos2 ϕ ∈ Z, wobei ϕ der Winkel

zwis
hen α und β ist. Für a, β ∈ S mit α 6= β ist (α, β) linear unabhängig so, dass

Γ (R, S) ein Coxeter Graph ist.

Proposition 10.9.4 Seien S und S ′
zwei Basen von R. Dann sind Γ (R, S) und

Γ (R, S ′) isomorph.

Beweis. Sei w ∈ W mit w(S) = S ′
. Es gibt also eine Bijektion w : S → S ′, α 7→

w(α). Im Lemma 10.8.3 haben wir gezeigt, dass gilt 〈w(α)∨, w(β)〉 = 〈α∨, β〉. Daraus
folgt, dass 〈w(α)∨, w(β)〉〈w(β)∨, w(α)〉 = 〈α∨, β〉〈β∨, α〉 gilt und, dass Γ (R, S) und
Γ (R, S ′) isomorph sind. �

Bemerkung 10.9.5 Wir werden oft Γ (R) statt Γ (R, S) s
hreiben.

Beispiel 10.9.6 Die Coxeter Graphen von A1, A1 × A1, A2, B2 = C2 und G2 sind

wie folgt:

◦
A1

◦ ◦
A1 × A1

◦ ◦
A2

◦ ◦
B2 = C2

◦ ◦
G2

10.10. Irreduzibel Wurzelsysteme

Proposition 10.10.1 Seien R1 und R2 zwei Wurzelsysteme in V1 und V2. Let V =
V1 ⊕ V2 und sei R = R1 ∪R2 ⊂ V . Dann ist R ein Wurzelsystem in V .

Beweis. (WS 1) Da R1 und R2 endli
h sind, ist au
h R endli
h. Da 0 6∈ R1 und

0 6∈ R2, gilt 0 6∈ R. Da R1 und R2 EZS sind, ist au
h R ein EZS von V .

(WS 2) Sei α ∈ R. Dann gilt α ∈ R1 oder α ∈ R2. Angenommen α ∈ R1. Dann gibt

es sα ∈ GL(V1) mit sα(R1) = R1. Sei s
V
α de�niert dur
h sVα (v1 + v2) = sα(v1) + v2.

Sei α∨ ∈ R∨
1 ⊂ V ∨

1 und sei α∨
V ∈ V ∨

de�niert dur
h 〈α∨
V , v1 + v2〉 = 〈α∨, v1〉. Es gilt

sVα (v1 + v2) = v1 + v2 − 〈α∨
V , v1 + v2〉α also ist sVα eine Spiegelung bzg. a. Es gilt für

β ∈ R1: s
V
α (β) = sα(β) ∈ R1 ⊂ R und für β ∈ R2 gilt s

V
α (β) = β ∈ R2 ⊂ R. Daraus

folgt sVα (R) = R.

(WS 3) Seien α, β ∈ R. Wenn beide in R1 oder in R2 enthalten sind, gilt 〈α∨
V , β〉 =

〈α∨, β〉 ∈ Z Wenn α ∈ R1 und β ∈ R2, gilt 〈α∨
V , β〉 = 0 ∈ Z. �

De�nition 10.10.2 Ein Wurzelsystem R in V heiÿt reduzibel falls es Wurzelsys-

teme R1 in V1 und R2 in V2 so, dass V = V1 ⊕ V2 mit R1 = V1 ∩R und R2 = V2 ∩R.

Ein Wurzel system heiÿt irreduzbel falls es ni
ht reduzibel ist.
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Proposition 10.10.3 Set R ein Wurzelsystem in V so, dass V = V1 ⊕ V2 mit R ⊂
V1 ∪ V2. Sei Ri = V ∩ R für i ∈ {1, 2}.
1. Dann sind V1 und V2 orthogonal für jedes W (R)-invariante Skalarprodukt.

2. Ri ist ein Wurzelsystem in Vi für i ∈ {1, 2}.

Beweis. 1. Seien α ∈ R1 und β ∈ R2. Es gilt sα(β) = β−〈α∨, β〉α ∈ R. Also ist sα(β)
entweder in V1 oder in V2 enthalten. Da β ∈ V2 \ {0} gilt sα(β) 6∈ V1 also sα(β) ∈ V2.

Daraus folgt 〈α∨, β〉α ∈ V1 ∩ V2 = 0 also 〈α∨, β〉 = 0 und für jedes W (R)-invariante
Skalarprodukt gilt (α, β) = 0. Da R ein EZS von V ist, sind au
h R1 und R2 EZS

von V1 und V2. Daraus folgt, dass V1 und V2 orthogonal sind.

2. Wir überprüfen die Axiome.

(WS 1) Die Mengen R1 und R2 sind endli
h und enthalten ni
ht 0 (weil es für R so

ist). Wie oben sind R1 und R2 EZS von V1 und V2.

(WS 2) Sei α ∈ R1. Dann gilt α ∈ R und sα(R1 ∪ R2) = sα(R) = R = R1 ∪ R2. Da

〈α∨, β〉 = 0 für β ∈ R2, gilt sα|V2
= IdV2

also sα(R2) = R2 und sα(R1) = R1. Die

Spiegelung sV1

α bzg. α in V1 ist also sα|V1
. Analog für α ∈ R2.

(WS 3) Seien α, β ∈ R1. Sei α
∨
V1

∈ V ∨
1 die Spiegelung de�niert dur
h sV1

α . Von (WS

2), folgt, dass α∨
V1

= α∨|V1
. Es gilt also 〈α∨

V1
, β〉 = 〈α∨, β〉 ∈ Z. �

Korollar 10.10.4 Ein Wurzelsystem R in V ist genau dann reduzibel, wenn es eine

Zerlegung V = V1 ⊕ V2 gibt mit R ⊂ V1 ∪ V2.

Proposition 10.10.5 Ein Wurzelsystem R ist genau dann irreduzibel, wenn Γ (R)
ni
ht leer und zusammenhängend ist.

Beweis. Sei R reduzibel. Seien R1 und R2 Wurzelsysteme in V1 und V2 so, dass

V = V1 ⊕ V2 und R = R1 ∪ R2. Sei S = S1 ∪ S2 wobei Si eine Basis von Ri ist für

i ∈ {1, 2}. Dann ist S eine Basis von R. Na
h dem obigen Proposition ist Γ (R) ni
ht
zusammenhängend: die Knoten von S1 und S2 sind ni
ht verbunden.

Umgekehrt, sei R so, dass Γ (R) ni
ht zusammenhängend ist. Sei S = S1 ∪ S2 eine

Zerlegung so, dass für jede α ∈ S1 und jede β ∈ S2 gilt 〈α, β〉 = 0. Sei Vi = 〈Si〉R
für i ∈ [1, 2]. Wir zeigen, dass R ⊂ V1 ∪ V2. Sei α ∈ R. Dann gibt es w ∈ W mit

w(α) ∈ S. Daraus folgt w(α) ∈ S1 oder S2. Angenommen w(a) ∈ S1. Wir zeigen, dass

α ∈ V1. Da W (R) von Spiegelungen der Form (sβ)β∈S erzeugt ist, gilt sβ(V1) ⊂ V1

und sβ(V2) ⊂ V2 (weil Elemente in sβ(S1) bzw. sβ(S2) lineare Kombinazionen von

Vektoren aus S1 bzw. S2 sind). Es folgt α = w−1(w(α)) ∈ V1. �



11. Klassi�
ation von Coxeter

Graphen

Sei C ein Coxeter Graph und seien C0 bzw. C1 die Menge aller Knoten bzw. aller

Kanten in C. Sei VC ein Vektorraum der Dimension |C0| und sei (ev)v∈C0
eine Basis

in V . Wir s
hreiben m(v, v′) für die Anzahl der Kanten zwis
hen v und v′. Wir

de�nieren eine symmetris
he Bilinearform dur
h

bC(ev, ev) = 1 und bC(ev, ev′) = − cos
π

m+ 2
f�r v 6= v′,

wobei m = 0, 1, 2, 4 für m(v, v′) = 0, 1, 2, 3. Wir s
hreiben bc(ev, ev′) = qv,v′ und
m(v, v′) für die Anzahl der Kanten zwis
hen v und v′. Wir s
hreiben au
h qi,j =
bC(ei, ej).

De�nition 11.0.6 Das Paar (VC , bC) heiÿt geometris
he Darstellung des Co-

xeter Graphs C.

De�nition 11.0.7 Ein Coxeter Graph heiÿt endli
h falls bC positiv de�nit ist.

Wir wollen die endli
he Coxeter Graphen 
lassi�zieren.

De�nition 11.0.8 Sei C ein Coxeter Graph. Ein Loop von C ist eine folge von

Knoten (v0, v1, · · · , vn) so, dass es paarweise vers
hiedene Kante zwis
hen vi und vi+1

gibt für alle i ∈ [0, n] und v0 = vn.

Lemma 11.0.9 Sei C ein endli
hes Coxeter Graph. Dann hat C kein Loop. �

Beweis. Sei (v0, v1, · · · , vn) ein Loop. Sei x = ev1 + · · · + evn . Es gilt bC(x, x) =
n +

∑

i 6=j qvi,vj (na
h Def. qvi,vj = bC(evi , evj )). Es gilt qvi,vj = − cos(π/(m + 2)) =

0,−1/2,−
√
2/2,−

√
3/2 für m = 0, 1, 2, 3. Für alle i gilt m = m(vi, vi+1) ≥ 1 also

− cos(π/(m+ 2)) ≤ −1/2. Sonst gilt − cos(π/(m+ 2)) ≤ 0. Daraus folgt

bC(x, x) ≤ n− 2
n−1
∑

i=0

qvi,vi+1
≤ n− 2n(1/2) = 0.

Daraus folgt x = 0, weil bC positiv de�nit ist. Ein Widerspru
h. �
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11.1. Kontraktion einer Kante

Sei C ein endli
hes Coxeter Graph und sei e eine Kante i.e. e ∈ C1. Seien v und v′

die Knoten, die von e verbunden sind.

De�nition 11.1.1 Sei C ein Coxeter Graph. Die Kontraktion der Kante e zuordnet
das folgende Graph C(e) zu C:

� die Knoten Menge C(e)0 ist (C0 \ {v, v′}) ∪ {e};

� die Kanten zwis
hen zwei Punkte in C0 \ {v, v′} sind die selbe Kanten als in C;

� die Kanten zwis
hen v′′ in C0 \{v, v′} und e sind alle Kanten in C die zwis
hen

v′′ und eines von beiden Knoten v und v′.

Bemerkung 11.1.2 Sei C endli
h. Dann ist es ni
ht mögli
h, im lezten Fall, dass

es Kanten zwis
hen v und v′′ und zwis
hen v′ und v′′ gibt. Sonst würde es ein loop

(v, v′, v′′, v) in C geben.

Proposition 11.1.3 Sei C endli
h und sei e eine Kante zwis
hen v und v′ mit

m(v, v′) = 1 (i.e. e ist die einzige Kante zwis
hen v und v′). Dann ist C(e) au
h

endli
h.

Beweis. Für Knoten i und j aus C(e), s
hreiben wir q′i,j für bC(e)(ei, ej). Seien i, j ∈
C(e) \ {e}. Es gilt q′i,j = qi,j. Sei i ∈ C(e) \ {e}. Es gilt q′i,e = qi,v + qi,v′ (ein

von beiden vers
hwindet). Für x =
∑

i∈C(e)0,i 6=e xiei + xeee ∈ VC(e) setzen wir y =
∑

i∈C(e)0,i 6=e xiei + xeev + xeev′ ∈ VC . Es gilt

bC(e)(x, x) =
∑

i,j 6=e

qi,jxixj + 2
∑

i 6=e

xexi(qi,v + qi,v′) + x2
e und

bC(y, y) =
∑

i,j 6=e

qi,jxixj + 2
∑

i 6=e

xexiqi,v + 2
∑

i 6=e

xexiqi,v′ + x2
e(2 + 2qv,v′).

Da qv,v′ = −1/2, sind die beide Terme glei
h und bC(e)(x, x) ≥ 0. Auÿerdem, gilt

bC(y, y) = 0 für bC(e)(x, x) = 0. Daraus folgt y = 0 i.e. x = 0. �

11.2. Klassi�kation

Theorem 11.2.1 Die folgende Graphen sind die zusammenhängende endli
he Co-

xeter Graphen:
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Bn = CnAn Dn

E6 E7

E8 F4 G2

Beweis. Wir brau
hen einige Lemma.

Lemma 11.2.2 Sei C ein endli
hes Coxetex Graph und sei v ein Knoten von C.
Dann gilt

∑

v′ 6=v q
2
v,v′ < 1. �

Beweis. Seien v′ und v′′ in C0 \ {v} mit qv,v′ 6= 0 und qv,v′′ 6= 0. Es gilt qv′,v′′ = 0
(sonst ist (v, v′, v′′, v) ein Loop). Sei Cv die Teilmenge von C0 aller Knoten v′ mit

qv,v′ 6= 0 und sei x = −ev +
∑

v′∈Cv
qv,v′ev′ . Es gilt

0 < bC(x, x) =
∑

v′,v′′∈Cv

qv,v′qv,v′′qv′,v′′ − 2
∑

v′∈Cv

q2v,v′ + 1 = 1−
∑

v′∈Cv

q2v,v′

Daraus folgt die Aussage. �

Korollar 11.2.3 Sei C ein endli
hes Coxetex Graph.

1. Seien v, v1, v2, v3 ∈ C0 mit m(v, vi) ≥ 1 für i ∈ [1, 3]. Dann gilt m(v, vi) = 1 für

i ∈ [1, 3] und v ist nur zu v1, v2, v3 verbunden.

2. Sei v ∈ C0. Dann gibt es hö
hstens ein v′ ∈ C0 \ {v} mit m(v, v′) ≥ 2.

3. Seien v, v′ ∈ C0 mit m(v, v′) = 3. Dann hat C nur zwei Knoten und ist von Typ

G2.

Beweis. Wird werden das obige Lemma für v anwenden. Seien (vi)i∈[1,n] die Knoten
mit m(v, vi) ≥ 1. Sei nk die Anzahl von Knoten vi mit m(v, vi) = k für k ∈ [1, 3]. Für
m(v, vi) = k gilt q2v,vi = k/4. Daraus folgt

1 >
n
∑

i=1

q2v,vi =
n1 + 2n2 + 3n3

4
.

Es folgt n1 + 2n2 + 3n3 ≤ 3 und
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� n1 ≤ 3 und für n1 = 3 gilt n2 = n3 = 0. Dies zeigt 1.

� n2 ≤ 1. Dies zeigt 2.

� n3 ≤ 1 und für n3 = 1 gilt n1 = n2 = 0.

Um 3. zu zeigen brau
ht man nur zu bemerken, dass v und v′ zu keinem weiteren

Knoten verbunden sind. Da C zusammenhängend ist folgt, dass es nur zwei KNoten

gibt und C ist von Typ G2. �

Lemma 11.2.4 Die folgende Alternative gilt:

1. der Graph C hat genau einen Knoten der genau zu drei vers
hiedenen Kno-

ten verbunden ist und alle Paare von Knoten sind hö
hstens mit einer Kante

verbunden, oder

2. der Graph C hat keinen Knoten der zu drei vers
hiedenen Knoten verbunden

ist und es gibt hö
hstens ein Paar von Knoten die mit zwei Kanten verbunden

sind. �

Beweis. Per Induktion na
h n = |C0|. Für n = 1, 2 oder 3 folgt die Aussage vom

obigen Korollar. Angenommen die Aussage gilt für Coxeter Graphen mit n Knoten.

Sei C ein endlis
hes zusammenhängendes Coxeter Graph mit n + 1 Knoten.

Fall 1. Es gibt v, v1, v2, v3 ∈ C0 mit m(v, vi) ≥ 1. Na
h dem obigen Korollar gilt

m(v, vi) = 1 und v ist zu keinem weiteren Knoten verbunden. Falls v1, v2, v3 zu

keinen weiteren Knoten verbunden sind gilt n + 1 = 4 und C hat Typ D4. Die

Aussage folgt in diesem Fall. Sonst können wir ohne Bes
hränkung annehmen, dass

v1 zu einem weiteren Knoten verbunden ist. Sei e die Kante zwis
hen v1 und v. Dann
ist C(e) endli
h und erfüllt 1. Per Induktion sind alle Paare von Knoten in C(e) mit

hö
hstens eine Kante verbunden. Dies gilt also au
h für C.

Fall 2. Angenommen, dass es kein v wie im Fall 1 aber, dass es ein Paar (v, v′) ∈ C2
0

gibt mit m(v, v′) ≥ 2. Falls m(v, v′) ≥ 3 sind wir dank dem obigen Korollar fertig.

Wir können also annehmen, dass m(v, v′) = 2. Falls |C0| = 1, 2 sind wir fertig. Sonst

ist v oder v′ mit einem weiteren Knoten verbunden. Wir können annehmen, dass v zu
einem weiteren v′′ Knoten verbunden ist. Na
h dem obigen Korollar giltm(v, v′′) = 1.
Sei e die Kante zwis
hen v und v′′. Dann ist C(e) endli
h und erfüllt 2. Die Aussage

folgt na
h Induktion. �

Die Graphen die no
h mögli
h sind, sind die Graphen von Typ G2, die Graphen

mit eine Rami�kation und die Graphen ohne Rami�kation und mit hö
hstens eine

doppelte Kante.

Lemma 11.2.5 Sei (vi)i∈[1,n] eine Kette von Knoten in C mit m(vi, vi+1) = 1 für

i ∈ [1, n− 1]. Sei x =
∑n

i=1 ievi . Dann gilt

bC(x, x) =
n(n+ 1)

2
.
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Beweis. Es gilt

bC(x, x) =
∑

i,j

ijbC(evi , evj ) =

n
∑

i=1

i2 −
n−1
∑

i=1

i(i+ 1) = n2 −
n−1
∑

i=1

i

und die Aussage folgt. �

Lemma 11.2.6 Sei C mit einer doppelten Kante und ni
ht von Typ Bn = Cn. Dann

ist C von Typ F4:

Beweis. Na
h Lemma 11.2.4 ist C eine Kette. Wir s
hreiben v1 und w1 für die Kno-

ten den doppelten Kanten. Es gibt Ketten (vi)i∈[1,n] und (wj)j∈[1,m] von Knoten mit

einfa
hen Kanten zwis
hen vi und vi+1 (und zwis
hen wj und wj+1) für i ∈ [1, n− 1]
und j ∈ [1, m− 1]. Wir setzen x =

∑n
i=1(n+ 1− i)evi und y =

∑m
j=1(m+ 1− j)ewj

.

Es gilt bC(x, x) = n(n + 1)/2 und bC(y, y) = m(m + 1)/2. Na
h Cau
hy-S
hwartz

Unglei
hung gilt |bC(x, y)2| < bC(x, x)bC(y, y) i.e.

1

2
n2m2 <

n(n+ 1)

2

m(m+ 1)

2
.

Daraus folgt (n − 1)(m − 1) ≤ 1. Na
h Annahme gilt aber n,m ≥ 2. Die Aussage
folgt. �

Sei C mit einem Knoten r, der zu drei vers
hiedenen weiteren Knoten verbunden ist.

Dann ist C die Vereinnigung von r und drei Ketten (uk)k∈[1,l], (vi)i∈[1,n] und (wj)j∈[1,m]

mit einfa
he Kanten zwis
hen uk und kk+1, zwis
hen vi und vi+1 und zwis
hen wj

und wj+1) für k ∈ [1, l− 1], i ∈ [1, n− 1] und j ∈ [1, m− 1] und mit einfa
he Kanten

zwhis
hen r und u1,v1,w1.

Lemma 11.2.7 Die Mögligkeiten für (l, m, n) mit l ≤ m ≤ n sind (1, 2, 2), (1, 2, 3),
(1, 2, 4), (1, 1, n). �

Beweis. Wir setzen x =
∑l

k=1(l+1−k)euk
, y =

∑n
i=1(n+1−i)evi und z =

∑m
j=1(m+

1− j)ewj
. Es gilt bC(x, x) = l(l+ 1)/2, bC(y, y) = n(n+ 1)/2, bC(z, z) = m(m+ 1)/2

und bC(x, er) = −l/2, bC(y, er) = −n/2 und bC(z, er) = −m/2. Set F = 〈x, yz〉R
und sei ||v|| =

√

bC(v, v). Dann ist (x/||x||, y/||y||, z/||z||) eine orthonormale Basis

von F . Die Stre
ke (zum quadrat) von er zu F ist D = bC(er − p(er), er − p(er))
wobei p(er) die orthogonale Projektion auf F ist. Es gilt p(v) = bC(v, x/||x||)x/||x||+
bC(v, y/||y||)y/||y||+ bC(v, z/||z||)z/||z|| und v−p(v) und p(v) sind immer senkre
ht.

Daraus folgt (er 6∈ F )

0 < D = bC(er, er−p(er)) = bC(er, er)−bC(er, x/||x||)2−bC(er, y/||y||)2−bC(er, z/||z||)2.
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Daraus folgt

1− l

2(l + 1)
− m

2(m+ 1)
− n

2(n+ 1)
> 0

und

1

l + 1
+

1

m+ 1
+

1

n+ 1
> 1

Da l ≤ m ≤ n folgt 3 > l+1 und l ≤ 1 i.e. l = 1. Daraus folgt 4 > m+1 i.e. m ≤ 2.
Für m = 2 gilt 6 > n+ 1 also n ≤ 4. �

Man sollte jetzt au
h überprüfen, dass die Graphen C im Theorem endli
h sind. Dies

ist eine Übung. Man kann dies au
h zeigen in dem man zeigt, dass es Wurzelsysteme

mit diesen Graphen gibt (siehe nä
hstes Kapitel). �

11.3. Dynkin Diagramme und Klassi�zierung der

Wurzelsysteme

Sei R ein reduziertes irreduzibles Wurzelsystem in V und sei S eine Basis von R. Sei
( , ) ein W (R)-invariantes Skalarprodukt auf V .

De�nition 11.3.1 Sei Γ (R) der Coxeter Graph. Das Dynkin Diagramm D(R)
ist der Coxeter Graph Γ (R) und eine Abbildung Γ (R) → R die zu jedem Knotem

vα ∈ Γ (R) mit α ∈ S die Zahl (α, α) zuordnet.

Proposition 11.3.2 Die Cartan Matrix (und also das Wurzelsystem) ist eindeutig

dank dem Dynkin Diagramm bestimmt.

Beweis. Wir bestimmen die Cartan Matrix dank dem Dynkin Diagramm. Seien

α, β ∈ S. Falls es zwis
hen vα und vβ in D(R) keine Kante gibt, gilt 〈β∨〉α = 0.
Sonst betra
hten die folgende Fälle:

� Falls β = α, gilt 〈β∨, α〉 = 2.

� Falls (β, β) ≥ (α, α), gilt 〈β∨, α〉 = −1.

� Falls (β, β) < (α, α), gilt 〈β∨, α〉 = −m(vα, vβ).

Insbesondere ist die Cartan Matrix eindeutig bestimmt. �

Theorem 11.3.3 Die reduzierte irreduzibel Wurzelsysteme haben die folgende Dyn-

kin Diagramme:
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1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2

2

2 2 3

1

1

1 1

1

An Bn

Cn Dn

E6 E7

E8
F4 G2

Beweis. Sei S eine Basis von R. Dann ist S eine Basis von V . Wir setzen eα = α/|α|.
Das System (eα)α∈S ist au
h eine Basis und es gilt

(eα, eβ) =
(α, β)

|α| · |β| = cosϕ

wobei ϕ den Winkel zwis
hen α und β ist. Dies ist genau die geometris
he Darstellung

des Coxeter Graphs. Da diese Bilinearform positiv de�nit ist, ist Γ (R) endli
h. Daraus
folgt die Aussage.

Es beibt zu zeigen, dass es ein Wurzelsystem zu jedem Dynkin Diagramme gibt.

Wir geben eine explizite Konstruktion aller Wurzelsysteme. Der Na
hweis, dass alle

Wurzelsysteme sind, lassen wir als Übung.

Sei (ei)i∈[1,n] die kanonis
he Basis des R
n
. Sei ( , ) das standard Skalarprodukt in Rn

und sei

Ln = {a1e1 + · · · anen ∈ Rn | ai ∈ Z für alle i ∈ [1, n]}.

Typ An. Sei V = (e1 + · · ·+ en+1)
⊥ ⊂ Rn+1

und sei R ⊂ V de�niert dur
h

R = {α ∈ Ln+1 | (α, α) = 2}.
Es gilt 0 6∈ R und R ist eine endli
he Menge. Die Spiegelungen sα für α ∈ R sind

dur
h sα(v) = v − (α, v)α de�niert. Die Wurzeln in R sind die Vektoren ei − ej für
i 6= j. Man überprüft, dass R ein Wurzelsystem ist und, dass (ei − ei+1)i∈[1,n] eine
Basis von R ist. Daraus folgt D(R) = An. Die Weylgruppe ist die symmetris
he

Gruppe Sn und wirkt auf Rn+1
dur
h Permutationen auf die Indizen der Vektoren

der kanonis
hen Basis.
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Typ Bn. Sei V = Rn
. Wir setzen

R = {α ∈ Ln | (α, α) = 1 oder (α, α) = 2}.

Es gilt 0 6∈ R und R ist eine endli
he Menge. Die Wurzeln in R sind die Vektoren

±ei für alle i und ±ei ± ej für i 6= j. Man überprüft, das dies ein Wurzelsystem

ist mit Basis ((ei − ei+1)i∈[1,n−1], en). Daraus folgt D(R) = Bn. Die Weylgruppe ist

Sn ⋉ (Z/2Z)n (mit 2nn! Elemente) wobei Sn dur
h Permutation auf die Indizen der

Vektoren der kanonis
hen Basis wirkt.

Typ Cn. Dieses Wurzelsystem ist das dual Wurzelsystem von Bn. Sei V = Rn
und

R = {±2ei | für alle i} ∪ {±ei ± ej | für alle i 6= j}. Man überprüft, das dies ein

Wurzelsystem ist. mit Basis ((ei − ei+1)i∈[1,n−1], 2en). Daraus folgt D(R) = Cn. Die

Weylgruppe ist Sn ⋉ (Z/2Z)n wir für Bn.

Typ Dn. Sei V = Rn
. Wir setzen

R = {α ∈ Ln | (α, α) = 2}.

Es gilt 0 6∈ R und R ist eine endli
he Menge. Die Wurzeln in R sind die Vektoren

±ei ± ej für i 6= j. Man überprüft, das dies ein Wurzelsystem ist mit Basis ((ei −
ei+1)i∈[1,n−1], en−1+en). Daraus folgt D(R) = Dn. Die Weylgruppe ist Sn⋉(Z/2Z)n−1

(mit 2n−1n! Elemente) wobei Sn dur
h Permutation auf die Indizen der Vektoren der

kanonis
hen Basis wirkt.

Typ G2. Diese Wurzelsystem wurde im Beispiel 10.1.6 gegeben.

Typ F4. Sei L′
4 = {v ∈ V | v = a

2
(e1 + e2 + e3 + e4) + w mit a ∈ Z und w ∈ L4},

wobei V = R4
. Wir setzen

R = {α ∈ L′
4 | (α, α) = 1 oder (α, α) = 2}.

Die Wurzeln in R sind ±ei für alle i, ±ei±ej für i 6= j und 1
2
(±e1±e2±e3±e4). Man

überprüft, dass dies ein Wurzelsystem ist. Die einfa
he Wurzeln sind (e2 − e3, e3 −
e4, e4,

1
2
(e1− e2− e3− e4)) und das Dynkin Diagramm hat Typ F4. Die Weyl-Gruppe

hat 2732 Elemente.
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Typ E8. Sei L′
8 = {v ∈ V | v = a

2
(e1 + · · ·+ e8) + wmit a ∈ Z und w ∈ L4}, wobei

V = R8
. Wir setzen L′′

8 = {v ∈ L′
8 | v =

∑

i aiei mit

∑

i ai gerade} und wir de�nieren

R = {α ∈ L′′
8 | (α, α) = 2}.

Man überprüft, dass dies ein Wurzelsystem ist. Die Wurzeln sind

±ei ± ej für i 6= j und
1

2

8
∑

i=1

(−1)m(i)ei mit

8
∑

i=1

m(i) gerade.

Ein Basis ist dur
h

1
2
(e1 + e8 − e2 − e3 − e4 − e5 − e6 − e7), e1 + e2, e2 − e1, e3 − e2,

e4 − e3, e5 − e4, e6 − e5, e7 − e6 gegeben und man überprüft, dass D(R) von Typ E8

ist. Die Weyl-Gruppe hat 21435527 Elemente.

Typ E7. Man betra
htet den S
hnitt vom Wurszelsystem von Typ E8 mit dem

Unterraum 〈e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7〉R. Wie Weylgroupe hat 27345 Elemente.

Typ E6. Man betra
htet den S
hnitt vom Wurszelsystem von Typ E8 mit dem

Unterraum 〈e1, e2, e3, e4, e5, e6, 〉R. Wie Weylgroupe hat 2103457 Elemente. �

Bemerkung 11.3.4 Da die Wurzeln nur 2 vers
hiedene Länge haben können wird

man die Dynkin Diagramme vereinfa
hen in dem man die Werte der Abbildung ni
ht

mehr s
hreibt sondern eine Pfeile von der Wurzel mit grosseren Länge zur Wurzel

mit kleineren Länge. Die Dynkin Diagramme sehen also wie folgt aus:

An Bn

Cn Dn

E6 E7

E8
F4 G2



12. Klassi�kation halbeinfa
her

komplexer Lie-Algebren

12.1. Zerlegung der Lie Algebren

Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra und sei h eine Cartan Unteralgebra. Die Lie

Algebra h ist abels
h und zg(h) = h. Auÿerdem sind alle Elemente in h halbeinfa
h.

Für x ∈ h, ist also ad x diagonalisierbar. Da h abels
h ist gilt [ad x, ad y] = ad [x,y] = 0
also sind alle (ad x)x∈h glei
hzeitig diagonalisiertbar. Sei (ei)i∈[1,n] eine Basis von

Eigenvektoren in g mit n = dim g. Für alle x ∈ h, gilt

ad (x)(ei) = [x, ei] = λi(x)ei

wobei ei einer Eigenvektor zum Eigenwert λi(x) für ad x ist.

Lemma 12.1.1 Die Abbildung λi : h → C de�niert dur
h x 7→ λi(x) ist eine Line-
arform. �

Beweis. Seien a, b ∈ C und seien x, y ∈ h. Es gilt λi(ax + by)ei = [ax + by, ei] =
a[x, ei] + b[y, ei] = (aλi(x) + bλi(y))ei. �

Korollar 12.1.2 Es gibt eine Zerlegung

g = h
⊕

α∈h∨\{0}
gα

wobei gα = {x ∈ g / ∀y ∈ h ad (y)(x) = α(y)x}.

Proof. Die Zerlegung ist die Zerlegung von g in Eigenräume für ad (h). Zu zeigen ist

nur, dass h der Eigenraum g0 zum 0 ist. Sei also z ∈ g mit ad x(z) = 0 für alle x ∈ h.

Es gilt also [x, z] = 0 für alle x ∈ h und z ∈ zg(h) = h. Daraus folgt g0 ⊂ h. Da h

abels
h ist gilt au
h h ⊂ g0. None

De�nition 12.1.3 Eine Linearform α ∈ h∨ mit gα 6= 0 heiÿt Wurzel der Lie

Algebra g. Wir s
hreiben R für die Menge aller Wurzeln von g. Dies ist eine endli
he

Teilmenge von V = 〈R〉R ⊂ h∨.

Sei α ∈ R und x ∈ gα. Dann hat x Gewi
ht α und Elemente in h haben Gewi
ht 0.
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Proposition 12.1.4 Sei ( , ) eine invariante Bilinearform (z.B. die Killing Form).

1. Für α + β 6= 0 sind die Unterräume gα und gβ orthogonal bzg. ( , ).

2. Die Eins
hränkungen ( , )|gα⊕g−α
und ( , )|h sind ni
ht ausgeartet.

3. Seien x ∈ gα, y ∈ g−α und h ∈ h. Es gilt (h, [x, y]) = α(h)(x, y).

4. Sei α ∈ R und sei hα ∈ h de�niert dur
h α = (hα, ). Es gilt [x, y] = (x, y)hα für

x ∈ gα und y ∈ g−α.

Beweis. 1. Seien x ∈ gα und y ∈ gβ. Für h ∈ h gilt

α(h)(x, y) = ([h, x], y) = −(x, [h, y]) = −β(h)(x, y).

Daraus folgt (α(h)−β(h))(x, y) = 0. Für α+β 6= 0 gibt es ein h ∈ hmit α(h)−β(h) 6=
0. Daraus folgt (x, y) = 0.

2. Es gibt eine direkte Summe von Unterräume die orthogonal bzg. ( , ) din:

g = h

⊥
⊕

α∈R
(gα ⊕ g−α).

Da ( , ) ni
ht ausgeartet ist sind die Eins
hränkungen au
h ni
ht ausgeartet.

3. Da ( , ) invariant ist gilt (h, [x, y]) = ([h, x], y) = α(h)(x, y).

4. Wir zeigen, dass [x, y] ∈ h. Es gilt [h, [x, y]] = [[h, x], y] + [x, [h, y]] = α(h)[x, y]−
α(h)[x, y] = 0 also [x, y] hat Gewi
ht 0 i.e. [x, y] ∈ h.

Sei h ∈ h. Es gilt

([x, y], h) = α(h)(x, y) = (hα, h)(x, y) = ((x, y)hα, h).

Da ( , )|h ni
th ausgeartet ist, gilt [x, y] = (x, y)hα. �

12.2. Struktursatz für halbeinfa
he komplexe Lie

Algebren

Theorem 12.2.1 Sei g eine komplexe halbeinfa
he Lie Algebra.

1. R ist ein reduziertes Wurzelsystem von Rang Rg(g).

2. Sei α ∈ R eine Wurzel und sei hα = [gα, gα] ⊂ h. Dann gilt dim gα = 1 = dim hα.

3. Es gibt ein eindeutig bestimmtes Element Hα ∈ hα mit α(Hα) = 2. Dieses Element

ist die Dualwurzel α∨ = Hα.
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4. Sei α ∈ R und sei Xα ∈ gα mit Xα 6= 0. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes

Element Yα ∈ g−α mit [Xα, Yα] = Hα.

5. Es gilt [Hα, Xα] = 2Xα und [Hα, Yα] = 2Yα i.e. sα = g−α ⊕ hα ⊕ gα ist eine

Unteralgebra von g isomorph zu sl2.

6. Seien α, β ∈ R mit α + β 6= 0. Es gilt gα+β = [gα, gβ]. �

Beweis. Wir zeigen die Aussagen 1.-6. zusammen in 12 S
hritte. Sei ( , ) eine inva-
riante Bilinearform auf g.

S
hritt 1. Es gilt [gα, gβ] ⊂ gα+β .

Seien x ∈ αα, y ∈ gβ und h ∈ h. Es gilt [h, [x, y]] = [[h, x], y]+ [x, [h, y]] = α(h)[x, y]+
β(h)[x, y].

S
hritt 2. R ist ein EZS von h∨.

Es genügt zu zeigen, dass für h ∈ h gilt die Implikation: (α(h) = 0 für alle α ∈ R
⇒ h = 0). Seien h ∈ h und x ∈ g. Wir s
hreieben x = xh +

∑

α∈R xα wobei xh ∈ h

und xα ∈ gα für alle α ∈ R. Es gilt [h, x] = [h, xh] +
∑

α[h, xα] =
∑

α α(h)xα = 0.
Insbesondere gilt h ∈ z(g) = 0.

S
hritt 3. Es gilt dim hα = 1.

Folgt aus Proposition 12.1.4: hα = 〈hα〉 mit hα 6= 0.

S
hritt 4. Es gibt ein Hα in hα mit α(Hα) = 2.

Wir zeigen, dass α(hα) 6= 0. S
hritt 4 folgt daraus: Setze Hα = 2
α(hα)

hα. Es gilt

α(Hα) = 2.

Angenommen α(hα) = 0. Da ( , )|gα⊕g−α
ni
ht ausgeartet ist und (gα, gα) = 0 gibt es

Vektoren x ∈ gα und y ∈ g−α mit (x, y) 6= 0. Daraus folgt z = [x, y] = (x, y)hα 6= 0
und α(z) = 0. Es gilt also [x, y] = z, [z, x] = α(z)x = 0 und [z, y] = −α(z)y = 0.
Sei s = 〈x, y, z〉. Dann ist s eine Unteralgebra von g. Die Lie-Algebra s ist nilpotent

also au�ösbar. Daraus folgt, dass ad (s) ⊂ gl(g) nilpotent ist und na
h dem Satz von

Engel gibt es eine Basis so, dass alle Elemente von ad (s) als obere dreie
kmatrizen

darstellbar sind. Da z ∈ [s, s] ist ad (z) eine obere dreie
k Matrix mit 0 auf der

Diagonal. Also ist ad(z) nilpotent. Aber z ∈ h ist halbeinfa
h also für jede Darstellung

̺ : g → gl(V ) ist ̺(z) halbeinfa
h. Insbesondere ist ad (z) halbeinfa
h. Es folgt

ad (z) = 0 und z = 0. Ein Widerspru
h.
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S
hritt 5. Sei α ∈ R und sei Xα ∈ gα mit Xα 6= 0. Dann gibt es ein Yα ∈ g−α mit

[Xα, Yα] = Hα.

Sei y ∈ g−α. Es gilt [Xα, y] = (Xα, y)hα und hα = cHα für c ∈ C \ {0}. Sei y ∈ g−α

mit (Xα, y) 6= 0 (dies ist mögli
h, da ( , )|gα⊕g−α
ni
ht ausgeartet ist). Wir setzen

Yα = y/(c(Xα, y)) und es gilt [Xα, Yα] = Hα.

S
hritt 6. Es gilt [Hα, Xα] = 2Xα und [Hα, Yα] = 2Yα i.e. sα = g−α ⊕ hα ⊕ gα ist

eine Unteralgebra von g isomorph zu sl2.

Es gilt [Hα, Xα] = α(Hα)Xα = 2Xα und [Hα, Yα] = −α(Hα)Yα = −2Yα. Daraus folgt

die Aussage.

Wir werde jetzt g als sl2 = sα-Darstellung betra
hten.

S
hritt 7. Es gilt dim gα = 1 für alle α ∈ R. Das Element Yα ist eindeutig bestimmt

und es gilt sα = g−α ⊕ hα ⊕ gα.

Angenommen dim gα > 1. Dann gilt au
h dim g−α > 1. SeiX⊥
α = {y ∈ g−α | (Xα, y) =

0}. Es gilt X⊥
α = Kerf wobei f : g−α → C die Linearform defniniert dur
h f(y) =

(Xα, y) ist. Na
h Rangsatz gilt dim g⊥α ≥ dim g−α − 1 > 0. Daraus folgt, dass es ein
y ∈ g−α gibt mit (Xα, y) = 0. Es gilt also [Xα, y] = (Xα, y)hα = 0. Auÿerdem gilt

[Hα, y] = −α(Hα)y = −2y also ist y ein primitiver Vektor für sl2 = sα mit Gewi
ht

−2. Ein Widerspru
h da Gwei
ht von primitiven Vektoren für sl2 ni
ht negative ganze

Zahlen sind. Die zwei letze Aussage folgen daraus.

S
hritt 8. Sei α, β ∈ R. Dann gilt β(Hα) ∈ Z und β − β(Hα)α ∈ R.

Sei x ∈ gβ mit x 6= 0. Es gilt [Hα, x] = β(Hα)x also ist β(Hα) ein Gewi
ht für sl2 = sα.

Daraus folgt β(Ha) ∈ Z. Wir setzen

y =

{

Y
β(Hα)
α (x) falls β(Hα) ≥ 0

X
−β(Hα)
α (x) falls β(Hα) ≤ 0.

Es gilt y 6= 0 und y ∈ gβ−β(Hα)α. Daraus folgt, dass β − β(Hα)α eine Wurzel ist.

S
hritt 9. R ist ein Wurzelsystem von Rang Rg(g).

Wir wissen s
hon, dass R endli
h ist und, dass 0 6∈ R und dass R ein EZS von h∨

ist also Rg(R) = Rg(g). Sei α ∈ R. Wir de�nieren sα : h∨ → h∨ dur
h sα(β) =
β − β(Hα)α also Hα = α∨

. Da 〈Hα, α〉 = α(Hα) = 2 gilt, ist sα eine Spiegelung bzw.

α. Na
h S
hritt 8 gilt sα(R) = R und 〈α∨, β〉 = 〈Hα, β〉 = β(Hα) ∈ Z.
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S
hritt 10. R ist reduziert.

Sei α ∈ R und sei x ∈ g2α. Wir zeigen x = 0. Da R ein Wurzelsystem ist, gilt 3α 6∈ R
also g3α = 0. Es gilt [Hα, x] = 2α(Hα)x = 4x. Es gilt au
h [Hα, x] = [[Xα, Yα], x] =
[[Xα, x], Yα] + [Xα, [Yα, x]] = [Xα, [Yα, x]] weil [Xα, x] ∈ g3α = 0. Da [Yα, x], Xα ∈ gα
linear abhängig sind gilt [Xα, [Yα, x]] = 0. Es folgt 4x = [Hα, x] = 0.

S
hritt 11. Seien α, β ∈ R lineare unabhängige Wurzeln. Seien p = max{n ∈
N | β − nα ∈ R} und q = max{n ∈ N | β + nα ∈ R}. Sei

E =

q
⊕

k=−p

gβ+kα.

Dann ist E eine irreduzibel sα-Darstellung der Dimension p + q + 1 und für k ∈
[−p, q − 1] ist die Abbildung

adXα
: gβ+kα → gβ+(k+1)α

ein Isomorphismus. Es gilt β(Hα) = p− q.

Na
h S
hritt 1 ist E eine sα-Darstellung. Die Gewi
ht von Hα in E sind (β +
kα)(Hα) = β(Hα) + 2k für k so, dass β + kα ∈ R. Da alle Gewi
ht Vielfa
hkeit

1 haben, ist E irreduzibel. Daraus folgen die Aussagen über dimE und die Abbil-

dung adXα
. Auÿerdem ist β(Hα)−2p das minimale Gewi
ht von E und β(Hα)+2q ist

das maximale Gewi
ht. Es gilt also β(Hα)− 2p = −(β(Hα) + 2q) und β(Hα) = p− q.

S
hritt 12. Seien α, β ∈ R mit α + β ∈ R. Es gilt [gα, gβ] = gα+β .

Mit den obigen S
hreiweise gilt q ≥ 1 und p ≥ 0. Für k = 0 ist also die Abbildung

adXα
: gβ → gα+β ein Isomorphismus. Insbesondere gilt gα+β ⊂ [gα, gβ]. Na
h S
hritt

1 gilt au
h [gα, gβ] ⊂ gα+β . �

Korollar 12.2.2 Das Wurzel System R hängt von der Cartan Unteralgebra h ni
h

ab.

Beweis. Seien h und h′ zwei Cartan Unteralgebren. Seien R und R′
die dazugehörige

Wurzelsysteme. Es gibt ein Automorphismus ϕ : g → gmit ϕ(h) = h′ also ϕ|h : h → h′

ist ein Isomorphismus. Sei

tϕ−1 : h∨ → (h′)∨ die duale Abbildung des Inverses von ϕ.
Für α ∈ R, x ∈ gα und h ∈ h gilt

[ϕ(h), ϕ(x)] = ϕ([h, x]) = α(h)ϕ(x).

Also ist ϕ(x) einer Eigenve
tor für h′ = ϕ(h) ∈ h′ zum Gewi
ht α(h) = α(ϕ−1(h′)) =t

ϕ−1(α)(h′). Daraus folgt tϕ−1(α) ∈ R′
. Also ist

tϕ−1
ein Isomorphismus von Wurzel-

systeme von R na
h R′
(mit inverse

tϕ). �
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Korollar 12.2.3 Sei g eine halbeinfa
he Lie Algebra mit Wurzelsystem R. Die Lie
Algebra g ist genau dann Einfa
h, wenn R irreduzibel ist.

Beweis. Falls g ni
ht einfa
h ist gilt g = g1×g2 mit gi einer halbeinfa
hen Lie Algebra.

Seien h1, h2 Cartan Unteralgebren von g1, g2. Mann zeigt, dass h = h1 × h2 eine

Cartan Unteralgebra von g ist und dass das Wurzelsystem R von g die Vereinnigung

der WUrzelsysteme R1, R2 von g1, g2 ist.

Umgekehrt, falls R reduzibel ist. Dann ist R die orthogonale dijunkte Vereinigung

von Wurzelsysteme R1 und R2. Sei hi = 〈Hα | α ∈ Ri〉 ⊂ h für i ∈ [1, 2]. Wir setzen

gi = hi ⊕
⊕

α∈Ri

gα.

Es gilt g = g1 × g2. �

Korollar 12.2.4 Es gilt dim g = Rg(g) + |R|.

Beispiel 12.2.5 Es gilt

� dim g = n− 1 + n(n− 1) = n2 − 1 für g = sln von Typ An−1;

� dim g = n+ 2n2 = 2n2 + n für g = so2n+1 von Typ Bn;

� dim g = n+ 2n2 = 2n2 + n für g = sp2n von Typ Cn;

� dim g = n ∗ 2n(n− 1) = 2n2 − n für g = so2n von Typ Dn;

� dim g = 6 + 72 = 78 für g von Typ E6;

� dim g = 7 + 126 = 133 für g von Typ E7;

� dim g = 8 + 240 = 248 für g von Typ E8;

� dim g = 4 + 48 = 52 für g von Typ F4;

� dim g = 2 + 12 = 14 für g von Typ G2.

12.3. Existenz

Es bleibt zu zeigen, dass zu jedem Wurzelsystem von Typ An, Bn, Cn, Dn, E6, E7,

E8, F4 und G2 es eine einfa
he Lie Algebra von diesem Typ gibt. Wir werden diese

Aussage ni
ht zeigen. Es gilt aber

In this se
tion we give a des
ription of a semisimple Lie algebra by generators and

relations. Let us denote by n the sum of the gα for α ∈ R+ and n− the sum of

the gα for α ∈ R−. Remark that be
ause Hα is the dual root of α ∈ R, we have

α(Hβ) = 〈β∨, α〉.
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Theorem 12.3.1 Sei R ein Wurzelsystem und S eine Basis von R. Die von den

Variabeln (Xα, Yα)α∈S erzeugte Lie Algebra g mit Relationen

Weyl Relationen

� [Xα, Yα] = Hα für α ∈ S,

� [Xα, Yβ] = 0 für α, β ∈ S mit α 6= β,

� [Hα, Xβ] = 〈α∨, β〉Xα für α, β ∈ S,

� [Hα, Yβ] = −〈α∨, β〉Yα für α, β ∈ S,

Serre Relationen

� ad (Xα)
1−〈α∨,β〉(Xβ) = 0 für α, β ∈ S mit α 6= β,

� ad (Yα)
1−〈α∨,β〉(Yβ) = 0 für α, β ∈ S mit α 6= β,

ist eine Einfa
he Lie Algebra mit Wurzelsystem R. �
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