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1 Ringe und Ideale

In diesem Kapitel werden wir die De�nitionen von Ringe und Ideale und ihre Hauptei-

genshaften wiederholen.

1.1 Ringe

De�nition 1.1.1 1. Ein Ring (A,+,×) ist eine Menge A mit zwei Verknüpfungen

+ : A× A→ A, (x, y) 7→ x+ y (die Addition) und × : A× A → A, (x, y) 7→ xy (die

Multiplikation) so, dass die folgende Axiome gelten:

1. (A,+) ist eine Abelshe Gruppe mit 0 als neutralem Element.

2. Die Multiplikation ist assoziativ: es gilt x(yz) = (xy)z für alle x, y, z ∈ A.
3. Die Addition ist bilinear (oder distributiv) bezüglih der Multiplikation: es gilt

x(y + z) = xy + xz und (x+ y)z = xz + yz für alle x, y, z ∈ A.
4. Es gibt eine Eins: es gibt ein Element 1 ∈ A so, dass x1 = x = 1x gilt für alle

x ∈ A.
2. Ein Ring (A,+,×) heiÿt kommutativ falls xy = yx gilt für alle x, y ∈ A.

In dieser Vorlesung sind alle Ringe kommutativ.

Bemerkung 1.1.2 1. In jedem Ring gilt 0x = 0 = x0: es gilt 0x = (0+0)x = 0x+0x.
Daraus folgt x0 = 0x = 0.

2. Die Gleihheit 1 = 0 ist niht ausgeshlossen. In diesem Fall gilt

x = 1x = 0x = 0

für alle x ∈ A. Es folgt also, dass A einelementig ist: A = {0}. Man shreibt in diesem

Fall A = 0. Dieser Ring heiÿt der Nullring.

3. Die 0 und die 1 sind eindeutig bestimmt.

De�nition 1.1.3 Ein Ringhomomorphismus (oder Morphismus in der Kategorie

aller Ringe) ist eine Abbildung f : A→ B, wobei A und B Ringe sind so, dass

1. f(x+ y) = f(x) + f(y) für alle x, y ∈ A
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2. f(xy) = f(x)f(y) für alle x, y ∈ A

3. f(1) = 1.

Bemerkung 1.1.4 Seien f : A → B und g : B → C zwei Ringhomomorphismen.

Dann ist g ◦ f ein Ring homomorphismus.

De�nition 1.1.5 Ein Unterring B von A (oder Unterobjekt in der Kategorie aller

Ringe) ist eine Teilmenge B ⊂ A so, dass

1. x− y ∈ B für alle x, y ∈ B

2. xy ∈ B für alle x, y ∈ B

3. 1 ∈ B.

Bemerkung 1.1.6 Sei f : A→ B ein Ringhomomorphismus. Dann ist Imf = f(A)
ein Unterring von B.

De�nition 1.1.7 Sei (Ai)i∈I eine Familie von Ringen. Dann ist das Produkt

∏

i∈I

Ai = {(xi)i∈I |xi ∈ Ai für alle i ∈ I}

mit (xi) + (yi) = (xi + yi) und (xi)(yi) = (xiyi) ein Ring mit 0 = (0i) und 1 = (1i)
und heiÿt Produktring.

1.2 Ideale

De�nition 1.2.1 Sei A ein Ring. Ein Ideal a von A ist eine Teilmenge a ⊂ A so,

dass

1. 0 ∈ a

2. x− y ∈ a für alle x, y ∈ a

3. xy ∈ a für alle x ∈ a und y ∈ A

Beispiel 1.2.2 Die Menge {0} ist ein Ideal: Das Nullideal. Wird werden dieses Ideal

mit 0 shreiben.

Bemerkung 1.2.3 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus. Dann ist Kerf ein

Ideal von A. Die nähste Proposition zeigt, dass alle Ideale dieser Form sind.

Allermeiner, für b ⊂ B ein Ideal, ist f−1(b) ⊂ A ein Ideal.
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Ein Ideal a ist also eine Untergruppe von (A,+) und wir können das Quotient be-

trahten. Es ist eine Gruppe: die Quotientgruppe (A/a,+). Man überprüft leiht

(Übung, Siehe Auh das Skript Algebra Satz 2.1.22 und Korollar 2.1.31), dass die

folgende Aussagen wahr sind.

Proposition 1.2.4 Sei A ein Ring und a ein Ideal.

1. Die Verknüpfung [x][y] = [xy] ist wohl de�niert auf A/a und (A/a,+,×) ist ein
Ring mit Eins gegeben durh [1].

2. Die kanonishe Projektion π : A→ A/a, x 7→ [x] ist ein Ringhomomorphismus.

3. Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus. Es gibt genau dann ein Ringhomomor-

phismus f̄ : A/I → B mit f = f̄ ◦ π, wenn a ⊂ Kerf . Die Abbildung f̄ ist genau

dann injektiv (bzw. surjektiv), wenn Kerf = a gilt (bzw. f surjektiv ist).

4. Es gibt eine Bijektion zwishen die Menge aller Ideale b ⊂ A mit a ⊂ b und die

Menge aller Ideale b ⊂ A/a:

{b Ideal von A mit a ⊂ b} → {b Ideal von A/a},

mit b 7→ b/a und b 7→ π−1(b).

1.3 Operationen über Ideale

De�nition 1.3.1 Sei A ein Ring.

1. Seien a und b zwei Ideale. Dann ist die Summe a+ b = {x+ y ∈ A | x ∈ a, y ∈ b}
ein Ideal: die Summe von a und b.

2. Allgemeiner, sei (ai)i∈I eine Familie von Ideal. Dann ist die Summe

∑
i ai =

{∑i xi ∈ A | xi ∈ ai, xi 6= 0 nur für endlih viele i ∈ I} ein Ideal: die Summe

aller (ai)i∈I .

Bemerkung 1.3.2 1. Die Summe a + b (bzw.

∑
i ai) heiÿt auh, dass von a und

b (bzw. (ai)i∈I) erzeugte Ideal. Es ist das kleinste Ideal, das a und a (bzw. (ai)i∈I)
enthält.

2. Falls a = (x) und b = (y) shreibt man a + b = (x) + (y) = (x, y). Allgemeiner
falls ai = (xi) für alle i ∈ I shreibt man

∑
i ai =

∑
i(xi) = (xi |i ∈ I). Für I = [1, n]

shreibt man (xi |i ∈ I) = (x1, · · · , xn).

Bemerkung 1.3.3 Sei A ein Ring.

1. Seien a und b zwei Ideale. Dann ist der Durhshnitt a ∩ b ein Ideal.

2. Allgemeiner, sei (ai)i∈I eine Familie von Ideal. Dann ist die Shnittmenge ∩iai ein
Ideal.
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Beispiel 1.3.4 Für n,m ∈ Z gilt (n) + (m) = (ggT(n,m)) und (n) ∩ (m) =
(kgV(n,m))

De�nition 1.3.5 Sei A ein Ring.

1. Seien a und b zwei Ideale. Das Produktideal ab ist das Ideal

ab = (xy|x ∈ a, y ∈ b)

(das von aller Produkte xy mit x ∈ a und y ∈ b erzeugte Ideal).

2. Allgemeiner, sei (ai)i[1,n] eine endlihe Familie von Ideal. Dann de�niert man das

Produktideal per Induktion: a1 · · · an = (· · · ((a1a2)a3) · · · an). Dieses Ideal ist das von
aller Elementen der Form x1 · · ·xn mit xi ∈ ai für alle i ∈ [1, n] erzeugte Ideal:

a1 · · · an = (x1 · · ·xn | xi ∈ ai für alle i ∈ [1, n]).

3. Insbesonde für a ein Ideal ist an das von aller Elementen der Form x1 · · ·xn mit

xi ∈ a für alle i ∈ [1, n] erzeugte Ideal:

an = (x1 · · ·xn | xi ∈ a für alle i ∈ [1, n]).

Bemerkung 1.3.6 Es gilt ab ⊂ a ∩ b.

Beispiel 1.3.7 Für a = (2) = b ⊂ Z gilt ab ( a ∩ b: Es gilt ab = (2)(2) = (4) (
(2) = (2) ∩ (2) = a ∩ b.

Proposition 1.3.8 Es gilt (distibutiv Gesetz): a(b+ c) = ab+ ac.

Beweis. Übgung. �

1.4 Nullteiler, Nilpotente Elemente invertierbare

Elemente

De�nition 1.4.1 Sei A ein Ring.

1. Ein Element x ∈ A heiÿtNullteiler falls es ein y ∈ A gibt mit y 6= 0 so, dass xy =
0. Ein Ring A 6= 0 ohne Nullteiler (d.h. alle Nullteiler sind Null) heiÿt nullteilerfrei

oder Integritätsring.

2. Ein Element x ∈ A heiÿt nilpotent falls es eine Ganze Zahl n ≥ 1 mit xn = 0.
Ein Ring ohne nilpotente Elemente (d.h. alle nilpotente Elemente sind Null) heiÿt

reduziert

3. Ein Element x ∈ A heiÿt invertierbar falls es ein y ∈ A gibt mit xy = 1. Das
Element y ist eindeutig bestimmt und heiÿt Inverse von x und wird x−1

bezeihnet.

Man shreibt A×
für die Menge aller invertierbaren Elementen.
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Bemerkung 1.4.2 1. Ein nilpotentes Element ist immer ein Nullteiler (auÿer wenn

A = 0) aber Nullteiler sind niht immer nilpotent (z.B. 2 und 3 in Z/6Z).

2. Die Menge (A×,×) ist eine kommutative Gruppe.
3. Ein Unterring eines Integritätsrings ist auh ein Integritätsring.

De�nition 1.4.3 Sei x ∈ A. Die Menge (x) = {xy ∈ A |y ∈ A} ist ein Ideal von A
und wird (x) bezeihnet. Ein Ideal dieser Form heiÿt Hauptideal. Ein Ring so, dass

alle Ideale Hauptideale sind heiÿt Hauptidealring.

Bemerkung 1.4.4 Sei x ∈ A. Es gilt x ∈ A× ⇔ (x) = A.

De�nition 1.4.5 Ein Körper ist ein Ring (A,+,×) mit 1 6= 0 und A× = A \ {0}.

Proposition 1.4.6 Sei A ein Ring. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. A ist ein Körper

2. Die einzige Ideale von A sind A und 0.

3. Alle ringhomomorphismen f : A→ B mit B 6= 0 sind injektiv.

Beweis. (1. ⇒ 2.) Sei 0 6= a ⊂ A ein Ideal. Sei 0 6= x ∈ a. Dann ist x invertierbar

und es gilt A = (x) ⊂ a ⊂ A also a = A.

(2. ⇒ 3.) Der Kernel Kerf ist ein Ideal und es gilt f(1) = 1 6= 0 also Kerf 6= A. Es
folgt Kerf = 0 und f injektiv.

(3.⇒ 1.) Sei x ∈ A niht invertierbar und a = (x). Es gilt (x) ( A und also A/a 6= 0.
Daraus folgt, dass π : A→ A/a injektiv ist und also a = Kerπ = 0. Es folgt x = 0.�

1.5 Primideale und maximale Ideale

De�nition 1.5.1 Sei A ein Ring.

1. Ein Ideal p ⊂ A heiÿt Primideal falls p 6= A und die Implikation (xy ∈ p ⇒ x ∈
p oder y ∈ p) gilt für alle x, y ∈ A.
2. Ein Ideal m ⊂ A heiÿt maximales Ideal falls m 6= A und die Implikation (m ⊂
a ⊂ A⇒ a = m oder a = A) gilt für alle Ideale a ⊂ A.

Man zeigt (Übung, siehe Algebra Lemma 2.1.36)

Proposition 1.5.2 Sei A ein Ring und seien p,m ⊂ A Ideale.

1. p ist ein Primideal⇔ A/p ist ein Integritätsring.

2. m ist ein maximales Ideal ⇔ A/m ist ein Körper.
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Bemerkung 1.5.3 Daraus folgt, dass maximale Ideale Primideale sind. Aber niht

alle Primideale sind maximal (z.B. ist 0 ein Primideal in Z aber kein maximales

Ideal).

Daraus und aus dem Isomorphiesatz folgt:

Korollar 1.5.4 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus und b ein Primideal von

B. Dann ist f−1(b) ein Primideal von A.

Beweis. Sei g : A→ B/b mit g = π ◦ f . Es gilt Kerg = f−1(b). Daraus folgt, dass es
ein injektiver Ringhomomorphismus ḡ : A/f−1(b)→ B/b also ist A/f−1(b) isomorph
zu einem Unterring von B/b. Da B/b ein Integritätsring ist, ist auh A/f−1(b) ein
Integritätsring. �

Bemerkung 1.5.5 Die obige Aussage ist für maximale Ideale falsh. Z.B. für f :
Z→ Q, x 7→ x ist f−1(0) = 0 niht maximal (aber noh ein Primideal).

Proposition 1.5.6 Sei f : A → B surjektiv und b ⊂ B maximal. Dann ist f−1(b)
maximal in A.

Beweis. Sei a = Kerf . Es gilt B ≃ A/a. Ohne Einshränkung können wir also f
mit der kanonishen Projektion π : A → A/a ersetzen. Die Aussage folgt jetzt aus

Proposition 1.2.4. �

Die folgende Aussage ist äquivalent zum Auswahl-Axiom (dies werden wir niht be-

weisen).

Lemma 1.5.7 (Zornslemma) Sei S eine niht leere Menge mit einer Ordnung ≤
(eine Ordnung ist eine Relation R die re�exiv ist i.e. xRx für alle x ∈ S, transitiv ist
i.e. (xRy und yRz ⇒ xRz) für alle x, y, z ∈ S und so, dass (xRy und yRx⇒ x = y).

Eine Kette T in S ist eine Teilmenge T ⊂ S so, dass x ≤ y oder y ≤ x für alle

x, y ∈ T .

Falls jede Kette eine obere Grenze hat (i.e. es gibt ein x ∈ S mit y ≤ x für alle

y ∈ T ), dann hat S ein maximales Element. �

Bemerkung 1.5.8 Eine niht leere geordnete Menge (S,≤) für die jede Kette eine
obere Grenze hat heiÿt induktiv.

Als Korollar gilt

Theorem 1.5.9 Jeder Ring A hat ein maximales Ideal. �
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Beweis. Sei S die menge aller ehten Ideale in A mit der Ordnung a ≤ b ⇔ a ⊂ b.

Dann ist S induktiv: Sei T eine Kette von Ideale. Dann ist

b =
⋃

a∈T

a

ein Ideal: falls x, y ∈ b, dann gibt es a, a′ ∈ T mit x ∈ a und y ∈ a′. Es gilt aber

a ⊂ a′ oder a′ ⊂ a also ohne Einshränkung gilt a′ ⊂ a. Es folgt x + y, xy ∈ a ⊂ b.

Es gilt auh b ( A: sonnst gilt 1 ∈ b also gibt es ein a ∈ T mit 1 ∈ a und a = A,
ein Widerspruh. Also ist S induktiv und hat ein maximales Element: ein maximales

Ideal von A. �

Korollar 1.5.10 Sei a ⊂ A ein Ideal. Dann gibt es ein maximales Ideal m von A
mit a ⊂ m.

Beweis. Setze m = π−1(m), wobei π : A→ A/a die kanonishe Projektion ist und m

ein maximales Ideal von A/a ist. �

Korollar 1.5.11 Sei x ∈ A ein niht invertierbares Element. Dann gibt es ein maxi-

males Ideal m von A mit x ∈ m.

Beweis. Sei a = (x). Die Aussage folgt aus dem obigen Korollar. �

1.6 Lokale Ringe

De�nition 1.6.1 Ein Ring A heiÿt lokal falls A nur ein maximales Ideal m enthält.

Der Körper A/m heiÿt Restklassenkörper

Proposition 1.6.2 Sei A ein Ring und m 6= A ein Ideal.

1. Falls A \m = A×
, dann ist A ein lokaler Ring und m sein maximales Ideal.

2. Falls m maximal ist und alle Elemente der Form 1+x mit x ∈ m invertierbar sind,

dann ist A ein lokaler ring (mit maximalem Ideal m).

Beweis. 1. Sei m′
ein maximales Ideal. Es gilt m′ ⊂ A \ A× = m und also m′ = m.

2. Sei x ∈ A\m. Dann gilt (x)+m = A, wobei (x)+m das von m und x erzeugte Ideal
ist. Es gibt also Elemente y ∈ m und z ∈ A mit 1 = y + xz. Es folgt xz = 1− y. Sei
u = (1− y)−1

(das Element 1− y ist invertierbar per Annahme). Es gilt xzu = 1 und
x ∈ A×

. Daraus folgt A \ m ⊂ A×
. Die Rukenthaltung ist immer wahr (Elemente

aus m sind niht invertiebar) also folgt A \m = A×
und die Aussage folgt aus 1. �
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1.7 Radikal

Lemma 1.7.1 Die Menge n(A) =
√
0 = {x ∈ A | x nilpotent} ist ein Ideal und

heiÿt Radikalideal oder Nilradikal von A.

Das quotient A/n(A) hat kein nilpotentes Element also ist reduziert. �

Beweis. Übung. �

Proposition 1.7.2 Das Nilradikal n(A) ist die Shnittmenge aller Primideale in A:

n(A) =
⋂

p⊂A Primideal

p.

Beweis. Sei n′ die Shnittmenge aller Primideale in A und sei x ∈ n(A). Es gilt

xn = 0 ∈ p also per Induktion x ∈ p für alle p Primideale in A. Es folgt x ∈ n′.

Umgekehrt, sei x ∈ A \ n(A). Sei S die folgende Menge von Idealen in A:

S = {a | a ⊂ A ideal und xn 6∈ a für alle n ≥ 1}.

Sie Menge S mit der Ordnung a ≤ b ⇔ a ⊂ b ist induktiv: die Menge ist niht leer,

weil n(A) ∈ S und falls T eine Kette in S ist, ist

b =
⋃

a∈T

a

ein Ideal. Falls es ein n ≥ 1 gibt mit xn ∈ b dann gibt es ein a ∈ T mit xn ∈ a. Ein

Widerspruh zu a ∈ T ⊂ S. Es folgt, dass b eine obere Grenze gür T ist und S hat

ein maximales Element p.

Wir zeigen, dass p ein Primideal ist. Seien y, z ∈ A \ p. Dann gilt p ( (y) + p und

p ( (z)+p. Es folgt (y)+p 6∈ S und (z)+p 6∈ S und es gibt n,m ≥ 1 mit xn ∈ (y)+p

und xm ∈ (z)+p. Es folgt xn+m ∈ (yz)+p und (yz)+p 6∈ S. Insbesondere gilt yz 6∈ p

und p ist ein Primideal.

Es folgt, dass x 6∈ p, wobei p ein Primideal ist also x 6∈ n′. Es folgt A \ n(A) ⊂ A \ n′
und also n′ ⊂ n(A). �

De�nition 1.7.3 Sei a ⊂ A ein Ideal, das Radikal von a is die Menge

√
a = {x ∈ A | es gibt ein n ≥ 1 mit xn ∈ a}.

Proposition 1.7.4 Sei a ⊂ A ein Ideal.

1.

√
a is ein Ideal.

2. A/
√
a ist reduziert.
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3. a =
√
a ⇔ A/

√
a ist reduziert.

4. Das Radikal

√
a ist die Shnittmenge aller Primideale in A die a enthalten:

√
a =

⋂

ap⊂A Primideal

p.

Beweis. 1. Sei π : A→ A/a. Es gilt
√
a = π−1(n(A/a)).

2. Es gilt A/
√
a ≃ (A/a)/(

√
a/a) = (A/a)/n(A/a) und ist also reduziert.

3. Es gilt A/a reduziert ⇔ n(A/a) = 0 ⇔ A/
√
a = A/a ⇔ √a = a.

4. Folgt aus der Gleihung

√
a = π−1(n(A/a)), wobei π : A → A/a die kanonishe

Projektion ist und aus dem obigen Proposition für A/a. �

De�nition 1.7.5 Das Jaobson Radikal R(A) ist die Shnittmenge aller maxi-

malen Ideale von A:
R(A) =

⋂

m⊂A maximal

m.

Proposition 1.7.6 Sei x ∈ A. Dann gilt

x ∈ R(A)⇔ 1− xy ∈ A×
für alle y ∈ A.

Beweis. (⇒) Sei x ∈ R(A) und y ∈ A. Falls 1− xy niht invertierbar ist, gibt es ein
maximales Ideal m mit 1− xy ∈ m. Es folgt 1 = 1− xy + xy ∈ m. Ein Widerspruh.

(⇐) Sei x 6∈ R(A). Es gibt also ein maximales Ideal m mit x 6∈ m. Daraus folgt

m ( (x) + m und also (x) + m = A. Eg gibt also ein y ∈ A und ein z ∈ m so, dass

1 = xy + z i.e. 1− xy = z ∈ m. Es folgt, dass 1− xy niht invertierbar ist. �

1.8 Chinesisher Restsatz

De�nition 1.8.1 Zwei Ideale a, b ⊂ A heiÿer teilerfremd falls gilt a+ b = A.

Sei A ein Ring und seien a1, · · · , an Ideale. Man de�niert ein Ringhomomorphismus

f : A → ∏n
i=1A/ai durh f(x) = ([x]a1 , · · · , [x]an), wobei [x]ai die Restklasse von x

in A/ai ist.

Proposition 1.8.2 (Chinesisher Restsatz) Seien A und a1, · · · , an wie oben.

1. Falls die Ideale (ai)i∈[1,n] paarweise teilerfremd sind gilt

∏
i ai = ∩iai.

2. f ist surjektiv ⇔ die Ideale (ai)i∈[1,n] sind paarweise teilerfremd

3. f ist injektiv ⇔ ∩iai = 0.
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Beweis. 1. Per Induktion nah n. Für n = 2 folgt die Aussage aus dem Übungsblatt

1. Sei also n > 2. Sei b =
∏n−1

i=1 ai = ∩n−1
i=1 ai. Es gilt ai+an = A also gibt es Elemente

xi ∈ ai, yi ∈ an mit xi + yi = 1. Es folgt

b ∋ x1 · · ·xn−1 = (1− y1) · · · (1− yn−1) ≡ 1 (mod an).

Es folgt b + an = A und also a1 · · · an = ban = b ∩ an = a1 ∩ · · · ∩ an−1 ∩ an.

2. (⇒) Wir zeigen, dass a1 und a2 teilerfremd sind (analog wird gelten, dass dass

ai und aj teilerfremd sind für alle i 6= j). Da f surjektiv ist, gibt es ein x ∈ A
mit f(x) = (1, 0, · · · , 0). Es folgt x ≡ 1 (mod a1) also 1 − x ∈ a1. Daraus folgt

1 = (1− x) + x ∈ a1 + a2 und A = a1 + a2.

(⇐) Es genügt zu zeigen, dass es ein x ∈ A gibt mit f(x) = (1, 0, · · · , 0) (analog
gilt (0, · · · , 0, 1, 0 · · · , 0) ∈ Imf). Für i ≥ 2 gibt es Elemente xi ∈ a1 und yi ∈ ai mit

xi + yi = 1. Sei x = y2 · · · yn. Dann gilt x = (1 − x2) · · · (1 − xn) ≡ 1 (mod a1) und
x ∈ ai für alle i ≥ 2. Es folgt f(x) = (1, 0, · · · , 0).
3. Es gilt Kerf = ∩iai. �

1.9 Vermeidungslemma

Proposition 1.9.1 Sei A ein Ring.

1. Seien p1, · · · , pn Primideale und a ein Ideal so, dass

a ⊂
n⋃

i=1

pi.

Dann gibt es ein i mit a ⊂ pi.

2. Seien a1, · · · , an Ideale und p ein Primideal mit

n⋂

i=1

ai ⊂ p (bzw.

n⋂

i=1

ai = p).

Dann gibt es ein i mit ai ⊂ p (bzw. ai = p).

Beweis. 1. Ohne Einshränkung können wir annehmen, dass n minimal ist mit a ⊂
∪ni=1pi. Wir zeigen, dass n = 1. Sei also n ≥ 2. Für alle j ∈ [1, n] gilt

a 6⊂
n⋃

i=1,i 6=j

pi.

Sei also xj ∈ a \ ∪ni=1,i 6=jpi. Es folgt xj ∈ pj und x = x1 + x2 · · ·xn ∈ a. Sei i so, dass
x ∈ pi. Falls i ≥ 2 folgt x1 = x − x2 · · ·xi · · ·xk ∈ pi ein Widerspruh. Falls x ∈ p1
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gilt x2 · · ·xk = x − x1 ∈ p1. Da p1 Prim ist folgt, dass es ein j ≥ 2 gibt mit xj ∈ p1
ein Widerspruh.

2. Angenommen ai 6⊂ p für alle i ∈ [1, n], sei xi ∈ ai mit xi 6∈ p für alle i ∈ [1, n] und
sei x = x1 · · ·xn. Es gilt x ∈ ai für alle i und also x ∈ p. Daraus folgt, dass es ein i
gibt mit xi ∈ p. Ein Widerspruh. �

1.10 Konduktor

De�nition 1.10.1 Seien a und b Ideale in A. Der Konduktor von b nah a ist

die Menge

(a : b) = {x ∈ A | xb ⊂ a}.
Falls a = 0 heiÿt der Konduktor (0 : b) der Annihilator von b. Man shreibt

Ann(b) = (0 : b). Falls b = (x) shreibt man Ann(b) = Ann(x).

Bemerkung 1.10.2 1. Der Konduktor ist ein Ideal (Übung).

2. Es gilt Ann(0) = A.

3. Die Menge aller Nullteiler ist

⋃

x 6=0

Ann(x).



2 Moduln

2.1 De�nition

De�nition 2.1.1 Sei A ein Ring. Ein A-Modul ist eine abelshe Gruppe M mit

einer linearen Wirkung von A i.e. mit einer Abbildung A ×M → M , (a,m) 7→ am
so, dass

1. a(m+m′) = am+ am′
für alle a ∈ A und m,m′ ∈M ,

2. (a+ b)m = am+ bm für alle a, b ∈ A und m ∈ M ,

3. a(bm) = (ab)m für alle a, b ∈ A und m ∈M ,

4. 1m = m für alle m ∈M .

Bemerkung 2.1.2 Diese De�nition ist äquivalent zu den Eingaben von einer abel-

shen Gruppe M und einem Ringhomomorphismus A → End(M), wobei End(M)
der Ring aller Gruppenhomomorphismen von M nah M ist.

Bemerkung 2.1.3 Die triviale Gruppe M = {0} ist ein A-Modul für jeden Ring A
mit a0 = 0. Dieser Modul heiÿt Nullmodul.

Beispiel 2.1.4 1. Der Ring A ist ein A-Modul mit der Multiplikation A × A → A,
(a,m) 7→ am.

2. Falls A = k ein Körper ist gilt (A-Modul) = (k-Vektorraum).

3. Falls A = Z, gilt (A-Modul) = (abelshe Gruppe), wobei nm = m+ · · ·+m︸ ︷︷ ︸
n-Mal

.

4. Für A = k[X ] mit k ein Körper, gilt (A-Modul) = (k-Vektorraum mit einem

Endomorphismus f), wobei Xm = f(m).

5. Sei G eine Gruppe und k ein Körper. Sei A = k[G] die k-Algebra von G. Dann gilt

(k[G]-Modul) = (k-Darstellung von G).

De�nition 2.1.5 Sei A ein Ring.

1. Ein A-Modulhomomorphismus ist eine Abbildung f : M → N , wobei M und

N A-Moduln sind mit

1. f(m+m′) = f(m) + f(m′) für alle m,m′ ∈M und
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2. f(am) = af(m) für alle a ∈ A und m ∈M .

Die Menge aller A-Modulhomomorphismen von M nah N ist HomA(M,N) (oder
Hom(M,N) bezeihnet.

2. Ein A-Modulisomorphismus ist ein A-Modulhomomorphismus f :M → N so, dass

es ein A-Modulhomomorphismus g : N →M gibt mit f ◦ g = IdN und g ◦ f = IdM .

Bemerkung 2.1.6 1. Die Komposition von zwei A-Modulhomomorphismen ist ein

A-Modulhomomorphismus.

2. Ein A-Modulhomomorphismus f ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f bijek-

tiv ist.

3. Die Menge Hom(M,N) ist ein A-Modul mit (f + g)(m) = f(m) + g(m) und

(af)(m) = af(m).

4. Seien g :M ′ → M und h : N → N ′
zwei A-Modulhomomorphismen. Dann gibt es

induzierte A-Modulhomomorphismen

Hom(M,N)→ Hom(M ′, N) und Hom(M,N)→ Hom(M,N ′)

de�niert durh f 7→ f ◦ g und f 7→ h ◦ f .

5. Es gibt ein A-Modulisomorphismus Hom(A,M) ≃ M gegeben durh f 7→ f(1)
und m 7→ (Em : A→M), wobei Em(a) = am.

2.2 Untermoduln

De�nition 2.2.1 Sei M ein A-Modul. Ein Untermodul N von M ist eine Unter-

gruppe von N so, dass an ∈ N für alle a ∈ A und n ∈ N .

Bemerkung 2.2.2 Die Untermoduln von A betrahtet als A-Modul sind die Ideale.

Lemma 2.2.3 Sei f : M → N ein Modulhomomorphismus. Dann sind Kerf und

Imf Untermoduln.

Allgemeiner, seien M ′ ⊂ M und N ′ ⊂ N Untermoduln. Dann sind f−1(N ′) und

f(M ′) Untermoduln von M und N . �

Beweis. Übung. �

Alle Untermoduln können als Kernel eines Modulhomomorphimus dargestellt wer-

den.
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Lemma 2.2.4 Sei N ⊂ M ein Untermodul. Dann ist der Quotient M/N ein A-
Modul mit a[m] = [am], die kanonishe Projektion π : M → M/N ist ein Modulho-

momorhismus und Kerπ = N . �

Beweis. Übung. �

Proposition 2.2.5 Sei f : M → N ein Modulhomomorphismus und M ′ ⊂ M ein

Untermodul und π :M →M/M ′
die kanonishe Projektion.

1. Es gibt genau dann ein Modulhomomorphismus f̄ : M/M ′ → N mit f = f̄ ◦ π,
wenn M ′ ⊂ Kerf .

2. Es gilt Kerf̄ = Kerf/M ′
.

3. Die Abbildung f̄ ist genau dann injektiv (bzw. surjektiv), wenn Kerf = M ′
gilt

(bzw. f surjektiv ist).

Beweis. Übung. �

Korollar 2.2.6 Sei f :M → N ein Homomorphismus. Es gilt M/Kerf ≃ Imf .

De�nition 2.2.7 Sei f : M → N ein Modulhomomorphismus. Der Cokernel

Cokerf von f ist das Quotient Cokerf = N/Imf .

De�nition 2.2.8 Eine exakte Sequenz von Moduln ist eine Kette von Modul-

homomorphismen

· · · →Mi−1
fi−1→ Mi

fi→ Mi+1 → ·
so, dass Imfi−1 = Kerfi für alle i.

Bemerkung 2.2.9 1. Eine Kette 0→M
f→ N ist genau dann exakt, wenn f injektiv

ist: Kerf = Im0 = 0.

2. Eine Kette M
f→ N → 0 ist genau dann exakt, wenn f sujektiv ist: N = Ker0 =

Imf .

Proposition 2.2.10 Sei f :M → N ein Homomorphismus. Dann gibt es ein exakte

Sequenz

0→ Imf → M → N → Cokerf → 0.

Beweis. Die Abbildung Imf → M ist injektiv und die Abbildung N → N/Imf =
Cokerf ist surjektiv. Wir zeigen, dass Ker(N → Cokerf) = Im(Imf → M) = Imf .
Es gilt aber Ker(N → Cokerf) = Ker(N → N/Imf) = Imf . Daraus folgt die

Aussage. �
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2.3 Operationen über Moduln

Lemma 2.3.1 Sei (Mi)i∈I ein Familie von Untermoduln von M . Dann ist ∩i∈IMi

ein Untermodul.

Sei E ⊂ M eine Teilmenge. Dann gibt es insbesondere ein minimalen Untermodul

das E enthält. �

Beweis. Übung. �

De�nition 2.3.2 Sei M ein Modul und E ⊂ M eine Teilmenge. Der minimale Un-

termodul von M , das E enthält heiÿt der von E erzeugte Untermodul.

Bemerkung 2.3.3 1. Falls E = ∪i∈IMi, wobei (Mi)i∈I eine Familie von Untermo-

duln ist, ist der von E erzeugte Untermodul die Summe

∑

i∈I

Mi =

{∑

i∈I

xi | xi ∈Mi und xi 6= 0 nur für endlih viele i ∈ I
}
.

2. Falls E = {m1, · · · , mn}, ist der von E erzeugte Untermodul der Form

Am1 + · · ·+ Amn =

{
n∑

i=1

aimi | ai ∈ A für alle i ∈ I
}
.

Proposition 2.3.4 Sei M ein Modul.

1. Seien P ⊂ N ⊂M Untermoduln. Dann gibt es ein Isomorphismus

(M/P )/(N/P ) ≃M/N.

2. Seien P,N ⊂M Untermoduln. Dann gibt es ein Isomorphismus

(N + P )/N ≃ P/(N ∩ P ).

Beweis. 1. Seien πM/N : M → M/N und πM/P : M → M/P die kanonishe Pro-

jektionen. Da P ⊂ N = KerπM/N , gibt es ein π̄M/N : M/P → M/N so, dass

πM/N = π̄M/N ◦ πM/P . Diese Abbildung ist surjektiv (weil πM/N surjektiv ist) und es

gilt Kerπ̄M/N = N/P . Daraus folgt 1.

2. Sei f : P → (N + P )/N de�niert durh f(p) = [p]. Dann ist f surjektiv: Sei

[n + p] ∈ (N + P )/N , wobei n ∈ N und p ∈ P . Dann gilt f(p) = [p] = [n + p].
Auÿerdem gilt Kerf = N ∩ P . Daraus folgt die Aussage. �
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De�nition 2.3.5 Sei M ein A-Modul und a ⊂ A ein Ideal. Das Produkt aM ist

die Teilmenge

aM =

{
n∑

i=1

aimi |n ≥ 1, ai ∈ a, mi ∈M
}
.

Bemerkung 2.3.6 Das Produkt aM ist ein Untermodul von M .

De�nition 2.3.7 Sei M ein A-Modul und seien N,P ⊂M Untermoduln.

1. Der Konduktor (N : P ) von P nah N ist die Menge

(N : P ) = {a ∈ A | aP ⊂ N}.

Falls N = 0 heiÿt (0 :M) der Annihilator von M und ist Ann(M) bezeihnet.

2. M heiÿt treu falls Ann(M) = 0.

Bemerkung 2.3.8 1. Der Konduktor (und der Annihilator) ist ein Ideal in A.

2. Der Modul M ist genau dann treu, wenn die zugehörige Abbildung A→ End(M)
injektiv ist: der Kernel von A→ End(M) ist Ann(M):

Ann(M) = Ker(A→ End(M)).

Beispiel 2.3.9 1. Sei A = Z und M = Z/nZ. Dann gilt Ann(M) = nZ.

2. Sei A = Z und M = Z/nZ×Z/mZ. Dann gilt Ann(M) = nZ∩mZ = kgV(n,m)Z.

Lemma 2.3.10 Sei M ein A-Modul und sei a ⊂ Ann(M) ⊂ A ein Ideal. Dann ist

M ein A/a-Modul, wobei [a]m = am. �

Beweis. Zu überprüfen ist nur, dass diese Multiplikation wohl de�niert ist. Sei a′ ∈ a,

dann gilt (a + a′)m = am+ a′m = am weil a′ ∈ a ⊂ Ann(M). �

Korollar 2.3.11 Sei M ein A-Modul. Dann ist M ein treues A/Ann(M)-Modul.

Beispiel 2.3.12 Sei A = Z und M = Z/nZ. Dann ist M ein treues Z/nZ-Modul.

2.4 Direkte Summe und Produkt

De�nition 2.4.1 Sei A ein Ring.

1. Seien M und N zwei A-Moduln. Die direkte Summe M ⊕ N von M und N
ist die Menge M × N mit der Addition (m,n) + (m′, n′) = (m + m′, n + n′) und
Multiplikation a(m,n) = (am, an).
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2. Allgemeiner sei (Mi)i∈I eine Familie von A-Moduln. Die direkte Summe ⊕i∈IMi

der Moduln (Mi)i∈I ist die Menge

⊕

i∈I

Mi = {(mi)i∈I | mi ∈Mi und mi 6= 0 nur für endlih viele i ∈ I}

mit der Addition (mi)i∈I + (m′
i)i∈I = (mi + m′

i)i∈I und mit der Multiplikation

a(mi)i∈I = (ami)i∈I .

3. Sei (Mi)i∈I eine Familie von A-Moduln. Das Produkt

∏
i∈I Mi der Moduln

(Mi)i∈I ist die Menge

∏

i∈I

Mi = {(mi)i∈I | mi ∈Mi nur für endlih viele i ∈ I}

mit der Addition (mi)i∈I + (m′
i)i∈I = (mi + m′

i)i∈I und mit der Multiplikation

a(mi)i∈I = (ami)i∈I .

Bemerkung 2.4.2 1. Die direkte Summe und das Produkt sind A-Moduln.

2. Falls I endlih ist sind ⊕i∈IMi und
∏

i∈I Mi isomorph. Im allgemein ist ⊕i∈IMi

ein Untermodul von

∏
i∈I Mi und es gilt

⊕

i∈I

Mi (
∏

i∈I

Mi.

Beispiel 2.4.3 Die Menge An
mit der komponentweisen Addition und Multiplikati-

on ist ein A-Modul und ist die direkte Summe (und auh das Produkt) der Familie

(Mi)i∈I , wobei I = [1, n] und Mi = A für alle i ∈ [1, n].

Allgemeiner, sei I eine Menge. Die Menge

A(I) = {(xi)i∈I | xi ∈ A und xi 6= 0 nur für endlih viele i ∈ I}

ist die direkte Summe der Familie (Mi)i∈I , wobei Mi = A für alle i ∈ [1, n].

De�nition 2.4.4 Ein Modul heiÿt frei, falls es eine Menge I gibt so, dass M iso-

morph zu A(I)
ist.

Ein Modul heiÿt frei endlih erzeugt, falls es ein n gibt so, dass M isomorph zu

An
ist.

2.5 Endlih erzeugte Moduln

De�nition 2.5.1 Ein Modul M heiÿt endlih erzeugt falls es endlihe viele Ele-

mente m1, · · · , mn ∈M gibt so, dass M = Am1 + · · ·+ Amn.
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Proposition 2.5.2 Ein Modul M ist genau dann endlih erzeugt, wenn es ein su-

jektiver Modulhomomorphismus f : An → M gibt.

Beweis. Sei xi der i-te Basis Vektor in A
n
. Es gilt An = Ax1 + · · ·+Axn und daraus

folgt M = f(A) = Af(x1) + · · ·+ Af(xn). Also ist (f(x1), · · · , f(xn)) erzeugend für

M .

Umgekehrt, sei (m1, · · · , mn) ∈ M erzeugend in M . Sei f : An → M de�niert

durh f(a1, · · · , an) = a1m1 + · · · anmn. Dann ist f ein Modulhomomorphismus und

surjektiv. �

Beispiel 2.5.3 Der A-Modul A ist immer endlih erzeugt.

Bemerkung 2.5.4 Ein Untermodul eines endlihen erzeugten Moduls ist niht im-

mer endlih erzeugt.

Zum Beispiel, sei A = k[X1, · · · , Xn, · · · ] ein Polynomring mit unendlihen vielen

Variablen. Dann ist M = A endlih erzeugt als A-Modul (1 ist ein Erzeuger). Sei

aber N = (X1, · · · , Xn, · · · ). Dies ist ein Ideal in A also ein Untermodul von M = A.
Es ist aber niht endlih erzeugt: wenn es endlih erzeugt wäre würden wir nur endlih

viele Variablen benutzen!

2.6 Exakte Sequenzen II

Proposition 2.6.1 Sei N ein A-Modul.

1. Sei 0 → M ′ u→ M
v→ M ′′

eine exakte sequenz. Dann gibt es eine exakte Sequenz

0→ Hom(N,M ′)
ū→ Hom(N,M)

v̄→ Hom(N,M ′′).

2. Sei M ′ u→ M
v→ M ′′ → 0 eine exakte sequenz. Dann gibt es eine exakte Sequenz

0→ Hom(M ′′, N)
v̄→ Hom(M,N)

ū→ Hom(M ′, N).

Beweis. 1. Die Abbildungen ū und v̄ sind wie folgt de�niert: ū(f) = u ◦ f und

v̄(f) = v ◦ f .
Sei f ′ : N →M ′

mit f ′ ∈ Kerū. Es gilt ū(f ′) = u ◦ f ′ = 0 und da u injektiv ist folgt

f ′ = 0.

Sei f ′ : N →M ′
. Es gilt v̄(ū(f ′)) = v ◦u ◦ f ′ = 0 (es gilt v ◦u = 0, weil Imu ⊂ Kerv).

Sei f : N → M mit f ∈ Kerv̄. Es gilt v̄(f) = v ◦ f = 0. Sei n ∈ N , es gilt also

v(f(n)) = 0 also f(n) ∈ Kerv = Imu. Es gibt also ein eindeutiges Element m′ ∈ M ′

mit f(n) = u(m′). Wir de�nieren f ′ : N → M ′
, n 7→ m′

. Man überprüft (Übung),

dass f ′
linear ist. Es gilt auh ū(f ′)(n) = u ◦ f ′(n) = u(m′) = f(n). Daraus folgt

f = ū(f ′) ∈ Imū.

2. Die Abbildungen ū und v̄ sind wie folgt de�niert: ū(f) = f ◦ u und v̄(f) = f ◦ v.



23

Sei f ′′ : M ′′ → N mit f ′′ ∈ Kerv̄. Es gilt v̄(f ′′) = f ′′ ◦ v = 0 und da v surjektiv ist

folgt f ′′ = 0.

Sei f ′′ :M ′′ → N . Es gilt ū(v̄(f ′′)) = f ′′◦u◦v = 0 (es gilt v◦u = 0, weil Imu ⊂ Kerv).

Sei f : M → N mit f ∈ Kerū. Es gilt f(Imu) = 0. Sei m′′ ∈ M ′′
. Wir wählen ein

m ∈ M mit v(m) = m′′
. Wir zeigen, dass f(m) von dieser Wahl niht abhängt. Sei

m1 ∈ M mit v(m1) = m′′
. Es gilt v(m1) = v(m) und also m1 − m ∈ Kerv = Imu.

Es folgt f(m1 − m) = 0 und also f(m1) = f(m). Die Abbildung f ′′ : M ′′ → N ,

m′′ 7→ f(m) is also wohl de�niert und linear (Übung). Es gilt auh v̄(f ′′)(m) =
f ′′ ◦ v(m) = f ′′(m′′) = f(m). Daraus folgt f = v̄(f ′′) ∈ Imv̄. �

Proposition 2.6.2 (Shlangenlemma) Seien M ′ u→ M
v→ M ′′ → 0 und 0 →

N ′ a→ N
b→ N ′′

zwei exakte Sequenzen und seien f ′ : M ′ → N ′
, f : M → N

und f ′′ : M ′′ → N ′′
so, dass das die zwei mittlere Zeile des folgenden Diagramm

kommutieren:

0

��

0

��

0

��

Ker(f ′)
ū

//

��

Ker(f)

��

v̄
// Ker(f ′′)

��

ED
δ

BC
GF

@A
δ

//

M ′ u
//

f ′

��

M
v

//

f

��

M //

f ′′

��

0

0 // N ′ a
//

��

N

��

b
// N ′′

��

Coker(f ′)

��

ā
// Coker(f)

��

b̄
// Coker(f ′′)

��
0 0 0.

1. Dann gibt es ein exakte sequenz

Ker(f ′)
ū−→ Ker(f)

v̄−→ Ker(f ′′)
δ−→ Coker(f ′)

ā−→ Coker(f)
b̄−→ Coker(f ′′)

wie im Diagramm (mit gepunkteten Pfeilen).

2. ū : Ker(f ′)→ Ker(f) injektiv ⇔ u injektiv.

3. b̄ : Coker(f)→ Coker(f ′′) surjektiv ⇔ v surjektiv.
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Beweis. 1. Seim′ ∈ Kerf ′
. Wir setzen ū(m′) = u(m′). Es gilt f(u(m′)) = a(f ′(m′)) =

a(0) = 0. Es folgt u(m) ∈ Ker(f) und ū : Ker(f ′)→ Ker(f) ist wohl de�niert. Analog
gilt v(m) ∈ Ker(f ′′) fürm ∈ Ker(f) und v̄ : Ker(f)→ Ker(f ′′) ist durh v̄(m) = v(m)
wohl de�niert.

Seien π′ : N ′ → Coker(f ′), π : N → Coker(f) und π′′ : N ′′ → Coker(f ′′) die

kanonishe Projektionen. Sei π′(n′) ∈ Coker(f ′) = N/Im(f ′). Wir setzen ā(π′(n′)) =
π(a(n′)) und zeigen, dass es nur von π′(n′) (und niht von n′

) abhängt. Sei n′
1 ∈ N ′

mit π′(n′
1) = π′(n′). Es gilt n′

1−n ∈ Im(f ′): es gibt ein m′ ∈M ′
mit n′

1 = n′+f ′(m′).
Es folgt π(a(n′

1)) = π(a(n′)) + π(a(f ′(m′))) = a(n′) + π(f(u(m′))). Da π(Im(f) = 0,
folgt π(a(n′

1)) = π(a(n′)) und ā : Coker(f ′) → Coker(f) ist wohl de�niert. Analog
defniert man b̄ : Coker(f)→ Coker(f ′′).

Wir de�nieren jetzt δ. Sei m′′ ∈ Ker(f ′′). Sei m ∈ M mit v(m) = m′′
. Dann gilt

b(f(m)) = f ′′(v(m)) = f ′′(m′′) = 0 und also f(m) ∈ Kerb = Ima. Es gibt also

ein eindeutig bestimmtes Element n′ ∈ N ′
mit a(n′) = f(m). Wir setzen δ(m′′) =

π′(n′). Wir zeigen, dass δ(m′′) von der Wahl von m niht abhängt: sei m1 ∈ M mit

v(m1) = m′′ = v(m). Es gilt v(m1 − m) = 0 und also m1 − m ∈ Kerv = Imu. Es
gibt also ein m′ ∈ M ′

mit m1 = m + u(m′). Es folgt f(m1) = f(m) + f(u(m′)) =
f(m) + a(f ′(m′)). Es gilt also f(m1) = a(n′) + a(f ′(m′)) = a(n′ + f ′(m′)) und

n′ + f ′(m′)) ist das eindeutige Element, das dieser Gleihung erfüllt (weil a injektiv

ist). Es folgt π′(n′ + f ′(m′)) = π′(n′) (weil π′(Imf ′) = 0). Daraus folgt, dass δ(m′′)
wohl de�niert ist.

Man überprüft (Übung), dass alle Abbildungen ū, v̄, ā, b̄ und δ linear sind.

Wir zeigen jetzt, dass die Sequenz exakt ist.

In Ker(f). Sei m′ ∈ Ker(f ′). Es gilt v̄(ū(m′)) = v(u(m′)) = 0 da Imu = Kerv. Sei
m ∈ Ker(f) mit v̄(m) = 0. Es gilt also v(m) = 0. Daraus folgt, dass es ein m′ ∈ M ′

gibt mit u(m′) = m. Es gilt a(f ′(m′)) = f(u(m′)) = f(m) = 0. Da a injektiv ist,

folgt f ′(m′) = 0 und m′ ∈ Ker(f ′). Es folgt ū(m′) = u(m′) = m.

In Ker(f ′′). Sei m ∈ Ker(f) und m′′ = v̄(m) = v(m) ∈ Ker(f ′′). Es gilt f(m) = 0
und also gibt es ein eindeutiges 0 = n′ ∈ N ′

mit a(n′) = f(m) = 0. Es gilt δ(m′′) =
π′(n′) = π′(0) = 0.

Sei m′′ ∈ Ker(f ′′) mit δ(m′′) = 0. Sei also m ∈ M mit v(m) = m′′
. Es gilt f(m) ∈

Kerb und es gibt ein n′ ∈ N ′
mit a(n′) = f(m). Per De�nition gilt δ(m′′) = π′(n′).

Es folgt π′(n′) = 0 also n′ ∈ Im(f ′). Es gibt also m′ ∈ M ′
mit f ′(m′) = n′

. Es gilt

also f(u(m′)) = a(f ′(m)) = a(n′) = f(m). Daraus folgt m − u(m′) = m1 ∈ Ker(f).
Es gilt also m = u(m′) +m1 und m

′′ = v(u(m′)) + v(m1) = v(m1) = v̄(m1).

In Coker(f ′). Seim′′ ∈ Ker(f ′′). Sei alsom ∈M mit v(m) = m′′
. Es gilt f(m) ∈ Kerb

und es gibt ein n′ ∈ N ′
mit a(n′) = f(m). Per De�nition gilt δ(m′′) = π′(n′). Per

De�nition gilt auh ā(δ(m′′)) = ā(π′(n′)) = π(a(n′)) = π(f(m)) = 0.
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Sei π′(n′) ∈ Kerā. Es gilt 0 = ā(π′(n′)) = π(a(n′)). Daraus folgt a(n′) ∈ Imf . Sei
also m ∈ M mit f(m) = a(n′) und sei m′′ = v(m). Es gilt f ′′(m′′) = f ′′(v(m)) =
b(f(m)) = b(a(n′)) = 0. Es folgt m′′ ∈ Ker(f ′′) und per De�nition von δ gilt δ(m′′) =
π′(n′).

In Coker(f). Sei π′(n′) ∈ Coker(f ′), wobei n′ ∈ N ′
. Es gilt b̄(ā(π′(n′))) = π′′(b(a(n′))) =

π′′(0) = 0.

Sei π(n) ∈ Kerb̄, wobei n ∈ N . Es gilt 0 = b̄(π(n)) = π′′(b(n)). Daraus folgt b(n) ∈
Imf ′′

. Sei also m′′ ∈ M ′′
mit f ′′(m′′) = b(n). Sei jetzt m ∈ M mit v(m) = m′′

. Es

gilt b(f(m)) = f ′′(v(m)) = f ′′(m′′) = b(n). Daraus folgt n− f(m) ∈ Kerb = Ima. Sei
also n′ ∈ N ′

mit a(n′) = n − f(m). Es gilt ā(π′(n′)) = π(a(n′)) = π(n − f(m)) =
π(n)− π(f(m)) = π(n).

2. (⇐) Sei m′ ∈ Ker(f ′) mit ū(m′) = 0. Es gilt also u(m′) = 0 und da u injektiv ist

folgt m′ = 0.

(⇒) Sei m′ ∈ M ′
mit u(m′) = 0. Es gilt 0 = f(u(m′) = a(f ′(m′)) und da a injektiv

ist folgt f ′(m′) = 0. Es gilt also m′ ∈ Kerf ′
und ū(m′) = u(m′) = 0. Da ū injektiv

ist folgt m′ = 0.

3. (⇐) Sei π′′(n′′) ∈ Coker(f ′′), wobei n′′ ∈ N ′′
. Sei n ∈ N mit b(n) = n′′

. Es gilt also

b̄(π(n)) = π′′(b(n)) = π′′(n′′).

(⇒) Sei n′′ ∈ N ′′
. Dann gilt π′′(n′′) ∈ Coker(f ′′). Sei π(n) ∈ Coker(f), wobei n ∈

N mit b̄(π(n)) = π′′(n′′). Es gilt also π′′(b(n)) = b̄(π(n)) = π′′(n′′). Daraus folgt

b(n) − n′′ ∈ Kerπ′′ = Imf ′′
. Sei m′′ ∈ M ′′

mit f ′′(m′′) = n′′ − b(n) und sei m ∈ M
mit v(m) = m′′

. Es folgt b(n + f(m)) = b(n) + b(f(m)) = b(n) + f ′′(v(m)) =
b(n) + f ′′(m′′) = b(n) + n′′ − b(n) = n′′

. �

De�nition 2.6.3 Ein Funktion ℓ : {A-Moduln} → Z heiÿt additive Funktion,

falls gilt ℓ(M) = ℓ(M ′) + ℓ(M ′′) für jede kurze exakte Sequenz 0 → M ′ → M →
M ′′ → 0.

Beispiel 2.6.4 Sei A = k ein Körper. Dann ist ℓ(M) = dimkM eine Additive Funk-

tion: Für eine kurze exakte Sequenz 0→M ′ →M →M ′′ → 0 giltM ′′ ≃M/M ′
also

dimM ′′ = dimM − dimM ′
.

Bemerkung 2.6.5 Es gilt ℓ(0) = 0: Wir haben eine kurze exakte Sequenz: 0 →
M ′ = 0 → M = 0 → M ′′ = 0 → 0. Daraus folgt ℓ(0) = ell(0) + ℓ(0) und also

ℓ(0) = 0.

Lemma 2.6.6 Sei

0
u−1−→M0

u0−→ M1
u1−→ · · · un−1−→ Mn

un−→ 0

eine exakte Sequenz. Dann gibt es für jedes i ∈ [0, n− 1] eine kurze exakte Sequenz

0→ Imui−1 →Mi → Kerui+1 → 0.
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Beweis. Da Imui = Kerui+1, gibt es ein surjektiver Morphismus Mi → Kerui+1

de�niert durh mi 7→ ui(mi). Der Kernel ist Kerui = Imui−1. �

Korollar 2.6.7 Sei ℓ eine additive Funktion und sei

0→ M0 →M1 → · · · →Mn → 0

eine exakte Sequenz. Dann gilt

n∑

i=0

(−1)iℓ(Mi) = 0.

Beweis. Nah dem obigen Lemma gilt ℓ(Mi) = ℓ(Imui−1) + ℓ(Kerui+1) = ℓ(Kerui) +
ℓ(Ker(ui+1) für alle i ∈ [0, n− 1]. Es folgt

n∑

i=0

(−1)iℓ(Mi) =
n−1∑

i=0

(−1)iℓ(Kerui) + ℓ(Ker(ui+1) + (−1)nℓ(Mn) = ℓ(Keru0).

Da u0 injektiv ist folgt Keru0 = 0 und ℓ(Keru0) = 0. �

2.7 Lemma von Nakayama

Proposition 2.7.1 Sei M ein endlih erzeugter Modul, sei a ein Ideal und sei f ∈
End(M) so, dass f(M) ⊂ aM .

Dann gibt es Elemente a1, · · · , an ∈ a so, dass gilt

fn + a1f
n−1 + · · ·+ anIdM = 0.

Beweis. Seienm1, · · · , mn Erzeuger vonM . Es gilt f(mi) ∈ aM also gibt es Elemente

ai,j ∈ a so, dass f(mi) =
∑n

j=1 ai,jmj . Daraus folgt
∑n

j=1 δi,jf(mi)− ai,jmj = 0 und

also

n∑

j=1

(δi,jf − ai,jIdM)(mj).

Wir betrahten jetzt die Matrix P = (Pi,j)i,j∈[1,n] ∈Mn(End(M)) de�niert durh

Pi,j = δi,jf − ai,jIdM .

Sei Com(P ) die Comatrix von P . Es gilt Com(P )TP = det(P )In ∈ End(M). Sei
(m1, · · · , mn) ∈Mn

. Es gilt aber P (m1, · · · , mn)
T = 0 Daraus folgt

det(P )In(m1, · · · , mn)
T = Com(P )TP (m1, · · · , mn)

T = 0

und also

det(P )mi = 0 für alle i ∈ [1, n].
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Da m1, · · · , mn erzeugend ist, folgt det(P ) = 0 als Element in End(P ). Die Matrix

P ist aber der Form




f − a1,1IdM −a1,2IdM · · · −a1,nIdM
−a2,1IdM f − a2,2IdM .

.

. −a2,nIdM
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

−an,1IdM · · · −an,n−1IdM f − an,nIdM




und also die Gleihung det(P ) = 0 ist der Form fn + a1f
n−1 + · · ·+ anIdM = 0. �

Korollar 2.7.2 Sei M ein endlih erzeugter A-Modul und a ein Ideal mit aM =M .

Dann gibt es ein x ∈ A mit x ≡ 1 (mod a) und xM = 0.

Beweis. Sei f = IdM und x = 1 + a1 + · · · + an mit ai ∈ a wie in dem obigen

Proposition. Es gilt x ≡ 1 (mod a) und auh xIdM = 0 also xM = 0. �

Korollar 2.7.3 (Lemma von Nakayama) Sei M ein endlih erzeugter A-Modul

und a ein Ideal mit a ⊂ R(A) und aM =M . Dann gilt M = 0.

Beweis. Aus dem obigen Korollar, gibt es ein x ≡ 1 (mod a) mit xM = 0. Es gilt
also x = 1− y mit y ∈ R(A). Daraus folgt (f. Lemma 1.7.6), dass x invertierbar ist.

Es folgt also M = x−1xM = x−10 = 0. �

Korollar 2.7.4 Sei M ein endlih erzeugter A-Modul und N ein Untermodul von

M . Sei a ⊂ R(A) ein Ideal mit M = aM +N . Dann gilt M = N .

Beweis. Es gilt a(M/N) = M/N . Aus dem Lemma von Nakayama folgt M/N = 0
also M = N . �

Korollar 2.7.5 Sei A ein lokal Ring mit maximalem Ideal m und sei M ein endlih

erzeugter A-Modul. Seien m1, · · · , mn ∈ M so, dass [m1], · · · , [mn] ein EZS (z.B. eine
Basis) von M/mM ist.

Dann ist (m1, · · · , mn) erzeugend für M .

Beweis. Sei N = Am1 + · · ·+Amn. Die Abbildung N → M →M/mM ist surjektiv.

Es folgt N +mM =M . Da m ⊂ R(A), folgt aus dem obigen Lemma, dass M = N .�

2.8 Tensorprodukt

Wir werden hier die De�nition vom Tensorprodukt einführen. Für die Konstruktion

kann man wie für Verktäume verfahren. Wir werden also die ganze Konstruktion niht

wiederholen und verweisen auf dem Skript LA II für Beweise.
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De�nition 2.8.1 Seien M , N und P drei A-Moduln. Eine Abbildung f :M ×N →
P heiÿt A-bilinear falls für alle a, b ∈ A für alle m,m′ ∈M und alle n, n′ ∈ N gilt:

� f(am+ bm′, n) = af(m,n) + bf(m′, n)

� f(m, an+ bn′) = af(m,n) + bf(m,n′).

Lemma 2.8.2 Sei f : M ×N → P eine bilineare Abbildung und sei g : P → Q ein

Morphismus. Dann ist g ◦ f eine bilineare Abbildung. �

Beweis. Übung. �

De�nition 2.8.3 Ein A-Modul E heiÿt Tensorprodukt von M und N falls gilt:

1. Es gibt eine bilineare Abbildung πE :M ×N → E und

2. für jede bilineare Abbildung f : M × N → P , es gibt genau eine lineare

Abbildung LE
f : E → P mit LE

f ◦ πE = f .

Satz 2.8.4 Seien E und F zwei Tensorprodukte für M und N . Dann sind E und F
isomorph. �

Beweis. Nah dem ersten Punkt der De�nition gibt es bilineare Abbildungen πE :
M × N → E und πF : M × N → F . Nah dem zweiten Punkt gibt es eindeutig

bestimmte Morphismen LE
πF

: E → F und LF
πE

: F → E mit πF = LE
πF
◦ πE und

πE = LF
πE
◦ πF . Wir zeigen, dass LF

πE
und LE

πF
inverse von einander.

Wir haben eine bilineare Abbildung f = LF
πE
◦ LE

πF
◦ πE : M × N → E und es

gilt f = LF
πE
◦ LE

πF
◦ πE = LF

πE
◦ πF = πE . Nah dem zweiten Punkt gibt es genau

eine Abbildung LE
f mit LE

f ◦ πE = f = πE . Aber wir haben IdE ◦ πE = πE also

LE
f = IdE. Wir haben auh f = LF

πE
◦LE

πF
◦ πE also gilt LE

f = LF
πE
◦LE

πF
und es folgt

LF
πE
◦ LE

πF
= IdE.

Analog gilt LE
πF
◦LF

πE
= IdF . Es folgt, dass L

F
πE

und LE
πF

inverse von einander sind.�

Wir zeigen jetzt, dass es ein Tensorprodukt gibt. Wir betrahten

A(M×N) = {ϕ :M ×N → A | ϕ(m,n) 6= 0 nur für endlih viele (m,n) ∈M ×N}.

Für (m,n) ∈M ×N gibt es eine Abbildung ϕ(m,n) so, dass

ϕ(m,n)(m,n
′) =

{
1 für (m′, n′) = (m,n)
0 sonst.
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Lemma 2.8.5 Das System (ϕ(m,n))(m,n)∈M×N ist eine Basis von A(M×N)
. In anderen

Worten ist das System (ϕ(m,n))(m,n)∈M×N linear unabhängig und für ϕ ∈ A(M×N)
gilt

ϕ =
∑

(m,n)∈M×N

ϕ(m,n)ϕ(m,n).

In dieser Summe tauhen nur endlih viele ϕ(m,n)ϕ(m,n) auf, die niht null sind. �

Beweis. Übung. �

Die Abbildungen

ϕ(am+bm′,n) − aϕ(m,n) − bϕ(m′,n) und ϕ(m,an+bn′) − aϕ(m,n) − bϕ(m,n′)

sind in A(M×N)
enthalten. Sei

L = 〈ϕ(am+bm′,n) − aϕ(m,n) − bϕ(m′,n), ϕ(m,an+bn′) − aϕ(m,n) − bϕ(m,n′)〉.

De�nition 2.8.6 Sei M ⊗A N = A(M×N)/L und p : A(M×N) → M ⊗A N die kanoni-

she Projektion. Für (m,n) ∈ M ×N , shreiben wir m⊗ n = p(ϕ(m,n)) für das Bild
von ϕ(m,n) in M ⊗A N .

Lemma 2.8.7 Es gilt

1. (am+ bm′)⊗ n = a(m⊗ n) + b(m′ ⊗ n).
2. m⊗ (an+ bn′) = a(m⊗ n) + b(m⊗ n′). �

Beweis. Übung. �

Lemma 2.8.8 Das System (m⊗ n)(m,n)∈M×N ist ein EZS von M ⊗A N . �

Beweis. Es ist das Bild der Basis (ϕ(m,n))(m,n)∈M×N . �

Satz 2.8.9 (M ⊗A N, π) ist ein Tensorprodukt von M und N . �

Beweis. Sei π : M × N → M ⊗A N die Abbildung, die durh π(m,n) = m ⊗ n
de�niert wird. Nah dem Lemma, ist π bilinear.

Sei jetzt f : M × N → P eine bilineare Abbildung. Wir zeigen, dass es eine lineare

Abbildung Lf :M ⊗A N → P gibt mit f = Lf ◦ π.
Wir de�nieren zuerst eine lineare Abbildung g : A(M×N) → P . Da (ϕ(m,n))(m,n)∈M×N

eine Basis ist, genügt es g(ϕ(m,n)) zu de�nieren. Wir setzen g(ϕ(m,n)) = f(m,n). Wir

zeigen, dass g|L = 0. Da (ϕ(am+bm′,n)−aϕ(m,n)−bϕ(m′,n), ϕ(m,an+bn′)−aϕ(m,n)−bϕ(m,n′))
ein EZS von L ist, genügt es zu zeigen, dass

g(ϕ(am+bm′,n) − aϕ(m,n) − bϕ(m′,n)) = g(ϕ(m,an+bn′) − aϕ(m,n) − bϕ(m,n′)) = 0.
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Da g linear und f bilinear ist, gilt

g(ϕ(am+bm′,n) − aϕ(m,n) − bϕ(m′,n)) = g(ϕ(am+bm′,n))− ag(ϕ(m,n))− bg(ϕ(m′,n)))
= f(am+ bm′, n)− af(m,n)− bf(m′, n)
= 0.

Analog zeigen wir, dass g(ϕ(m,an+bn′) − aϕ(m,n) − bϕ(m,n′)) = 0.

Nah dem Homomorphiesatz, gibt es eine lineare Abbildung Lf : M ⊗A N → P , so
dass das Diagramm

A(M×N)
g

//

p

��

P

A(M×N)/L =M ⊗A N

Lf

66
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n
n

n

kommutiert. Wir zeigen, dass Lf ◦ π = f . Es gilt

Lf ◦ π(m,n) = Lf (m⊗ n) = Lf (p(ϕ(m,n))) = g(ϕ(m,n)) = f(m,n).

Es folgt, dass M ⊗A N ein Tensorprodukt von M und N ist. �

De�nition 2.8.10 Sei M1, · · · ,Mn eine Familie von A-Moduln. Eine Abbildung f :
M1 × · · · ×Mn → P heiÿt n-linear falls für alle i ∈ [1, n] und für alle mj ∈ Mj mit

j 6= i, die Abbildung fi :Mi → P de�niert durh fi(mi) = f(m1, · · · , mn) ist linear.

De�nition 2.8.11 Ein A-Modul E heiÿtTensorprodukt vonM1, · · · ,Mn falls gilt:

1. Es gibt eine n-lineare Abbildung πE :M1 × · · · ×Mn → P und

2. für jede n-lineare Abbildung f :M1×· · ·×Mn → P , gibt es genau eine lineare

Abbildung LE
f : E → P mit LE

f ◦ πE = f .

Satz 2.8.12 Sei M1, · · · ,Mn eine Familie von A-Moduln.

1. Seien E und F zwei Tensorprodukte fürM1, · · · ,Mn. Dann sind E und F isomorph.

2. Es gibt ein Tensorprodukt (M1 ⊗A · · · ⊗A Mn, π) für M1, · · · ,Mn. �

Beweis. Übung. �

Proposition 2.8.13 Seien M,N, P drei Moduln. Dann gibt es eindeutig bestimme

Isomorphismen

1. M ⊗A N ≃ N ⊗A M

2. (M ⊗A N)⊗A P ≃M ⊗A ⊗AP ≃M ⊗A (N ⊗A P )

3. (M ⊕N)⊗A P ≃M ⊗A N ⊕N ⊗A P

4. A⊗A M ≃M
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so, dass

1. m⊗ n 7→ n⊗m
2. (m⊗ n)⊗ p 7→ m⊗ n⊗ p 7→ m⊗ (n⊗ p)
3. (m,n)⊗ p 7→ (m⊗ p, n⊗ p)
4. a⊗m 7→ am.

Beweis. Übung. �

2.9 Exakte Sequenzen III

Proposition 2.9.1 Seien f : M → M ′
und g : N → N ′

Morphismen. Dann gibt

es ein eindeutiger Morphismus f ⊗ g : M ⊗A N → M ′ ⊗A N
′
mit f ⊗ g(m ⊗ n) =

f(m)⊗ g(n).

Beweis. Übung. �

Proposition 2.9.2 Sei M ′ u−→ M
v−→ M ′′ → 0 eine exakte Sequenz und N ein

A-Modul. Dann ist

M ′ ⊗A N
u⊗IdN−→ M ⊗A N

v⊗IdN−→ M ′′ ⊗A N → 0

eine exakte Sequenz.

Beweis. Sei

∑
im

′′
i ⊗ ni ∈ M ′′ ⊗A N , wobei m′′

i ∈ M ′′
und ni ∈ N . Sei mi ∈ M mit

v(mi) = m′′
i . Dann gilt (v ⊗ IdN)(

∑
imi ⊗ ni) =

∑
i v(mi) ⊗ ni =

∑
im

′′
i ⊗ ni und

v ⊗ IdN ist surjektiv.

Sei m′ ⊗ n ∈ M ′ ⊗A N , wobei m′ ∈ M ′
und n ∈ N . Dann gilt (u ⊗ IdN)(m

′ ⊗ n) =
u(m′) ⊗ n. Es folgt (v ⊗ IdN )(u ⊗ IdN)(m

′ ⊗ n) = v(u(m′)) ⊗ n = 0 ⊗ n = 0. Da
m′ ⊗ n eine erzeugende Familie von M ′ ⊗A N ist folgt Im(u⊗ IdN ) ⊂ Ker(v ⊗ IdN ).

Sei P = Im(u⊗IdN) ⊂M⊗AN . Da P ⊂ Ker(v⊗IdN) und da v⊗IdN surjektiv ist, gibt

es ein surjektiver Morphismus f :M⊗AN/P →M ′′⊗AN mit f([m⊗n]) = v(m)⊗n.
Wir zeigen, dass dieser Morphismus ein Isomorphismus ist. Sei G : M ′′ × N →
M ⊗A N/P de�niert durh G(m′′, n) = [m ⊗ n], wobei m ∈ M so, dass v(m) = m′′

.

Diese Abbildung ist a priori niht wohl defniert, weil sie von der Wahl von m ∈ M
mit v(m) = m′′

abhängt. Seim1 ∈ M mit v(m1) = m′′ = v(m). Es gilt v(m1−m) = 0
also m1 − m ∈ Kerv = Imu. Es folgt (m1 − m) ⊗ n ∈ P und [m1 ⊗ n] = [m ⊗ n].
Die Abbildung G is wohl de�niert und man überprüft (Übung), dass diese Abbildung

bilinear ist. Es folgt, dass es ein Morhismus g : M ′′ ⊗A N → M ⊗A N/P gibt mit

g(m′′ ⊗ n) = [m ⊗ n], wobei v(m) = m′′
. Wir zeigen, dass g und f Inverse von

einander sind. Es gilt f(g(m′′ ⊗ n)) = f(m⊗ n) = v(m)⊗ n = m′′ ⊗ n. Es gilt auh
g(f([m⊗ n])) = g(v(m)⊗ n) = [m⊗ n]. �
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Wir werden einen ganz formalen Beweis von der obigen Proposition geben.

De�nition 2.9.3 Sei A ein Ring.

1. Ein kovarianter Funktor F von A-Moduln ist eine Zuordnung M 7→ F (M),
wobei M und F (M) beide A-Moduln sind und so, dass

a. Für f ∈ Hom(M,N), gibt es ein F (f) ∈ Hom(F (M), F (N)),

b. Für jede Morphismen f :M → N und g : N → P gilt F (g) ◦ F (f) = F (g ◦ f).
. Es gilt F (IdM) = IdF (M) für jeder Modul M .

2. Ein kontravarianter Funktor von A-Moduln ist eine ZuordnungM 7→ F (M),
wobei M und F (M) beide A-Moduln sind und so, dass

a. Für f ∈ Hom(M,N), gibt es ein F (f) ∈ Hom(F (N), F (M)),

b. Für jede Morphismen f :M → N und g : N → P gilt F (f) ◦ (g) = F (g ◦ f).
. Für jeder Modul M , gilt F (IdM) = IdF (M).

De�nition 2.9.4 1. Sei F ein kovarianter Funktor. Der Funktor F heiÿt linksexakt

falls die Kette

0→ F (M ′)→ F (M)→ F (M ′′)

exakt ist für jede exakte Sequenz 0→ M ′ → M →M ′′
.

2. Sei F ein kovarianter Funktor. Der Funktor F heiÿt rehtsexakt falls die Kette

F (M ′)→ F (M)→ F (M ′′)→ 0

exakt ist für jede exakte Sequenz M ′ →M → M ′′ → 0.

3. Sei F ein kontravarianter Funktor. Der Funktor F heiÿt linksexakt falls die Kette

0→ F (M ′′)→ F (M)→ F (M ′)

exakt ist für jede exakte Sequenz M ′ →M → M ′′ → 0.

4. Sei F ein kontravarianter Funktor. Der Funktor F heiÿt rehtsexakt falls die

Kette

F (M ′)→ F (M)→ F (M ′′)→ 0

exakt ist für jede exakte Sequenz 0→ M ′ → M →M ′′
.

Beispiel 2.9.5 Sei A ein Ring und N ein A-Modul.

1. Die Zuordnung M 7→ Hom(N,M) ist ein linksexakter kovarianter Funktor. Dieser

Funktor beshreibt man mit Hom(N,−)
2. Die Zuordnung M 7→ Hom(M,N) ist ein linksexakter kontravarianter Funktor.

Dieser Funktor beshreibt man mit Hom(−, N)

3. Die Zuordnung M 7→ M ⊗A N ist ein rehtsexakter kovarianter Funktor. Dieser

Funktor beshreibt man mit −⊗A N
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De�nition 2.9.6 1. Ein Paar (F,G) von kovarianten Funktoren heiÿt adjungiertes
Funktorpaar falls es Isomorphismen

ΨM,N : Hom(M,G(N)) ≃ Hom(F (M), N)

gibt so, dass für jede Morphismen f :M → M ′
und g : N → N ′

sind die Diagramme

Hom(M ′, G(N))
f̄

//

ΨM′,N

��

Hom(M,G(N))

ΨM,N

��

Hom(M,G(N))
G(g)

//

ΨM,N

��

Hom(M,G(N ′))

ΨM,N′

��

Hom(F (M ′), N)
F (f)

// Hom(F (M), N) Hom(F (M), N)
g

// Hom(F (M), N ′)

kommutativ.

Der Funktor F heiÿt linsadjungiert zu G und der Funktor G heiÿt rehtsadjun-

giert zu F .

2. Analog kann man ein adjungiertes Funktorpaar von kontravarianten Funktoren.

Proposition 2.9.7 Das Funktorpaar (−⊗A N,Hom(N,−)) ist adjungiert.

Beweis. Sei F (M) = M ⊗A M und G(P ) = Hom(N,P ). Wir zeigen zuerst, dass

Hom(F (M), P ) ≃ Hom(M,G(P )) also, dass es ein Isomorphismus

ΦM,P : Hom(M ⊗A N,P ) ≃ Hom(M,Hom(N,P ))

gibt.

Sei ϕ :M ⊗AN → P . Dann ist ϕ′ :M ×N → P de�niert durh ϕ′(m,n) = ϕ(m⊗n)
bilinear. Wir de�nieren ΦM,P (ϕ) : M → Hom(N,P ) wie folgt: ΦM,P (ϕ)(m) : N → P
ist die Abbildung ΦM,P (ϕ)(m)(n) = ϕ′(m,n) = ϕ(m ⊗ n). Man überprüft (Übung),

dass die Abbildungen ΦM,P (ϕ)(m), ΦM,P (ϕ) und ΦM,N linear sind (die Zuordnung

(ϕ,m, n) 7→ ϕ′(m,n) = ϕ(m⊗ n) ist trilinear).

Sei ψ : M → Hom(N,P ). Die Abbildung M × N → P , (m,n) 7→ ψ(m)(n) ist

bilinear. Es gibt also eine eindeutige lineare Abbildung ΨM,P (ψ) : M ⊗A N → P so,

dass ΨM,P (ψ)(m⊗ n) = ψ(m)(n).

Wir zeigen, dass ΨM,P und ΦM,P Inverse von einander sind. Es gilt ΦM,P (ΨM,P (ψ))(m)(n) =
ΨM,P (ψ)(m⊗n) = ψ(m)(n). Andersrum gilt ΨM,P (ΦM,P (ϕ))(m⊗n) = ΦM,P (ϕ)(m)(n) =
ϕ(m⊗ n).

Jetzt müssen wir überprüfen, dass die obigen Diagramme kommutativ sind. Sei

f : M → M ′
, es gilt (ΨM ′,P ◦ f̄)(ψ)(m ⊗ n) = ψ(f(m))(n). Es gilt auh (F (f) ◦

ΨM,P )(ψ)(m⊗ n) = ψ(f(m))(n). Analog folgt, dass das zweite Diagramm kommuta-

tiiv ist. �
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Lemma 2.9.8 Sei A ein Ring.

1. Sei 0 → M ′ u→ M
v→ M ′′

eine Kette von Morphismen. Diese Kette ist genau

dann eine exakte sequenz, wenn für alle A-Moduln N , die Kette 0→ Hom(N,M ′)
ū→

Hom(N,M)
v̄→ Hom(N,M ′′) ein exakte Sequenz ist.

2. Sei M ′ u→M
v→ M ′′ → 0 eine Kette von Morphismen. Diese Kette ist genau dann

eine exakte sequenz, wenn für alle A-Moduln N , die Kette 0 → Hom(M ′′, N)
v̄→

Hom(M,N)
ū→ Hom(M ′, N). ein exakte Sequenz ist. �

Beweis. Wir haben shon bewiesen, dass falls 0 → M ′ u→ M
v→ M ′′

(bzw. M ′ u→
M

v→ M ′′ → 0) eine exakte Sequenz ist, dann ist die Kette 0 → Hom(N,M ′)
ū→

Hom(N,M)
v̄→ Hom(N,M ′′) (bzw. 0→ Hom(M ′′, N)

v̄→ Hom(M,N)
ū→ Hom(M ′, N))

auh eine exakte Sequenz für alle N .

1. Sei N = A. Dann gilt Hom(N,M) = Hom(A,M) ≃ M mit f 7→ f(1) und

m 7→ (a 7→ am). Modulo dieser Isomorphismus ist die Abbildung Hom(N,M ′)
ū→

Hom(N,M) genau die Abbildung u :M ′ → M . Daraus folgt die Aussage.

2. Sei N =M ′′/Imv und π ∈ Hom(M ′′, N) die kanonishe Projektion. Die Abbildung
v̄(π) : M → N = M ′′/Imv is gegeben durh v̄(π)(m) = π(v(m)) = 0, weil Imv =
Kerπ. Es gilt also v̄(π) = 0 und da v̄ injektiv ist, folgt π = 0. Insbesondere gilt

M ′′/Imv = 0 und Imv =M ′′
. Die Abbildung v ist surjektiv.

Sei N =M ′′
und IdM ′′ ∈ Hom(M ′′, N). Es gilt v ◦u = IdM ′′ ◦ v ◦u = v̄ ◦ ū(IdM ′′) = 0.

Es folgt Imu ⊂ Kerv.

Sei N =M/Imu und π ∈ Hom(M,N) die kanonishe Projektion. Es gilt ū(π)(m′) =
π ◦ u(m′) = π(u(m′)) = 0, weil Imu = Kerπ. Es folgt ū(π) = 0 und π ∈ Kerū = Imv̄.
Es gibt also ein f ∈ Hom(M ′′, N) mit π = v̄(f) = f ◦ v. Sei jetzt m ∈ Kerv. Es gilt
π(m) = f ◦ v(m) = 0. Es folgt m ∈ Imu. �

Proposition 2.9.9 Sei (F,G) ein adjungiertes Funktorpaar von kovarianten (bzw.

kontravatianten) Funktoren. Dann gilt

F ist rehtsexakt ⇔ G ist linksexakt.

Beweis. (⇒) Sei 0 → N ′ → N → N ′′
eine exakte Sequenz und sei M ein Modul.

Dann ist 0→ Hom(F (M), N ′)→ Hom(F (M), N)→ Hom(F (M), N ′′) exakt. Daraus
folgt, dass 0 → Hom(M,G(N ′)) → Hom(M,G(N)) → Hom(M,G(N ′)) exakt ist.

Dies ist für alle M wahr also nah dem obigen Lemma gilt, dass 0 → G(N ′) →
G(N)→ G(N ′′) exakt ist un G ist linksexakt.

(⇒) Sei M ′ → M → M ′′ → 0 eine exakte Sequenz und sei N ein Modul. Dann ist

0 → Hom(M ′′, G(N)) → Hom(M,G(N)) → Hom(M ′, G(N)) exakt. Daraus folgt,
dass 0→ Hom(F (M ′′), N)→ Hom(F (M), N)→ Hom(F (M ′), N) exakt ist. Dies ist
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für alleN wahr also nah dem obigen Lemma gilt, dass F (M ′)→ F (M)→ F (M ′′)→
0 exakt ist un F ist linksexakt.

Analog ist die Aussage für ein adjungiertes Funktorpaar von kontravarianten Funk-

toren wahr. �

Korollar 2.9.10 Der Funktor −⊗A N ist rehtsexakt.

Beweis. Es ist ein linksadjungiertes Funktor zum Funktor Hom(N,−) und der Funk-

tor Hom(N,−) ist linksexakt. �

De�nition 2.9.11 Ein Funktor F heiÿt exakt falls F links- und rehtsexakt ist.

De�nition 2.9.12 Ein A-Modul M heiÿt �ah falls der Funktor −⊗AM exakt ist.

Proposition 2.9.13 Sei N ein A-Nodul. Die folgende AUssagen sind äquivalent:

1. N ist �ah;

2. Für jede exakte Sequenz 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 ist die Sequenz 0 →
M ′ ⊗A N →M ⊗A N →M ′′ ⊗A N → 0 exakt.

3. Falls f :M ′ → M injektiv ist, ist auh f ⊗ IdN :M ′⊗AN →M ⊗AN injektiv.

Beweis. (1. ⇔ 2.) gilt nah der De�nition von �ah.

(2. ⇔ 3.) gilt weil das Tensorprodukt rehtsexakt ist. �

2.10 Einshränkung und Erweiterung der Skalare

Bemerkung 2.10.1 Sei f : A→ B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul.

1. Dann ist B ein A-Modul mit Skalarmultiplikation a · b = f(a)b.

2. Allgemeiner ist N ein A-Modul mit Skalarmultiplikation a · n = f(a)n.

De�nition 2.10.2 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul.

Die A-Modulstruktur de�niert auf N durh a ·n = f(a)n heiÿt die durh Einshrän-

kung der Skalare de�nierte A-Modulstruktur.

Proposition 2.10.3 Sei f : A→ B ein Ringhomomorphismus und N ein B-Modul.

Falls N ein endlih erzeugter B-Modul ist und B ein endlih erzeugter A-Modul ist,

dann ist auh N ein endlih erzeugter A-Modul.
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Beweis. Sei n1, · · · , nk eine erzeugende Familie von N als B-Modul und b1, · · · , br
eine erzeugende Familie von B als A-Modul. Sei n ∈ N . Dann gibt est λ1, · · · , λk ∈ B
mit n =

∑
i λini. Für jedes i ∈ [1, k] gibt es (ai,j)j∈[1,r] mit λi =

∑
j ai,jbj. Es folgt

n =

k∑

i=1

r∑

j=1

ai,jbjni

und (bjni)i∈[1,k],j∈[1,r] ist eine erzengende Familie von N als A-Modul. �

Lemma 2.10.4 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus und sei M ein A-Modul.

Dann ist B ⊗A M ein B-Modul mit Skalarmultiplikation b(b′ ⊗m) = bb′ ⊗m. �

Beweis. Übung. �

De�nition 2.10.5 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus und M ein A-Modul.

Die B-Modulstruktur de�niert auf B ⊗A M durh b · (b′ ⊗ m) = bb′ ⊗ m heiÿt die

durh Erweiterung der Skalare de�nierte B-Modulstruktur.

Proposition 2.10.6 Sei f : A→ B ein Ringhomomorphismus und seiM ein endlih

erzeugter A-Modul. Dann ist B ⊗A M ein endlih erzeugter B-Modul.

Beweis. Seim1, · · · , mn eine erzeugende Familie fürM alsA-Modul. Sei b⊗m ∈ B⊗A

M . Dann gibt es Elemente a1, · · · , an ∈ A mit m =
∑

i aimi. Es folgt
∑

i f(ai)b(1 ⊗
mi) =

∑
i b⊗aimi = b⊗m und die Familie (1⊗mi)i∈[1,n] ist eine erzeugende Familie

für B ⊗A M als B-Modul. �

2.11 Algebren

De�nition 2.11.1 Sei A ein Ring.

1. Eine A-Algebra B ist ein Ring B mit einem Ringhomomorphismus f : A→ B.

2. Seien f : A → B und g : A → C zwei A-Algebren. Ein Morphimus von A-
Algebren von B nah C ist ein Ringhomomorphismus ϕ : B → C so, dass ϕ auh

A-linear ist.

Bemerkung 2.11.2 Eine A-Algebra B ist ein A-Modul mit Skalarmultiplikation

a · b = f(a)b. Auÿerdem gelten die üblihe Rehnungsregeln:

1. a(b+ b′) = ab+ ab′

2. (a+ a′)b = ab+ a′b

3. (aa′)b = a(a′b)

4. a(bb′) = (ab)b′ = b(ab′)
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5. a1 = a und 1b = b.

Lemma 2.11.3 Seien f : A→ B und g : A→ C zwei A-Algebren.

1. Dann ist B⊗A C eine A-Algebra mit Multiplikation (b⊗ c)(b′⊗ c′) = bb′⊗ cc′ und
Abbildung A→ B ⊗A C, a 7→ f(a)⊗ g(a).
2. Die Abbildungen B → B ⊗A C, b 7→ b ⊗ 1 und C → B ⊗A C, c 7→ 1 ⊗ c sind
Ringhomomorphismen. �

Beweis. 1. Die Abbildung B × C × B × C → B ⊗A C de�niert durh (b, c, b′, c′) 7→
bb′⊗ cc′ ist 4-linear. Es gibt also eine lineare Abbildung B⊗AC⊗AB⊗AC → B⊗C
de�niert durh b⊗ c⊗ b′⊗ c′ 7→ bb′⊗ cc′. Daraus folgt, dass dir Abbildung B⊗A C ×
B⊗AC → B⊗AC defniert durh (b⊗c, b′⊗c′) 7→ bb′⊗cc′ bilinear ist. Man überprüft,

dass diese Verknüpfung assoiativ ist une es gilt (b⊗c)(1⊗1) = (1⊗1)(b⊗c) = b⊗c,
also ist B⊗AC ein Ring. Die Abbildung A→ B⊗AC de�niert durh a 7→ f(a)⊗g(a)
ist aber ein Ringhomomorphismus und also ist B ⊗A C eine A-Algebra.

2. Übung. �

Bemerkung 2.11.4 Der Ringhomomorphismus B → B ⊗A C, b 7→ b ⊗ 1 ist niht

immer ein Morphismus von A-Algebren.

Zum Beispiel, seien A = B = C = k, wobei k ein Körper ist. Seien f = g = Idk. Die

Abbildung ϕ : B → B ⊗A C ist gegeben durh x 7→ x⊗ 1 = x(1⊗ 1). Die Abbildung
f ⊗ g : A → B ⊗A C ist gegeben durh (f ⊗ g)(x) = x ⊗ x = x(1 ⊗ x) = x2(1 ⊗ 1).
Es gilt also ϕ(f(x)y) = ϕ(xy) = xy(1⊗ 1) und (f ⊗ g)(x) · ϕ(y) = (x⊗ x)(y ⊗ 1) =
xy ⊗ x = x2y(1⊗ 1) 6= xy(1⊗ 1) = ϕ(f(x)y).

Beispiel 2.11.5 Sei B ein Ring und A = Z. Dann ist die Abbildung f : A → B
de�niert durh

f(n) = nb = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n−Mal

ein Ringhomomorphismus. Also ist jeder Ring eine Z-Algebra.

De�nition 2.11.6 Sei A ein Ring.

1. Ein Ringhomomorphismus f : A→ B heiÿt endlih falls B ein endlih erzeugter

A-Modul ist. Man sagt, dass B eine endlihe Algebra über A ist.

2. Ein Ringhomomorphismus f : A→ B heiÿt von endliher Typ falls es elemente

x1, · · · , xr ∈ B gibt so, dass jedes Element aus B als Polynom in x1, · · · , xr mit Ko-
e�zieten in f(A) darstellbar ist. Man sagt, dass B eine endlih erzeugte Algebra

über A ist.

3. Der Ring A heiÿt endlih erzeugt, falls A eine endlih erzeugte Z-Algebra ist.

Bemerkung 2.11.7 Eine A-Algebra B ist genau dann endlih erzeugt, wenn es ein

surjektiver Ringhomomorphismus A[T1, · · · , Tr]→ B gibt.



3 Lokalisierung

In diesem Kapitel, werden wir die Konstruktion vom Quotientkörper verallgemei-

nern.

3.1 Ringe

De�nition 3.1.1 Sei A ein Ring. Eine Teilmenge S ⊂ A heiÿt multiplikativ falls

1 ∈ S und es gilt: (x, y ∈ S ⇒ xy ∈ S).

Beispiel 3.1.2 1. Sei A ein Ring. Dann ist S = A×
multiplikativ.

2. Sei A ein Ring. Dann ist S = A \ {Nullteiler} multiplikativ.

3. Sei A ein Ring und p ein Primideal. Dann ist A \ p multiplikativ.

4. Sei A ein Ring und f ∈ A. Dann ist {fn | n ≥ 0} multiplikativ.

5. Sei a ⊂ A ein Ideal und sei 1 + a = {1 + x ∈ A | x ∈ a}. Dann ist S multiplikativ.

6. Sei A ein Integritätsring. Dann ist S = A \ {0} multiplikativ.

De�nition 3.1.3 Sei A ein Ring und S ⊂ A eine multiplikative Menge. Wir de�nie-

ren eine Äquivalenzrelation ≡ die auf A× S durh

(a, s) ≡ (a′, s′)⇔ ∃t ∈ S, t(as′ − a′s) = 0.

Lemma 3.1.4 Die Relation ≡ ist eine Äquivelenzrelation. �

Beweis. Übung. �

De�nition 3.1.5 Wir Shreiben a/s oder a
s
für die Äquivalenzklasse von (a, s) für

≡. Wir shreiben S−1A für die Menge aller Äquivalenzklassen.

Beispiel 3.1.6 Sei A = Z und S = Z \ {0}. Dann gilt S−1A = Q.
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Proposition 3.1.7 Sei A ein Ring und S ⊂ A multiplkativ.

1. Dann ist S−1A ein Ring mit 0 = 0/1, 1 = 1/1 und

a

s
+
a′

s′
=
as′ + a′s

ss′
und

a

s

a′

s′
=
aa′

ss′
.

2. Es gilt s/1 ∈ (S−1A)×.

3. Die Abbildung λ : A→ S−1A, a 7→ a/1 ist ein Ringhomomorphismus.

Beweis. 1. Man überprüft (Übung), dass diese De�nitionen von der Wahl von Re-

präsentanten niht abhängt. Man üperfrüft auh (Übung, Shulwissen), dass diese

Verknüpfungen eine Ringstruktur de�nieren.

2. Es gilt (s/1)(1/s) = 1/1.

3. Es gilt λ(1) = 1/1, λ(a + b) = a + b/1 = a/1 + b/1 = λ(a) + λ(b) und λ(ab) =
ab/1 = (a/1)(b/1). �

Bemerkung 3.1.8 Der Ringhomomorphismus A → S−1A ist niht immer injektiv.

Zum Beispiel, falls 0 ∈ S gilt 0(a · 1− s · 0) = 0 und also a/s ≡ 0/1. Es folgt

a

s
=

0

1
für alle

a

s
∈ S−1A und es folgt S−1A = 0

und die Abbildung λ : A→ S−1A ist die Nullabbildung.

Der Ring S−1A kann auh dank einer universellen Eigenshaft de�niert werden.

Proposition 3.1.9 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus mit f(s) ∈ B×
für

alle s ∈ S. Dann gibt es ein eindeutiger Ringhomomorphismus g : S−1A → B mit

f = g ◦ λ.

Beweis. Wir de�nieren g : S−1A → B durh g(a/s) = f(a)f(s)−1
. Wir überprüfen,

dass dies wohl de�niert ist. Sei a′/s′ ∈ S−1Amit a′/s′ = a/s. Es gibt also ein t ∈ S mit

t(as′−a′s) = 0. Daraus folgt f(t)(f(a)f(s′)−f(a′)f(s)) = 0; Da f(t) invertierbar ist,
folgt f(a)f(s′)− f(a′)f(s) = 0 und also f(a)f(s)−1 = f(a′)f(s′)−1

. Die Abbildung g
ist wohl de�niert und man überprüft, dass diese Abbildung ein Ringhomomorphismus

ist (Übung).

Wir zeigen, dass f = g ◦ λ. Sei a/s ∈ S−1A. Es gilt g(λ(a) = g(a/1) = f(a)f(1)−1 =
f(a).

Wir zeigen jetzt, dass g eindeutig bestimmt ist. Sei h : S−1A→ B ein weiterer Ring-

homomorphismus mit f = h◦λ. Es gilt h(a/s) = h(a/1)h(1/s) = h(a/1)h((s/1)−1) =
h(a/1)h(s/1)−1

. Es folgt h(a/s) = h(λ(a))h(λ(s))−1 = f(a)f(s)−1 = g(a/s). �
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Lemma 3.1.10 Sei S ⊂ A multiplikativ.

1. Für s ∈ S gilt λ(s) ∈ S−1A×
.

2. Sei a ∈ A. Es gilt (λ(a) = 0 ⇔ es gibt ein s ∈ S mit sa = 0).

3. Jedes Element aus S−1A ist der Form λ(a)λ(s)−1
, wobei a ∈ A und s ∈ S. �

Beweis. 1. Es gilt λ(s) = s/1 ∈ S−1A×
.

2. Es gilt λ(a) = 0 ⇔ a/1 = 0 ⇔ (es gibt ein s ∈ S mit sa = s(a− 0) = 0).

3. Es gilt a/s = λ(a)λ(s)−1
. �

Diese Eigenshaften bestimmen der Ringhomomorphismus λ : A→ S−1A.

Proposition 3.1.11 Sei f : A→ B ein Ringhomomorphismus mit

1. Für s ∈ S gilt f(s) ∈ B×
.

2. Für a ∈ A gilt, (λ(a) = 0 ⇒ es gibt ein s ∈ S mit sa = 0).

3. Jedes Element aus B ist der Form f(a)f(s)−1
, wobei a ∈ A und s ∈ S.

Dann gibt es ein Isomorphismus g : S−1A→ B mit f = g ◦ λ.

Beweis. Wir setzen g(a/s) = f(a)f(s)−1
. Nah Proposition 3.1.9 ist dies wohl de-

�niert, ein Ringhomomorphismus und es gilt f = g ◦ λ. Wir zeigen, dass g ein

Isomorphismus ist.

Sei a/s ∈ Kerg. Es gilt g(a/s) = f(a)f(s)−1 = 0 und da f(s) invertierbar ist folgt
f(a) = 0. Es folgt, dass es ein t ∈ S gibt mit ta = 0 und also t(a · · · 1− s · 0) = 0. Es
folgt a/s = 0 und g ist injektiv.

Sei b ∈ B. Es gibt ein a ∈ A und ein s ∈ S mit b = f(a)f(s)−1
. Es folgt b =

g(a/1)g(s/1)−1 = g(a/1)g(1/s) = g(a/s) und g ist surjektiv. �

Beispiel 3.1.12 1. Es gilt: S−1A = 0 ⇔ 0 ∈ S ⇔ S enthält nilpotente Elemente.

2. Sei A ein Integritätsring und S = A \ {0}. Dann gilt S−1A = Frac(A).

3. Sei S = A \ p, wobei p ein Primideal ist. In diesem Fall shreibt man S−1A = Ap.

4. Sei A = Z und p = (p), wobei p eine Primzahl ist. Dann gilt

Ap =
{a
b
∈ Q | a, b ∈ Z mit ggT(b, p) = 1

}
.

5. Sei f ∈ A und S = {fn | n ≥ 0}. In diesem Fall shreibt man S−1A = A[f−1].

6. Sei A = Z und f = p, wobei p eine Primzahl ist. Dann gilt

Ap =

{
a

pn
∈ Q | a ∈ Z, n ≥ 0

}
.
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3.2 Moduln

De�nition 3.2.1 Sei A ein Ring, S ⊂ A eine multiplikative Menge und M ein A-
Modul. Wir de�nieren eine Äquivalenzrelation ≡ die auf M × S durh

(m, s) ≡ (m′, s′)⇔ ∃t ∈ S, t(s′m− sm′) = 0.

Lemma 3.2.2 Die Relation ≡ ist eine Äquivelenzrelation. �

Beweis. Übung. �

De�nition 3.2.3 Wir Shreiben m/s oder m
s
für die Äquivalenzklasse von (m, s) für

≡. Wir shreiben S−1M für die Menge aller Äquivalenzklassen.

Lemma 3.2.4 Die Menge S−1M ist ein S−1A-Modul mit Addition und Skalarmul-

tiplikation gegeben durh

m

s
+
m′

s′
=
s′m+ sm′

ss′
und

a

s

m

t
=
am

st
.

Insbesondere ist S−1M ein A-Modul mit Skalarmultiplikation a
m

s
=
am

s
. �

Beweis. Übung. �

Beispiel 3.2.5 1. Falls S = A \ p mit p ein Primideal, shreibt man S−1M =Mp.

2. Falls S = {fn | n ≥ 0}, wobei f ∈ A, shreibt man S−1M =Mf .

Bemerkung 3.2.6 Es gilt (m/s = 0 ⇔ es gibt ein t ∈ S mit tm = 0).

Lemma 3.2.7 Die Zuordnung M 7→ S−1M ist ein Funktor: Für jeder Morphismus

von A-Moduln f : M → N , gibt es ein zugehöriger Morphismus von S−1A-Moduln

S−1f : S−1M → S−1N de�niert durh

S−1f
(m
s

)
=
f(m)

s
.

Beweis. Wir überprüfen, dass dies wohl de�niert ist. Sei m′/s′ = m/s. Es gibt also
ein t ∈ S mit t(ms′ −m′s) = 0. Es folgt 0 = f(t(s′m − sm′)) = t(s′f(m)− sf(m′))
und also

f(m)

s
=
f(m′)

s′
.

Man überprüft (Übung), dass f ein Morphismus ist. �

De�nition 3.2.8 Der Funktor M 7→ S−1M heiÿt Lokalisierung oder Lokalisie-

rungsfunktor.
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Proposition 3.2.9 Der Lokalisierungsfunktor ist exakt.

Beweis. SeiM ′ u→M
v→ M ′′

eine exakte Sequenz. Dann gibt es eine Kette S−1M ′ S−1u→
S−1M

S−1v→ S−1M ′′
, wobei S−1u(m′/s) = u(m)/s und v(m/s) = v(m)/s für m′ ∈M ′

,

m ∈ M und s ∈ S. Es folgt S−1v(S−1u(m′/s)) = S−1v(u(m′)/s) = v(u(m′))/s =
0/s = 0. Daraus folgt ImS−1u ⊂ KerS−1v.

Sei m/s ∈ KerS−1v. Es gilt v(m)/s = 0 also gibt es ein t ∈ S mit tv(m) = 0. Es
folgt v(tm) = 0 und tm ∈ Kerv = Imu. Sei also m′ ∈ M ′

mit u(m′) = tm. Es gilt

u(m′/ts) = u(m′)/ts = tm/ts = m/s also m/s ∈ Imu. �

Korollar 3.2.10 Sei N ⊂ M ein Untermodul. Dann ist S−1N → S−1M injektiv

und also kann S−1N als Untermodul von S−1M betrahtet werden:

S−1N =
{n
s
| n ∈ N und s ∈ S

}
⊂ S−1M =

{m
s
| m ∈M und s ∈ S

}
.

Korollar 3.2.11 Seien N,P ⊂M Untermoduln. Dann gilt

1. S−1(N + P ) = S−1N + S−1P ;

2. S−1(N ∩ P ) = S−1N ∩ S−1P ;

3. S−1(M/N) ≃ S−1M/S−1N als S−1A-Moduln.

Beweis. 1. Übung.

2. Falls x ∈ S−1N ∩S−1P , dann gilt x = /s = p/s′, wobei n ∈ N , p ∈ P und s, s′ ∈ S.
Daraus folgt, dass es ein t ∈ S gibt mit t(s′n− sp) = 0. Also gilt N ∋ ts′n = tsp ∈ P
und ts′x = tsx ∈ N ∩ P . Es folgt x = tsx/ts ∈ S−1(N ∩ P ). Die Rükenthaltung ist

klar.

3. Die Kette 0 → N → M → M/N → 0 ist exakt. Es folgt, dass 0 → S−1N →
S−1M → S−1(M/N)→ 0 exakt ist. Daraus folgt die Aussage. �

Proposition 3.2.12 Es gilt S−1M ≃ M ⊗A S
−1A als S−1A-Moduln. Die Isomor-

phismen sind gegeben durh m/s 7→ m⊗ 1/s und m⊗ a/s 7→ am/s.

Beweis. Die Abbildung M × S−1A → S−1M de�niert durh (m, a/s) 7→ am/s ist

A-bilinear. Daraus folgt, dass die AbbildungM⊗AS
−1A→ S−1M , m⊗a/s 7→ am/s

wohl de�niert ist. Man überprüft, dass diese Abbildung S−1A-linear ist.

Die Abbildung m/s 7→ m ⊗ 1/s ist wohl de�niert: Falls m′/s′ = m/s, gibt es ein
t ∈ S mit t(s′m − sm′) = 0. Es folgt m′ ⊗ 1/s′ = m′ ⊗ ts/s′ts = tsm′ ⊗ 1/s′ts =
tsm⊗ 1/s′ts = m⊗ ts/s′ts = m⊗ 1/s. Diese Abbildung ist S−1A-linear (Übung).

Diese Abbildung sind inverse von einander: Es gilt m/s 7→ m ⊗ 1/s 7→ m/s und

m⊗ a/s 7→ am/s 7→ am⊗ 1/s = m⊗ a/s. �
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Korollar 3.2.13 Der A-Modul S−1A ist �ah.

Beweis. Sei M ′ → M → M ′′
eine exakte Sequenz. Dann ist S−1M ′ → S−1M →

S−1M ′′
exakt und also ist M ′ ⊗A S

−1A→ M ⊗A S
−1A→M ′′ ⊗A S

−1A exakt. �

Proposition 3.2.14 SeienM undN zwei A-Moduln. Dann gibt es einen eindeutigen

S−1A-Modulisomorphismus f : S−1M ⊗S−1A S
−1N → S−1(M ⊗A N) mit f((m/s)⊗

(n/s′)) = (m⊗ n)/ss′.

Beweis. Es gilt S−1M ⊗S−1A S
−1N ≃ (M ⊗A S

−1A) ⊗S−1A S
−1N = M ⊗A N ⊗A

S−1A = S−1(M ⊗A N) (siehe auh Lemma 3.3.7). Das Inverse von f ist gegeben

durh (m⊗ n)/s 7→ m/s⊗ n = m⊗ n/s. �

Korollar 3.2.15 Für p ein Prim ideal gilt

Mp ⊗Ap
Np ≃ (M ⊗A N)p

als Ap-Moduln.

3.3 Lokale vs globale Eingenshaften

De�nition 3.3.1 Eine Eigenshaft E von einem Ring A (bzw. von einem ModulM)

heiÿt lokal falls gilt

E gilt für A (bzw. M) ⇔ E gilt für Ap (bzw. Mp) für alle Primideale p ⊂ A.

Proposition 3.3.2 Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Die folgende Ausagen sind

äquivalent:

1. M = 0;

2. Mp = 0 für alle p ⊂ A Primideal;

3. Mm = 0 für alle m ⊂ A maximal Ideal.

Insbesondere ist die Eigenshaft (M ist der Nullmodul) lokal.

Beweis. (1⇒ 2) und (2⇒ 3) klar.

(3 ⇒ 1) Angenommen M 6= 0. Sei m ∈ M mit m 6= 0. Sei a = Ann(m) = {a ∈
A | am = 0}. Es gilt 1m = m 6= 0 also a ( A. Sei m ein maximales Ideal mit

a ⊂ m. Es gilt m/1 ∈ Mm = 0. Also gibt es ein s ∈ A \ m mit sm = 0 und also

s ∈ Ann(m) = a ⊂ m. Ein Widerspruh. �

Korollar 3.3.3 Sei A ein Ring und f :M → N ein A-Modulhomomorphismus. Die

folgende Ausagen sind äquivalent:
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1. f ist injektiv (bzw. surjektiv);

2. fp :Mp → Np ist injektiv (bzw. surjektiv) für alle p ⊂ A Primideal;

3. fp :Mp → Np ist injektiv (bzw. surjektiv) für alle m ⊂ A maximal Ideal.

Insbesondere sind die Eigenshaft (f ist injektiv), (f ist surjektiv) und (f ist bijektiv)
lokal.

Beweis. Die Abbildung f ist genau dann injektiv (bzw. surjektiv), wenn Kerf = 0
(bzw Cokerf = 0). Die Kette

0→ Kerf →M
fp−→ N → Cokerf → 0

ist exakt und da die Lokalisierung exakt ist, ist die Kette

0→ (Kerf)p →Mp

fp−→ Np → (Cokerf)p → 0

exakt für alle p ⊂ A Primideal. Daraus folgt Ker(fp) = (Kerf)p und Coker(fp) =
(Cokerf)p. Aus der obigen Proposition sind also (Kerf = 0), (Kerfp = 0 für alle p

Primideal) und (Kerfm = 0 für alle m maximal) äquivalent. Die Aussage für injektive

Abbildungen folgt daraus. Analog gilt die Aussage für f surjektiv. �

Korollar 3.3.4 Sei n ∈ N und sei (x1, · · · , xn) ein EZS von An
. Dann ist (x1, · · · , xn)

eine Basis i.e. die Abbildung f : An → An
de�niert durh f(a1, · · · , an) = a1x1 +

· · ·+ anxn ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Abbildung f ist surjektiv. SeiN = Kerf . Wir haben eine exakte Sequenz

0→ N → An f→ An → 0. Wir Zeigen N = 0.

Es genügt zu zeigen, dass Nm = 0 für alle m maximale Ideale. Durh Ersetzen von A
mit Am und N mit Nm können wir annehmen, dass A lokal ist mit maximalem Ideal

m. Der Quotient k = A/m ist ein Körper.

Lemma 3.3.5 Die Kette 0→ k⊗A N → k⊗A A
n → k⊗A A

n → 0 ist exakt. �

Beweis. Wir haben eine exakte Sequenz m⊗A N → A⊗A N → k⊗A N → 0. Da A
�ah ist (als A-Modul haben wir eine exakte Sequenz 0 → m ⊗A A

n → A ⊗A A
n →

k⊗A A
n → 0.
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Daraus folgt, dass wir ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen haben:

0

��

P

��

ED
δ

BC
GF

@A
δ //

m⊗A N //

��

N //

��

k⊗A N //

��

0

0 // m⊗A A
n

��

// An

��

// k⊗A A
n //

��

0

m⊗A A
n An k⊗A A

n

Der Cokernel der Abbildung N → An
(bzw. k⊗AN → k⊗AA

n
) ist An

(bzw. k⊗AA
n
)

und die Abbildung zum Cokernel ist f (bzw Idk ⊗ f). Der Kernel der Abbildung
N → An

ist 0 (diese Abbildung ist injektiv). Sei P der Kernel der Abbildung k⊗AN →
k⊗AA

n
. Aus dem Shlangenlemma, folgt, dass die Kette 0→ P → m⊗AA

n → An →
k⊗a A

n
exakt ist. Die Abbildung m⊗A A

n → An
ist aber injektiv (weil An

�ah ist).

Daraus folgt P = 0. �

Es gilt aber k⊗A A
n = (k⊗A A)

n = k
n
und also ist die letzte Abbildung ein Isomor-

phismus von k-Vektorräume. Es folgt 0 = k⊗A N = A/m⊗A N = N/mN .

Der Untermodul N ist aber endlih erzeugt (f. Übung 2 Übungsblatt 3) und nah

Nakayamaslemma folgt N = 0. �

Proposition 3.3.6 Sei A ein Ring und M ein A-Modul. Die folgende Ausagen sind

äquivalent:

1. M ist ein �aher A-Modul;

2. Mp ist ein �aher Ap-Modul für alle p ⊂ A Primideal;

3. M ist ein �aher Am-Modul für alle m ⊂ A maximal Ideal.

Insbesondere ist die Eigenshaft (M ist �ah) lokal.

Beweis. (1⇒ 2) Wir zeigen ein Lemma.

Lemma 3.3.7 Sei f : A→ B ein Ring homomorphismus und M ein A-Modul.

1. Sei N ein B-Modul. Dann gilt N ⊗B (B ⊗A M) ≃ N ⊗A M als B-Moduln.

2. Falls M ein �aher A-Modul ist, ist B ⊗A M ein �aher B-Modul. �
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Beweis. 1. Die A-Modulstruktur von N ist gegeben durh a · n = f(a)n. Die B-
Modulstruktur von N ⊗B M ist gegeben durh b · (n⊗m) = bn⊗m.

Sei ϕ : N ×B×M → N ⊗AM de�niert durh ϕ(n, b,m) = bn⊗m. Diese Abbildung

ist A-bilinear in den zwei letzen Variablen und also faktorisiert durh N × (B⊗AM).
Die induzierte Abbildung ist gegeben durh (n, b⊗m) 7→ bn⊗m und diese Abbildung

ist B-bilinear. Es folgt, dass es ein B-linear Abbildung ϕ̄ : N⊗B (B⊗AM)→ N⊗AM ,

n⊗ (b⊗m) 7→ bn⊗m gibt. Analog gibt es eine A-bilineare Abbildung ψ : N ×M →
N ⊗B (B ⊗A M) de�niert durh ψ(n,m) = n ⊗ (1 ⊗m). Daraus folgt, dass es eine
A-lineare Abbildung ψ̄ : N⊗AM → N⊗B (B⊗AM), n⊗m 7→ n⊗(1⊗m) gibt. Diese
Abbildung ist auh B-linear: ψ̄(b · (n⊗m)) = ψ̄(bn⊗m) = bn⊗ (1⊗m) = bψ̄(n⊗m).

Wir zeigen, dass ϕ̄ und ψ̄ inverse von einander sind. Es gilt ϕ̄(ψ̄(n⊗m)) = ϕ̄(n⊗(1⊗
m)) = n⊗m und ψ̄(ϕ̄(n⊗ (b⊗m))) = ψ̄(bn⊗m) = bn⊗ (1⊗m) = n⊗ (b · (1⊗m)) =
n⊗ (b⊗m).

2. Sei N ′ → N → N ′′
eine exakte Sequenz von B-Modul. Dann ist die Kette N ′ ⊗B

(A ⊗A M) → N ⊗B (A ⊗A M) → N ′′ ⊗B (A ⊗A M) genau die Kette N ′ ⊗A M →
N ⊗A M → N ′′ ⊗A M . Da M �ah ist ist diese Kette eine exakte Sequenz. �

Es gilt Mp ≃ Ap ⊗A M . Aus dem obigen Lemma folgt, dass Mp auh �ah ist, weil

M �ah ist.

und (2⇒ 3) klar.

(3 ⇒ 1) Da das Tensorprodukt ein rehtsexakter Funktor ist, genügt es zu zeigen,

dass für 0→ N ′ f−→ N eine exakte Sequenz die Kette 0→ M ⊗A N
′ IdM⊗f−→ M ⊗A N

exakt ist. Für alle maximale Ideal m ⊂ A sind aber die folgende Sequenzen exakt

(die erste weil lokalisierung exakt ist und die zweite weil Mm �ah ist):

0→ N ′
m

fm−→ Nm und 0→Mm ⊗Am
N ′

m

IdMm
⊗fm−→ Mm ⊗Am

Nm.

Man überprüft aber leiht, dass (IdM ⊗ f)m = IdMm
⊗ fm. Es folgt, dass (IdM ⊗ f)m

injektiv für alle maximale Ideale m ⊂ A ist. Daraus folgt, dass IdM ⊗ f injektiv ist.�

3.4 Ideale und lokalisierung

Proposition 3.4.1 Sei A ein Ring und S ⊂ A eine multiplikative Menge.

1. Sei a ein Ideal in A. Dann gilt (λ(a)) = S−1a.

2. Sei b ein Ideal in S−1A. Dann ist b der Form S−1a für a ein Ideal in A. Genauer
gilt b = S−1(λ−1(b)).

3. Sei a ein Ideal in A. Es gilt λ−1(S−1a) = λ−1((λ(a))) = ∪s∈S(a : s).
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4. Ein Ideal a in A ist genau dann der Form λ−1(b) für ein Ideal b ⊂ S−1A, wenn
kein Element von S zu einem Nullteiler in A/a abgebildet ist. In dem Fall gilt a =
λ−1(S−1(a)).

5. Es gibt eine Bijektion p 7→ S−1p mit Inverse q 7→ λ−1(q) zwishen die Mengen

{p ⊂ A | p Primideal mit p ∩ S = ∅} ↔ {q ⊂ S−1A | q Primideal}.

6. Seien a und a′ Ideale in A. Dann gilt

a. S−1(a+ a′) = S−1a+ S−1a′

b. S−1(aa′) = (S−1a)(S−1a′)

. S−1(a ∩ a′) = S−1a ∩ S−1a′

d.

√
S−1a = S−1

√
a.

Beweis. 1. Es gilt λ(a) ⊂ S−1a und also (λ(a)) ⊂ S−1a. Sei a/s ∈ S−1a mit a ∈ a

und s ∈ S. Dann gilt a/s = 1/s · a/1 = 1/s · λ(a) ∈ (λ(a)).

2. Es gilt S−1(λ−1(b)) = ((λ(λ−1(b)))) = ((b)) = b.

3. Sei a ∈ λ−1(S−1(a)). Es gilt λ(a) = a′/s, wobei a′ ∈ a und s ∈ S. Es folgt, dass es
ein t ∈ S gibt mit t(as − a′) = 0 also tsa = ta′ ∈ a. Es folgt a ∈ (a, ts). Umgekehrt,
sei a ∈ (a : s). Dann gilt sa = a′ ∈ a. Es folgt λ(a) = a/1 = sa/s = a′/s ∈ S−1a.

4. Sei a der Form a = λ−1(b). Es gilt also S−1(a) = b. Sei s ∈ S und s̄ die Klasse von
s in A/a. Angenommen s̄ sei Nullteiler. Dann gibt es ein a ∈ A mit ā 6= 0 und ās̄ = 0.
Es folgt sa ∈ a und also a ∈ (a : s). Aus 3. folgt a ∈ λ−1(S−1(a)) = λ−1(b) = a i.e.

ā = 0 ein Widerspruh.

Umgekehrt,angenommen, dass kein Element von S zu einem Nullteiler in A/a ab-

gebildet ist. Wir zeigen aλ−1(S−1(a)). Es gilt immer a ⊂ λ−1(S−1(a)). Sei also
a ∈ λ−1(S−1(a)). Nah 3. gibt es ein s ∈ S mit sa ∈ a. Es folgt s̄ā = 0 in A/a.
Da ā kein Nullteiler ist folgt ā = 0 und a ∈ a.

5. Sei p prim mit p∩S = ∅. Wir zeigen zuerst, dass S−1p prim ist. Seien a/s und a′/s′

in S−1A mit (a/s)(a′/s′) ∈ S−1p. Es gibt also ein b ∈ p und t ∈ S mit aa′/ss′ = b/t.
Es folgt, dass es ein t ∈ S gibt mit t′(aa′t − bss′) = 0. Es folgt tt′aa′ = tbss′ ∈ p.

Da t, t′ ∈ S gilt t, t′ 6∈ p. Es folgt a ∈ p oder a′ ∈ p und also a/s ∈ S−1p oder

a′/s′ ∈ S−1p.

Für p prim mit p ∩ S = ∅ gilt 0 6= s̄ ∈ A/p und da A/p Nullteilerfrei ist folgt, dass s̄
kein Nullteiler ist. Es folgt also p = λ−1(S−1(p)).

Umgekehrt gilt nah 2: S−1(λ−1(q)) = q.

6. Übung. �



48 3 Lokalisierung

Proposition 3.4.2 Es gilt n(S−1A) = S−1n(A).

Beweis. Sei a ∈ n(A) mit an = 0. Dann gilt (a/s)n = an/sn = 0 und a/s ∈ n(S−1A)
für alle s ∈ S. Umgekehrt, sei a/s ∈ n(S−1A). Es gilt an/sn = (a/s)n = 0. Es gilt
also ein t ∈ S mit tan = 0 und also (ta)n = 0. Es folgt a/s = ta/ts ∈ S−1n(A). �

Proposition 3.4.3 Sei p ein Primideal. Es gibt eine Bijektion q 7→ qp und r 7→ λ−1(r)
zwishen

{q ⊂ A | q ⊂ p Primideal} ←→ {r ⊂ Ap | r Primideal}.

Beweis. Sei S = A \ p. Es gilt q∩ S = ∅ ⇔ q ⊂ p. Die Aussage folgt aus Proposition

3.4.1.5. �

Proposition 3.4.4 Sei M ein endlih erzeugter A-Modul. Dann gilt S−1Ann(M) =
Ann(S−1M).

Beweis. Sei a ∈ Ann(M), sei s ∈ S und sei m/t ∈ S−1M , wobei m ∈ M und t ∈ S.
Es gilt am = 0. Daraus folgt a/s ·m/t = am/st = 0 und a/s ∈ Ann(S−1M).

Umgekehrt, sei a/s ∈ Ann(S−1M) und seien m1, · · · , mn eine erzeugende Familie für

M . Für jedes i ∈ [1, n] gilt ami/s = a/s · mi/1 = 0. Es gibt also ein ti ∈ S mit

tami = 0 für alle i ∈ [1, m]. Also gilt t1 · · · tnami = 0 für alle i ∈ [1, n]. Es folgt
t1 · · · tna ∈ Ann(M). Also gilt a/s = t1 · · · tna/t1 · · · tns ∈ S−1Ann(M). �

Korollar 3.4.5 Seien N,P ⊂ M Untermoduln mit P endlih erzeugt. Dann gilt

S−1(N : P ) = (S−1N, S−1P ).

Beweis. Wir haben ein Morphismus P → P + N/N de�niert durh p 7→ [p]. Dieser
Morphismus ist surjektiv: es gilt [p+ n] = [p] also ist P +N/N endlih erzeugt. Wir

zeigen (N : P ) = Ann(P+N/N). Sei a ∈ (N : P ). Dann gilt a(P+N) = aP+N ⊂ N
also a(P +N/N) = 0 und a ∈ Ann(P +N/N). Umgekehrt, sei a ∈ Ann(P +N/N).
Dann gilt a(P +N) ⊂ N und also aP ⊂ N und a ∈ (N : P ). Es folgt

S−1(N : P ) = S−1Ann(P+N/N) = Ann(S−1(P+N/N)) = Ann(S−1P+S−1N/S−1N) = (S−1N : S

Proposition 3.4.6 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus und sei p ⊂ A ein

Primideal.

Es gibt genau dann ein Primideal q ⊂ B mit f−1(q) = p, wenn p = f−1((f(p))).

Beweis. Sei q ⊂ B primmit p = f−1(q). Es gilt f(p) ⊂ q und f−1(f(p)) ⊂ f−1(q) = p.

Es folgt p = f−1((f(p))).

Umgekehrt, sei p prim mit p = f−1((f(p))). Sei S = f(A \ p) ⊂ B. Dann ist S
multiplikativ: für x, x′ ∈ S gibt es a, a′ ∈ A \ p mit f(a) = x und f(a′) = x′. Es gilt
aber aa′ ∈ A \ p also xx′ = f(a)f(a′) = f(aa′) ∈ S. Es gilt (f(p)) ∩ S = ∅: falls
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x ∈ (f(p)) ∩ S gibt es ein a ∈ A \ p mit f(a) = x also a ∈ f−1((f(p))) = p. Ein

Widerspruh. Es folgt, dass S−1(f(p)) ein ehtes Ideal in S−1B ist: wenn S−1(f(p)) =
B gilt 1 ∈ S−1(f(p)) also gibt es ein s ∈ S mit s = s · 1 ∈ (f(p)). Ein Widerspruh.

Sei jetzt m ein maximales Ideal in S−1B mit (f(p)) ⊂ m und sei λ : B → S−1B. Wir

setzen q = λ−1(m). Dann ist q ein Primideal in B.

Wir zeigen f−1(q) = p. Sei a ∈ p. Es gilt λ(f(a)) ∈ λ(f(p)) ⊂ S−1(f(p)) ⊂ m. Es

folgt f(a) ∈ q. Umgekehrt, sei a ∈ f−1(q). Falls a 6∈ p, gilt f(a) ∈ S. Es gilt aber
f(a) ∈ q und also S ∩ q 6 ∅. Daraus folgt λq = S−1q = S−1B. Ein Widerspruh. �



4 Ganze Elemente

4.1 Ganze Elemente

De�nition 4.1.1 Sei B ein Ring und A ein Unterring von B. Ein Element x ∈ B
heiÿt ganz falls es ein Polynom P ∈ A[X ] mit Leitkoe�zient 1 so, dass P (x) = 0:

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0,

wobei ai ∈ A für alle i ∈ [1, n].

Bemerkung 4.1.2 Elemente aus A sind ganz über A.

Beispiel 4.1.3 Sei A = Z und B = Q. Ein Element x ∈ Q is genau dann ganz, wenn

x ∈ Z (Übung).

Proposition 4.1.4 Sei A ⊂ B ein Unterring und x ∈ B. Die folgende Aussagen sind
äquivalent:

1. x in ganz über A;

2. A[x] ist ein endlih erzeuger A-Modul;

3. A[x] ⊂ C, wobei C ein Unterring von B und auh ein endlih erzeugter A-modul
ist.

4. Es gibt ein treuer A[x]-Modul M , der als A-Modul endlih erzeugt ist.

Beweis. (1. ⇒ 2.) Es gilt xn+r = −(a1xn+r−1 + · · · + anx
r) für alle r ≥ 0. Daraus

folgt, dass A[x] von der Familie (1, · · · , xn−1) erzugt ist.

(2.⇒ 3.) Setze C = A[x].

(3.⇒ 4.) SetzeM = C. Sei P ∈ A[x] mit P ∈ Ann(M) i.e P ·M = 0. Da 1 ∈ C =M ,

folgt P = P · 1 = 0 also Ann(M) = 0 und M ist treu.

(4.⇒ 1.) Sei M ein treuer A[x]-Modul so, dass M auh endlih erzeugt als A-Modul

ist. Sei f : M → M die A-lineare Abbildung de�niert durh f(m) = xm. Sei a = A.
Nah Proposition 2.7.1 gibt es Elemente a1, · · · , an ∈ a = A so, dass fn + a1f

n−1 +
· · ·+ anIdM = 0. Für alle m ∈M gilt also (xn+ a1x

n−1+ · · ·+ an)m = 0. Da M treu

ist folgt xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0. �
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Korollar 4.1.5 Seien x1, · · · , xn ganze Elemente über A. Dann ist A[x1, · · · , xn]
endlih erzeugt als A-Modul.

Beweis. Aus der Proposition ist A[x1] endlih erzeugt. Per Induktion istA[x1, · · · , xn−1]
endlih erzeugt über A. Aber xn ist ganz über A also auh über A[x1, · · · , xn−1]. Der
Modul A[x1, · · · , xn] ist endlih erzeugt über A[x1, · · · , xn−1] und A[x1, · · · , xn−1] ist
endlih erzeugt über A. Die Aussage folgt aus Proposition 2.10.3. �

Korollar 4.1.6 Sei A ⊂ B ein Unterring. Die Menge aller genzen Elemente in B ist

ein Unterring von B, der A enthält.

Beweis. Wir wissen shon, dass alle Elemente in A ganz sind. Seien x, y ∈ B ganz

über A. Dann ist A[x, y] endlih erzeugt über A und enthält A[x + y] und A[xy].
Daraus folgt, dass x+ y und xy ganz über A sind. �

De�nition 4.1.7 Sei A ⊂ B ein Unterring.

1. Der Ring aller Elemente die ganz über A sind heiÿt ganzer Abshluss von A in

B.

2. Wenn A der ganze Abshluss von A in B ist heiÿt A ganz abgehlossen in B.

3. Wenn B der ganze Abshluss von A in B ist (i.e. alle Elemente aus B sind ganz

über A) heiÿt B ganz über A.

De�nition 4.1.8 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus also B ist eine A-
Algebra. Die A-Algebra heiÿt B ganz falls B ganz über f(A) ist.

Lemma 4.1.9 Sei f : A→ B eine A-Algebra. Es gilt

B ist als A-Modul endlih erzeugt⇔ B ist eine endlih erzeugte A-Algebra und ist ganz über A.

Beweis. (⇒) Klar aus was wir bewiesen haben.

(⇐) Sei (x1, · · · , xn) eine erzeugende Familie von B als A-Algebra. Es gilt also

f(A)[x1, · · · , xn] = B. Da B ganz über A ist sind alle xi ganz und dieser Modul

ist endlih erzeugt. �

Proposition 4.1.10 Seien A ⊂ B ⊂ C Unterringe. Falls B ganz über A ist und C
ganz über B ist, ist C ganz über A.

Beweis. Sei x ∈ C. Es gibt Elemente b1, · · · , bn ∈ B mit xn+b1x
n−1+· · ·+bn = 0. Sei

B′ = A[b1, · · · , bn]. Da alle bi ganz über A sind, ist B′
endlih erzeugt als A-Modul.

Aber x ist ganz über B′
also ist B′[x] endlih erzeugt über B′

. Es folgt, dass B′[x]
endlih erzeugt über A ist. Da dieser Modul A[x] enthält ist x ganz über A. �

Korollar 4.1.11 Sei A ⊂ B ein Unterring und C der ganze Abshluss von A in B.
Dann ist C ganz abgeshlossen in B.
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Beweis. Sei C der ganze Abshluss von C in B. Dann ist C ganz über A und also

C ⊂ C. Da C ⊂ C folgt die Aussage. �

Proposition 4.1.12 Sei A ⊂ B mit B ganz über A.

1. Sei b ⊂ B ein Ideal und a = A ∩ b. Dann ist B/b ganz über A/a.

2. Sei S ⊂ A multiplikativ. Dann ist S−1B ganz über S−1A.

Beweis. 1. Sei x ∈ B. Dann gibt es a1, · · · , an ∈ A mit xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0.

Es folgt [x]n + [a1][x]
n−1 + · · ·+ [an] = 0.

2. Sei x/s ∈ S−1B mit x ∈ B und s ∈ S. Dann gibt es a1, · · · , an ∈ A mit xn +
a1x

n−1 + · · ·+ xn = 0. Es folgt (x/s)n + (a1/s)(x/s)
n−1 + · · ·+ (an/s

n) = 0. �

4.2 Going-up Theorem

Proposition 4.2.1 Sei A ⊂ B zwei Integritätsringe mit B ganz über A. Dann gilt

A ist ein Körper⇔ B ist ein Körper.

Beweis. (⇒) Sei b ∈ B mit b 6= 0. Dann gibt es Elemente a1, · · · , an ∈ A mit bn +
a1b

n−1+· · ·+an = 0. Sei nminimal so, dass es eine solhe Gleihung gibt. Falls an = 0
gilt b(bn−1+a1b

n−2+· · ·+an−1) = 0 also bn−1+a1b
n−2+· · ·+an−1 = 0 ein Widerspruh

zur minimalität. Es gibt also ein a−1
n ∈ A und −b(bn−1 + a1b

n−2 + · · ·+ an−1)a
−1
n = 1.

Daraus folgt, dass b invertierbar in B ist.

(⇐) Sei a ∈ A mit a 6= 0. Dann gibt es ein a−1 ∈ B. Wir zeigen a−1 ∈ A. Da B ganz

über A ist gibt es Elemente a1, · · · , an ∈ A mit a−n + a1a
−n+1 + · · ·+ an = 0. Nah

Multiplikation mit an−1
folgt a−1 + a1 + · · · + ana

n−1
und also a−1 = −(a1 + · · · +

ana
n−1) ∈ A. �

Korollar 4.2.2 Seien A ⊂ B Ringe mit B ganz über A. Sei q ein Primideal in B
und sei p = A ∩ q. Dann gilt

q maximal⇔ p maximal.

Beweis. Der Ring B/q is ganz über A/p und beide sind Integritätsringe. Die Aussage
folgt aus der obigen Proposition. �

Korollar 4.2.3 Seien A ⊂ B Ringe mit B ganz über A. Seien q und q′ Primideale

mit q ∩A = q′ ∩ A. Falls gilt q ⊂ q′ folgt q = q′.
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Beweis. Sei p = q ∩A = q′ ∩A. Der Ring Bp ist ganz über Ap. Sei m = pAp das von

p erzeugte Ideal in Ap. Dann ist m maximal in Ap. Seien n und n′ die von q und q′

erzeugte Ideale in Bp. Es gilt n ⊂ n′ und n ∩ Ap = m = n′ ∩ Ap. Da m maximal ist

sind auh n und n′ maximal. Es folgt n = n′. Es gibt aber eine Bijektion zwishen

Primideale in B die S = A \ p niht tre�en und Primideale in S−1B = Bp. Da

A ∩ q = p = A ∩ q′, gilt q ∩ S = ∅ = q′ ∩ S. Es folgt q = q′. �

Satz 4.2.4 Seien A ⊂ B Ringe mit B ganz über A. Sei p ein Primideal in A. Dann
gibt es ein Primideal q in B mit q = A ∩ q. �

Beweis. Wir haben ein kommutatives Diagramm

A //

λA

��

B

λB

��

Ap
// Bp.

Sei n maximal in Bp. Dann ist m = n∩Ap maximal in Ap. Dieser Ring ist aber lokal

mit maximalem Ideal pAp. Es folgt m = pAp. Sei q = λ−1
B (n). Dies ist ein Primideal

in B und es gilt q ∩A = λ−1
A (m) = λ−1(pAp) = p. �

Bemerkung 4.2.5 Sei Spec(A) = {p ⊂ A | p Primideal}. Für ein Ringhomomor-

phismus f : A → B haben wir eine Abbildung Spec(B) → Spec(A) de�niert durh
q 7→ f−1(q). Der obige Satz bedeudet, dass diese Abbildung surjektiv ist, wenn A ⊂ B
und B ganz über A ist.

Satz 4.2.6 (Going-up Theorem) Seien A ⊂ B Ringe mit B ganz über A. Sei
p1 ⊂ · · · ⊂ pn eine Kette von Primidealen in A und sei q1 ⊂ · · · ⊂ qm mit m < n
eine Kette von Primidealen in B mit qi ∩A = pi für alle i ∈ [1, m].

Dann kann mann die Kette q1 ⊂ · · · ⊂ qm ergänzen in einer Kette von Primidealen

q1 ⊂ · · · ⊂ qn so, dass qi ∩ A = pi für alle i ∈ [1, n]. �

Beweis. Per Induktion nah n genügt es die Aussage für m = 1 und n = 2 zu zeigen.

Wir haben ein kommutatives Diagramm

A //

πA

��

B

πB

��

A/p1 // B/q1,

wobei πA und πB die kanonishe Projektionen sind. Sei p = πA(p2). Da p1 ⊂ p2 gilt,

ist p prim in A/p1. Der Ring B/q1 ist aber ganz über A/p1 also gibt es, nah dem

obigen Satz, ein Primideal q ⊂ B/q1 mit q ∩ (A/p1) = p2/p1. Sei q2 = π−1
B (q). Dann

ist q2 prim und es gilt q2 ∩ A = π−1
A (q ∩ (A/p1) = π−1

A (p) = p2. �
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4.3 Going-down Theorem

Proposition 4.3.1 Seien A ⊂ B Ringe und sei C der ganze Abshluss von A in B.
Sei S ⊂ A multiplikativ, dann ist S−1C der ganze Abshluss von S−1A in S−1B.

Beweis. Wir wissen shon, dass S−1C ganz über S−1A ist (weil C ganz über A ist).

Sei jetzt b/s ∈ S−1B ganz über S−1A. Dann gibt es a1, · · · , an ∈ A und s1, · · · , sn ∈ S
so, dass

(b/s)n + (a1/s1)(b/s)
n−1 + · · ·+ (an/sn) = 0.

Sei t = s1 · · · sn ∈ S. Dank Multiplikation mit (ts)n, gilt (tb)n + a1ss2 · · · sn(tb)n−1 +
· · · + sntn−1s1 · · · sn−1an = 0. Es folgt, dass tb ganz über A ist also tb ∈ C. Daraus
folgt b/s = bt/ts ∈ S−1C. �

De�nition 4.3.2 Ein Integritätsring A heiÿt ganz abgeshlossen falls A ganz ab-

geshlossen in seinem Quotientkörper Frac(A) ist.

Beispiel 4.3.3 Der Ring Z ist ganz abgeshlossen. Jeder faktorieller Ring A ist ganz

abgeshlossen. Z.B. ist k[X1, · · · , Xn] ganz abgeshlossen sobald k ein Körper ist.

Proposition 4.3.4 Sei A ein Integritätsring. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. A ist ganz abgeshlossen;

2. Ap ist ganz abgeshlossen für alle Primideale p;

3. Am ist ganz abgeshlossen für alle maximale Ideale m.

Beweis. Es gilt Frac(A) = Frac(Ap) = Frac(Am) also sind alle Ringe A, Ap und Am

in Frac(A) enthalten. Sei C der ganze Abshluss von A in Frac(A). Dann ist Cp (bzw.

Cm) der ganze Abshluss von Ap (bzw. AAm) in Frac(A). Es gilt also

A ganz abgeshlossen ⇔ A→ C surjektiv;

Ap ganz abgeshlossen ⇔ Ap → Cp surjektiv;

Am ganz abgeshlossen ⇔ Am → Cm surjektiv.

Die Aussage folgt jetzt aus Korolar 3.3.3. �

De�nition 4.3.5 Seien A ⊂ B Ringe und sei a ⊂ A ein Ideal.

1. Ein Element x ∈ B heiÿt ganz über a falls es Elemente a1, · · · , an ∈ a gibt mit

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0.

2. Die Menge aB aller Elemente in B die ganz über a sind heiÿt ganzer Abshluss

von a
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Lemma 4.3.6 Seien A ⊂ B Ringe und sei a ⊂ A ein Ideal. Sei C der ganze Abshluss

von A in B. Sei (a)C das von a erzeugte Ideal in C und sei

√
(a)C sein Radikal. Dann

gilt

aB =
√

(a)C .

Insbesondere ist aB abgeshlossen für + und ·. �

Beweis. Sei x ∈ aB. Dann gibt es Elemente a1, · · · , an ∈ amit xn+a1x
n−1+· · ·+an =

0. Es folgt x ∈ C und xn = −(a1xn−1 + · · ·+ an) ∈ (a)C. Daraus folgt x ∈
√

(a)C .

Sei x ∈
√

(a)C . Dann gilt xn ∈ (a)C also gibt es Elemente y1, · · · , yn ∈ C und

x1, · · · , xn ∈ a mit xn = x1y1 + · · · + xnyn. Sei M = A[y1, · · · , yn]. Dann sind alle

yi ganz über A also ist M ganz über A und also endlih erzeugt als A-Modul. Sei

f :M → M de�niert durh f(m) = xnm. Da xn = x1y1+· · ·+xnyn, folgt xnM ⊂ aM .

Daraus folgt, dass es Elemente a1, · · · , am ∈ a gibt mit fm + a1f
m−1 + · · ·+ am = 0.

Es folgt xnm + a1x
n(m−1) + · · ·+ am = 0 und x ist ganz über a. �

Proposition 4.3.7 Seien A ⊂ B Integritätsringe mit A ganz abgeshlossen. Sei

K = Frac(A), sei a ein Ideal in A und sei x ∈ B ganz über a.

Dann ist x algebraish über K und sein Minimalpolynom über K ist der Form Xn +
a1X

n−1 + · · · an mit a1, · · · , an ∈
√
a.

Beweis. Da x ganz über a ist, ist x algebraish über K und es gibt a1, · · · , an ∈ a mit

xn+a1x
n−1+ · · · an = 0. Sei P = Xn+a1X

n−1+ · · ·+an und χ das Minimalpolynom

von x über K. Es gilt χ|P . Sei L = DK(χ) ein Zerfallungskörper. Seien x1, · · · , xn
die Nullstellen von χ in L. Dann sind alle xi Nullstellen von P also ganz über a. Die

Koe�zienten von χ sind in K und Polynome in den x1, · · · , xn also ganz über a. Da

A ganz abgeshlossen ist sind diese Koe�zienten in A und ganz über a. Nah dem

obigen Lemma folgt, dass diese Koe�zienten in

√
a sind. �

Satz 4.3.8 (Going-down Theorem) Seien A ⊂ B Integritätsringe mit A ganz

abgeshlossen und B ganz über A. Sei p1 ⊃ · · · ⊃ pn eine Kette von Primidealen in

A und sei q1 ⊃ · · · ⊃ qm mit m < n eine Kette von Primidealen in B mit qi ∩A = pi
für alle i ∈ [1, m].

Dann kann mann die Kette q1 ⊃ · · · ⊃ qm ergänzen in einer Kette von Primidealen

q1 ⊃ · · · ⊃ qn so, dass qi ∩ A = pi für alle i ∈ [1, n]. �

Beweis. Per Induktion kann man ohne Einshräkung annehmen, dass m = 1 und

n = 2. Wir haben ein kommutatives Diagramm:

A //

λA

��

B

λB

��

Ap1
// Bq1 ,
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wobei alle Abbildungen injektiv sind. Dank der Bijektion zwishen Primideale in Bq1

und Primideale in B, die in q1 enthalten sind, müssen wir nur zeigen, dass es ein

Primideal q ⊂ Bq1 gibt mit λ−1
A (q ∩ Ap1) = p2. Sei f : A → Bq1 die Komposition,

dies ist äquivalent zu f−1(q) = p2. Nah Proposition 3.4.6 ist dies äquivalent zu:

p2 = f−1(f(p2)) = p2Bq1 ∩A.
Es gilt p2 ⊂ p2Bq1 ∩A. Sei also x ∈ p2Bq1 ∩A. Dann ist x der Form y/s mit y ∈ p2B
und s ∈ B \ q1. Nah Lemma 4.3.6 mit B = C sind Elemente in p2B ganz über p2.

Nah der obigen Proposition sind die Koe�zienten des Minimalpolynoms χy von y
über K = Frac(A) in

√
p2 = p2 (weil p2 prim ist). Es gilt also

yk + a1y
k−1 + · · ·+ ak = 0,

wobei ai ∈ p2.

Da x ∈ A folgt s = yx−1
in K. Es gilt

sk + a1/xs
k−1 + · · ·+ ak/x

k = 0.

Die ist das Minimalpolynom von s über K: wenn es eine weitere Gleihung sr +
a′1s

r−1 + · · ·+ a′r = 0 gibt mit r < s a′i ∈ K folgt yr + xa′1y
r−1 + · · ·+ xra′r = 0 ein

Widerspruh zur Minimalität von k. Wir shreiben ui = ai/x
i
also ist

sk + u1s
k−1 + · · ·+ uk = 0

ein Minimalpolynom von s über K. Da s ∈ B ganz über A ist, folgt aus der obigen

Proposition folgt, dass ui ∈ A.
Angenommen x 6∈ p2. Dann gilt xiui = ai ∈ p2 und also ui ∈ p2 für alle i. Daraus
folgt sk = −(u1sk−1 + · · ·+ u1) ∈ p2B ⊂ p1B ⊂ q1. Es folgt s ∈ q1 ein Widerspruh

und also x ∈ p2. �

4.4 Nullstellensatz

Dank ganzen Ringen haben wir in der Vorlesung Einführung in die algebraishe Geo-

metrie den folgenden Satz bewiesen (Satz 3.2.1, Nullstellensatz 1).

Satz 4.4.1 (Nullstellensatz � algebraishe Version) Sei k ein Körper und B ei-

ne endlih erzeugte k-Algebra. Falls B ein Körper ist ist k ⊂ B eine endlihe Erwei-

terung. �
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5.1 Transzendenzgrad

De�nition 5.1.1 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung.

Eine Familie x1, · · · , xn von Elementen aus K heiÿt algebraish unabhängig oder

transzendent über k falls gilt

(P ∈ k[T1, · · · , Tn], P (x1, · · · , xn) = 0⇒ P = 0).

Proposition 5.1.2 Sei K ⊂ L eine Körpererweiterung und seien S, T ⊂ K Teilmen-

gen. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. S ∪ T ist algebraish unabhängig über k und S ∩ T = ∅;

2. S ist algebraish unabhängig über k und T ist algebraish unabhängig über

k(S);

3. T ist algebraish unabhängig über k und S ist algebraish unabhängig über

k(T ).

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass 1. und 2. äquivalent sind.

(1. ⇒ 2.) Da S ∪ T algebraish unabhängig über k ist, ist auh S algebraish unab-

hängig über k. Angenommen T sei algebraish abhängig über k(S), gibt es Elemente
t1, · · · , tn ∈ T und ein Polynom P ∈ k(S)[T1, · · · , Tn] so, dass P (t1, · · · , tn) = 0.
Dank multiplikation mit einem Element aus k[S] können wir annehmen, dass P sei-

ne Koe�zienten in k[S] hat. Das Element P kann also als ein Polynom Q in S und

T1, · · · , Tn betrahten werden mit Q(S, t1, · · · , tn) = 0. Daraus folgt, dass P = Q = 0.

(2. ⇒ 1.) Da T algebraish unabhängig über k(S) ist muss S ∩ T = ∅ gelten. Seien
x1, · · · , xn ∈ S, t1, · · · , tm ∈ T und P ∈ k[X1, · · · , Xn, T1, · · · , Tm] ein Polynom mit

P (x1, · · · , xn, t1, · · · , tm) = 0. Wir betrahten P als Polynom Q in T1, · · · , Tm mit

Koe�zienten in k[x1, · · · , xn] ⊂ k(S). Es gilt Q(t1, · · · , tm) = 0 also Q = 0. Es folgt,
dass alle Koe�zienten von Q null sind. Diese Koe�zieten sind Polynome in k[S] und
also alle Koe�zienten von diesen Polynomen sind auh Null. Diese Koe�zienten sind

die Koe�zienten von P . Es folgt P = 0. �
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Korollar 5.1.3 Sei k ⊂ K ein Körpererweiterung und sei S ⊂ K. Die Menge S
ist genau dann algebraish unabhängig über k, wenn alle x ∈ S transzendent über

k(S \ {x}) ist.

Beweis. Nah der obigen Proposition, falls S algebraish unabhängig ist, ist x tran-

szendent über k(S \ {x}).

Umbekehrt, seien x1, · · · , xn ∈ S. Dann ist xn transzendent über k(x1, · · · , xn−1) und
per Induktion und nah der obigen Proposition folgt, dass (x1, · · · , xn) algebraish
unabhängig über k ist, also ist S algebraish unabhängig über k. �

Proposition 5.1.4 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung und sei k ⊂ k
′
eine algebrai-

she Erweiterung. Sei S algebraish unabhängig über k, dann ist auh S algebraish

unabhängig über k
′
.

Beweis. Angenommen S sei algebraish abhängig über k
′
. Dann gibt es ein x ∈ S

so, dass x algebraish über k
′(S \ {x}) ist. Da aber k′ algebraish über k ist, ist auh

k
′(S \ {x}) algebraish über k(S \ {x}) und also x ist algebraish über k(S \ {x}).
Daraus folgt S algebraish abhängig. Ein Widerspruh. �

De�nition 5.1.5 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung. Eine Transzendenzbasis von

K über k ist eine Teilmenge B ⊂ K so, dass B algebraish unabhängig über k ist

und K akgebraish über k(B) ist.

Beispiel 5.1.6 Sei K = k(X).

1. Dann ist B = {X} eine Transzendenzbasis von K über k.

2. Dann ist B = {X2} eine Transzendenzbasis von K über k.

Proposition 5.1.7 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung. Eine Teilmenge B ⊂ K ist

genau dann eine Transzendenzbasis, wenn B eine maximale algebraish unabhängige

Familie ist.

Beweis. Falls B eine Transzendenzbasis ist und x ∈ K \ B. Dann ist x algebraish

über k(B) und also ist B ∪ {x} algebraish abhängig.

Umgekehrt, falls B eine maximale algebraish unabhängige Familie ist, ist B algebra-

ish unabhängig über k und jedes Element von K ist algebraish über k(B) (sonst
wäre B ∪ {x} algebraish unabhängig). �

Satz 5.1.8 (Satz von Steinitz) Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung. Seien S, T ⊂
K so, dass S algebraish unabhängig über k ist und K algebraish über k(T ) ist.

Dann gibt es eine Transzendenzbasis B mit S ⊂ B ⊂ T . �
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Beweis. Sei Σ die Menge aller Teilmenge B ⊂ T so, dass S ⊂ B und B algebraish

unabhängig über k ist. Diese Menge ist induktiv (die Vereinigung von Elementen in

einer Kette ist ein Maximum) also gibt es eine maximale solhe Teilmenge B. Diese
Teilmenge B ist algebraish unabhängig. Falls alle Elemente von T algebraish über

k(B) sind, ist k(T ) algebraish über k(B). Es folgt, dass K auh algebraish über k(B)
ist und B ist eine Transzendenzbasis. Wenn es ein t ∈ T gibt so, dass t transzendent
über k(B) ist, ist B ∪ {t} in Σ. Ein Widerspruh. �

Satz 5.1.9 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung. Dann haben alle Transzendenzbasen

die selbe Anzahl von Elementen. �

Beweis. Wir zeigen dies Falls es eine Transzendenzbasis B gibt mit |B| = n <∞.

Sei B′
eine weitere Transzendenzbasis. Es genügt zu zeigen |B′| ≤ |B| (Analog wird

also gelten |B| ≤ |B′|).
Wir verfahren per Induktion nah n. Für n = 0 ist K algebraish über k und jede

Transzendenzbasis ist die leere Menge.

Sei also n ≥ 1 und sei x ∈ B′
. Dann gibt es (Satz von Steinitz) eine Teilmenge

C ⊂ B so, dass x 6∈ C und {x} ∪C eine Transzendenzbasis von K über k ist. Es gilt

C ( B: falls x ∈ B gilt C = B \ {x}. Für x 6∈ B, falls C = B gilt C ∪ {x} ) B
und C ∪ {x} ist nih algebraish unabhängig (maximalität von Transzendenzbasen).

Ein Widerspruh. Es folgt also |C| < n. Sei k′ = k(x) und C ′ = B′ \ {x}. Dann sind

C und C ′
linear unabhängig über k

′
und K ist algebraish über k

′(C) = k(C ∪ {x})
und k

′(C ′) = k(B′). Es folgt, dass C und C ′
Transzendenzbasen von K über k

′
sind

und also |C| = |C ′|. Daraus folgt |B′| = |C ′|+ 1 = |C|+ 1 ≤ n. �

De�nition 5.1.10 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung.

Der Transzendenzgrad Trdeg
k
(K) von K über k ist die maximale Anzahl von

Elementen in einer algebraishen unabhängigen Familie. Dies ist auh die Anzahl von

Elementen in einer Transzendenzbasis.

Ein paar Korollare vom obigen Satz.

Korollar 5.1.11 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung mit n = Trdeg
k
(K) und S ⊂ K.

Falls K algebraish über k(S) ist gilt |S| ≥ n. Falls |S| = n ist S algebraish unab-

hängig.

Beweis. Nah dem Satz von Steinitz gibt es eine Transzendenzbasis B ⊂ S. �

Korollar 5.1.12 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung mit n = Trdeg
k
(K) und seien

x1, · · · , xm ∈ K mit K = k(x1, · · · , xm).
Dann gilt m ≥ n. Falls m = n ist (x1, · · · , xn) eine Transzendenzbasis. Eine solhe
Erweiterung heiÿt rein transzendent.
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Beweis. Nah dem Satz von Steinitz gibt es eine Transzendenzbasis B ⊂ {x1, · · · , xm}.�

Korollar 5.1.13 Sei k ⊂ K eine Körpererweiterung mit n = Trdegk(K). Für eine
algebraish unabhängige Familie S ⊂ K gilt |S| ≤ n. Auÿerdem, falls |S| = n ist S
algebraish unabhängig also eine Transzendenzbasis.

Proposition 5.1.14 Seien k ⊂ K ⊂ L Körpererweiterungen und seien S und T
Transzendenzbasen von K über k und von L über K.

Dann gilt S ∩ T = ∅ und S ∪ T ist eine Transzendenzbasis von L über k.

Beweis. Der Körper L ist algebraish über K(T ) und K(T ) ist algebraish über

k(S ∪ T ) = k(S)(T ). Daraus folgt, dass L algebraish über k(S ∪ T ) ist.
Auÿerdem ist T algebraish unabhängig über K also auh über k(S). Es folgt S∩T =
∅ und S ∪ T ist algebraish unabhängig über k. �

Korollar 5.1.15 Seien k ⊂ K ⊂ L Körpererweiterungen. Es gilt

Trdeg
k
(L) = Trdeg

k
(K) + TrdegK(L).

5.2 Noethershes Lemma

Satz 5.2.1 (Noethershes Lemma) Sei k ein Körper und A eine endlih erzeugte

k-Algebra so, dass A ein Integritätsring ist. Sei K = Frac(A).

Dann gibt es algebraish unabhängige Elemente x1, · · · , xn ∈ A so, dass A ganz über

k[x1, · · · , xn] ist und n = Trdegk(K). �

Beweis. Sei y1, · · · , ym eine erzeugende Familie von A als k-Algebra. Ohne Einshrän-

kung können wir annehmen, dass y1, · · · , yr algebraish unabhängig sind und dass

yr+1, · · · , ym algebraish über k[y1, · · · , yr] sind. Wir verfahren per Induktion nah

m.

Für m = r ist die Aussage klar. Wir nehmen also an, dass die Aussage für k-Algebren

mitm−1 Erzeugern gilt. Das Element ym ist ganz über k[y1, · · · , ym−1]. Daraus folgt,
dass es ein Polynom P ∈ k[y1, · · · , ym−1][T ] gibt so, dass P (y1, · · · , ym) = 0.

Seien r1, · · · , rm−1 naturlishe Zahlen. Wir setzen zi = yi−yrim und A′ = k[z1, · · · , zm−1].
Dann gilt A = A′[ym]. Es gilt P (z1 + yr1m , · · · zm−1 + yrm−1

m , ym) = 0. Wir shreiben P
als Polynom in z1, · · · , zm−1, ym. Für jedes Monom yk11 · · · ykmm gibt es ein Monom der

Form ykm+r1k1+···+rm−1km−1

m . Wenn die ri gut gewählt sind z.B. mit r1 ≫ r2 ≫ · · · ≫
rm−1 ≫ 0 ist dieser Term der Term mit höherem Grad in yk11 · · · ykmm . Es folgt, dass

P (z1+y
r1
m , · · · zm−1+y

rm−1

m , ym) = λyNm+Terme von Grad < N mit 0 6= λ ∈ k. Es folgt,

dass ym ganz über A′ = k[z1, · · · , zm−1] ist also A = A′[ym] ist ganz über A
′
. Nah In-

duktion gibt es algebraishe unabhängige Elemente x1, · · · , xn ∈ A′ = k[z1, · · · , zm−1]
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so, dass A′
ganz über k[x1, · · · , xn] ist. Daraus folgt, dass A ganz über k[x1, · · · , xn]

ist.

Wir zeigen jetzt, dass n = Trdeg
k
(K). Per De�nition gilt n ≤ Trdeg

k
(K). Alle

Elemente aus A sind ganz über k[x1, · · · , xn]. Sei a/b ∈ K mit a, b ∈ A und b 6= 0.
Seien b1, · · · , bk ∈ k[x1, · · · , xn] mit bk + b1b

k−1+ · · ·+ bk = 0 und k minimal so, dass
es eine solhe Gleihung gibt. Es folgt, dass bk 6= 0 und also

b(bk−1 + b1b
k−2 + · · ·+ bk−1)b

−1
k = 1.

Daraus folgt

b−1 = (bk−1 + b1b
k−2 + · · ·+ bk−1)b

−1
k .

Da b ganz über k[x1, · · · , xn] ist und da b−1
k ∈ k(x1, · · · , xn) folgt, dass b−1

alge-

braish über k(x1, · · · , xn) ist und also auh a/b. Es folgt, dass K algebraish über

k(x1, · · · , xn) ist und also Trdeg
k
(K) ≤ n. �

5.3 Dimension

De�nition 5.3.1 Sei A ein Ring.

1. Die krullshe Dimension Kdim(A) von A ist die maximale Zahl n so, dass es

eine Kette p0 ( · · · ( pn ( A gibt mit pi prim für alle i ∈ [0, n]. Falls es unendlihe
Ketten gibt, ist Kdim(A) =∞.

2. Sei p ein Primideal in A. 1. Die lokale Dimension Kdimp(A) von A bei p ist

die krullshe Dimension vom lokalen Ring Ap.

Bemerkung 5.3.2 Für A 6= 0 gilt Kdim(A) ≥ 0 (es gilt ∞ ≥ 0).

Beispiel 5.3.3 1. Für A = k ein Körper, gilt Kdim(A) = 0.

2. Für A = Z, gilt Kdim(A) = 1.

3. Für A = Z und p = (p), wobei p eine Primzahl ist, gilt Kdimp(A) = 1. Für p = (0),
gilt Kdimp(A) = 0.

Lemma 5.3.4 Es gilt Kdim(A) = sup
m maximal

Kdimm(A). �

Beweis. Die Aussage folgt aus der Bijektion {p ⊂ m | p prim} ↔ {q ⊂ Am | q prim}:
Sei p0 ( · · · ( pn eine Kette von maximalen Idealen in A. Falls pn niht maximal ist

können wir diese Kette mit einem maximalen Ideal m ergänzen: p0 ( · · · ( pn ( m.

Insbesondere ist eine maximale Kette immer in einem maximalen Ideal enthalten. �
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Proposition 5.3.5 Seien A ⊂ B Integritätsringe mit B ganz über A und A ganz

abgeshlossen.

1. Sei n ⊂ B maximal und m = n ∩ A. Dann ist m maximal und es gilt

Kdim(Am) = Kdim(Bn).

2. Es gilt Kdim(A) = Kdim(B).

Beweis. 1. Aus Korollar 4.2.2 folgt, dass m maximal ist. Sei q1 ( · · · ( qn ( n eine

Kette in B (zu dieser Kette gehörte genau eine Kette in Bn). Sei pi = qi ∩ A. Dank
Korollar 4.2.3 gilt p1 ( · · · ( pn ( m und also KdimAm ≥ KdimBn.

Umgekehrt, für eine Kette p1 ( · · · ( pn ( m gibt es (dank Going-down) eine Kette

q1 ( · · · ( qn ( n und also KdimAm ≤ KdimBn.

2. Aus 1. folgt, dass es für jedes n ⊂ B maximal ein m = n ∩ A ⊂ A maximal gibt

mit Kdimm(A) = Kdimn(B).

Andersrum, dank dem Satz 4.2.4, gibt es für jedes m ⊂ A maximal ein q ⊂ B prim

mit q ∩ A = m. Sei n ⊂ B maximal mit q ⊂ n. Es gilt m = q ∩ A ⊂ n ∩ A und

das letzte Ideal ist maximal. Da m auh maximal ist gilt m = n ∩ A und nah dem

Korollar 4.2.3 folgt n = q also ist q = n maximal. Es folgt, dass es für jedes m ⊂ A
maximal ein n ⊂ B maximal gibt mit Kdimn(B) = Kdimm(A). Die Aussage folgt

daraus und aus dem obigen Lemma. �

Satz 5.3.6 Es gilt Kdim(k[X1, · · · , Xn]) = n. �

Beweis. SeiA = k[X1, · · · , Xn]. Es gilt (0) ( (X1) ( (X1, · · · , Xn) also giltKdim(A) ≥
n. Wir zeigen die Gleihheit per Induktion nah n.

Sei p0 ( · · · ( pm eine Kette von Primidealen. Falls p0 6= (0) können wir diese Kette

ergänzen in (0) ( p0 ( · · · ( pm. Wir können also annehmen, dass p0 = (0). Sei
Q ∈ p1 mit Q 6= 0. Falls Q invertierbar ist gilt p1 = A und wir setzen P = X1. Sonst

betrahten wir die Primzerlegung Q = P1 · · ·Pr von Q. Da p1 prim ist gibt es ein i
so, dass P = Pi ∈ p1. Da A faktoriel ist, ist (P ) prim und es gilt (P ) ⊂ p1. Ohne

Einshränkung durfen wir also annehmen, dass p1 = (P ) mit P irreduzibel.

Wir setzen Y1 = P und Yi = Xi − Xri
1 für i ∈ [2, n]. Sei B = k[Y1, · · · , Yn]. Wir

zeigen, dass A ganz über B ist. Es genügt zu zeigen, dass X1 ganz über B ist. Es gilt

P (X1, Y2 +Xr2
1 , · · ·Yn +Xrn

1 ) = Y1. Wir shreiben P als Polynom in X1, Y2, · · · , Yn.
Für jedes Monom Xk1

1 · · ·Xkm
n gibt es ein Monom der Form Xk1+r2k2+···+rnkn

1 . Wenn

die ri gut gewählt sind z.B. mit rn ≫ · · · ≫ r1 ≫ 0 ist dieser Term der Term

mit höherem Grad in Xk1
1 · · ·Xkn

n . Es folgt, dass P (X1, Y2 + Xr1
1 , · · ·Yn + Xrn

n ) =
λXN

1 + Terme von Grad < N mit 0 6= λ ∈ k. Es folgt, dass X1 ganz über B ist. Der

Ring A ist also ganz über B. Es folgt, dass Frac(A) = k(X1, · · · , Xn) algebraish über
Frac(B) = k(Y1, · · · , Yn) ist. Daraus folgt, dass Trdegk(Frac(B)) = Trdegk(A) = n
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und dass die Familie (Y1, · · · , Yn) algebraish unabhängig ist. Es folgt, dass B =
k[Y1, · · · , Yn] ein Polynomring ist und also dass B faktoriel. Daraus folgt auh, dass

B ganz abgeshlossen ist. Es folgtKdim(A) = Kdim(B) und eine Kette p0 ( · · · ( pm
in A induziert eine Kette p0 ∩ B ( · · · ( pm ∩ B in B. Wir können also A mit B
erzetzen und (0) = p0 ( (P ) = p1 ( · · · ( pm mit q0 = (0) = p0 ( q1 = (P ) ∩ B =
p1 ∩ B ( · · · ( qm = pm ∩B ersetzen.

Es gilt aber p1 ∩B = (P )∩B = (Y1)∩B. Wir zeigen (Y1)B = (Y1)∩B, wobei (Y1)B
das von Y1 erzeugte Ideal in B. Da Y1 ∈ B gilt (Y1)B ⊂ (Y1) ∩ B. Sei Q ∈ (Y1) ∩ B.
Dann gibt es R ∈ A mit Q = Y1R. Es gilt R = Q/Y1 ∈ Frac(B) und da R ∈ A ist

R ganz über B. Da B ganz abgeshlossen ist, folgt R ∈ B und also Q ∈ (Y1)B. Wir

haben also B = k[Y1, · · · , Yn] und die Kette (0) = q0 ( (Y1) = q1 ( · · · ( qm. Diese

Kette induzierte ein Kette (0) ( q2/(Y1) ( · · · ( qm/(Y1) ( B/(Y1) ≃ k[Y2, · · · , Yn].
Per Induktion folgt m− 1 ≤ n− 1 und also m ≤ n. �

Satz 5.3.7 Sei k ein Körper und A eine k-Algebra so, dass A ein Integritätsring ist.

Sei K = Frac(A). Es gilt
Kdim(A) = Trdeg

k
(K).

Beweis. Nah dem nothershen Lemma gibt es algebraish unabhängige Elemente

x1, · · · , xn ∈ A so, dass A ganz über k[x1, · · · , xn] ist. Der Ring k[x1, · · · , xn] ist ein
Polynomring also faktoriel und also auh ganz abgeshlossen. Es folgt Kdim(A) =
Kdim(k[x1, · · · , xn]) = n. �
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6.1 Ketten und maximales Element

Proposition 6.1.1 Sei (Σ,≤) eine geordnete Menge (i.e. eine Menge mit einer Ord-

nung). Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. Jede Aufsteigende Kette x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ · · · ist stationär.
2. Jede niht leere Teilmenge von Σ hat ein maximalies Element.

Beweis. (1. ⇒ 2.) Falls 2. falsh ist gibt es eine niht leere Menge X ⊂ Σ ohne

maximales Element. Dann kann man per Induktion eine aufsteigende und niht sta-

tionäre Kette konstruieren: man wählt x1 ∈ Σ beliebig. Falls xn konstuirt ist, wähl

man xn+1 > xn (dies ist möglih, weil X kein maximales Element hat).

(2. ⇒ 1.) Sei (xn)n∈N eine Aufsteigende Kette. Dann hat X = {xn | n ∈ N} ein
maximales Element xm. Es gilt also für n ≥ m: xm ≥ xn aber auh per Konstruktion

xm ≤ xn also xn = xm für alle m ≥ n. �

De�nition 6.1.2 Sei M ein A-Modul und sei Σ die Menge aller Untermoduln von

M .

1. Sei ≤ die Ordnung über Σ de�niert durh N ≤ P ⇔ N ⊂ P . Falls (Σ,≤) eine
der beiden äquivalenten Aussagen von der obigen Proposition erfüllt, hat M die

aufsteigende Kettenbedingung oder a (asending hain ondition). Ein

solher Modul heiÿt noethersh

2. Sei ≤ die Ordnung über Σ de�niert durh N ≤ P ⇔ N ⊃ P . Falls (Σ,≤) eine
der beiden äquivalenten Aussagen von der obigen Proposition erfüllt, hat M die

absteigende Kettenbedingung oder d (desending hain ondition). Ein

solher Modul heiÿt artinsh

Beispiel 6.1.3 1. Eine endlihe abelshe Gruppe (und also auh ein endliher Z-
Modul) ist noethersh und artinsh.

2. Der Ring A = Z als A-Modul ist noethersh: alle Ideal sind Hauptideale und

(a) ⊂ (b) gilt genau dann, wenn b|a. Da a nur endlih viele teiler hat, erfüllt Z (a).

Es ist aber kein artinsher Modul: wir haben eine unendlihe absteigende Kette (p) )
(p2) ) · · · ) (pn) ) · · ·
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3. Sei p eine Primzahl und sei G die Untergruppe von Q/Z aller Elemente deren

Ordnung eine Potenze von p ist:

G =

{[
a

pk

]
∈ Q/Z | a ∈ Z, k ∈ N

}
.

Sei Gn die Menge aller Elemente in G der Ordnung ein Teiler von pn i.e.

Gn =

{[
a

pn

]
∈ Q/Z | a ∈ Z

}
.

Dies ist die einzige Untergruppe von G mit pn Elemente. Es gilt

G0 ( G1 ( · · · ( Gn ( · · ·

also G (als Z-Modul) ist niht noethersh.

Andersrum sind die Gn die einzigen Untergruppen von G und also ist G artinsh.

4. Die Untergruppe H von Q der Form

H =

{
a

pk
∈ Q/Z | a ∈ Z, k ∈ N

}
.

Es gilt Z ⊂ H und eine exate Sequenz 0 → Z → H → G → 0. Insbesondere ist H
niht noethersh und auh niht artinsh.

5. Der Ring A = k[X ] ist noethersh aber niht artinsh als A-Modul (Kette k[X ] )
(X) ) · · · ) (Xn) ) · · · .
6. Der Ring A = k[X1, · · · , Xn, . . . ] ist als A-Modul niht noethersh (Kette (0) (
(X1) ( · · · ( (X1, · · · , Xn) ( · · · und niht artinsh (Kette k[X1] ) (X1) ) · · · )
(Xn

1 ) ) · · · ).

Bemerkung 6.1.4 Für Ringe ist (d) also artinsh viel stärker als (a) also noethersh.

Wir werden sehen, dass (artinsh = noethersh + Dimension Null).

Proposition 6.1.5 Sei M ein A-Modul. Es gilt

M ist noethersh ⇔ jeder Untermodul von M ist endlih erzeugt.

Beweis. (⇒) Sei N ⊂ M ein Untermodul. Sei Σ die Menge aller endlih erzeugten

Untermoduln von N . Dies ist eine niht leere Menge (der Nullmodul ist in Σ). Da M
(a) hat gibt es ein maximales Element N ′

in Σ. Wir zeigen N ′ = N . Falls N ′ ( N ,

sei n ∈ N \N ′
. Dann ist N ′+An endlih erzeugt mit N ′ ( N ′+An. Ein Widerspruh.

(⇐) Sei N0 ⊂ · · · ⊂ Nn ⊂ · · · eine Kette von Untermoduln. Sei N = ∪nNn. Dann ist

N ein Untermodul von M und also endlih erzeugt. Seien n1, · · · , nk Erzeuger von

N . Es gibt ein n groÿ genug mit ni ∈ Nn für alle i. Daraus folgt N = Nn und die

Kette ist stationär. �
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Proposition 6.1.6 Sei 0→ M ′ u→ M
u→M ′′ → 0 eine exakte Sequenz. Es gilt

1. M noethersh ⇔ M ′
und M ′′

noethersh.

2. M artinsh ⇔ M ′
und M ′′

artinsh.

Beweis. Wir zeigen 1. Die zweite Aussage kann man analog beweisen.

(⇒) Eine Kette in M ′
oder M ′′

induziiert eine Kette in M via u oder v−1
. Beide

induzierte Ketten sind stationär und es folgt das die Anfangsketten auh stationär

waren.

(⇐) Sei M0 ⊂ · · · ⊂ Mn ⊂ · · · eine Kette in M . Dann ist (v(Mn))n eine Kette in

M ′′
und also gibt es ein N ′′

mit v(Mn) = v(MN ′′) für n ≥ N ′′
. Die Kette (u−1(Mn))n

it auh stationär: es gibt ein N ′
mit u−1(Nn) = u−1(NN ′) für n ≥ N ′

. Sei N =
max(N ′, N ′′), n ≥ N und m ∈ Mn. Es gilt v(m) ∈ v(Mn) = v(MN) also gibt es ein

m1 ∈ MN mit v(m1) = v(m) i.e. m−m1 ∈ Mn ∩ Ker(v) = Mn ∩ Imu. Sei m′ ∈ M ′

mit u(m′) = m−m1. Es gilt m
′ ∈ u−1(Mn) = u−1(MN ) also m−m1 = u(m′) ∈MN .

Da M1 ∈MN folgt m ∈MN . �

Korollar 6.1.7 Seien M1, · · · ,Mn eine Familie von noethershen (bzw. artinshen)

A-Moduln. Dann ist ⊕n
k=1Mk noethersh (bzw. artinsh).

Beweis. Folgt aus der obigen Proposition per Induktion nah n dank der exaten

Sequenz 0→ Mn → ⊕n
k=1Mk → ⊕n−1

k=1Mk → 0. �

De�nition 6.1.8 Ein Ring A heiÿt noethersh (bzw. artinsh) falls A noethersh

(bzw. artinsh) als A-Modul ist.

Beispiel 6.1.9 1. Ein Körper ist noethersh und artinsh als Ring.

2. Ein Hauptideal ist noethersh. Z.B. Z oder k[X ]. Die Beide sind aber niht artinsh.

3. Der Ring k[X1, · · · , Xn, · · · ] ist niht noethersh und niht artinsh.

Proposition 6.1.10 Sei M ein endlih erzeugter Modul. Es gilt

1. A noethersh ⇒ M noethersh,

2. A artinsh ⇒ M artinsh.

Beweis. Es gibt ein surjektiver Morphismus An → M . Da A noethersh (bzw. ar-

tinsh) ist ist auh An
noethersh (bzw. artinsh) und also auh M . �

Korollar 6.1.11 Sei A ein noethersher Ring. Es gilt

M noethersh ⇔ M endlih erzeugt.
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Beweis. (⇒) Folgt aus der De�nition von noethersh.

(⇐) Folgt aus der obigen Proposition. �

Proposition 6.1.12 Sei A ein noethersher (bzw. artinsher) Ring und a ein Ideal.

Dann ist A/a ein noethersher (bzw. artinsher) Ring.

Beweis. Es gibt ein surjektiver Morphismus π : A→ A/a. Ein Ideal b̄ in A/a ist das
Bild π(b) von einem Ideal a ⊂ b ⊂ A. Aber b ist endlih erzeugt als A-Modul also

muss b̄ = π(b) = b/a endlih erzeugt als A/a-Modul sein. �

6.2 Einfahe Moduln und Länge

De�nition 6.2.1 Ein ModulM heiÿt einfah falls der Nullmodul undM selber die

einzige Untermoduln von M sind.

De�nition 6.2.2 Sei M ein A-Modul.

1. Eine Kette von Untermoduln von M ist eine Folge (Mi)i∈[0,n] von Untermoduln

mit

M =M0 )M1 ) · · · )Mn = 0.

Die Zahl n ist die Länge der Kette.

2. Eine vollständige Kette von Untermoduln von M ist eine maximale Kette.

Lemma 6.2.3 Eine Kette M = M0 ) M1 ) · · · ) Mn = 0 is genau dann maximal,

wenn Mi/Mi+1 einfah ist für alle i. �

Beweis. Übung. �

Proposition 6.2.4 FallsM eine maximale Kette der Länge n besitzt, dann sind alle
maximale Ketten der Länge n. Auÿerdem kann jede Kette in eine maximale Kette

ergänzt werden.

Beweis. Sei ℓ(M) die minimale Länge einer maximalen Kette.

Sei N ⊂ M ein ehter Untermodul. Wir zeigen ℓ(N) < ℓ(M). Sei M = Mn ) · · · )
M0 = 0 eine maximale Kette. Dann ist (Ni)i mit Ni = Mi ∩ N eine Kette in N .

Auÿerdem gilt Ni/Ni+1 ⊂ Mi/Mi+1. Da Mi/Mi+1 einfah ist gilt Ni/Ni+1 = 0 oder

Ni/Ni+1 = Mi/Mi+1. Im ersten Fall gilt Ni+1 = Ni. Im zweiten Fall ist Ni/Ni+1

einfah. Wenn wir die Ni+1 mit Ni+1 = Ni weglassen ist (Ni)i eine maximale Kette
der Länge kleiner (oder gleih) die Länge von M . Es folgt ℓ(N) ≤ ℓ(M). Falls die
beide übereinstimmen gilt, für n = ℓ(M) die Gleihung Ni/Ni+1 = Mi/Mi+1 für alle

i. Es folgt also Nn = 0 = Mn und Nn−1 = Nn−1/Nn = Mn−1/Mn = Mn−1. Per
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Induktion zeigen wir Ni = Mi: es gibt ein kommutatives Diagramm mit exakten

Zeilen

0 // Ni+1
// Ni

//

��

Ni/Ni+1
// 0

0 // Mi+1
// Ni

// Ni/Ni+1
// 0

Es folgt aus dem shlangen Lemma, dass die Enthaltung Ni ⊂Mi ein Isomorphismus

ist also Ni =Mi. Daraus folgt N =M ein Widerspruh.

Sei n die Länge einer Kette. Wir zeigen jetzt, dass n ≤ ℓ(M). Sei M0 = M ) · · · )
Mn = 0 eine Kette. Es gilt ℓ(M) > ℓ(M1) > · · · > ℓ(Mn) = 0. Per Induktion folgt

ℓ(M) ≥ n.

Es folgt, dass jede maximale Kette der Länge ℓ(M) ist.

SeiM =Mn ) · · · )M0 = 0 eine Kette. Falls n = ℓ(M) ist die Kette shon maximal.
Sonst können wir diese Kette erweitern. Per Induktion folgt, dass jede Kette zu einer

maximalen Kette ergänzen werden kann. �

Proposition 6.2.5 Ein A-Modul hat genau dann eine vollständige Kette, wenn M
beide Bedingungen (a) und (d) erfüllt.

Beweis. (⇒) Alle Ketten sind endlih also erfüllt M (a) und (d).

(⇐) Wir konstruieren per Induktion eine vollständige Kette. Wegen (a) gibt es

einen maximalen Untermodul M1 von M . Seien M1 ) · · · ) Mn mit Mi+1 maximal

inMi. Dann erfülltMn (a) und damit hat ein maximalen UntermodulMn+1. Damit

haben eine Kette konstruirt und da M auh (d) erfüllt muss diese Kette endlih

sein (i.e. es gibt ein n mit Mn = 0. Damit haben wie eine vollständige Kette. �

De�nition 6.2.6 Ein M Modul, der (a) und (d) erfüllt heiÿt von endliher

Länge. Die Länge ℓ(M) einer vollständigen Kette heiÿt Länge von M .

Proposition 6.2.7 Sei M von endliher Länge und seien 0 =Mn ( · · · (M1 =M
und 0 = M ′

m ( · · · ( M ′
1 = M zwei vollständige Kette. Dann gilt n = m und

Mi/Mi+1 ≃M ′
i/M

′
i+1, modulo Vertauhen.

Beweis. Wir wissen shon, dass vollständige Kette die selbe Länge haben also n = m.

Sei j = max{i | Mn−1 ⊂M ′
i}. Dann giltMn−1∩M ′

j+1 (M1 (sonst giltMn−1 ⊂M ′
j+1

ein Widerspruh). Es folgt (die Ketten vollständig) M ′
j+1 ∩Mn−1 = 0. Es gilt also

M ′
j+1 (M ′

j+1⊕Mn−1 ⊂M ′
j . Daraus folgt (die Ketten vollständig)M

′
j+1⊕Mn−1 =Mj .

Es folgt Mj/Mj+1 ≃ Mn−1.

Setze N = M/Mn−1, Ni = Mi/Mn−1 und N ′
i = (M ′

i +Mn−1)/Mn−1 ≃ M ′
i/(M

′
i ∩

Mn−1). Es gilt Mi/Mi+1 ≃ (Mi/Mn−1)/(Mi+1/Mn−1) = Ni/Ni+1. Für j ≤ i gilt
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N ′
i = M ′

i/Mn−1. Für j > i gilt N ′
i ≃ M ′

i/0 = M ′
i und N

′
j+1 = M ′

j+1 +Mn−1/Mn−1 =
M ′

j/Mn− 1.

Es gilt also N ′
i/N

′
i+1 = (M ′

i/Mn−1)/(M
′
i+1/Mn−1) = M ′

i/M
′
i+1 für i ≤ j − 1. Es gilt

N ′
i/N

′
i+1 ≃ M ′

i/M
′
i+1 für i > j und N ′

j/N
′
j+1 = (M ′

j/Mn−1)/(M
′
j/Mn−1) = 0. Die

Aussage folgt per Induktionsannahme für N . �

Proposition 6.2.8 Die Länge ist eine addidive Funktion: Falls 0 → M ′ u→ M
v→

M ′′ → 0 eine exakte Sequenz ist, gilt ℓ(M) = ℓ(M ′) + ℓ(M ′′).

Beweis. Seien M ′ = M ′
0 ) · · · ) M ′

n = 0 und M ′′ = M ′′
0 ) · · · ) M ′′

m = 0
vollständige Ketten. Dann ist

M = v−1(M ′′
0 ) ) · · · ) v−1(M ′′

m) = Kerv = Imu = u(M ′) = u(M ′
0) ) · · · ) u(M ′

n) = 0

eine Kette. Wir zeigen, dass diese Kette vollständig ist. Daraus folgt ℓ(M) = n+m =
ℓ(M ′) + ℓ(M ′′).

Falls es ein Untermodul N mit v−1(M ′′
i ) ⊃ N ⊃ v−1(M ′′

i+1) gibt, folgt M ′′
i ⊃

v(N) ⊃ M ′′
i+1 und also (vollständigkeit) v(N) = M ′′

i oder v(N) = M ′′
i+1. Da Kerv ⊂

v−1(M ′′
i ) ⊂ N folgt N = v−1(M ′′

i+1) oder N = v−1(M ′′
i+1). Falls es ein Untermo-

dul N mit u(M ′
i) ⊃ N ⊃ u(M ′

i+1) gibt, folgt (vollständigkeit) N = u(M ′
i) oder

N = u(M ′
i+1). �

Proposition 6.2.9 Sei k ein Körper und V ein Vektorraum. Die folgende Eigen-

shaften sind äquivalent

a. dimk(V ) <∞;

b. ℓ(V ) <∞;

. V hat (a);

d. V hat (d).

Beweis. Übung. �

Korollar 6.2.10 Sei A ein Ring so, dass es maximale Ideale m1, · · · ,mn gibt mit

(0) = m1 · · ·mn. Dann gilt

A noethersh⇔ A artinsh.

Beweis. Setze Ik = m1 · · ·mk und betrahte die Kette A ⊃ I1 = m1 ⊃ I2 = m1m2 ⊃
· · · ⊃ In = m1 · · ·mn = (0). Es gilt Ik/Ik+1 ≃ Ik/mk+1Ik = Ik ⊗A A/mk. Also ist

Ik/Ik+1 ist ein A/mk+1-Vektorraum. Es folgt (a) ⇔ (d) für alle Ik/Ik+1. Daraus

folgt (a) ⇔ (d) für A dank Proposition 6.1.6. �
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6.3 Noethershe Ringe

Proposition 6.3.1 Sei A ein Ring. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. A ist noethersh.

2. Jede aufsteigende Kette von Idealen ist stationär.

3. Jede niht leere Menge von Idealen hat ein maximales Element.

4. Jedes Ideal ist endlih erzeugt.

Beweis. Folgt aus der De�nition von noethersh, aus Proposition 6.1.1 und Proposi-

tion 6.1.5. �

Lemma 6.3.2 Sei f : A→ B ein surjektiver Ringhomomorphimus. FallsA noethersh

ist, ist B auh noethersh. �

Beweis. Folgt direkt da B ≃ A/a mit a = Ker(f). �

Proposition 6.3.3 Sei A ⊂ B ein Unterring so, dass B endlih erzeugt als A-Modul

ist. Falls A ein noethersher Ring ist, ist auh B ein noethersher Ring.

Beweis. B ist noethersh als A-Modul also auh als B-Modul. �

Proposition 6.3.4 Sei A ein noethersher Ring und S ⊂ A multiplikativ. Dann ist

S−1A noethersh.

Beweis. Sei b ein Ideal in S−1A. Dann ist b der Form b = S−1a mit a = λ−1b, wobei

λ : A → S−1A die kanonishe Abbildung ist. Es gibt Elemente x1, · · · , xn ∈ a so,

dass a = (x1, · · · , xn). Wir zeigen, dass b = (x1/1, · · · , xn/1). Sei a/s ∈ b = S−1a

mit a ∈ a und s ∈ S. Es gibt a1, · · · , an ∈ A mit a = a1x1 + · · · + anxn. Es folgt
as = a1/sx1/1 + · · ·+ an/sxn/1. �

Korollar 6.3.5 Sei A noethersh und p ein Primideal. Dann ist Ap noethesh.

Satz 6.3.6 (Hilbertssatz) Sei A noethersh. Dann ist A[X ] noethersh. �

Beweis. Siehe Einführung in die algebraishe Geometrie, Theorem 1.2.5. �

Korollar 6.3.7 Sei A noethersh. Dann ist A[X1, · · · , Xn] noethersh.

Korollar 6.3.8 Sei B eine endlih erzeugte A-algebra mit A noethersh. Dann ist

B noethersh.

Beweis. B ist der Form A[X1, · · · , Xn]/I, wobei I ein Ideal ist. �
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Korollar 6.3.9 Sei B eine endlih erzeugter Ring oder eine endlih erzeugte k-

Algebra mit k ein Körper. Dann ist B noethersh.

Proposition 6.3.10 Sei A ein noethersher Ring und a ⊂ A ein Ideal. Dann gibt es

ein n mit (
√
a)n ⊂ a.

Beweis. Seien x1, · · · , xr so, dass
√
a = (x1, · · · , xr). Es gibt k1, · · · , kr mit xkii ∈ a.

Sei n =
∑

i(ki − 1) + 1. Das Ideal (
√
a)n ist von alle Produkte xi11 · · ·xirr erzeugt,

wobei

∑
j ij = n. Es gibt aber ein j mit ij ≥ kj und also xi11 · · ·xirr ∈ a. �

Korollar 6.3.11 Sei A noethersh. Dann gibt es ein n mit n(A)n = 0.

Beweis. Es gilt n(A) =
√

(0). Die Aussage folgt aus der obigen Proposition. �

6.4 Artinshe Ringe

Proposition 6.4.1 Sei A ein artinsher Ring und sei p prim. Dann ist p maximal.

Beweis. Sei p prim. Dann ist A/p ein artinsher Integritätsring. Sei x ∈ A/p mit

x 6= 0. Dann ist die Kette A ⊃ (x) ⊃ · · · ⊃ (xn) ⊃ · · · stationär. Es gibt also ein n
mit (xn) = (xn+1). Es gilt also xn ∈ (xn+1) i.e. es gibt ein y ∈ A mit xn = yxn+1

. Es

folgt xn(1 − xy) = 0. Da x 6= 0 und A/p Integritätsring folgt 1 − xy = 0 und x ist

invertierbar. Es folgt, dass A/p ein Körper ist und also ist p maximal. �

Korollar 6.4.2 Sei A ein artinsher Ring. Dann gilt n(A) = R(A) (wobei n(A) das
Nilradikal ist und R(A) das Jaobson-Radikal ist).

Beweis. Folgt aus n(A) = ∩p prim

p = ∩m maximal

m = R(A). �

Proposition 6.4.3 Ein artinsher Ring hat nur endlih viele maximale Ideale.

Beweis. Sei Σ die Menge aller endlihen Durhshnitte m1 ∩ · · ·mr mit mi maximal.

Diese Menge hat ein minimales Element, weil A artinsh ist. Sei m1 ∩ · · · ∩ mr ein

minimales Element und sei m ein maximales Ideal. Dann gilt m ∩ m1 · · · ∩ mr =
m1 ∩ · · · ∩mr. Es folgt m1 ∩ · · · ∩mr ⊂ m. Aus dem Vermeidungslemma folgt, dass es

ein i mit mi ⊂ m. Da mi maximal ist folgt mi = m also sind m1, · · · ,mr alle maximale

Ideal von A. �

Proposition 6.4.4 Sei A ein artinsher Ring. Dann gibt es ein n mit n(A)n = 0.
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Beweis. Die Kette n(A) ⊃ n(A)2 ⊃ · · · ⊃ n(A)n ⊃ · · · ist stationär also gibt es ein n
mit n(A)m = n(A)n für alle m ≥ n.

Angenommen n(A)n 6= 0, sei Σ = {a ⊂ A | a Ideal und an(A)n 6= 0}. Die Menge Σ ist

niht leer (z.B gilt a = A ∈ Σ). Da A artinsh ist gibt es ein b ∈ Σ minimal. Es gibt

also ein x ∈ b mit xn(A)n 6= 0 also (x) ∈ Σ. Es gilt aber (x) ⊂ b. Aus der Minimalität

folgt b = (x). Es gilt (xn(A)n)n(A)n = x(n(A)nn(A)n) = xn(A)2n = xn(A)n 6= 0 also

xn(A)n ∈ Σ. Es gilt aber xn(A)n ⊂ (x). Es folgt (x) = xn(A)n. Es gibt also ein

y ∈ n(A)n mit x = xy. Es folgt x = xyk für alle k. Da y nilpotent ist folgt yk = 0 für
ein k und x = 0. Ein Widerspruh. �

Satz 6.4.5 Sei A ein Ring. Es gilt

A artinsh⇔ A noethersh und Kdim(A) = 0.

Beweis. (⇒) Sei p0 ( · · · ( pn ( A eine Kette von Primidealen. Da A artinsh ist,

ist p0 maximal. Es folgt n = 0 und Kdim(A) = 0. Seien m1, · · · ,mr die maximale

Ideale von A (es sind nur endlih viele maximale Ideale). Dann gilt n(A) = R(A) =
m1 ∩ · · · ∩mr. Es gibt aber ein n mit n(A)n = 0 also gilt mn

1 · · ·mn
r ⊂ (m1 · · ·mr)

n ⊂
(m1 ∩ · · ·mr)

n = n(A)n = 0. Aus dem Korollar 6.2.10 folgt, dass A genau dann

noethersh ist, wenn A artinsh ist. Daraus folgt die Aussage.

(⇐) Wir setzen, dass (0) als Produkt von Primideal darstellbar ist. Sei

Σ = {I ⊂ A | I ist ein Ideal und enthält kein endlihes Produkt von Primidealen}.

Falls Σ 6= ∅, hat Σ ein maximales Element I. Dann ist I kein Primideal also es gibt

x, y ∈ Amit xy ∈ I und x, y 6∈ I. Seien J = I+(x) und K = I+(y). Es gilt I ( J und

I ( K also sind J und K niht in Σ. Es gibt also Primideale p1, · · · , pr und q1, · · · , qs
so, dass p1 · · · pr ⊂ J und q1 · · · qs ⊂ K. Aber es gilt JK ⊂ I2 + xI + yI + (xy) ⊂ I.
Es folgt p1 · · · prq1 · · · qs ⊂ I und I 6∈ Σ. Ein Widerspruh. Es folgt, dass jedes

Ideal ein endlihes Produkt von Primidealen enthält. Insbesondere gibt es Primideale

m1, · · · ,mr so, dass m1 · · ·mr ⊂ (0). Es folgt m1 · · ·mr = (0). Aber da Kdim(A) = 0
sind alle Primideale maximal: für p prim gibt es m maximal mit p ⊂ m und dank

Kdim(A) = 0 folgt p = m maximal. Also sind die Ideale m1 · · · ,mr maximal. Aus

dem Korollar 6.2.10 folgt, dass A genau dann artinsh ist, wenn A noethersh ist.

Daraus folgt die Aussage. �

Lemma 6.4.6 Sei A ein lokaler artinsher Ring mit maximalem Ideal m. Dann gilt

1. m ist das einzige Primideal.

2. m = n(A) = R(A).

3. Jedes Element in A ist entweder nilpotent oder invertierbar. �
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Beweis. 1. Da A artinsh ist sind alle Primideale maximal. Da es nur ein maximales

Ideal gibt, folgt die Aussage.

2. Wir wissen shon, dass n(A) = R(A). Aus 1. folgt n(A) = ∩p prim

p = m.

3. Sei x niht invertierbar. Dann gilt x ∈ m = n(A) also ist x nilpotent. �

Beispiel 6.4.7 Der Ring Z/pnZ ist artinsh und lokal.

Proposition 6.4.8 Sei A ein lokaler noethersher Ring und m sein maximales Ideal.

Dann gilt genau genau eine der folgenden Aussagen:

1. mn ) mn+1
für alle n ≥ 0.

2. Es gibt ein n mit mn = 0 und A ist artinsh.

Beweis. Falls mn = mn+1
gilt M = mM mit M = mn

. Da M endlih erzeugt ist

(A ist noethersh) folgt aus Nakayama, dass mn = M = 0. Wir zeigen jetzt, dass A
artinsh ist. Sei p ein Primideal. Es gilt mn = (0) ⊂ p also m =

√
m ⊂ √p = p und p

ist maximal. Es folgt Kdim(A) = 0 und A ist noethersh. �

Bemerkung 6.4.9 In der obigen Proposition, im zweiten Fall, für n minimal mit

mn = (0) gilt mk ) mk+1
für alle k < n.

Satz 6.4.10 (Struktursatz der artinshen Ringe) Sei A ei artinsher Ring. Dann

gibt es eindeutig bestimmte (modulo Vertaushen) lokale artinshe Ringe A1, · · · , Ar

so, dass

A = A1 × · · · ×Ar.

Beweis. Seien m1, · · · ,mr die maximale Ideale in A. Es giltm1 · · ·mr ⊂ m1∩· · ·∩mr =
n(A). Also gibt es ein n mit mn

1 · · ·mn
r = (m1 · · ·mr)

n ⊂ n(A)n = 0.

Es gilt

√
mn

i +
√
mn

j = mi +mj = A für i 6= j. Aus Übungsblatt 2 Aufgabe 1.5 folgt
mn

i +mn
j = A also sind diese Ideale Teilerfremd. Aus dem hinesishem Restsatz folgt

mn
1 · · ·mn

r = mn
1 ∩ · · · ∩mn

r und

A ≃ A/mn
1 × · · · ×A/mn

r .

Wir zeigen, dass A/mn
i lokal und artinsh ist. Da dieser Ring ein Quotient von einem

artinshen Ring ist, ist der Ring artinsh. Sei m̄ maximal in A/mn
i . Dann ist m =

π−1(m̄) maximal mit mn
i ⊂ m, wobei π : A → A/mn

i die kanonishe Projektion ist.

Es folgt m =
√
m ⊃ √mn

i = mi und also m = mi. Daraus folgt m̄ = π(mi) und A/m
n
i

hat nur ein maximales Ideal und also ist lokal.

Umgekehrt, seien A1, · · · , Ar lokale artinshe Ringe mit A ≃ A1 × · · · × Ar. Es gilt

A = ⊕iAi als A-Modul und alle Ai sind als A-Modul artinsh also ist A artinsh. Wir

zeigen, dass die Ai durh A eindeutig bestimmt sind.
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Sei ϕi : A → Ai die kanonishe Projektion, sei ai = Kerϕi, sei m̄i das maximale

Ideal in Ai und sei mi = ϕ−1
i (m̄i). Da ϕi surjektiv ist, ist mi maximal. Nah dem

hinesishem Restsatz gilt: ai und aj sind teilerfremd für alle i 6= j also A = ai+aj ⊂
mi+mj und mi 6= mj . Nah dem hinesishen Restsatz gilt auh a1 · · · an = a1∩ · · ·∩
an = (0). Sei m maximal. Es gilt a1 ∩ · · · ∩ ar = (0) ⊂ m also gibt es ein i mit ai ⊂ m

(Vermeidungslemma) und ϕi(m) = m/ai ist maximal also ϕi(m) = m̄i und m ⊂ mi.

Es folgt m = mi. Die Ideale m1, · · · ,mr sind also die maximale Ideale von A.

Wir zeigen jetzt, dass es für jedes i ein ni ∈ N gibt mit mk
i ) mk+1

i für k < ni und

mk
i = mni

i für alle k ≥ ni und auh, dass ai = mni

i . Daraus folgt Ai ≃ A/ai = A/mni

i

und die Ai sind eindeutig durh A bestimmt.

Es gilt ϕi(mi) = m̄i und nah dem obigen Proposition gibt es ein ni mit m̄
k
i ) m̄k+1

i

für k < ni und m̄k
i = m̄ni

i = (0) für alle k ≥ ni. Es folgt mk
i ) mk+1

i für k < ni

und ϕi(m
k
i ) ⊂ m̄k

i = (0) für alle k ≥ ni: Es folgt mk
i ⊂ ai für alle k ≥ ni. Sei

xi = (1, · · · , 1, 0, 1, · · · , 1), wobei die 0 an der i-te Stelle ist. Es gilt (xi) = ai und

also xi ∈ mi. Es folgt ai = (xi) = (xki ) ⊂ mk
i also ai ⊂ mk

i für alle k. Daraus folgt
mk

i = mni

i = ai für alle k ≥ ni und die Aussage. �

Lemma 6.4.11 Sei A ein lokaler noethersher Ring mit maximalem Ideal m und sei

k = A/m der Restklassenkörper. Dann ist m/m2
ein endlih dimensionaler Vektor-

raum. �

Beweis. Es gilt m/m2 ≃ m⊗A A/m = m⊗A k. Da m ein endlih erzeugter Modul ist,

ist auh m/m2 ≃ m⊗A k ein endlih erzeugter k-Modul also ein endlih dimensionaler

k-Vektorraum. �

Proposition 6.4.12 Sei A ein artinsher lokaler Ring mit maximalem Ideal m und

k = A/m der Restklassenkörper. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. A ist ein Hauptidealring.

2. m ist ein Hauptideal.

3. dimk(m/m
2) ≤ 1.

Beweis. (1. ⇒ 2.) Klar.

(2. ⇒ 3.) Sei x ∈ A mit (x) = m. Dann ist [x] ∈ m/m2
ein Erzeuger von m/m2

als

k-Vektorraum.

(3. ⇒ 1.) Da dimk(a/m) ≤ 1, gibt es ein x ∈ m so, dass [x] erzeugend in m/m2
ist.

Nah Korollar 2.7.5 ist x erzeugend für m als A-Modul also m = (x).

Wir zeigen, dass jedes Ideal a der Form a = (xn) ist oder a = (0). Für a = A gilt

a = (1) = (x0). Sei a 6= (0).

Es gilt a ⊂ m. Das Ideal m ist aber nilpotent also gibt es ein k mit mk = 0 ⊂ a. Sei

n minimal mit a ⊂ mn
aber mn 6⊂ a. Dies ist möglih, weil a 6= (0). Sei y ∈ a \mn+1

.
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Da m = (x) gilt mn = (xn). Es gilt also y = axn für ein a ∈ A und y 6∈ (xn+1).
Daraus folgt a 6∈ (x) = m und also a ist invertierbar. Es folgt xn = a−1y ∈ a und

a = (xn) = mn
. �

Bemerkung 6.4.13 In der obigen Proposition, für dimk(m/m
2) = 0 gilt m = m2

und also m = 0 nah Nakayama. Es folgt, dass A ein Körper ist.



7 Primäre Zerlegung

In einem Ring gibt es eine Primzahzerlegung sobald der Ring faktoriel ist. Es gibt aber

sehr einfahe niht faktoriele Ringe. Zum Beispiel ist der Ring Z[i
√
5] = {a+ ib

√
5 ∈

C | a, b ∈ Z} nith faktoriel: es gibt zwei Primzahlzerlegungen von 9:

3× 3 = 9 = (2 + i
√
5)(2− i

√
5).

Wir werden aber sehen, dass es eine solhe Zerlegung für Ideale gibt sobald der Ring

noethersh ist.

7.1 Primäre Ideale

De�nition 7.1.1 Ein Ideal a ⊂ A heiÿt primär falls a ( A und gilt (xy ∈ a ⇒
x ∈ a oder ∃ n mit yna) für alle x, y ∈ A.

Bemerkung 7.1.2 1. Primideale sond primär.

2. Ein Ideal a ist genau dann primär, wenn A/a 6= 0 und jeder Nullteiler in A/a ist

nilpotent.

Lemma 7.1.3 Sei f : A → B ein Ringhomomorphismus mit b ⊂ B primär. Dann

ist f−1(b) primär. �

Beweis. Der Ring A/f−1(b) ist ein Unterring von B/b. Daraus folgt die Aussage. �

Proposition 7.1.4 Sei a ⊂ A primär. Dann ist

√
a ein Primideal und dieses Ideal

ist das kleineste Primideal, das a umfast.

Beweis. Seien x, y ∈ A mit xy ∈ √a und x 6∈ a. Dann gibt es ein n mit xnyn =
(xy)n ∈ a. Dann gilt xn ∈ a oder es gibt ein m mit ynm ∈ a. Es folgt x ∈ √a oder

y ∈ √a.
Sei jetzt p ein Primideal mit a ⊂ p und sei x ∈ √a. Dann gibt es ein n mit xn ∈ a ⊂ p

also x ∈ p. �

De�nition 7.1.5 Sei a primär und p =
√
a sein Radikal (ein ist ein Primideal). In

diesem Fall heiÿt a p-primär.
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Beispiel 7.1.6 1. Die primäre Ideale von Z sind (0) und (pn) für p eine Primzahl.

2. Sei a = (X, Y 3) ⊂ k[X, Y ]. Dann gilt k[X, Y ]/a ≃ k[Y ]/(Y 3) und die Nullteiler

sind nilpotent. Also ist a primär. Es gilt p =
√
a = (X, Y ) und p3 ( a ( p. Es gilt

auh a 6= p2 also sind primäre Idale niht immer Potenze von Primidealen.

3. Eine Potenze von einem Primideal ist auh niht immer primär. Z.B. p = (XY −Z2)
ist ein Primideal in k[X, Y, Z]. Sei A = k[X, Y, Z]/(XY −Z2) und sei p = ([X ], [Z]) ⊂
A. Es gilt A/p ≃ k[Y ] also ist p prim. Es gilt aber [X ][Y ] = [Z2] ∈ p2 aber [X ] 6∈ p2

und [Y ]n 6 p2 für alle n: sonst gilt [Y ] ∈ √p2 = p Widerspruh.

Proposition 7.1.7 Falls

√
a maximal ist, ist a primär. Insbesondere, die Potenze

von einem maximalen Ideal m sind m-primär.

Beweis. Sei m =
√
a maximal. Es gilt

√
a/a = n(A/a). Es folgt m/a = ∩p prim⊂A/ap.

Da m/a ein maximales Ideal also auh Primideal von A/a ist, folgt m/a ⊂ p für

alle Primideale p von A/a. Da m/a maximal ist gilt p = m/a und A/a hat nur ein

maximales Ideal: m/a. Dieser Ring ist also lokal und m/a = n(A/a). Ein Element in

A/a ist also entweder invertierbar (in A/a \m/a) oder nilpotent (in m/a).

Für m maximal gilt

√
mn = m. Daraus folgt die letzte Aussage. �

Lemma 7.1.8 Sei p ein Primideal und seien a1, · · · , an p-primäre Ideale. Dann ist

a1 ∩ · · · ∩ an
√
p-primär. �

Beweis. Es gilt

√
a1 ∩ · · · ∩ an =

√
a1 ∩ · · · ∩

√
an = p ∩ · · · ∩ p = p. Seien x, y ∈ A

mit xy ∈ a1∩· · ·∩an und x 6∈ a1∩· · ·∩an. Dann gibt es ein i mit xy ∈ ai und x 6∈ ai.

Es folgt, dass es ein k gibt mit yk ∈ ai ⊂ p =
√
a1 ∩ · · · ∩ an. Es gibt also ein m mit

ykm ∈ a1 ∩ · · · ∩ an. �

Lemma 7.1.9 Sei a ein p-primäres Ideal und x ∈ A. Dann gilt

1. x ∈ a ⇒ (a : x) = A.

2. x 6∈ a ⇒ (a : x) ist p-primär und
√

(a : x) = p.

3. x 6∈ p ⇒ (a : x) = a. �

Beweis. 1. Folgt aus der De�nition von (a : x) = {a ∈ A | ax ∈ a}.
2. Seien a, b ∈ A mit ab ∈ (a : x) also abx ∈ a. Falls a 6∈ (a : x), gilt ax 6∈ a und also

gibt es ein n mit bn ∈ a. Es folgt bn ∈ (a : x) und (a : x) ist primär.

Wir zeigen

√
(a : x) = p. Sei a ∈

√
(a : x). Dann gibt es ein n mit an ∈ (a : x) also

mit anx ∈ a. Da x 6∈ a folgt, dass es ein m gibt mit anm ∈ a also a ∈ √a = p. Sei

a ∈ p. Dann gibt es ein n mit an ∈ a und also anx ∈ a. Es folgt an ∈ (a : x) und die

Aussage.

3. Die Enthaltung a ⊂ (a : x) ist immer wahr. Sei a ∈ (a : x) also ax ∈ a. Da xn 6∈ p

für alle n folgt y ∈ a. �
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7.2 Primäre Zerlegung

De�nition 7.2.1 Sei a ein Ideal.

1. Eine primäre Zerlegung von a ist ein Darstellung von a als endlihen Durh-

shnitt von primären Idealen:

a = a1 ∩ · · · ∩ an

mit ai primär für alle i. Wenn a eine primäre Zerlegung hat heiÿt a zerlegbar.

2. Wenn die Ideale

√
ai paarweise vershieden sind und es gilt

⋂

j 6=i

aj 6⊂ ai für alle i, j

heiÿt die obige Zerlegung minimal.

Bemerkung 7.2.2 Dank dem Lemma 7.1.8, kann man die Ideale ai1 , · · · , aik durh
ai1 ∩· · ·∩aik ersetzen und die erste Bedingung von minimalen Zerlegungen ist erfüllt.

Satz 7.2.3 (Eindeutigkeit 1) Sei a zerlegbar und sei a = a1∩· · ·∩an eine minimale
primäre Zerlegung von a. Let pi =

√
ai. Dann sind die Ideale p1, · · · , pr genau die

Primideale, die in der Familie (
√

(a : x))x∈A auftauhen. Insbesondere hängt diese

Menge nur von A ab und niht von der Wahl der Zerlegung. �

Beweis. Sei x ∈ A. Es gilt (a : x) = (a1 ∩ · · · ∩ an : x) = (a1 : x) ∩ · · · ∩ (an : x) und
also

√
(a : x) =

√
(a1 : x) ∩ · · · ∩

√
(an : x). Es gilt aber

√
(ai : x) = pi für x 6∈ ai

und

√
(ai : x) = A für x ∈ ai. Es folgt

√
(a : x) =

⋂

x 6∈ai

pi.

Falls

√
(a : x) prim ist, folgt aus dem Vermeidungslemma, dass es ein i gibt mit

pi =
√
(a : x).

Umgekehrt, da die Zerlegung minimal ist gibt es für jedes i ein x ∈ ∩j 6=iaj mit x 6∈ ai.

Es gilt also

√
(ai : x) = pi und

√
(aj : x) = A für j 6= i. Daraus folgt

√
(a : x) = pi.

Das Ideal

√
(a : x) is sogar pi-primär. �

Beispiel 7.2.4 1. Sei a = (X(X−1), XY ) ⊂ A = k[X, Y ]. Es gilt a = p1∩p2, wobei
p1 = (X) ist prim und p2 = (X − 1, Y ) ist maximal.

Es gilt

√
a =
√
p1 ∩ p2 =

√
p1 ∩

√
p2 = p1 ∩ p2 = a.

2. Sei a = (X(X − t), XY ) ⊂ A = k[X, Y ] mit t 6= 0. Es gilt a = p1 ∩ p2, wobei

p1 = (X) ist prim und p2 = (X − t, Y ) ist maximal.
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Es gilt

√
a =
√
p1 ∩ p2 =

√
p1 ∩

√
p2 = p1 ∩ p2 = a.

3. Sei a = (X2, XY ) ⊂ A = k[X, Y ]. Es gilt a = p1∩p22, wobei p1 = (X) ist prim und

p2 = (X, Y ) ist maximal.

In diesem Fall gilt p1 ⊂ p2 und
√
a =

√
p1 ∩ p22 =

√
p1 ∩

√
p22 = p1 ∩ p2 = p1. Das

Ideal a ist niht p1-primär: es gilt XY ∈ a aber X 6∈ a und Y k 6∈ a für alle k.

De�nition 7.2.5 Sei a zerlegbar.

1. Die Primideale, die in der Familie (
√

(a : x))x∈A auftauhen heiÿen die assoziierte

Primideale von a. Diese Menge ist Ass(a) oder Ass(A/a) bezeihnet.

2. Falls p ein minimales assoziiertes Primideal von a ist, heiÿt p minimales assozi-

iertes Primideal von a.

2. Falls p ein niht minimales assoziiertes Primideal von a ist, heiÿt p eingebettetes

assoziiertes Primideal von a.

Bemerkung 7.2.6 Wenn man A/a als A-Modul betrahtet sind die assoziierte Prim-

ideale von a genau die Primideale der Form

√
Ann(x), wobei x ∈ A/a.

De�nition 7.2.7 Sei M ein A-Modul.

1. Die Primideale, die in der Familie (
√

(Ann(x)))x∈M auftauhen heiÿen die asso-

ziierte Primideale von M . Diese Menge ist Ass(M) bezeihnet.

2. Falls p ein minimales assoziiertes Primideal von M ist, heiÿt p minimales asso-

ziiertes Primideal von M .

2. Falls p ein niht minimales assoziiertes Primideal vonM ist, heiÿt p eingebettetes

assoziiertes Primideal von M .

Proposition 7.2.8 Sei a zerlegbar und sei p prim mit a ⊂ p. Dann enthält p ein

minimales assoziiertes Ideal von a.

Insbesondere sind die minimale assoziierte Ideale von a die minimale Primideale die

a enthalten.

Beweis. Sei p ⊃ a prim und sei a = a1∩· · ·∩ar eine primäre Zerlegung. Sei pi =
√
ai.

Dann gilt ∩ipi = ∩i
√
ai =

√
a ⊂ √p = p. Nah dem Vermeidungslemma gilbt es ein

i mit pi ⊂ p. �

Beispiel 7.2.9 Sei a = (X2, XY ) ⊂ k[X, Y ]. Dann sind a = (X) ∩ (X, Y )2 =
(X) ∩ (X2, Y ) zwei vershiedene primäre Zerlegungen. Die Zerlegung ist also niht

eindeutig. Nur die assozzierte Primideale sind eindeutig bestimmt. In dem Fall (X)
und (X, Y ).
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Beispiel 7.2.10 In Z[i
√
5] hat das Ideal a = (9) die primäre Zerlegung (übung):

(9) = (3, 2 + i
√
5) ∩ (3, 2− i

√
5).

Proposition 7.2.11 Sei a zerlegbar und sei a = a1 ∩ · · · ∩ ar eine minimale primäre
Zerlegung. Sei pi =

√
ai für alle i. Dann gilt

r⋃

i=1

pi = {x ∈ A | (a : x) 6= a}.

Insbesondere, falls das Nullideal (0) zerlegbar ist, ist die Menge N aller Nullteiler die

Vereinigung aller assoziierten Primideale von (0) (verg. mit Übungsblatt 1 Aufgabe

4.2).

Beweis. Für jedes i gibt es ein xi ∈ A mit pi =
√
(a : xi). Sei x ∈ pi. Es gilt immer

a ⊂ (a : x). Wir zeigen, dass (a : x) ) a. Es gibt ein n mit xn ∈ (a : xi) also

xnxi ∈ a. Insbesondere gilt xn−1xi ∈ (a : x). Falls xn−1xi 6∈ a sind wir fertig. Sonst

gilt xn−1xi ∈ a und xn−2xi ∈ (a : x). Per Induktion folgt a ( (a : x) oder xi ∈ a. In

disem Fall folgt (a : xi) = A und pi =
√

(a : xi) = A. Ein Widerspruh, weil pi prim

ist.

Umgekehrt, sei x ∈ A mit (a : x) ) a. Dann gibt es ein y ∈ A\ a mit xy ∈ a. Es folgt

x ∈ (a : y). Es gilt (a : y) = (∩iai : y) = ∩i(ai : y). Es folgt
√
(a : y) = ∩i

√
(ai : y) =

∩i, y 6∈aipi. Da y 6∈ a, gibt es ein i mit y 6∈ ai ⊂ pi und also x ∈
√

(a : y) ⊂ pi.

Sobald die erste Aussage war ist, gilt für a = (0): ∪ipi = {x | Ann(x) 6= 0} = D. �

Korollar 7.2.12 Sei A ein Ring so, dass (0) zerlegbar ist. Sei D die Menge aller

Nulteiler. Es gilt

D =
⋃

p∈Ass(A)

p und n(A) =
⋂

p∈Ass(A)

p =
⋂

p∈Ass(A), minimal

p.

7.3 Lokalisierung

Proposition 7.3.1 Sei S ⊂ A multiplikativ und λ : A → S−1A die kanonishe

Abbildung. Sei a ein p-primäres Ideal.

1. Falls S ∩ p 6= ∅ gilt S−1a = S−1A.

2. Falls S ∩ p = ∅, ist S−1a ein S−1p-primäres Ideal und es gilt a = λ−1(S−1a).
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Beweis. 1. Sei s ∈ S ∩ p. Es gibt ein n mit sn ∈ a und sn ∈ S. Es folgt 1 = sn/sn ∈
S−1a und S−1a = S−1A. Umgekehrt, gilt 1 ∈ S−1a also gibt es ein a ∈ a und s ∈ S
mit a/s = 1. Daraus folgt, dass es ein t ∈ S gibt mit ta = s. Da s = at ∈ a ⊂ √a = p

und s ∈ S, folgt die Aussage.
2. Seien a/s, b/t ∈ S−1A mit ab/st ∈ S−1a. Dann gibt es x ∈ a und s′ ∈ S mit

ab/st = x/s′. Daraus folgt, dass es ein t′ ∈ S gibt mit t′(abs′ − xst) = 0. Es folgt
abs′t′ ∈ a. Da S ∩ p = ∅, folgt s′t′ 6∈ a. Es gibt also ein n mit (xy)n ∈ a und also

xn ∈ a oder gibt es ein m mit ynm ∈ a. Daraus folt, dass S−1a primär ist. Auÿerdem

gilt

√
S−1a = S−1

√
a = S−1p.

Wir zeigen jetzt a = λ−1(S−1a). Nah Proposition 3.4.1.3 gilt λ−1(S−1a) = ∪s∈S(a :
s). Es gilt aber (a : s) = AnnA/a([s]) und also ((a : s) = a ⇔ [s] ist kein Nullteiler

in A/a). Da a primär ist gilt ((a : s) = a ⇔ [s] ist niht nilpotent in A/a). Aber
wenn [s] nilpotent ist gibt es ein n mit [s]n = 0 also sn ∈ a und s ∈ p. Aber sn ∈ S
und S ∩ p 6= ∅. Ein Widerspruh. Also gilt für alle s ∈ S: [s] niht nilpotent und
(a : s) = a. Es folgt a = λ−1(S−1a). �

De�nition 7.3.2 Sei S multiplikativ λ : A → S−1A und a ⊂ A ein Ideal. Dann

setzen wir S(a) = λ−1(S−1a).

Bemerkung 7.3.3 Es gilt a ⊂ S(a) ⊂ A.

Proposition 7.3.4 Sei S multiplkativ und a zerlegbar. Sei a = a1 ∩ · · · ∩ ar eine

minimale primäre Zerlegung. Sei pi =
√
ai für alle i. Durh umnummerierung dürfen

wir annehmen, dass es ein m gibt so, dass S die Ideale p1, · · · , pm niht tri�t aber S
tri�t pm+1, · · · , pr.
Dann sind

S−1a =

m⋂

i=1

S−1ai und S(a) =

m⋂

i=1

ai

minimale primäre Zerlegungen.

Beweis. Es gilt S−1a = ∩ri=1S
−1ai = ∩mi=1S

−1ai. Auÿerdem sind die S−1ai S
−1pi-

primär. Da die Ideale p1, · · · , pm prim und paarweise vershieden sind und da alle

diese Ideal S niht tre�en, sind S−1p1, · · · , S−1pm auh paarweise vershieden. Falls

∩mj 6=i,j=1S
−1aj ⊂ S−1ai folgt ∩mj 6=i,j=1S(aj) = λ−1(∩mj 6=i,j=1S

−1aj) ⊂ λ−1(S−1ai). Da
S(aj) = aj für alle j ≤ m, folgt ∩j 6=jaj ⊂ ∩mj 6=i,j=1aj ⊂ ai. Ein Widerspruh.

Wir setzen diese Zerlegung in λ−1
ein. Es gilt S(a) = ∩mi=1ai. Falls ∩mj 6=i,j=1aj ⊂ ai

folgt ∩j 6=jaj ⊂ ∩mj 6=i,j=1aj ⊂ ai. Ein Widerspruh und die Zerlegung ist minimal. �

De�nition 7.3.5 Sei a ein Ideal und sei Σ eine Teilmenge der Menge aller assozi-

ierten Primideale von a. Die Menge Σ heiÿt isoliert falls gilt: für jedes p ∈ Σ und

jedes p′ assoziiertes Primideal von a mit p′ ⊂ p gilt p′ ∈ Σ.
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Beispiel 7.3.6 Sei p ein minimales assoziiertes Primideal. Dann ist Σ = {p} assozi-
iert.

Lemma 7.3.7 Sei Σ isoliert.

1. Dann ist S = A \
⋃

p∈Σ

p multiplikativ.

2. Sei p′ ein assoziiertes Primideal von a, dann gilt

(a) p′ ∈ Σ ⇒ p′ ∩ S = ∅.
(b) p′ 6∈ Σ ⇒ p′ 6⊂ ⋃

p∈Σ p⇒ p′ ∩ S 6= ∅. �

Beweis. 1. Seien s, t ∈ S. Fall st 6∈ S, gibt es ein p ∈ Σ mit st ∈ p und also s ∈ p

oder t ∈ p. Daraus folgt die Aussage.

2.a. Klar.

2.b. Falls p′ ⊂ ∪p∈Σp folgt p′ ⊂ p (Vermeidungslemma). Da Σ isoliert ist folgt p′ ∈ Σ.
Ein Widerspruh. Die zweite Implikation ist klar. �

Satz 7.3.8 (Eindeutigket 2) Sei a zerlegbar und sei a = a1∩· · ·∩ar eine minimale
primäre Zerlegung. Sei pi =

√
ai und sei Σ = {pi1, · · · , pim} isoliert. Dann ist der

Durhshnitt

ai1 ∩ · · · ∩ aim

unabhängig von der Zerlegung. �

Beweis. Sei Σ isoliert. Dann ist S = A\∪p∈Σp multiplikativ und S(a) = ai1∩· · ·∩aim
ist eine primäre Zerlegung von S(a). Insbesondere gilt ai1∩· · ·∩aim = S(a) und hängt
nur von a und Σ ab. �

De�nition 7.3.9 Sei a zerlegbar und a = a1 ∩ · · · ∩ ar eine minimale primäre Zer-

legung. Die minimale Komponente der Zerlegung sind die Ideale ai so, dass

pi =
√
ai ein minimales assoziiertes Primideal ist.

Korollar 7.3.10 Sei a zerlegbar. Dann sind die minimale Komponente einer Zerle-

gung unabhängig von der Zerlegung.

Beweis. Folgt aus dem obigen Satz mit Σ = {p}, wobei p ein minimales assoziiertes

Primideal von a ist. �

Beispiel 7.3.11 Sei a = (X3, X2Y ). Dann haben wir die folgende zwei minimales

primäre Zerlegungen:

a = (X, Y )3 ∩ (X2) und a = (X3, Y ) ∩ (X2).

Die assoziierte Primideale sind p1 = (X) ⊂ p2 = (X, Y ). Das Ideal p1 ist minimal

und p2 ist eingebettet. Man sieht, dass die beide Zerlegungen das Ideal (X2) (mit√
(X2) = (X)) als minimale Komponente haben aber, dass die weitere Komponente

von der Zerlegung abhängt.
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7.4 Noethershe Ringe

In diesem Abshnitt zeigen wir, dass in einem noethershen Ring, jedes Ideal a ( A
zerlegbar ist.

De�nition 7.4.1 Ein Ideal a heiÿt irreduzibel falls die Implikation

a = b ∩ c⇒ (a = b oder a = c)

gilt für alle Ideale b und c.

Beispiel 7.4.2 Ein Primideal p ist irreduzibel: falls p = b ∩ c dann gilt nah dem

Vermeidungslemma b = p oder c = p.

Bemerkung 7.4.3 Sei a ⊂ A ein Ideal.

1. a ist genau dann irreduzibel, wenn (0) ⊂ A/a irreduzibel ist.

2. Analog ist a genau dann primär, wenn (0) ⊂ A/a primär ist.

Lemma 7.4.4 Sei A noethersh. Ein irreduzibles Ideal ist primär. �

Beweis. Wir können in A/a arbeiten und zeigen, dass wenn (0) irreduzibel ist, dann
ist (0) primär.

Seien x, y ∈ A mit xy = 0. Wir betrahten die Kette Ann(x) ⊂ Ann(x2) ⊂
· · · ⊂ Ann(xn) ⊂ · · · . Da A noethersh ist ist diese Kette stationär. Sei n so, dass

Ann(xm) = Ann(xn) für alle m ≥ n.

Wir zeigen (0) = (xn)∩ (y). Sei ay ∈ (y)∩ (xn). Dann gilt ayx = 0. Es gilt auh ay =
bxn also bxn+1 = ayx = 0. Es gilt also b ∈ Ann(xn+1) = Ann(xn) also ay = bxn = 0.
Da (0) irreduzibel ist, gilt (xn) = (0) oder (y) = (0) also xn = 0 oder y = 0. �

Lemma 7.4.5 Sei A noethersh. Jedes Ideal kann als endlihen Durhshnitt von

irreduziblen Idealen dargestellt werden. �

Beweis. Sei Σ die Menge aller Ideal die keine solhe Darstellun haben. Falls Σ niht

leer ist hat Σ ein maximales Element. Sei a ein solhes Element. Dann ist a niht

irreduzibel. Insbesondere gibt es eine Zerlegung a = b ∩ c mit a ( b und a ( c. Da

maximal war gibt es irreduzible Ideale b1, · · · , br und c1, · · · , cs mit b = b1 ∩ · ∩ br
und c = c1∩· · ·∩ cs. Es folgt a = b1∩· · ·∩br∩ c1∩· · ·∩ cs und a hat eine Darstellung.

Ein Widerspruh. �

Satz 7.4.6 Sei A noethersh. Jedes ehtes Ideal hat eine primäre Zerlegung. �

Beweis. Folgt aus den zwei obigen Lemmas. �
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Proposition 7.4.7 Sei A ein noethersher Ring, sei m ein maximales Ideal und a

ein Ideal. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. a ist m-primär.

2.

√
a = m.

3. Es gibt ein n mit mn ⊂ a ⊂ m.

Beweis. (1.⇒ 2.) Klar.

(2.⇒ 3.) Folgt aus Proposition 6.3.10: es gibt ein n mit mn = (
√
a)n ⊂ a ⊂ √a = m.

(3.⇒ 1.) Es gilt m =
√
mn ⊂ √a ⊂ √m = m. Es folgt

√
a = m. Aus der Proposition

7.1.7 folgt, dass a primär ist. �

Satz 7.4.8 Sei A noethersh und a ein Ideal. Die assoziierte Primideale von a sind

genau die Primideal in der Familie (a : x)x∈A. �

Beweis. Sei a = a1∩· · ·∩ar eine minimale primäre Zerlegung. Sei pi =
√
ai. Sei jetzt

bi = ∩j 6=iai. Es gilt a ( bi. Auÿerdem gilt für alle x ∈ bi \ a:
√
(a : x) = ∩aj∋xpj = pi.

Sei jetzt n mit pni = (
√
ai)

n ⊂ ai. Es gilt p
n
i bi ⊂ aibi ⊂ ai ∩ bi = a. Sei m minimal

mit pni bi ⊂ a. Dann gibt es ein x ∈ pm−1
i bi mit x 6∈ a. Es gilt xpi ⊂ pmi bi ⊂ a also

pi ⊂ (a : x). Aber da x ∈ bi gilt auh
√

(a : x) = pi. Es folgt (a : x) = pi.

Andersrum, sei x ∈ A so, dass (a : x) prim ist. Dann gilt

√
(a : x) = (a : x) und ist

auh prim und also ein assoziiertes Primideal. �



8 Dedekinsringe und diskrete

Bewertungsringe

In diesem Kapitel wollen wir die noethershe ganz abgeshlossene Integritätsringe

der Dimension 1 betrahten.

8.1 Eindimensionale noethershe Integritätsringe

Proposition 8.1.1 Sei A eine noethersher Integritätsring mit Kdim(A) = 1 und

sei a ein Ideal mit a 6= 0. Dann gibt es primäre Ideale a1, · · · , ar mit
a = a1 · · · ar

so, dass die Primideale pi =
√
ai paarweise vershieden sind.

Beweis. Sei a = a1 ∩ · · · ∩ ar eine minimale primäre Zerlegung und sei pi =
√
ai. Da

A ein Integritätsring ist, ist (0) prim und für p prim mit p ) (0), ist p maximal (weil
Kdim(A) = 1). Da a 6= 0, gilt 0 ( a ⊂ ai ⊂ pi und also sind alle pi maximal. Es

folgt, dass pi + pj = A für i 6= j und also sind diese Ideale teilerfremd. Es folgt, dass

ai und aj paarweise teilerfremd sind und also gilt a1 ∩ · · · ∩ ar = a1 · · · ar.
Sei a = a1 · · · ar so eine Darstellung. Sei pi =

√
ai. Es gilt a ⊂ ai ⊂ pi also ist

pi maximal. Es folgt, dass die pi paarweise teilerfremd sind und also a1 ∩ · · · ∩ ar =
a1 · · ·ar. Es folgt, dass dies eine primäre Zerlegung ist. Auÿerdem sind alle Primideale

pi maximal und also auh minimale assoziierte Primideale. Daraus folgt, dass die

Zerlegung eindeutig bestimmt ist. �

Korollar 8.1.2 Sei A ein noethersher Integritätsring der Dimension 1 so, dass alle
primäre Ideal der Form pn mit p prim sind.

Dann hat jedes Ideal a in A eine eindeutige Zerlegung der Form:

a = pα1

1 · · · pαr

r .

Beweis. Nah dem obigen Satz, gibt es eine eindeutige Zerlegung a = a1 · · · ar, wobei
ai pi-primär ist und die Ideale pi paarweise vershieden sind. Nah voraussetzung,

gibt es ein αi mit ai = pαi

i . Daraus folgt die Aussage. �

Beispiel 8.1.3 Der Ring Z ist ein solher Ring.
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8.2 Diskrete Bewertungsringe

De�nition 8.2.1 Sei K ein Körper.

1. Eine diskete Bewertung von K ist ein Gruppenhomomorphismus v : K× → Z
so, dass v(x+ y) ≥ min(v(x), v(y)).

2. Der Bewertungsring der Berwertung v ist die Menge A = {x ∈ K× | v(x) ≥
0} ∪ {0}.

3. Ein Ring A heiÿt diskret Bewertungsring, wenn es eine diskrete Bewertung

v : Frac(A)→ Z gibt so, dass A = {x ∈ K× | v(x) ≥ 0} ∪ {0}.

Bemerkung 8.2.2 Die Menge A = {x ∈ K× | v(x) ≥ 0}∪{0} ist ein Unterring von
K und K = Frac(A).

Beispiel 8.2.3 1. Sei K = Q und p eine Primzahl. Wir shreiben

x
y
∈ Q×

mit

x, y ∈ Z \ {0}. Dann gibt es n,m und a, b ∈ Z mit x = pna, y = pmb und p 6 |a, b. Wir

setzen

v

(
x

y

)
= v

(
pna

pmb

)
= n−m.

Dann ist v eine Bewertung. Diese Bewertung heiÿt p-adishe Bewertung

2. Sei K = k(X) und P ∈ k[X ] irreduzibel. Wir shreiben

Q
R
∈ k(X) mit Q,R ∈

Z \ {0}. Dann gibt es n,m und a, b ∈ Z mit Q = P nA, R = PmB und P 6 |A,B. Wir

setzen

v

(
Q

R

)
= v

(
P nA

PmB

)
= n−m.

Dann ist v eine Bewertung. Diese Bewertung heiÿt P -adishe Bewertung.

Bemerkung 8.2.4 Sei v : K → Z eine dirkrete Bewertung. Dann gilt v(1) = 0: es
gilt v(1) = v(1× 1) = v(1) + v(1). Es gilt auh 0 = v(1) = v(xx−1) = v(x) + v(x−1)
also v(x−1) = −v(x) für alle x ∈ K×

.

Bemerkung 8.2.5 Sei v : K× → Z eine niht triviale Bewertung (i.e. es gibt ein

x mit v(x) 6= 0). Dann gibt es ein y mit v(y) > 0: Falls v(x) > 0 sind wir fertig.

Sonst gilt v(x−1) = −v(x) > 0. Das Bild von v ist eine Untergruppe von Z und also

der Form nZ. Wir können eine neue Bewertung v′ = 1
n
v de�nieren und dann ist v′

surjektiv.

Dank der Bemerkung kann man also immer annehmen, dass v surjektiv ist. Ab jetzt

sind alle Bewertungen surjektiv.



87

Lemma 8.2.6 Sei A = {x ∈ K× | v(x) ≥ 0} ∪ {0} ein diskreter Bewertungsring.

Dann gilt

1. A ist lokal mit maximalem Ideal m = {x ∈ K× | v(x) > 0} ∪ {0}.
2. Für x, y ∈ A mit v(x) = v(y), gilt (x) = (y).

3. Die einzige niht triviale Ideale von A sind der Form mk = {x ∈ A | v(x) ≥ k}∪{0}.
4. Der Ring a ist noethersh.

5. Alle niht triviale Ideale sind der Form (xn) für ein x mit v(x) = 1.

6. Kdim(A) = 1 und m ist das einzige niht triviale Primideal.

7. Alle niht triviale Ideale sind der Form mk
. �

Beweis. 1. Es ist klar (Übung), dass m ein Ideal ist. Sei x ∈ A\m. Dann gilt v(x) = 0
und also 0 = v(1) = v(xx−1) = v(x) + v(x−1). Es folgt v(x−1) = 0 und x−1 ∈ A.
2. Es gilt v(xy−1) = v(x)− v(y) = 0 und also xy−1 ∈ A×

. Daraus folgt die Aussage.

3. mk ist ein Ideal (Übung). Sei a ein Ideal und k = min{v(x) | x ∈ a}. Es gilt a ⊂ mk.

Sei x ∈ a mit v(x) = k und sei jetzt y ∈ mk. Dann gilt v(yx−1) = v(y)− v(x) ≥ 0
also yx−1 ∈ A und y ∈ (x) ⊂ a.

4. Die einzige Ideale bilden eine absteigende Kette A = m0 ⊃ m = m1 ⊃ · · · ⊃ mk ⊃
· · · . Daraus folgt, dass jede Aufsteigende Kette stationär ist.
5. Sei x ∈ A mit v(x) = 1 (dies ist möglih, weil v surjektiv ist). Sei y ∈ mk, dann

gilt v(yx−k) = v(y) − k ≥ 0 also yx−k ∈ A und y ∈ (xk). Es folgt mk ⊂ (xk). Da
v(x) = k folgt (xk) ⊂ mk und also mk = (xk).

6. Das Ideal (xk) ist genau dann prim wenn k = 1. Also gibt es nur ein niht triviales
Primideal: das maximale Ideal m.

7. Folgt aus 5. �

Proposition 8.2.7 Sei A ein noethersher lokaler Integritätsring mit Kdim(A) = 1
und sei m sein maximales Ideal und k = A/m der Restklassenkörper. Die folgende

Aussagen sind äquivalent:

1. A ist ein diskreter Bewertungsring.

2. A ist ganz abgeshlossen

3. m ist ein Hauptideal.

4. dim(m/m2) = 1

5. Jedes Ideal ist der Form mk
für ein k.

6. Es gibt ein x ∈ A so, dass jedes Ideal der Form (xk) ist, für ein k.
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Beweis. Sei a ein Ideal mit a 6= 0 und sei a = a1 ∩ · · · ∩ ar eine minimale primäre

Zerlegung. Sei pi =
√
ai. Dann sind die Ideale pi prim und paarweise vershieden. Es

gilt aber 0 6= a ⊂ pi und also ist pi prim und niht Null. Da Kdim(A) = 1 folgt, dass
pi maximal ist und also pi = m. Es gilt also r = 1 und a ist m-primär. Es gibt also

ein n mit mn ⊂ a.

Es gilt auh mn ) mn+1
für alle n (sonst ist A artinsh und also der Dimension 0).

(1.⇒ 2.) Siehe Übungsblatt 8.

(2. ⇒ 3.) Sei a ∈ m und n mit mn ⊂ (a) aber mn−1 6⊂ (a). Sei b ∈ mn−1 \ a und

x = a/b. Es gilt x−1 6∈ A (sonst gilt a|b also b ∈ (a), Widerspruh). Es folgt, dass x−1

niht ganz über A ist.

Wir zeigen, dass x−1m 6⊂ m. Sonst gilt x−1m ⊂ m also ist m ein A[x−1]-Modul und

endlih erzeugt als A-Modul also auh als A[x−1]-Modul. Aber dieser Modul ist treu:

Sei Ey : m→ m die Multiplikation mit y ∈ A[x−1]. Falls Ey = Ez dann gilt ym = zm
für allem ∈ m und also (y−z)m = 0. Da es ein m ∈ m mitm 6= 0 gibt folgt y−z = 0
und also dieser Modul ist treu. Es folgt, dass x−1

ganz über A ist. Ein Widerspruh.

Es gilt aber x−1m = (b/a)m ⊂ (1/a)mn−1m = (1/a)mn ⊂ 1/a(a) = A. Also ist x−1m

ein Ideal in A mit x−1m 6⊂ m also x−1m = A. Es folgt m = (x).

(3. ⇒ 4.) Sei x mit m = (x). Es folgt m/m2 = 〈x〉 und dim(m/m2) ≤ 1. Da m 6= 0
folgt m 6= m2

nah Nakayama.

(4. ⇒ 5.) Es gibt ein n mit mn ⊂ a. Wir betrahten den Ring A/mn
. Sei p̄ prim in

A/mn
. Dann gibt es ein Primideal p ⊃ mn

mit p/mn = p̄. Es gilt also p = m und

p̄ = m/mn
. Also hat A/mn

nur ein Primideal und also Kdim(A/mn) = 0. Dieser Ring
ist artinsh und lokal mit maximalem Ideal m̄ = m/mn

. Es gilt also dim(m̄/m̄2) = 1
und nah dem Beweis von Proposition 6.4.12 sind alle Ideal in A/mn

der Form m̄k
.

Es folgt a/mn = m̄k
und also a = mk

.

(5.⇒ 6.) Es gilt m ) m2
. Sei x ∈ m\m2

. Es gibt ein r mit (x) = mr
und also (x) = m.

Sei a ein Ideal, es gibt ein n mit a = mn
. Es folgt a = (xn).

(6. ⇒ 1.) Es gilt m = (x) und (xk) ) (xk+1). Sei a ∈ A mit a 6= 0. Dann gibt es ein

k mit (a) = (xk). Falls es ein n gibt mit (a) = (xn) folgt (xk) = (xn) und also n = k.
Wir setzen v(a) = k und v(a/b) = v(a)−v(b) für alle Elemente aus K×

. Es gibt: v ist
ein Gruppenhompomorphismus. Seien a, b ∈ A mit (a) = (xn) und (b) = (xm). Ohne
Einshränkung können wir annehmen n ≤ m. Es gilt (a + b) ⊂ (xn) + (xm) = (xn)
also (a+ b) = (xk) mit k ≥ n. Es folgt v(a+ b) ≥ min(v(a), v(b)). �
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8.3 Dedekinsringe

Satz 8.3.1 Sei A ein noethersher Integritätsring mit Kdim(A) = 1. Die folgende

Aussagen sind äquivalent:

1. A ist ganz abgeshlossen.

2. Jedes primäres Ideal ist der Form pk für ein k und p prim.

3. Jeder lokal Ring Ap mit p 6= 0 prim ist ein diskreter Bewertungsring. �

Beweis. (1. ⇔ 3.) Nah Proposition 4.3.4 ist A genau dann ganz abgeshlossen,

wenn alle Ap ganz abgeshlossen sind. Aber Ap ist lokal noethersh mit krullsher

Dimension 1. Aus dem obigen Satz folgt, dass Ap genau dann ganz abgeshlossen ist,

wenn Ap ein diskreter Bewertungsring ist.

(2.⇒ 3.) Sei p ein Primideal und sei b ein Ideal in Ap. Sei λ : A→ Ap die kanonishe

Abbildung und a = λ−1(b). Wie im Beweis der vorherigen Proposition, ist b pAp-

primär und a ist auh primär. Also gibt es ein Primideal q und ein n mit a = qn.

Falls q 6= p gilt b = ap = (qn)p = Ap. Ein Widerspruh. Es folgt q = p und b =
(pn)p = (pAp)

n
und also ist b eine Potenz vom maximalen Ideal von Ap und aus der

obigen Proposition folgt Ap ist ganz abgeshlossen.

(3. ⇒ 2.) Sei a p-primär. Dann gibt es ein n mit ap = (pAp)
n
. Sei q ein Primideal,

wir zeigen aq = (pn)q. Falls q 6= p, gilt a 6⊂ q (sonst gibt es ein k mit pk ⊂ a ⊂ q

und also p ⊂ q. Da alle niht triviale Primideal maximal sind folgt p = q). Es folgt

aq = Aq = (pn)q. Es gilt auh ap = (pAp)
n = (pn)p. Daraus folgt a = pn. �

De�nition 8.3.2 Ein Integritätsring, der die Aussagen des obigen Satz erfüllt heiÿt

Dedekinsring.

Korollar 8.3.3 In einem Dedekinsgring hat jedes Ideal eine eindeutige Zerlegung

als Produkt von Primidealen.

Beweis. Folgt aus dem obigen Satz und Korollar 8.1.2 �

8.4 Gebrohene Ideale

De�nition 8.4.1 Sei A ein Integritätsring und K = Frac(A). Ein A-Untermodul
von K heiÿt gebrohenes Ideal falls es ein x ∈ A \ {0} gibt mit xM ⊂ A.

Für M ein gebrohenes Ideal setzt man (A :M) = {x ∈ K | xM ⊂ A}.
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Beispiel 8.4.2 1. Alle Ideale a ⊂ A sind auh gebrohene Ideale: 1a = a ⊂ A.

2. Sei u = a
b
∈ K, wobei a, b ∈ A. Dann ist M = Au ⊂ K ein gebrohenes Ideal: es

gilt bM = Aa = (a) ⊂ A. Dieser Modul M oder dieses gebrohenes Ideal beshreibt

man mit (u). Ein solhes gebrohenes Ideal heiÿt gebrohenes Hauptideal.

Lemma 8.4.3 Sei A ein Integritätsring und K = Frac(A).

1. Sei M ⊂ K ein endlih erzeugter A-Modul. Dann ist M ein gebrohenes Ideal.

2. Falls A nothersh ist sind alle gebrohene Ideale endlih erzeugte A-Moduln. �

Beweis. 1. Sei (u1, · · · , un) eine erzeugende Familie von M als A-Modul. Es gibt

x1, · · · , xn ∈ A \ {0} so, dass xiui ∈ A. Sei x = x1 · · ·xn. Dann gilt xui ∈ A und

xM = x(Au1 + · · ·+ Aun) ⊂ A.

2. SeiM ein gebrohenes Ideal und x ∈ A mit x 6= 0 und xM ⊂ A. Dann ist a = xM
ein A-Untermodul von A also ein Ideal. Da A noethersh ist, ist a endlih erzeugt:

a = Aa1 + · · ·+ Aan und es folgt, dass M = Aa1
x
+ · · ·+ Aan

x
. �

De�nition 8.4.4 Sei A ein Integritätsring und K = Frac(A). Ein A-Untermodul
M ⊂ K heiÿt invertierbar falls es ein Untermodul N ⊂ K gibt mit MN = A.

Lemma 8.4.5 Sei A ein Integritätsring und K = Frac(A). Sei M ⊂ K ein A-
Untermodul.

1. FallsM invertierbar ist, ist der Modul N mitMN = A eindeutig bestimmt: es gilt

N = (A :M).

2. Falls M invertiebar ist, ist M endlih erzeugt und also ein gebrohenes Ideal.

3. Falls M = (u) ein gebrohenes Hauptideal ist, ist M invertierbar. �

Beweis. 1. Es gilt N ⊂ (A : M) = (A : M)MN ⊂ AN = N . Daraus folgt N = (A :
M).

2. Sei N mit MN = A. Dann gibt es Elemente x1, · · · , xn ∈ M und y1, · · · , yn ∈ N
mit

∑
i xiyi = 1. Sei x ∈ M . Es gilt x =

∑
i xi(xyi). Aber x ∈ M und yi ∈ N also

xyi ∈MN = A. Es folgt M ⊂ Ax1 + · · ·+ Axn.

3. Sei N = (u−1). Es gilt MN = A. �

Bemerkung 8.4.6 Für M,N, P ⊂ K Untermoduln, gilt MN = NM , AM = M
und (MN)P = M(NP ). Also ist die Menge Inv(A) aller invertierbare Moduln eine

Gruppe mit Inverse M−1 = (A :M) und A ist die Einheit.

Proposition 8.4.7 Sei M ein gebrohenes Ideal. Die folgende Aussagen sind äqui-

valent:

1. M ist invertierbar.
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2. M ist endlih erzeugt und Mp ist invertierbar für jedes Primideal p

3. M ist endlih erzeugt und Mm ist invertierbar für jedes maximales Ideal m.

Beweis. (1. ⇒ 2.) Da M endlih erzeugt ist (M ist invertierbar) folgt aus Korollar

3.4.5 (A : M)p = (Ap : Mp) und also Mp(Ap : Mp) = Ap(A : M)p = (M(A : M))p =
Ap.

(2.⇒ 3.) Klar

(3. ⇒ 1.) Sei a = M(A : M). Dann ist a ein Ideal von A. Für m maximal gilt

am =Mm(Am :Mm) = Am. Es folgt a = A. �

Proposition 8.4.8 Sei A ein lokaler Intergritätsing mit maximalem Ideal m. Es gilt

A ist ein diskreter Bewertungsring⇔ jedes gebrohenes Ideal M 6= 0 ist invertierbar.

Beweis. (⇒). Sei x mit m = (x). Sei M ein gebrohenes Ideal und sei y ∈ A mit

yM ⊂ A. Dann ist yM ein Ideal in A also der Form yM = (xr). Sei k = v(y), wobei
v die Bewertung ist. Es gilt y = uxk mit u ∈ A×

. Es folgtM = y−1(xr) = (xr−s) und
M ist invertierbar.

(⇐). Wir zeigen, dass A noethersh ist. Sei a ⊂ A ein Ideal. Dann ist a ein gebrohenes

Ideal und also invertierbar. Es folgt, dass a endlih erzeugt ist und A ist noethersh.

Wir zeigen, dass jedes niht triviales Ideal der Form mn
ist. Sei Σ die Menge aller

Ideale, die niht dieser Form sind. Wir zeigen, dass Σ = {0}. Die Menge Σ hat Σ ein

maximales Element a. Es gilt a 6= m also a ( m. Es folgt (A : m)a ⊂ (A : m)m = A.
Falls (A : m)a = A folgt a = m(A : m)a = mA = m ein Widerspruh also gilt

(A : m)a ( A. Es gilt a ⊂ (A : m)a. Falls a ( (A : m)a, folgt (A : m)a 6∈ Σ also

gibt es ein n mit (A : m)a = mn
. Es folgt a = m(A : m)a = mn+1

. Ein Widerspruh.

Daraus folgt a = (A : m)a und also ma = m(A : m)a = a. Nah Nakayama folgt

a = 0. �

Satz 8.4.9 Sei A ein Intergritätsing. Es gilt

A ist ein Dedekinsring⇔ jedes gebrohenes Ideal M 6= 0 ist invertierbar.

Beweis. (⇒). Sei M 6= 0 ein gebrohenes Ideal und p ein Primideal. Dann ist Mp ein

gebrohenes Ideal und Ap ein diskreter Bewertungsring. Also is Mp invertierbar. Da

A noethersh ist, ist M endlih erzeugt. Es folgt, dass M invertierbar ist.

(⇐). Sei a ⊂ A ein Ideal. Dann ist a ein gebrohenes Ideal und also invertierbar.

Es folgt, dass a endlih erzeugt ist und A ist noethersh. Es genügt zu zeigen, dass

für jedes Primideal p, der Ring Ap ein diskreter Bewertungsring ist. Dafür genügt

es zu zeigen, dass jedes gebrohenes Ideal von Ap invertierbar ist. Sei also M ein

begrohenes Ideal in Ap. Dann ist b = (Ap : M)M ⊂ Ap ein Ideal in Ap. Falls
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b invertierbar in Ap ist, gilt A = (A : b)b = (A : b)(A : M)M und also ist M
invertierbar. Es genügt also zu zeigen, dass jedes Ideal b ⊂ Ap invertierbar ist. Ein

silhes Ideal ist der Form b = ap mit a ⊂ A ein Ideal in A. Da a ein gebrohenes

Ideal ist, ist a invertierbar und also ist b = ap invertierbar. �

Korollar 8.4.10 Sei A ein Dedekinsring. Dann hat die Menge aller gebrohenen

Ideale eine Gruppenstruktur für die Multiplikation.

Die Menge alle gebrohene Hauptideale ist eine Untergruppe von dieser Gruppe.

Beweis. Diese Menge ist eine Teilmenge aller invertierbare Moduln. Auÿerdem, falls

M,N gebrohene Ideale sind, ist MN en gebrohenes Ideal: es gibt x, y ∈ A mit

xM ⊂ A und yN ⊂ A. Es folgt xyMN ⊂ A.

FallsM = (u) und N = (v) giltMN = (uv) und M−1 = (u−1) also ist die Teilmenge
aller gebrohenen Hauptideale eine Untergruppe. �

De�nition 8.4.11 Sei A ein Dedekinsring.

1. Die Gruppe aller gebrohenen Ideale heiÿt Idealgruppe von A und ist mit JA
bezeihnet.

2. Die Untergruppe aller gebrohenen Hauptideale heiÿt Hauptidealgruppe von A
und ist mit PA bezeihnet.

3. Die Faktorgruppe Pic(A) = JA/PA heiÿt Idealfaktorgruppe.

Proposition 8.4.12 Es gibt eine exakte Sequenz von Gruppen

1→ A× → K× → JA → Pic(A)→ 1.

Beweis. Wir haben eiine Abbildung K× → JA de�niert durh u 7→ (u). Das Bild
ist PA also ist diese Sequenz exakt in Pic(A) und JA. Es genügt zu zeigen, dass

N = Ker(K× → JA) = A×
. Falls u ∈ A×

, gilt (u) = Au = A also u ∈ N . Umgekehrt,

sei u ∈ K×
mit (u) = A. Es gilt u ∈ A×

. �



9 Zahlkörper

9.1 Spur und Norm

In diesem Abshnitt brauhen wir zuerst Resultate aus der Galoistheorie.

De�nition 9.1.1 Sei k ⊂ K eine endlihe Erweiterung und sei x ∈ K. Dann ist

Lx : K → K, y 7→ xy ein k-Endomorphismus.

1. Die Spur TrK/k(x) von x ist TrK/k(x) = Tr(Lx).

2. Die Norm NK/k(x) von x ist NK/k(x) = det(Lx).

In diesem Abshnitt wollen wir die Spur und die Norm von Elementen bestim-

men.

Beispiel 9.1.2 Sei k = R und K = C. Sei x = i =
√
−1. In der Basis (1, i) ist die

Matrix von Lx der Form (
0 −1
1 0

)
.

Es folgt TrC/R(i) = 0 = (i+ ı̄) und NC/R(i) = 1 = īı.

Lemma 9.1.3 Sei k ⊂ K eine endlihe Erweiterung mit n = [K : k] und sei x ∈ K.

Sei χx = Xd + a1X
d−1 + · · · + ad das Minimalpolynom von x über k. Dann gilt

r = n
d
∈ Z und

TrK/k(x) = −ra1 und NK/k(x) = (−1)rard.

Beweis. Wir zeigen, dass der k-VektorraumK eine Basis der Form (xiyj)i∈[0,d−1],j∈[1,r]

hat mit y1 = 1. Da χx das Minimalpolynom von x ist, ist die Familie (1, x, · · · , xd−1)
linear unabhängig. Sei (xiyj)i∈[0,d−1],j∈[1,r] eine linear unabhängige Familie. Es existiert

eine solhe Familie (mit k = 1 und y1 = 1 zum Beispiel). Falls diese Familie erzeugend

ist, sind wir fertig. Sonst gibt es ein yr+1 6∈ 〈xiyj | i ∈ [0, d−1], j ∈ [1, r]〉. Wir zeigen,

dass (xiyj)i∈[0,d−1],j∈[1,r+1] linear unabhängig ist. Seien λi,j ∈ k mit

d−1∑

i=0

r+1∑

j=1

λi,jx
iyj = 0 also yd+1z = −

d−1∑

i=0

r∑

j=1

λi,jx
iyj,
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wobei z =
∑d−1

i=0 λi,r+1x
i
. Falls z 6= 0 gilt z−1 ∈ 〈1, x, · · · , xd−1〉 und also yd+1 ∈

〈xiyj | i ∈ [0, d − 1], j ∈ [1, r]〉. Ein Widerspruh. Also gilt z = 0 und λi,r+1 = 0 für

alle i. Es folgt
d−1∑

i=0

r∑

j=1

λi,jx
iyj = 0

und per Induktion λi,j = 0 für alle i und j.

Sei also (xiyj)i∈[0,d−1],j∈[1,r] eine Basis von K über k und sei A ∈ Md(k) die Matrix

A =




0 0 · · · 0 −ad
1 0 · · · 0

.

.

.

0 1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0
.

.

.

.

.

. 0 −a2
0 · · · 0 1 −a1




Dann ist in der obigen Basis die Matrix von Lx eine r × r-Blokmatrix der Form



A 0 · · · 0

0 A
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 A


 .

Daraus folgt TrK/k(x) = rTr(A) = −ra1 und NK/k(x) = det(A)r = (−1)rard. �

Lemma 9.1.4 Sei k ⊂ K eine endlihe separable Erweiterung mit n = [K : k]. Dann
gibt es eine endlihe Erweiterung k ⊂ L so, dass K ⊗k L ≃ Ln

als L-Algebren. �

Beweis. Da die Erweiterung k ⊂ K separabel ist gibt es ein separables Element x ∈ K
so, dass K = k(x) (Satz vom primitiven Element). Sei χx das Minimalpolynom von

x über k. Es gilt n = [K : k] = deg(χx). Sei L = Dk(χx) der Zerfalungskörper

von χx über k. Da x separabel ist sind die Nullstellen x1, · · · , xn von χx paarweise

vershieden. In L[X ] gilt also χx(X) =
∏n

i=1(X − xi). Es folgt

K ⊗k L = k(x)⊗k L ≃ k[X ]/(χx)⊗k L ≃ L[X ]/(χx) = L[X ]/(

n∏

i=1

(X − xi)).

Es gilt aber (
∏n

i=1(X−xi)) = (X−x1) · · · (X−xn). Da die Ideale (X−xi) maximale
Ideale sind, sind diese Ideale paarweise teilerfremd und also (X − x1) · · · (X − xn) =
(X − x1) ∩ · · · ∩ (X − xn). Es folgt nah dem Chinesishen Restsatz, dass wir einen

Isomorphismus

K ⊗k L ≃ L[X ]/(
n∏

i=1

(X − xi)) ≃
n∏

i=1

L[X ]/(X − xi) ≃ Ln

haben. �
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Lemma 9.1.5 Seien k ⊂ K und k ⊂ L Erweiterungen. Dann ist die Menge aller

k-Algebrahomomorphismen von K nah L eine L-linear unabhängige Familie von

Homk(K,L) (der Vektorraum aller k-linearen Abbildungen von mit K nah L. �

Beweis. Wir zeigen per Induktion über die Anzahl von Elementen, dass jede endlihe

Familie von k-Algebrahomomorphismen L-linear unabhängig ist. Für n = 0 ist die

Aussage klar. Wir nehmen an, dass die Aussage für alle Familien mit weniger als

n − 1 Elementen gilt. Sei (u1, · · · , un) eine Familie von niht trivialen paarweise

vershiedenen k-Algebrahomomorphismen und seien a1, · · · , an ∈ L mit

∑
i aiui = 0.

Für alle x, y ∈ K gilt

n∑

i=1

ai(ui(x)− un(x))ui(y) =
n∑

i=1

aiui(xy)− un(x)
n∑

i=1

aiui(y) = 0.

Damit haben wir

n−1∑

i=1

ai(ui(x)− un(x))ui = 0

und per Induktion ai(ui(x)−un(x)) = 0 für alle x ∈ K und alle i ≤ n−1. Da ui 6= un
gibt es ein x mit ui(x) 6= un(x) und es folgt ai = 0 für alle i ≤ n − 1. Es folgt auh
an = 0, weil un 6= 0. �

Korollar 9.1.6 Sei k ⊂ K eine endlihe separable Erweiterung mit n = [K : k].
Dann gibt es eine endlihe Erweiterung k ⊂ L und n k-Algebrahomomorphismen

u1, · · · , un : K → L so, dass gilt

1. {u1, · · · , un} ist die Menge aller k-Algebrahomomorphimen von K nah L;

2. v1 × · · · × vn : K ⊗k L ≃ Ln
als L-Algebren, wobei vi(x⊗ y) = ui(x)y.

Beweis. Sei L so, dass ϕ : K ⊗k L ≃ Ln
. Sei pi : Ln → L die i-te Projektion

und sei ui : K → L de�niert durh ui(x) = pi(ϕ(x ⊗ 1)). Man überprüft leiht,

dass ui ein k-Algebrahomomorphismus ist und, dass u1, · · · , un paarweise vershieden
sind also ist (u1, · · · , un) eine L-linear unabhängige Familie in Homk(K,L). Es gilt
aber Homk(K,L) = K∨ ⊗k L ≃ k

n ⊗k L ≃ Ln
also gilt dimL Homk(K,L) = n und

(u1, · · · , un) ist eine Basis. Aus dem obigen Lemma folgt, dass {u1, · · · , un} die Menge

aller k-Algebrahomomorphimen von K nah L ist.

Auÿerdem ist vi : K⊗kL→ L, x⊗y 7→ ui(x)y wohl de�niert und es gilt (da pi und ϕ
beide L-linear sind): vi(x⊗y) = ui(x)y = pi(ϕ(x⊗1))y = pi(ϕ(x⊗y)) also vi = pi ◦ϕ
und v1 × · · · × vn = ϕ ist ein Isomorphismus. �

Korollar 9.1.7 Sei k ⊂ K eine endlihe separable Erweiterung mit n = [K : k] und
seien k ⊂ L und u1, · · · , un : K → L wie im obigen Korollar.

Sei x ∈ K, dann gilt

TrK/k(x) =
n∑

i=1

ui(x) und NK/k(x) =
n∏

i=1

ui(x).
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Beweis. Sei Lx,L : K ⊗k L → K ⊗k L, y ⊗ a 7→ xy ⊗ a. Es gilt Lx,L = Lx ⊗
IdL und Tr(Lx,L) = TrK/k(x) ⊗ 1 und det(Lx,L) = NK/k(x) ⊗ 1. Aber K ⊗k L ≃
Ln, y ⊗ a 7→ (u1(y)a, · · · , un(y)a). Dank dieser Identi�zierung ist Lx,L der Form

Lx,L(u1(y)a, · · · , un(y)a) = (u1(xy)a, · · · , un(xy)a) = (u1(x)u1(y)a, · · · , un(x)un(y)a).
die Matrix von Lx,L der Form




u1(x) 0 · · · 0

0 u2(x)
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 un(x)


 .

Daraus folgt Tr(Lx,L) =
∑n

i=1 ui(x) und det(Lx,L) =
∏n

i=1 ui(x) und die Aussage. �

Beispiel 9.1.8 Sei k = R und K = C. Sei L = C und u1, u2 : C → C de�niert

durh u1(x) = x und u2(x) = x̄. Dann sind u1 und u2 R-Algebrahomomorphismen
und da [C : R] = 2 sind es die einzige R-Algebrahomomorphismen. Es gilt also

TrC/R(x) = u1(x) + u2(x) = x+ x̄ und NC/R(x) = u1(x)u2(x) = xx̄ = |x|2.

De�nition 9.1.9 Sei k ⊂ K eine Erweiterung und sei (x1, · · · , xn) eine Familie von
Elementen ausK. Die DeterminanteDK/k(x1, · · · , xn) der Matrix (TrK/k(xixj))i,j∈[1,n]
heiÿt Diskriminante von (x1, · · · , xn):

DK/k(x1, · · · , xn) = det((TrK/k(xixj))i,j∈[1,n]).

Korollar 9.1.10 Sei k ⊂ K eine endlihe separable Erweiterung mit n = [K : k]
und seien k ⊂ L und u1, · · · , un : K → L wie im obigen Korollar.

Sei (x1, · · · , xn) ∈ K eine Familie, dann gilt

DK/k(x1, · · · , xn) = det((ui(xj))i,j∈[1,n])
2.

Beweis. Sei U = (ui(xj)) und T = UTU = (tii, j) mit ti,j =
∑

k uk(xi)uk(xj). Es gilt

TrK/k(xixj) =
∑

k

uk(xixj) =
∑

k

uk(xiuk(xj) = ti,j .

Es folgt DK/k(x1, · · · , xn) = det(T ) = det(UTU) = det(U)2 = det((ui(xj))i,j∈[1,n])
2
.�

Korollar 9.1.11 Sei k ⊂ K eine endlihe separable Erweiterung. Dann ist die Bili-

nearform B : K ×K → k de�niert durh B(x, y) = TrK/k(xy) niht ausgeartet.

Beweis. Sei (x1, · · · , xn) eine Basis von K als k-Vektorraum. Die Matrix von B
ist die Matrix (TrK/k(xixj))i,j∈[1,n] und ihre Determinant ist DK/k(x1, · · · , xn) =
det((ui(xj))i,j∈[1,n])

2
. Aber ϕ : K ⊗k L → Ln, x ⊗ y 7→ (u1(x)y, · · · , un(x)y) ist ein

Isomorphismus also ist (ϕ(x1), · · · , ϕ(xn)) eine Basis von Ln. Es gilt aber ϕ(xi) =
(u1(xi), · · · , un(xi) also ist die Matrix (ui(xj))i,j∈[1,n] invertierbar. Daraus folgt die
Aussage. �
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9.2 Ein Endlihkeitssatz

Proposition 9.2.1 Sei A ein ganz abgeshlossener Integritätsring und K = Frac(A).
SeiK ⊂ K ′

eine endlihe separable Erweiterung und sei B der algebraishe Abshluss

von A in K ′
.

Dann gibt es eine K-Basis v1, · · · , vn ∈ K ′
so, dass B ⊂ Av1 + · · ·+ Avn.

Beweis. Sei w ∈ K ′
. Dann ist w algebraish über K also gibt es x0, · · · , xr ∈ K mit

x0w
r + · · · + xr = 0. Dank Multiplikation mit den Nennern gibt es a0, · · · , ar ∈ A

mit a0w
r + · · · an = 0. Dank Multiplikation mit ar−1

0 erhält man, dass u = a0w ganz

über A ist. Daraus folgt, das modulo Muliplikation mit Elementen aus A kann man

eine Basis (w1, · · · , wn) von K
′
über K ersetzen durh einer Basis (u1, · · · , un) von

K ′
über K so, dass ui ganz über A ist für alle i. Also gilt ui ∈ B für alle i.

Sei B : K ′ ×K ′ → K die Bilinearfrom B(x, y) = TrK ′/K(xy). Diese Bilinearform ist

niht ausgeartet also gibt es eine Basis (v1, · · · , vn) vonK ′
überK so, dass B(ui, vj) =

δi,j. Wir zeigen, dass B ⊂ Av1 + · · ·+ Avn.

Sei x ∈ B. Es gibt Elemente xi ∈ K mit x =
∑

i xivi. Wir zeigen xi ∈ A. Es gilt
ui ∈ B und x ∈ B also xui ∈ B. Das Minimalpolynom von xui hat also Koe�zienten
in A nah Proposition 4.3.7. Es folgt aus Lemma 9.1.3, dass TrK/k(xui) ∈ A. Daraus
folgt xi =

∑
j xjTrK/k(vjui) = TrK/k(

∑
j xjvjui) = TrK/k(xui) ∈ A. Es folgt x ∈

Av1 + · · ·+ Avn und also B ⊂ Av1 + · · ·+ Avn. �

Korollar 9.2.2 Sei k ein Körper mit char(k) = 0 und A eine endlih ezeugte k-

Algebra so, dass A ein Integritätsring ist. Sei K der Quotientkörper von A und Ā der

ganze Abshluss von A.

Dann ist Ā ein endlih erzeugter A-Modul und insbesondere eine endlih erzeugte

k-Algebra.

Beweis. Nah Noethershem Lemma gibt es eine Transzendenzbasis x1, · · · , xn ∈ A
von K über k so, dass A ganz über A′ = k[x1, · · · , xn] ist. Sei K ′ = k(x1, · · · , xn).
Dann ist die Erweiterung K ′ ⊂ K endlih. Der ganze Abshluss von A′

in K ist

Ā. Nah der obigen Proposition gibt es Elemente v1, · · · , vn ∈ K so, dass Ā ⊂
A′v1+ · · ·+A′vn. Der A

′
-ModulM = A′v1+ · · ·+A′vn ist endlih erzeugt und A′

ist

noethersh also ist M noethersh. Es folgt, dass Ā endlih erzeugt als A′
-Modul ist

alsi ist Ā endlih erzeugt als A-Modul. Es folgt, dass Ā endlih erzeugt als A-Algebra
ist und also auh als k-Algebra. �

Die Aussage ist ohne Charakteristik-Annahme auh wahr (Siehe Serre loal algera

Proposition 16 Seite 46):
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Theorem 9.2.3 Sei k ein Körper und A eine endlih ezeugte k-Algebra so, dass A
ein Integritätsring ist. Sei K der Quotientkörper von A und Ā der ganze Abshluss

von A.

Dann ist Ā ein endlih erzeugter A-Modul und insbesondere eine endlih erzeugte

k-Algebra. �

Bemerkung 9.2.4 Diese Aussage ist für beliebige Integritätsringe niht mehr wahr.

Ringe für die, diese Aussage gilt heiÿen japanishe Ringe.

9.3 Zahlkörper

De�nition 9.3.1 1. Eine endlihe Erweiterung von Q heiÿt Zahlkörper.

2. Sei K ein Zahlkörper. Der ganze Abshluss von Z in K heiÿt Ring der ganzen

Zahlen in K.

Satz 9.3.2 Der Ring der ganzen Zahlen eines Zahlkörpers ist ein Dedekinsring. �

Beweis. Sei K ein Zahlkörper und sei A der Ring der ganzen Zahlen in K. Die

ErweiterungQ ⊂ K is separabel, weil char(Q) = 0. Es gibt also Elemente v1, · · · , vn ∈
A so, dass A ⊂ Zv1 + · · · + vn. Der Ring A ist also ein Z-Untermodul von einem

endlih erzeugten Z-Modul. Da Z-noethersh ist, ist A endlih als Z-Modul also eine

endlih erzeugte Z-Algebra und somit ein noethersher Ring.

Wir zeigen K = Frac(A). Da A ⊂ K, gilt Frac(A) ⊂ K. Sei x ∈ K. Dann ist

x algebraish über Q und also gibt es Elemente a0, · · · , an ∈ Q mit anx
n + · · · +

a0 = 0. Dank Multiplikation mit einem Element aus Z können wir annehmen, dass

a0, · · · , an ∈ Z. Dank Multiplikation mit an−1
n gilt für y = anx: y

n + b1y
n−1 + · · · +

bn−1 = 0 mit bi ∈ Z. Es folgt, dass y ganz über Z ist und also y ∈ A. Es folgt

x = y/an ∈ Frac(A).

Da A der ganze Abshluss von Z in K ist, ist A ganz abgeshlossen in K und ist A
ganz abgeshlossen.

Aus der Proposition 5.3.5 folgt, dass Kdim(A) = Kdim(Z) = 1. �

Bemerkung 9.3.3 Für K ein Zahlkörper und A der Ring der ganzen Zahlen, kann

man zeigen, dass Pic(A) endlih ist.



10 Vervollständigung

10.1 Topologishe Gruppen

De�nition 10.1.1 Eine topologishe abelshe Gruppe ist eine Gruppe G, die auh
ein topologisher Raum ist so, dass die Abbildungen G×G→ G, (x, y) 7→ x+ y und
G→ G, x 7→ −x stetig sind (in G×G benutzen wir die Produkttopologie).

Bemerkung 10.1.2 1. Eine abelshe topologishe Gruppe ist niht immer Hausdor�.

Falls {0} abgeshlossen ist, ist ∆G = {(x, x) |x ∈ G} abegshlossen: es gilt

∆G = µ−1(0), wobei µ : G×G→ G, µ(x, y) = x− y.

Dies ist äquivalent zu: G ist Hausdor�. Andersrum, falls G Hausdor� ist, ist {0}
abgeshlossen: sei x 6= 0 und seien U , V Umgebungen von 0 und x mit U ∩ V = ∅.
Es folgt x 6∈ V c

aber V c
ist abgeshlossen mit 0 ∈ V c

also {0} ⊂ V c 6∋ x.

Eine abelshe topologishe Gruppe ist genau dann Haudor�, wenn {0} abgeshlossen
ist.

2. Sei a ∈ G. Die Translation Ta : G → G, Ta(x) = a + x ist ein Homöomorphismus

(Ta ist stetig mit inverse T−a). Wenn man die Umbebungen von 0 kennt, kennt man

die Umbegungen von a für alle a ∈ G. Um die Topologie zu bestimmen genügt es

also alle Umgebungen von 0 zu kennen.

Lemma 10.1.3 SeiG eine abelshe topologishe Gruppe und seiH der Durhshnitt

aller Umbegungen von 0 in G:

H =
⋂

U Umgebung von 0

U.

1. Dann ist H eine Untergruppe von G.

2. H = {0}.

3. G/H ist Hausdor�.

4. G Hausdor� ⇔ H = {0}. �
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Beweis. 1. Seien x, y ∈ H und sei U eine Umbegung von 0. Sei ϕ : G×G→ G. Dann
ist ϕ−1(U) eine Umgebung von (0, 0) und also gibt es Umbegungen V und W von 0
mit V ×W ⊂ ϕ−1(U). Es folgt (x, y) ∈ V ×W ⊂ ϕ−1(U) und also x−y = ϕ(x, y) ∈ U .

2. Sei x ∈ G. Es gilt

x ∈ H ⇔ −x ∈ H
⇔ −x ∈ U für alle U Umgebung von 0
⇔ 0 ∈ U + x für alle U Umgebung von 0
⇔ 0 ∈ V für alle V Umgebung von x

⇔ x ∈ {0}.

3. Die Gruppe G/H ist eine abelshe topologishe Gruppe für die Quotienttopologie.

Es gilt ({[0]} abgeshlossen ⇔ H abgeshlossen). Also ist {[0]} abgeshlossen und

G/H Hausdor�.

4. Folgt aus der obigen Bemerkung. �

10.2 Cauhyfolgen

De�nition 10.2.1 1. Sei (xn)n∈N eine Folge von Elementen aus G. Diese Folge heiÿt
Cauhy, falls gilt: für alle U Umgebung von 0 gibt es ein s(U) ∈ N so, dass xn−xm ∈
U gilt für alle n,m ≥ s(U).

2. Zwei Cauhyfolgen (xn) und (yn) heiÿen äquivalent falls gilt: für alle U Umgebung

von 0 gibt es ein s(U) ∈ N so, dass xn− yn ∈ U gilt für alle n ≥ s(U) (i.e. lim∞(xn−
yn) = 0).

Lemma 10.2.2 1. Falls (xn) und (yn) Cauhyfolgen sind, ist auh (xn − yn) eine
Cauhyfolge.

2. Die Relation (xn) ∼ (yn)⇔ xn − yn → 0 ist eine Äquivalenzrelation.

Sei [xn] die Klasse von (xn) für ∼.

3. Seien (xn) und (yn) Cauhyfolgen. Dann hängt die Klasse [xn − yn] nur von [xn]
und [yn] ab. Insbesondere ist die Menge aller Äquivalenzklassen eine Gruppe für +.�

Beweis. Übung. �

De�nition 10.2.3 Sei G eine abelshe topologishe Gruppe. Die Menge aller Äqui-

valenzklassen von Cauhyfolgen heiÿt Vervollständigung von G und ist mit Ĝ
bezeihnet.
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Bemerkung 10.2.4 Sei x ∈ G und (xn) die Folge mit xn = x für alle n ∈ N. Dann
ist (xn) eine Cauhyfolge und es gibt eine Abbildung

ϕ : G→ Ĝ

de�niert durh ϕ(x) = [xn], wobei xn = x für alle n.

Lemma 10.2.5 Die Abbildung ϕ : G→ Ĝ ist ein Gruppenhomomorphismus. �

Beweis. Übung. �

Lemma 10.2.6 Es gilt

Kerϕ = H =
⋂

U Umgebung von 0

U.

Beweis. Es gilt x ∈ Kerϕ ⇔ ϕ(x) = [0] ⇔ (xn) → 0 mit xn = x für alle n ⇔ für

jede Umgebung U gibt es ein s(U) mit xn ∈ U für n ≥ s(U) ⇔ für jede Umgebung

U gilt x ∈ U ⇔ x ∈ H . �

Korollar 10.2.7 G Hausdor� ⇔ ϕ ist injektiv.

Lemma 10.2.8 Seien G und G′
zwei abelshe topologishe Gruppen und sei f :

G→ G′
ein stetiger Gruppenhomomorphismus.

1. Sei (xn) eine Cauhyfolge in G, dann ist (f(xn)) eine Cauhyfolge in G
′
.

2. Dies de�niert eine Abbildung f̂ : Ĝ→ Ĝ′
durh [xn] 7→ [f(xn)]. Diese Abbilung ist

ein Gruppenhomomorphismus und das Diagramm

G
ϕG

//

f

��

Ĝ

f̂
��

G′
ϕH

//
Ĝ′

ist kommutativ.

3. Seien f : G→ G′
und f ′ : G′ → G′′

zwei stetige Gruppenhomomorphismen. Dann

gilt f̂ ′ ◦ f = f̂ ′ ◦ f̂ . �

Beweis. Übung. �
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10.3 Projektive Limes I

De�nition 10.3.1 1. Eine Familie (An)n∈N von Mengen und Abbildungen fj,i :
Aj → Ai für alle i ≤ j so, dass fi,i = IdAi

und fk,i = fk,j ◦ fj,i für alle i ≤ j ≤ k heiÿt
projektives System oder inverses System

2. Sei (Ai, fi,j) ein projektives System. Der projektive Limes oder der inverse

Limes von (Ai, fi,j) ist die Menge

lim←−An =

{
(an) ∈

∞∏

n=0

An | fn,m(an) = am für alle n ≥ m

}
.

Beispiel 10.3.2 Sei A eine Menge und (An)n∈N eine Familie von Teilmengen so, dass
An+1 ⊂ An für alle n ∈ N. Für alle j ≥ i, sei fj,i : Aj → Ai die Enthaltung. Dann ist

die Abbildung

∞⋂

n=0

An → lim←−An

de�niert durh a 7→ (a)n∈N eine Bijektion, wobei (a)n∈N die konstante Folge ist.

Lemma 10.3.3 Falls alle An Ringe (bzw. Gruppen, bzw. Körper, bzw. A-Moduln...)

sind und alle Abbildungen fj,i Ringhomomorphismen (bzw. Gruppenhomomorphis-

men, bzw. Körperhomomorphismen bzw. A-Modulhomomorphisen...) sind, ist auh

lim←−An ein Ring (bzw. eine Gruppe, bzw. ein Körper bzw. ein A-Moduln...). �

Beweis. Übung. �

Beispiel 10.3.4 1. Sei p eine Primzahl und An = Z/pnZ. Dann gibt es eine (surjek-

tive) Abbildung fn,m : An = Z/pnZ → Am = Z/pmZ für alle n ≥ m. Der inverse

Limes

Zp = lim←−Z/pnZ

heiÿt Ring der p-adishen Zahlen.

2. Sei k ein Körper, A = k[X ] und m = (X). Sei An = A/mn = k[X ]/(Xn). Dann gibt
es eine (surjektive) Abbildung fn,m : An → Am für alle n ≥ m. Der inverse Limes

k[[X ]] = lim←−An

heiÿt Ring der formalen Potenzreihen. Es gibt ein Isomorphismus

k[[X ]]→
{

∞∑

n=0

anX
n | an ∈ k

}
.

Die Abbildung is gegeben durh

∑∞
k=0 akX

k 7→ ([
∑n−1

k=0 akX
k])n∈N.

Analog de�niert man k[[X1, · · · , Xn]].
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10.4 Projektive Limes und Vervollständigung

Ab jetzt betrahten wir spezielle topologishe abelshe Gruppen: wir nehmen an, dass

G eine Basis aller Umgebungen von 0 der Form

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ · · ·

hat, wobeiGn eine Untergruppe ist. Mit anderen Wörter ist eine Teilmenge U ⊂ G ge-

nau dann eine Umgebung von 0, wenn es ein n gibt mit Gn ⊂ U .

Beispiel 10.4.1 Sei p eine Primzahl. Die p-adishe Topologie von Z ist dank der

Basis (pnZ)n∈N von Umgebungen von 0 de�niert.

Allgemeiner, sei A ein Ring und a ⊂ A eine Ideal. Die a-adishe Topologie von A ist

die Topologie de�niert dank der Basis (an)n∈N.

Lemma 10.4.2 Die Untergruppen Gn sind o�en und abgeshlossen. �

Beweis. Sei x ∈ Gn. Dann ist x+Gn eine Umgebung von xn aber da Gn eine Gruppe

ist folgt xn +Gn ⊂ Gn also ist Gn o�en. Es folgt, dass x+Gn o�en ist für alle x ∈ G.
Insbesondere ist ∪x 6∈Gn

(x+Gn) o�en. Es ist aber das Komplement von Gn und also

ist Gn abgeshlossen. �

Satz 10.4.3 Es gibt ein Isomorphismus Ĝ ≃ lim←−(G/Gn). �

Beweis. Sei ϕn : G→ G/Gn die kanonishe Projektion und ϕn,m : G/Gn → G/Gm =
(G/Gn)/(Gm/Gn) die kanonishe Projektion. Es gilt ϕn,m ◦ ϕn = ϕm.

Sei (xn)n∈N eine Cauhyfolge in G. Für jede Zahl n gibt es ein s(n) ∈ N mit xk−xl ∈
Gn für alle k, l ≥ s(n). Die Folge (ϕn(xk))k∈N ist also stationär. Sei ξn = ϕn(xk) für
k ≫ 0. Es gilt ϕn,m(ξn) = ϕn,m(ϕn(xk)) = ϕm(xk) = ξm für alle k ≫ 0. Es folgt, dass
(ξn)n∈N ∈ lim←−(G/Gn).

Dies de�niert eine Abbildung ϕ : Ĝ→ lim←−(G/Gn) und man überprüft (Übung), dass

es ein Gruppenhomomorphismus ist.

Sei (xn)n∈N ∈ Kerϕ. Es gilt ξn = 0 für alle n. Also gilt ϕn(xk) = ξn = 0 für alle k ≫ 0
i.e. xk ∈ Gn für alle k ≫ 0. Es folgt lim∞ xn = 0 und also [(xn)n∈N] = 0.

Sei (ξn)n∈N ∈ lim←−(G/Gn). Sei xn ∈ G mit ϕn(xn) = ξn. Wir zeigen, dass (xn)n∈N eine

Cauhyfolge ist und dass ϕn(xk) = ξn für k ≫ 0.

Für k ≥ n, gilt ϕn(xk) = ξn = ϕk,n(ξk) = ϕk,n(ϕk(xk)) = ϕn(xk) also xk − xn ∈ Gn.

Insbesondere ist (xn)n∈N eine Cauhyfolge. Auÿerdem gilt ϕn(xk) = ξn für alle k ≫ 0.
Es folgt ϕ((xn)n∈N) = (ξn)n∈N. �
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10.5 Projektive Limes II

De�nition 10.5.1 Seien (Ai, fi,j) und (Bi, gi,j) zwei projektive Systeme. Ein Mor-

phismus ϕ : (Ai, fi,j)→ (Bi, gi,j) von projektiven Systemen ist eine Familie von

Abbildungen ϕi : Ai → Bi so, dass ϕi ◦ fj,i = gj,i ◦ ϕj .

Dann ist die Abbildung lim←−ϕn : lim←−An → lim←−Bn, (an)n∈N → (ϕn(an))n∈N wohl

de�niert.

De�nition 10.5.2 Ein projektives System (Ai, fi,j) heiÿt surjektiv falls alle Abbil-

dungen fj,i : Aj → Ai für j ≥ i surjektiv sind.

Proposition 10.5.3 Seien (Ai, fi,j) , (A
′
i, f

′
i,j) und (A′′

i , f
′′
i,j) drei projektive Systeme

von A-Moduln. Seien u : (A′
i, f

′
i,j) → (Ai, fi,j) und v : (Ai, fi,j) → (A′′

i , f
′′
i,j) zwei

Morphismen von projektiven Systemen so, dass alle Abbildungen A-linear sind und

0→ A′
n

u→ An
v→ A′′

n → 0

eine exakte Sequenz ist, für alle n ∈ N. Ein solhes Datum heiÿt exakte Sequenz

von projektiven Systemen und ist mit

0→ (A′
i, f

′
i,j)

u→ (Ai, fi,j)
v→ (A′′

i , f
′′
i,j)→ 0

dargestellt.

1. Dann ist die Sequenz

0→ lim←−A
′
n

lim←−u

→ lim←−An

lim←− v

→ lim←−A
′′
n

exakt.

2. Falls (A′
i, f

′
i,j) surjektiv ist, ist die Sequenz

0→ lim←−A
′
n

lim←−u

→ lim←−An

lim←− v

→ lim←−A
′′
n → 0

exakt.

Beweis. 1. Sei (a′n)n∈N ∈ Ker(lim←−u). Dann gilt un(a
′
n) = 0 für alle n und also a′n = 0

für alle n.

Sei (a′n)n∈N ∈ lim←−A
′
n. Dann gilt lim←− v(lim←−u(a

′
n)) = (v(u(a′n))n∈N = 0.

Sei (a′n)n∈N ∈ Ker(lim←− v). Es gilt vn(an) = 0 also gibt es ein a′n ∈ A′
n mit u(a′n) = an.

Es gilt auh um(f
′
n,m(a

′
n)) = fn,m(u(an)) = fn,m(an) = am = um(a

′
m). Da u

′
m injektiv

ist, folgt f ′
n,m(a

′
n) = a′m und (a′n) ∈ lim←−A

′
n mit lim←−u(a

′
n) = (an).

2. Sei (a′′n)n∈N ∈ lim←−A
′′
n. Wir zeigen, per Induktion nah n, dass es eine Familie

(am)m∈[0,n] gibt mit am ∈ Am und fj,i(aj) = ai für alle i, j ∈ [0, n] mit j ≥ i.
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Für n = 0 ist die Aussage klar. v0 ist surjektiv. Sei (am)m∈[0,n−1] eine solhe Familie.

Es genügt zu zeigen, dass es ein an ∈ An gibt mit fn,n−1(an) = an−1 und vn(an) = a′′n.

Da vn surjektiv ist gibt es ein bn mit vn(bn) = a′′n. Es folgt vn−1(fn,n−1(bn)) =
f ′′
n,n−1(v(bn)) = f ′′

n,n−1(a
′′
n) = a′′n−1. Also gilt fn,n−1(bn)−an−1 ∈ Ker(vn−1) = Im(un−1).

Sei also a′n−1 ∈ A′
n−1 mit un−1(a

′
n−1) = fn,n−1(bn)− an−1. Da alle f

′
n,m surjektiv sind

gibt es ein a′n ∈ A′
n mit f ′

n,n−1(a
′
n) = a′n−1. Sei an = bn − un(a′n). Es gilt vn(an) =

vn(bn) − vn(un(a
′
n)) = a′′n. Es gilt auh fn,n−1(an) = fn,n−1(bn) − fn,n−1(un(a

′
n)) =

fn,n−1(bn) − un−1(f
′
n,n−1(a

′
n)) = fn,n−1(bn) − un−1(a

′
n−1) = fn,n−1(bn) − fn,n−1(bn) +

an−1 = an−1. �

Korollar 10.5.4 Sei 0 → G′ u→ G
v→ G′′ → 0 eine exakte Sequenz von abelshen

Gruppen und sei (Gn)n∈N eine absteigende Familie von Untergruppen die eine Topo-

logie über G de�nieren.

Seien G′
n = Gn∩G′

und G′′
n = v(Gn). Diese Untergruppen von G′

bzw. G′′
de�nieren

eine Topologie über G′
bzw. G′′

und es gibt eine exakte Sequenz

0→ Ĝ′ û→ Ĝ
v̂→ Ĝ′′ → 0.

Beweis. Wir haben eine exakte Sequenz 0→ G′/(G′ ∩Gn) = G′Gn/Gn → G/Gn →
G′′/v(Gn) → 0. Auÿerdem ist das System (G′′/G′′

n)n∈N surjektiv. Die Aussage folge

aus der Proposition. �

Korollar 10.5.5 Sei G eine abelshe Gruppe mit Untergruppen (Gn)n∈N, die ein

Topologie de�nieren. Dann gilt Ĝ/Ĝn ≃ G/Gn.

Beweis. Sei π : G → G/Gn die kanonishe Projektion. Die Topologie in G/G′′
ist

gegeben durh die Familie (π(Gk))k∈N. Aber für k ≥ n gilt π(Gk) = 0. Sei (xm) eine
Cauhyfolge für l, m≫ 0 gilt xl−xm ∈ π(Gn) = 0 also ist (xm) stationär. Sei x = xm
für m≫ 0. Dann sind die Folgen (xm) und (x) (die konstante Folge) äquivalent. Es

folgt Ĝ/Gn ≃ G/Gn.

Die Aussage folgt jetzt aus dem obigen Korollar mit G′ = Gn und G′′ = G/Gn. �

Korollar 10.5.6 Es gilt

̂̂
G ≃ Ĝ: die Vervollständigung ist vollständig.

Beweis. Es gilt

̂̂
G ≃ lim←−(Ĝ/Ĝn) ≃ lim←−(G/Gn) ≃ Ĝ �

De�nition 10.5.7 Eine abelshe topologishe Gruppe G heiÿt vollständig falls ϕ :
G→ Ĝ ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 10.5.8 1. Die Vervollständigung ist vollständig.

2. Eine vollständige Gruppe ist Hausdor�.

Beispiel 10.5.9 1. Die p-adishe Zahlen Zp sind die Vervollständigung von Z mit

der Topologie (pnZ)n∈N.

2. Die formale Reihen k[[X ]] sind die Vervollständigung von k[X ] mit der Topologie
(mn)n∈N, wobei m = (X).
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10.6 Beispiele Zp und k[[X]]

Proposition 10.6.1 Seien (pnZ) bzw. (Xn) eine Basis der Umgebungen von 0 in Z
bzw. k[X ].

1. Die topologishe Gruppen Z und k[X ] Z sind Hausdor�. Insbesondere gilt Z ⊂ Zp

und k[X ] ⊂ k[[X ]].

2. Ein Element x in Zp bzw. in k[[X ]] ist genau dann invertierbar, wenn x niht durh
p bzw. X teilbar ist.

3. Ein Element in Zp bzw. k[[X ]] ist der Form upn bzw. uXn
, wobei u ∈ Z×

p bzw.

u ∈ k[[X ]]×.

4. Die Ringe Zp und k[[X ]] sind lokale Integritätsringe.

Beweis. 1. Sei x ∈ Ker(Z→ Ẑ) bzw. x ∈ Ker(Z→ k̂[X ]). Dann ist x durh pn bzw.

xn für alle n teilbar. Es folgt x = 0.

2. Sei (xn) invertierbar und sei (yn) = (xn)
−1
. Dann gilt (xnyn) = (1) und also x1 6= 0

in Z/pZ. Falls p = (p) ein Teiler von (xn) ist, gilt p|xn für alle n also x1 = 0. Ein
Widerspruh.

Andersrum, falls p kein Teiler von (xn) ist, gibt es ein n so, dass p kein Teiler von xn
in Z/pnZ ist. Es folgt, dass p kein Teiler von xn ist für alle n (weil xn ≡ xm (mod pn)
für n ≤ m und xn ≡ xm (mod pm) für n ≥ m). Daraus folgt, dass xm in Z/pmZ
invertierbar ist für allem. Sei zn = x−1

n in Z/pnZ. Es gilt (xn)(zn) = (xnzn) = (1) = 1.

Analog folgt die Aussage für k[[X ]].

3. Sei x ∈ Zp = lim←−(Z/p
nZ). Dann ist x der Form x = (xn)n∈N mit xn ∈ Z/pnZ so,

dass fn,m(xn) = xm für fn,m : Z/pnZ → Z/pmZ. Sei k = min{n | xn 6= 0}. Dann
gilt xk−1 = 0 ∈ Z/pk−1Z. Sei fn,m : Z/pnZ → Z/pmZ dann teilt pk−1

das Element

xn ∈ Z/pnZ für alle n ≥ k also gibt es ein yn ∈ Z/pnZ mit xn = pk−1yn und p 6 |yn
für alle n ≥ k. Insbesondere ist yn invertierbar in Z/pnZ für alle n ≥ k. Seien

yn =

{
1 für n < k
yn für n ≥ k.

und zn =

{
1 für n < k
y−1
n für n ≥ k.

Es gilt (yn)(zn) = (ynzn) = (1) also ist (yn) invertierbar. Es gilt auh (xn) =
(p)k−1(yn).

Analog folgt die Aussage für k[[X ]].

4. Sei m das von p erzeugte Ideal in Zp. Ein Element x ∈ Zp ist genau dann invertier-

bar, wenn x 6∈ m ist. Es folgt, dass Zp lokal mit maximalem ideal m ist.

Seien x, y ∈ Zp mit xy = 0. Es gibt u ∈ Z×
p und n ∈ N mit y = upn. Es folgt uxpn = 0

und also xpn = 0. Es genügt also die Implikation px = 0 ⇒ x = 0 zu zeigen. Sei
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x = (xn), es gilt pxn = 0 für alle n. Es folgt xn ≡ pn−1
(mod pn) für alle n. Es gilt

aber xn−1 ≡ xn (mod pn−1
) für alle n. Es folgt xn−1 = 0 für alle n und x = 0.

Analog folgt die Aussage für k[[X ]]. �

Beispiel 10.6.2 In Z2 gilt 1 + 2 + · · ·+ 2n + · · · = −1.

In Zp gilt 1 + p+ · · ·+ pn + · · · = 1
1−p

.

In k[[X ]] gilt 1 +X + · · ·+Xn + · · · = 1
1−X

.

De�nition 10.6.3 Der Quotientkörper von Zp ist Qp = Frac(Zp). Der Quotientkör-
per von k[[X ]] ist k((X)) = Frac(k[[X ]]).

Wir shreiben Elemente aus Zp in der folgenden Form

(xn) =
∞∑

n=0

anp
n

wobei xn =
∑n−1

k=0 akp
k
.

Proposition 10.6.4 Es gilt

Qp = Zp

[
1

p

]
und k((X)) = k[[X ]][X−1].

Für jedes Element x in Qp bzw. k((X)) gibt es also ein n so, dass

x =
∞∑

k=−n

akp
k
bzw. x =

∞∑

k=−n

akX
k,

wobei ak ∈ Z/pnZ bzw. ak ∈ k.

Beweis. Da Zp lokal mit maximalem Ideal m = (p) ist, gilt Qp = Zp

[
1
p

]
. Ein Element

x ∈ Qp ist also der Form x = y/pn mit y ∈ Zp. Wir shreiben y =
∑∞

k=0 akp
k
. Es

folgt x =
∑∞

k=−n ak+np
k
.

Analog folgt die Aussage für k[[X ]]. �
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10.7 Weitere Eigenshaften

10.7.1 Noethershe Ringe

De�nition 10.7.1 SeiM einA-Modul und a ⊂ A ein Ideal. Dann de�niert (anM)n∈N
eine Topologie und M̂ eine Vervollständigung.

Lemma 10.7.2 Sei M ein A-Modul.

1. Dann ist M̂ ein Â-Modul.

2. Falls f : M → N ein Modulhomomorphismus ist, ist f stetig (anM ⊂ f−1(anN)

ist eine Umbegung von 0) und f̂ : M̂ → N̂ ist auh stetig. �

Satz 10.7.3 Sei A ein noethersher Ring, sei a ⊂ A ein Ideal und Â die a-adishe

Vervollständigung. Dann ist der A-Modul Â �ah. �

Proposition 10.7.4 Sei A ein noethersher Ring, sei M ein endlih erzeugter A-
Modul, a ⊂ A ein Ideal und Â, M̂ die a-adishen Vervollständigungen. Es gilt M̂ ≃
M ⊗A Â.

Korollar 10.7.5 Sei A ein noethersher Ring und 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 eine

exakte Sequenz von endlih erzeugten A-Moduln. Dann gibt es eine exakte Sequenz

0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0.

Satz 10.7.6 Sei A ein noethersher Ring und a ⊂ A ein Ideal. Sei Â die a-adishe

Vervollständigung. Dann ist Â noethersh. �

Korollar 10.7.7 Die Ringe Zp und k[[X1, · · · , Xn]] sind noethersh.

10.7.2 Lokale noethershe Ringe, Dimension II

Proposition 10.7.8 Sei A ein noethersher lokal Ring und m sein maximales Ideal.

Sei Â die m-adishe Vervollständigung von A. Dann ist Â lokal mit maximalem Ideal

m̂.

Auÿerdem ist Â Hausdor� und für M ein endlih erzeugter A-Modul ist M̂ auh

Hausdor�.

De�nition 10.7.9 Sei A ein noethersher lokaler Ring und sei m das maximale Ideal.

Wir shreiben d(A) für die minimale Anzahl von Erzeugern in m.

Satz 10.7.10 Es gilt d(A) = Kdim(A). �

Dank Nakayama haben wir:
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Korollar 10.7.11 Sei A ein noethersher lokaler Ring und sei m das maximale Ideal

und k = A/m der Restklassenkörper. Es gilt Kdim(A) ≤ dimkm/m
2
.

Satz 10.7.12 Es gilt Kdim(A) = Kdim(Â). �

De�nition 10.7.13 Sei A ein lokaler noethersher Ring mit maximalem Ideal m

und k = A/m der Restklassenkörper. Der Ring A heiÿt regulär falls gilt Kdim(A) =
dimkm/m

2
.

Proposition 10.7.14 Sei A ein noethersher Ring A mit Kdim(A) = 1. Dann gilt

A regulär⇔ A Dedekin.

Satz 10.7.15 Sei A ein lokaler noethersher regulärer Ring. Dann ist A faktoriell.

Insbesonder ist A ein Integritätsring und ist ganz abgeshlossen. �

Satz 10.7.16 Sei A ein lokaler noethersher Ring mit maximalem Ideal m. Sei Â die

m-adishe Vervollständigung von A. Dann gilt

A regulär⇔ Â regulär.

Satz 10.7.17 (Cohen Struktursatz) Sei A ein lokaler vollständiger regulärer Ring

mit Kdim(A) = n so, dass A einen Ring enthält. Dann gilt

A ≃ k[[X1, · · · , Xn]],

wobei k der Restklassenkörper ist. �
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