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1 Gruppen

1.1 Wiederholung

1.1.1 Gruppen, Untergruppen

De�nition 1.1.1 EineGruppe ist eine MengeGmit einer Verknüpfung G×G→ G,
(x, y) 7→ x · y so, dass

1. Es existiert ein neutrales Element e in G mit e · x = x · e = x für alle x ∈ G.

2. Die Verknüpfung ist assoziativ i.e. x · (y · z) = (x · y) · z für alle x, y, z ∈ G.

3. jedes x ∈ G hat ein inverses Element y ∈ G mit x · y = y · x = e.

De�nition 1.1.2 Eine Gruppe G heiÿt kommutativ oder abelsh falls x ·y = y ·x
gilt für alle x, y ∈ G.

Beispiel 1.1.3 1. Z mit + ist eine Gruppe.

2. Sei n ∈ Z und Z/nZ = {Restklassen modulo n}. Dann ist Z/nZ mit + eine

Gruppe.

3. Sei K ein Körper. Dann ist GLn(K) mit Matrixmultiplikation eine Gruppe.

4. Sn die Permutationsgruppe mit ◦ der Komposition von Abbildungen als Verknüp-

fung ist eine Gruppe.

Lemma 1.1.4 Sei G eine Gruppe und seien x, y, z Elemente in G.

1. Das neutrale Element eG ist eindeutig bestimmt.

2. Das inverse Element x−1
von x ist eindeutig bestimmt.

3. xy = xz ⇒ y = z und yx = zx ⇒ y = z,

4. (x−1)−1 = x.

5. (xy)−1 = y−1x−1
. �

Beweis. Siehe LAI. �
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Bemerkung 1.1.5 Sei n ≥ 0 eine ganze Zahl. Aus 5. folgt per Induktion, dass

(xn)−1 = (x−1)n. Wir shreiben x−n
für (xn)−1 = (x−1)n also ist xn für alle n ∈ Z

de�niert und es gilt xnxm = xn+m
für alle n,m ∈ Z.

Lemma 1.1.6 Seien G und G′
zwei Gruppen und sei (a, b) · (a′, b′) = (aa′, bb′). Dann

ist G×G′
mit diesem Produkt eine Gruppe. �

Beweis. Übung. �

De�nition 1.1.7 Seien G und G′
zwei Gruppen. Das Produkt G×G′

mit Verknüp-

fung (a, b) · (a′, b′) = (aa′, bb′) heiÿt Produkt-Gruppe von G und G′
.

De�nition 1.1.8 Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H ⊂ G heiÿt Untergruppe

von G falls gilt:

1. 1 ∈ H ,

2. x, y ∈ H ⇒ x · y−1 ∈ H .

Lemma 1.1.9 Eine Untergruppe ist eine Gruppe. �

Beweis. Siehe LAI. �

Beispiel 1.1.10 1. Sei G eine Gruppe. Dann istH = {eG} die Trivialuntergruppe
eine Untergruppe von G.

2. Sei n ∈ Z. Dann ist nZ = {m ∈ Z | n teilt m} eine Untergruppe von (Z,+).

3. Sei K ein Körper. Dann ist SLn(K) eine Untergruppe von GLn(K).

1.1.2 Gruppenhomomorphismen

De�nition 1.1.11 Seien G und G′
zwei Gruppen. Eine Abbildung f : G→ G′

heiÿt

Gruppenhomomorphismus falls für alle x, y ∈ G gilt f(xy) = f(x)f(y).

Beispiel 1.1.12 1. die Abbildung exp : (R,+) → (R>0,×) ist ein Gruppenhomo-

morphismus.

2. Sei K ein Körper. Dann ist det : GLn(K) → (K×,×) = (K \ {0},×) ein Gruppen-

homomorphismus.

Lemma 1.1.13 Sei f : G → G′
ein Gruppenhomomorphismus dann gilt für alle

x ∈ G
f(eG) = eG′

und f(x−1) = f(x)−1.

Beweis. Siehe LAI. �
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De�nition 1.1.14 Sei f : G → G′
ein Gruppenhomomorphismus, dann heiÿt die

Teilmenge Ker(f) = {x ∈ G | f(x) = eG′} von G der Kern von f .

Lemma 1.1.15 Sei f : G → G′
ein Gruppenhomomorphismus. Sei H eine Unter-

gruppe von G und H ′
eine Untergruppe von G′

.

1. Dann sind f(H) und f−1(H ′) Untergruppen von G′
und G.

2. Für H ′ = {eG′} ist Ker(f) = f−1(H ′) eine Untergruppe von G.

3. Für H = G ist das Bild f(G) von f eine Untergruppe von G′
�

Beweis. Siehe Übungsblatt 0. �

Beispiel 1.1.16 Die Signatur ε : Sn → {±1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

Wir Shreiben An = Kerε für die Alternierende Gruppe. Die Gruppe An ist eine

Untergruppe von Sn.

Lemma 1.1.17 Sei f : G→ G′
ein Gruppenhomomorphismus. Die Abbildung f ist

genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {eG}. �

Beweis. Siehe LAI. �

De�nition 1.1.18 Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus f : G → G′
heiÿt Iso-

morphismus oder Gruppenisomorphismus. Wenn G′ = G heiÿt ein Gruppeniso-

morphismus Gruppenautomorphismus oder Automorphismus.

Lemma 1.1.19 Sei G eine Gruppe und g ∈ G. Dann ist Intg : G → G de�niert

durh Intg(h) = ghg−1
ein Gruppenautomorphismus. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 0. �

De�nition 1.1.20 Sei G eine Gruppe und g ∈ G. Dann heiÿt Intg innerer Grup-
penhomomorphismus oder Konjugation mit g. Gruppenautomorphismen, die

niht dieser From sind heiÿen äuÿere Automorphismen.

1.1.3 Reht und Links Klassen

De�nition 1.1.21 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Man de�niert die

Relation ∼ durh

g′ ∼ g ⇔ ∃h ∈ H mit g′ = gh.

Lemma 1.1.22 Die Relation ∼ ist eine Äquivalenzrelation und die Klasse eines

Element g ∈ G ist die Teilmenge ḡ = [g] = gH = {gh ∈ G | h ∈ H}. Die Äquivalenz-
klassen heiÿen Linksklassen. �
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Beweis. Siehe Übungsblatt 0. �

De�nition 1.1.23 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe.

1. Die Menge aller Äquivalenzklassen heiÿt Quotient von G nah H und ist G/H
bezeihnet.

2. Die kanonishe Projektion ist die Abbildung G → G/H de�niert durh g 7→
ḡ = [g] = gH .

Bemerkung 1.1.24 Analog kann man die Äquivalenzrelation g′ ∼R g ⇔ ∃h ∈
H mit g′ = hg de�nieren. Die Äquivalenzklassen heiÿenRehtsklassen Hg = {hg ∈
G | h ∈ H} und die Menge aller Rehtsklassen ist H\G. Man kann auh die kanoni-

she Projektion G→ H\G durh g 7→ Hg de�nieren.

Satz 1.1.25 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G.

1. Es gilt gH ∩ gH ′ 6= ∅ ⇒ gH = g′H (m.a.W. gH 6= g′H ⇒ gH ∩ gH ′ = ∅).
2. Es gilt G =

⋃
gH∈G/H gH . �

Beweis. Siehe LAI. Wir geben trozdem einen Beweis.

1. Sei gh ∈ gH ∩ g′H . Dann gibt es h′ ∈ H ′
mit gh = g′h′. Sei gh′′ ∈ gH . Dann gilt

gh′′ = ghh−1h′′ = g′h′h−1h′′ ∈ g′H also gH ⊂ g′H . Analog gilt g′H ⊂ gH .

2. Sei g ∈ G. Dann gilt g ∈ gH . Umgekehrt gilt gH ⊂ G. �

Korollar 1.1.26 (Satz von Lagrange) Es gilt |G| = |G/H||H|.

Beweis. Die Gruppe G ist die disjunkte Vereinnigung aller gH für gH = ḡ ∈ G/H
also gilt

|G| =
∑

ḡ∈G/H

|gH|.

Aber die Abbildungen gH → g′H und g′H → gH de�niert durh a 7→ g′g−1a und

a 7→ gg′−1a sind inverse von einander. Es gilt also |gH| = |g′H| für alle g, g′ ∈ G
und insbesondere für g′ = eG gilt |gH| = |H|. Daraus folgt |G| = ∑

ḡ∈G/H |gH| =∑
ḡ∈G/H |H| = |G/H||H|. �

De�nition 1.1.27 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G.

1. Die Ordnung von G ist |G| die Anzahl aller Elementen in G (die Mähtigkeit

von G).

2. Der Index von H in G ist [G : H ] = |G/H|.

Korollar 1.1.28 Sie G eine endlihe Gruppe und H eine Untergruppe. Dann sind

die Ordnung |H| und der Index [G : H ] von H Teiler der Ordnung |G| von G.
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1.2 Normalteiler

De�nition 1.2.1 Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe H von G heiÿt Normaltei-

ler falls für alle g ∈ G gilt gHg−1 ⊂ H . Man shreibt H ⊳ G.

Bemerkung 1.2.2 Eine Untergruppe H ist genau dann ein Normalteiler wenn gilt

ghg−1 ∈ H für alle g ∈ G und alle h ∈ H .

Lemma 1.2.3 Jede Untergruppe einer abelshen Gruppe G ist normal. �

Beweis. Klar. �

Lemma 1.2.4 Eine Untergruppe H ist genau dann Normalteiler, wenn gH = Hg
für alle g ∈ G. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 0. �

Beispiel 1.2.5 1. Die triviale Untergruppe {eG} und die GruppeG sind Normalteiler

von G: {eG} ⊳ G und G ⊳ G.

2. nZ ⊳ Z.

3. SLn(K) ⊳GLn(K) aber SOn(K) 6⊳GLn(K).

Lemma 1.2.6 Sei f : G → G′
ein Gruppenhomomorphismus und seien H ⊳ G und

H ′ ⊳ G′
.

1. Dann ist f−1(H ′) ⊳ G. Insbesondere gilt Kerf ⊳ G.

2. Falls f sujektiv ist, gilt f(H) ⊳ G′
. �

Beweis. 1. Sei g ∈ G und h ∈ f−1(H ′). Dann gilt f(ghg−1) = f(g)f(h)f(g)−1 ∈ H ′

also ghg−1 ∈ f−1(H ′).

2. Sei g′ ∈ G′
und h′ ∈ f(H). Dann gibt es ein h ∈ H mit h′ = f(h). Da f surjektiv ist

gibt es ein g ∈ G mit f(g) = g′. Dann gilt g′h′g′−1 = f(g)f(h)f(g−1) = f(ghg−1) ∈
f(H). �

Satz 1.2.7 Sei H ⊳G. Dann ist die Verknüpfung G/H×G/H → G/H , (ḡ, ḡ′) 7→ gg′

wohl de�niert und G/H ist mit dieser Verknüpfung einer Gruppe. Auÿerdem ist die

kanonishe Projektion G→ G/H ein Gruppenhomomorphismus. �

Beweis. Seien a, b ∈ G mit ā = ḡ und b̄ = ḡ′. Wir zeigen, dass ab = gg′. Sei h ∈ H
mit a = gh und h′ ∈ H mit b = g′h′. Da g′H = Hg′ gibt es h′′ ∈ H mit hg′ = gh′′.
Es gilt

ab = abH = ghg′h′H = gg′h′′h′H = gg′H = gg′.

Die Verknüpfung ist also wohl de�niert.
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Es gilt ḡēG = geG = ḡ und analog gilt ēGḡ = ḡ also gilt ēG = eG/H . Es gilt

ḡ(ḡ′ḡ′′) = ḡg′b′′ = g(g′g′′) = (gg′)g′′ = gg′ḡ′′ = (ḡḡ′)ḡ′′. Es gilt ḡg−1 = gg−1 = eG und

analog g−1ḡ = eG. Daraus folgt auh, dass die kanonishe Projektion ein Guppenho-

momorphismus ist. �

De�nition 1.2.8 Sei H ein Normalteiler von G. Die Gruppe G/N heiÿt Quotient-

gruppe von G nah H .

Beispiel 1.2.9 Die Gruppe Z/nZ ist die Quotientgruppe von Z nah nZ.

Satz 1.2.10 Sei f : G → G′
ein Gruppenhomomorphismus, sei H ein Normalteiler

von G und sei p : G→ G/H die kanonishe Projektion.

1. Es gibt ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomorphismus f̄ : G/H → G′
so,

dass das Diagram

G
f //

p

��

G′

G/H
f̄

<<
y

y
y

y
y

y
y

y

kommutiert, genau dann wenn H ⊂ Kerf .

Angenommen H ⊂ Kerf und sei f̄ wie in 1.

2. Die Abbildung f̄ ist genau dann injektiv, wenn H = Kerf .

3. Die Abbildung f̄ ist genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist. �

Beweis. 1. Sei f̄ wie oben und sei h ∈ H . Dann gilt f(h) = f̄ ◦ p(h). Aber p(h) =
[h] = hH = H = [eG] = eG/H . Daraus folgt f(h) = f̄(eG/H) = eG′

da f̄ ein

Gruppenhomomorphismus ist. Es folgt H ⊂ Kerf .

Umgekehrt sei H ⊂ Kerf . Sei g ∈ G, wir setzen f̄([g]) = f(g) (die ist die einzige

Mögligkeit so, dass das Diagram kommutiert, dies zeigt, dass f̄ eindeutig bestimt ist).

Sei g′ mit [g′] = [g]. Es gibt h ∈ H mit g′ = gh und es gilt f(g′) = f(gh) = f(g)f(h) =
f(g)eG′ = f(g). Also ist die Abbildung f̄ wohl de�niert. Auÿerdem gilt f̄([g][g′]) =
f̄([gg′]) = f(gg′) = f(g)f(g′) = f̄([g])f̄([g′]) und f̄ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Darüber hinaus gilt f̄ ◦ p(g) = f̄([g]) = f(g) und das Diagram ist kommutativ.

2. Sei f̄ injektiv. Dann gilt Kerf̄ = {eG/H}. Sei g ∈ Kerf . Es gilt f̄([g]) = eG′
also

[g] ∈ Kerf̄ und da f̄ injetiv ist, gilt [g] = eG/H . Es folgt gH = [g] = eG/H = H und

g ∈ H . Also Kerf ⊂ H und da H ⊂ Kerf folgt H = Kerf .

Umgekehrt sei H = Kerf und sei [g] ∈ Kerf̄ . Es gilt f(g) = f̄([g]) = eG′
also

g ∈ Kerf = H . Es folgt [g] = H = eG/H und f̄ ist injektiv.

3. Sei f surjektiv und sei g′ ∈ G′
. Dann gibt es g ∈ G mit f(g) = g′. Es gilt

f̄([g]) = f(g) = g′ also ist f̄ auh surjektiv.

Umgelehrt, sei f̄ surjektiv und sei g′ ∈ G′
. Es gibt [g] ∈ G/H mit f̄([g]) = g′. Daraus

folgt f(g) = f̄([g]) = g′ und f ist surjektiv. �
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Korollar 1.2.11 Sei f : G → G′
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann

gilt G/Kerf ≃ G′
.

Beispiel 1.2.12 1. Es gilt GLn(k)/ SLn(K) ≃ k× (der Kernel des surjektiven Grup-

penhomomorphismus det : GLn(k) → k× ist SLn(k)).

2. Es gilt C×/S1 ≃ R>0 (der Kernel des surjektiven Gruppenhomomorphismus | · | :
C× → R>0 ist S

1
).

3. Es gilt R/Z ≃ S1
(der Kernel des surjektiven Gruppenhomomorphismus r 7→ e2iπr

ist Z).

4. Es gilt Sn/An ≃ {±1} (der Kernel des surjektiven Gruppenhomomorphismus ε :
Sn → {±1} ist An).

De�nition 1.2.13 Ein Diagram 1 // H
i // G

f // G′ // 1 heiÿt exakte Se-

quenz,

� wenn alle Abbildungen Gruppenhomomorphismen sind,

� wenn i injektiv ist,

� wenn f surjektiv ist und

� wenn i(H) = Kerf .

Bemerkung 1.2.14 Falls 1 // H
i // G

f // G′ // 1 eine exakte Sequenz ist,

gilt G′ ≃ G/H .

Beispiel 1.2.15 Es gibt (Siehe Übungsblatt 1) eine exakte Sequenz

1 → A3 ≃ Z/3Z → S3 → {±1} ≃ Z/2Z → 1.

De�nition 1.2.16 Eine Gruppe G heiÿt einfah falls G und {eG} die einzige Nor-

malteiler von G sind.

Beispiel 1.2.17 1. Die Gruppe Z/nZ ist genau dann einfah, wenn p eine Primzahl

ist (Siehe Übungsblatt 1).

2. Später zeigen wir, dass die Gruppe An = Ker(ε : Sn → {±1}) einfah für n ≥ 5
ist.

De�nition 1.2.18 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe. Der Normalisator

NG(H) von H in G ist

NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}.



12 1 Gruppen

Lemma 1.2.19 Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe.

1. Der Normalisator NG(H) ist eine Untergruppe von G.

2. Es gilt H ⊳NG(H) (also H ist Normalteiler in NG(H)).

3. Sei K eine Untergruppe von G mit H ⊳K. Dann gilt K ⊂ NG(H) (i.e. NG(H) ist
die gröÿte Untergruppe von G mit H ⊳ NG(H)). �

Beweis. 1. Es gilt eGHe
−1
G = eGHeG = H also eG ∈ NG(H). Seien a, b ∈ NG(H).

Dann gilt aHa−1 = H und bHb−1 = H also b−1Hb = H . Daraus folgt

(ab−1)H(ab−1)−1 = ab−1Hba−1 = aHa−1 = H

und ab−1 ∈ NG(H) und NG(H) ist eine Untergruppe von G.

2. Klar.

3. Sei K eine Untergruppe mit H ⊳ K. Sei k ∈ K. Dann gilt kH−1 ⊂ K. Da K eine

Gruppe ist gilt auh k−1 ∈ K also k−1Hk ⊂ H und mit Linksmultiplikation mit k
und Rehtsmultiplikation mit k−1

folgt H ⊂ kHk−1
. Daraus folgt kHk−1 = H und

k ∈ NG(H). �

Beispiel 1.2.20 Sei G = S3 und sei H = {(123) = Id, (213)} und A3 = {(123) =
Id, (231), (312)}. Dann sind H und A3 Untergruppe von G und es gilt (siehe Übungs-

blatt 1)

NG(H) = H und NG(A3) = S3.

Satz 1.2.21 (Erster Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe, H ⊳G ein Normalteiler

von G und K ⊂ G eine Untergruppe von G.

1. Dann gilt HK = KH , KH ⊂ G ist eine Untergruppe, H ⊳ KH und K ∩H ⊳ K.

2. Die Abbildung f : K/(K ∩H) → KH/H de�niert durh k(K ∩H) 7→ kH ist ein

Isomorphismus also

K/(K ∩H) ≃ KH/H.

Beweis. 1. Sei h ∈ H und k ∈ K. Da H ein Normalteiler ist, gilt khk−1 ∈ H und

es folgt kh ∈ Hk ⊂ HK. Daraus folgt KH ⊂ HK. Analog gilt k−1hk ∈ H und

hk ∈ kH ⊂ KH . Daraus folgt HK ⊂ KH und KH = HK.

Da eG ∈ H und eG ∈ K gilt eG ∈ KH . Seien k, k′ ∈ K und h, h′ ∈ H so, dass

kh, k′h′ ∈ KH . Es gilt kh(k′h′)−1 = khh′−1k′−1 ∈ KHK = KKH = KH . Daraus

folgt, dass KH eine Untergruppe ist.

Da H ein Normalteiler ist, gilt gHg−1 ⊂ H für alle g ∈ G. Insbesondere für alle

g ∈ KH und es folgt H ⊳ KH .
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Sei g ∈ H ∩ K und k ∈ K. Es gilt kgk−1 ∈ K und da H ein Normalteiler ist, gilt

auh kgk−1 ∈ H . Also kgk−1 ∈ H ∩K und H ∩K ⊳K.

2. Sei f : K → KH/H die Abbildung de�niert durh f(k) = kH . Seien k, k′ ∈ K.

Es gilt f(kk′) = kH · k′H = kk′H = f(kk′ also ist f ein Gruppenhomomorphismus.

Seien k ∈ K und h ∈ H . Dann gilt f(k) = kH = khH und f ist surjektiv. Sei

k ∈ K ∩H . Dann gilt f(k) = kH = H = eKH/H also H ∩K ⊂ Kerf . Sei k ∈ KKerf .
Dann gilt kH = f(k) = H und k ∈ H also k ∈ K ∩H . Es folgt H ∩K = Kerf . Nah
Korollar 1.2.11 folgt, dass K/(H ∩K) ≃ KH/H . �

Satz 1.2.22 (Zweiter Isomorphiesatz) Sei G eine Gruppe und seien H ⊳ G und

K ⊳ G mit K ⊂ H .

1. Dann gilt K ⊳ H und H/K ⊳ G/K.

2. Die Abbildung f : (G/K)/(H/K) → G/H de�niert durh gK ·H/K 7→ gH ist ein

Isomorphismus also

(G/K)/(H/K) ≃ G/H.

Beweis. 1. Sei h ∈ H ⊂ G. Da K ⊳ G gilt hKh−1 = K und K ⊳ H .

Die Teilmenge H/K ⊂ G/K ist πK(H), wobei π : G→ G/K die kanonishe Projek-

tion ist. Da H ⊳ G und π surjektiv folgt, dass H/K ⊳ G/K.

2. Die kanonishe Projektion πH : G → G/H ist ein surjektiver Gruppenhomomor-

phismus und es gilt K ⊂ H = KerπH . Daraus folgt, dass es ein surjektiver Gruppen-

homomorphismus F = π̄H : G/K → G/H gibt mit πH = πK ◦F also F ([g]K) = [g]H .

Wir zeigen, dass KerF = H/K. Daraus folt, dass es ein Gruppenisomorphismus

F̄ : (G/K)/(H/K) → G/H gibt mit F̄ ([[g]K ]H/K) = [g]H. Sei [g]K ∈ KerF . Dann
gilt [eG]H = F ([g]K) = [g]H also g ∈ H und [g]K ∈ H/K. Umgekehrt, sei [g]K ∈ H/K
also [g]K = [h]K für ein h ∈ H i.e. es gibt ein k ∈ K mit g = hk. Da K ⊂ H gilt

g ∈ H . Daraus folgt [g]H = [eG]H und F ([g]K) = [g]H = [eG]H also [g]K ∈ KerF .
Umgekehrt, sei [g]K ∈ KerF . Es gilt [g]H = F ([g]K) = [eG]H also g ∈ H . Daraus folgt

[g]K ∈ H/K. �

1.3 Zentrum

De�nition 1.3.1 Sei G eine Gruppe.

1. Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge

Z(G) = {g ∈ G | gh = hg für alle h ∈ G}.

2. Sei X ⊂ G eine Teilmenge. Der Zentralisator von G ist die Teilmenge

ZG(X) = {g ∈ G | gx = xg für alle x ∈ X}.
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Bemerkung 1.3.2 Es gilt Z(G) = ZG(G).

Beispiel 1.3.3 1. Sei G eine kommutative Gruppe. Dann gilt Z(G) = G.

2. Sei G = Sn. Dann gilt Z(Sn) = {Id} (Siehe Übungsblatt 2) für n ≥ 3.

Lemma 1.3.4 Sei G eine Gruppe und X ⊂ G eine Teilmenge.

1. Der Zentralisator ZG(X) ist eine Untergruppe.

2. Das Zentrum Z(G) ist ein Normalteiler von G und ZG(X) und ist abelsh.

3. Es gilt G/Z(G) ≃ {innere Automorphismen}.

4. Falls G/Z(G) zyklish ist (siehe De�nition 1.4.2 unten), gilt G = Z(G) also G ist

abelsh. �

Beweis. 1. Es gilt eGx = xeG für alle x ∈ G also ist eG ∈ ZG(X). Seien g, h ∈ ZG(X).
Es gilt gx0xg und hx = xh für alle x ∈ X . Daraus folgt xh−1 = h−1x für alle x ∈ X
und xgh−1 = gxh−1 = gh−1x i.e. gh−1 ∈ ZG(X).

2. Nah der De�nition gilt Z(G) ⊂ ZG(X). Sei z ∈ Z(G) und g ∈ G. Es gilt gzg−1 =
gg−1z = z also gzg−1 ∈ Z(G). Daraus folgt, dass Z(G) ein Normalteiler in G und

ZG(X) ist. Seien z, z′ ∈ Z(G). Es gilt zz′ = z′z also Z(G) ist abelsh.

3. Sei f : G → {innere Automorphismen} de�niert durh f(g) = Intg. Diese Abbil-
dung ist surjetiv und es gilt f(gh) = Intgh = Intg ◦ Inth (es gilt Intg ◦ Inth(g

′) =
Intg(hg

′h−1 = ghg′h−1g−1 = (gh)g′(gh)−1 = Intgh(g
′)). Die Abbildung ist also ein sur-

jektiver Gruppenhomomorphismus. Sei g ∈ Ker(f). Es gilt Intg = Id also Intg(h) = h
für alle h ∈ G. Dies ist äquivalent zu ghg−1 = h für alle h ∈ H und auh zu gh = hg
für alle h ∈ G. Also Ker(f) = Z(G).

4. Seien g, h ∈ G und sei π : G → G/Z(G) die kanonishe projektion. Da G/Z(G)
zyklish ist gibt es ein a ∈ G mit G/Z(G) = 〈[a]〉. Insbesondere gibt es n,m ∈ Z

mit [g] = [a]n und [h] = [am]. Es gibt also z, z′ ∈ Z(G) mit g = anz und h = amz′.
Daraus folgt gh = anzamz′ = amz′anz = hg und G ist kommutativ. �

1.4 Erzeuger und Zyklishe Gruppe

Lemma 1.4.1 Sei G eine Gruppe.

1. Sei (Hi)i∈I eine Familie von Untergruppen von G. Dann ist

⋂
i∈I Hi eine Unter-

gruppe von G.

2. SeiA eine Teilmenge vonG. Dann gibt es eine kleinste UntergruppeH mitA ⊂ H .�
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Beweis. 1. Siehe Übungsblatt 1.

2. Sei (Hi)i die Familie aller Untergruppen von G die A enthalten (diese Familie

ist niht leer da G eine solhe Gruppe ist). Dann ist H =
⋂

i∈I Hi die minimale

Untergruppe die A enthält �

De�nition 1.4.2 1. Sei G eine Gruppe und A eine Teilmenge von G. Die kleinste
Untergruppe die A enthält heiÿt die von A erzeugte Untergruppe und ist 〈A〉
geshrieben. Falls A nur einelementig ist: A = {g} shreibt man 〈A〉 = 〈g〉.
2. Eine Teilmenge A einer Gruppe G heiÿt erzeugend (man sagt auh A erzeugt

G) falls G = 〈A〉.
3. Eine Gruppe G heiÿt zyklish falls es ein Element g ∈ G gibt mit G = 〈g〉.

Beispiel 1.4.3 1. Die Gruppe (Z,+) ist zyklish und 1 erzeugt Z.

2. Sei n ∈ Z. Die Gruppe (Z/n,+) ist zyklish und 1̄ erzeugt Z/nZ.

3. Die einfahe Transpositionen (si)i∈[1,n−1] de�niert durh

si(k) =





k für k 6∈ {i, i+ 1}
i+ 1 für k = i
i für k = i+ 1

erzeugen Sn i.e. Sn = 〈si | i ∈ [1, n− 1]〉 (Siehe LAII).

Lemma 1.4.4 Sei G eine Gruppe und g ∈ G. Es gilt 〈g〉 = {gn | n ∈ Z}. �

Beweis. Sei n ∈ Z. Da 〈g〉 eine Gruppe ist und enthält g, gilt g−1 ∈ 〈g〉 und gn ∈ 〈g〉
also {gn | n ∈ Z} ⊂ 〈g〉.
Umgekehrt, seien n,m ∈ Z. Dann ist (gn)(gm)−1 = gn−m ∈ {gn | n ∈ Z} und

eG = g0 ∈ {gn | n ∈ Z}. Daraus folt, dass {gn | n ∈ Z} eine Untergruppe von G ist

und enthält g. Also 〈g〉 ⊂ {gn | n ∈ Z}. �

Satz 1.4.5 Sei G eine zyklishe Gruppe. Dann ist G isomorph zu Z oder Z/nZ. �

Beweis. Sei g ∈ G so, dass G = 〈g〉. Sei f : Z → G de�niert durh f(n) = gn. Dies
ist ein Gruppenhomomorphismus und nah dem obigen Lemma folgt f(Z) = G. Falls
f injektiv ist, ist f ein Isomorphismus und G ≃ Z. Sonst sei N = Kerf . Dann ist N
eine Untergruppe von Z und es folgt N = nZ für eine n ∈ Z (Siehe Übunsblatt 0 oder

im Beweis von Korollar 1.4.7). Es folgt (nah Korollar 1.2.11) G = Z/N = Z/nZ. �

Korollar 1.4.6 Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe mit |G| = p.

1. Sei g ∈ G mit g 6= eG. Dann gilt G ≃ 〈g〉.
2. Es gilt G ≃ Z/pZ.
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Beweis. 1. Sei H = 〈g〉. Dann gilt eG, g ∈ H also |H| ≥ 2. Nah dem Satz von

Lagrange gilt |H| teilt p also |H| = p = |G| und H = G.

2. Folgt vom obigen Satz. �

Korollar 1.4.7 Jede Untergruppe einer zyklishen Gruppe ist zyklish.

Beweis. Die Gruppe G ist isomorph zu Z oder Z/nZ. Es wurde im Übungsblatt 0

gezeigt, dass die Untergruppen zyklish sind. Wir geben dennoh einen Beweis.

Angenommen G = Z. Sei H eine Untergruppe von Z. Falls H = {0} sind wir fertig.

Sonst ist H ∩ Z>0 6= ∅. Sei m = min{r ∈ H | r > 0}. Sei n ∈ H . Dann gibt es k ∈ Z

und r ∈ [0, m− 1] mit n = km+ r. Da H eine Gruppe ist gilt r = n− km ∈ H und

da m minimal war, gilt r = 0. Daraus folgt H = mZ.

Sei G = Z/nZ und sei H eine Untergruppe von G. Sei π : Z → Z/nZ = G die

kanonishe Projektion. Dann ist π−1(H) eine Untergruppe von Z also gibt es ein

m ∈ Z mit π−1(H) = mZ. Da die kanonishe Projektion surjektiv ist, folgt H =
π(π−1(H)) = π(mZ) = {k[m] = [mk] ∈ Z/nZ}. �

1.5 Ordung eines Elements

De�nition 1.5.1 Sei G eine Gruppe und g ∈ G. Die Ordnung ord(g) von g ist die
Ordung der Gruppe 〈g〉.

Lemma 1.5.2 Es gilt {k ∈ Z≥0 | gk = eG} = ord(g)Z (wir setzen ∞Z = {0}). �

Beweis. Nah Satz 1.4.5 ist die Gruppe 〈g〉 isomorph zu Z oder Z/nZ.

Im ersten Fall gilt ord(g) = ∞ und im zweiten Fall gilt ord(g) = n. Auÿerdem ist

die Abbildung Z → 〈g〉 bzw. Z/nZ → 〈g〉 de�niert durh k 7→ gk bzw. [k] 7→ gk ein
Isomorphismus.

Im ersten Fall gilt {k ∈ Z≥0 | gk = eG} = {0}. Im zweiten Fall gilt {k ∈ Z | gk =
eG} = {k ∈ Z | [k] = 0 ∈ Z/nZ} = nZ. �

Lemma 1.5.3 Sei G eine Gruppe und g ∈ G mit ord(g) = n <∞. Dann gilt

ord(gm) =
n

ggT(m,n)

für alle m ∈ Z. �

Beweis. Seien d = ggT(m,n), m′ = m
d
∈ Z und n′ = n

d
∈ Z. Sei s = ord(gm). Es

gilt gms = (gm)s = eG. Also gibt es k ∈ Z mit ms = kn. Es folgt m′s = n′k. Da
ggT(m′, n′) = 1 folgt n′|s.
Es gilt (gm)n

′

= gmn′

= gm
′dn′

= gm
′n = (gn)m

′

= eG. Daraus folgt s|n′
. Insgesamt

folgt s = n′
. �
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Korollar 1.5.4 Die erzeugende Elemente von Z/nZ sind die Klassen [m] ∈ Z/nZ
mit ggT(m,n) = 1.

Beweis. Sei [m] ∈ Z/nZ mit Z/nZ = 〈[m]〉. Dann gilt [m] = m[1] und ord([1]) = n.
Daraus folgt ord(m) = n/ggT(m,n).

Die Klasse [m] ist aber genau dann erzeugend, wenn ord([m]) = n also n/ggT(m,n) =
n i.e. ggT(m,n) = 1. �

Beispiel 1.5.5 Die erzeugende Klassen in Z/4Z sind [1] und [3].

Korollar 1.5.6 Sei n ∈ Z. Die Gruppe Z/nZ hat für jedes m|n genau eine Unter-

gruppe der Ordnung m: die Gruppe

mZ/nZ = {[km] ∈ Z | k ∈ Z}.

Beweis. Dies wurde im Übungsblatt 0 bewiesen. Wir geben dennoh einen Beweis. Sei

H eine Untergruppe von Z/nZ und sei d = min{k ∈ Z>0 | [k] ∈ H}. Da [0] = [n] ∈ H
gilt 0 < d ≤ n. Sei [k] ∈ H . Wir shreiben k = da+ b mit a, b ∈ Z und b ∈ [0, d− 1].
Es gilt [k], [d] ∈ H also [b] = [k] − a[d] ∈ H . Da d minimal ist, folgt b = 0 und

k ∈ dZ. Es folgt H = dZ/nZ = {[kd] ∈ Z/nZ | k ∈ Z} = 〈[d]〉. Auÿerdem gilt

ord([d]) = n
ggT(n,d)

= n
d
:= m. �

1.6 Derivierte Untergruppe

De�nition 1.6.1 Sei G eine Gruppe, seien g, h ∈ G und seien H,K ⊂ G Untergrup-

pen.

1. Der Kommutator von g und h ist [g, h] = ghg−1h−1
.

2. Der Kommutator [H,K] von H und K ist die Gruppe [H,K] = 〈[h, k] | h ∈
H und k ∈ K〉.
3. Die derivierte Gruppe D(G) von G ist die Gruppe D(G) = [G,G] (manhmal

wird D(G) auh (G,G) bezeihnet).

Lemma 1.6.2 Sei G eine Gruppe.

1. D(G) = {[g1, h1] · · · [gn, hn] | n ∈ Z≥0 und gi, hi ∈ G}.
2. D(G) ist eine Normalteiler in G.

3. G/D(G) ist abelsh.

4. Sei N ⊳ G mit G/N abelsh. Dann gilt D(G) ⊂ N . Also ist D(G) die kleinste

Untergruppe so, dass G/D(G) abelsh ist. �
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Beweis. 1. Sei H = {[g1, h1] · · · [gn, hn] | n ∈ Z≥0 und gi, hi ∈ G}. Es gilt H ⊂ D(G).
Wir zeigen, dass H eine Untergruppe ist. Alle Produkte von Elementen aus H sind

noh in H . Es gilt [g, h]−1 = [h, g] also ist das Inverses jedes Element aus H noh

in H und H ist eine Untergruppe. Daraus folgt D(G) ⊂ H da D(G) die kleinste

Untergruppe die alle Kommutatoren enthält ist.

2. Seien g, h, k ∈ G. Es gilt k[g, h]k−1 = [kgk−1, khk−1]. Daraus folgt k[g, h]k−1 ∈
D(G) und nah 1. kD(G)k−1 ⊂ D(G).

3. Seien g, h ∈ G. Dann gilt [ghg−1h−1] = e in G/D(G) also [g][h] = [h][g] und
G/D(G) ist abelsh.

4. Seien g, h ∈ G. Es gilt [ghg−1h−1]N = [g]N [h]N [g]
−1
N [h]−1

N = [eG]N da G/N abelsh

ist. Daraus folgt ghg−1h−1 ∈ N und D(G) ⊂ N . �

1.7 Semidirekte Produkte

Lemma 1.7.1 Seien N und H zwei Gruppen und sei Φ : H → Aut(N), h 7→ Φh ein

Gruppen homomorphismus (wobei Aut(N) die Gruppe aller Automorphismen von

N ist).

Sei N ⋊H := N ×Φ H := (N ×H, ⋆) mit

(n, h) ⋆ (n′, h′) = (nΦh(n
′), hh′).

Dann ist N⋊H eine Gruppe mit neutralem Element (eN , eH) und Inverse (n, h)−1 =
(Φh−1(n−1), h−1). �

Beweis. Es gilt (eN , eH)⋆(n, h) = (eNΦeH (n), eHh) = (IdN (n), h) = (n, h) und (n, h)⋆
(eN , eH) = (nΦh(eN), heH) = (n, h).

Es gilt (n, h) ⋆ (Φh−1(n−1), h−1) = (nΦh(Φh−1(n−1)), hh−1) = (nΦhh−1(n−1), eH) =
(nIdN (n

−1), eH) = (nn−1, eH) = (eN , eH). Es gilt auh (Φh−1(n−1), h−1) ⋆ (n, h) =
(Φh−1(n−1)Φh−1(n), h−1h) = (Φh−1(n−1n), eH) = (Φh−1(eG), eH) = (eN , eH).

Es gilt

(n, h) ⋆ ((n′, h′) ⋆ (n′′, h′′)) = (n, h) ⋆ (n′Φh′(n′′), h′h′′)
= (nΦh(n

′Φh′(n′′)), hh′h′′)
= (nΦh(n

′)Φhh′(n′′), hh′h′′)
= (nΦh(n

′), hh′) ⋆ (n′′, h′′)
= ((n, h) ⋆ (n′, h′)) ⋆ (n′′, h′′)

.

Daraus folgt, dass N ⋊H eine Gruppe ist. �

De�nition 1.7.2 Seien N und H zwei Gruppen und sei Φ : H → Aut(N), h 7→ Φh

ein Gruppen homomorphismus. Das heiÿt die Gruppe N⋊H := N×ΦH := (N×H, ⋆)
mit Produkt (n, h) ⋆ (n′, h′) = (nΦh(n

′), hh′) semidirektes Produkt von N und

H bzg. Φ.



19

Beispiel 1.7.3 Sei Φ : H → Aut(N) de�niert durh Φh = IdN für alle h ∈ H . Dann

gilt

(n, h) ⋆ (n′, h′) = (nΦh(n
′), hh′) = (nIdN(n

′), hh′) = (nn′, hh′)

und das semidirekte Produkt ist die Produktgruppe.

Lemma 1.7.4 Sei G = N ⋊ H und seien N ′ = {(n, eH) | n ∈ N} und H ′ =
{(eN , h) | h ∈ H}.

1. Dann ist H ′
eine Untergruppe von G und N ′ ⊳ G.

2. Es gibt isomorphismen N ≃ N ′
und H ≃ H ′

de�niert durh n 7→ (n, eH) und
h 7→ (eN , h).

3. Es gilt N ′ ∩H ′ = {eG} und G = N ′H ′
. �

Beweis. 1. Die Abbildung π : G→ H de�niert durh π(h) ist ein Gruppenhomomor-

phismus und Kerπ = N ′
also N ′ ⊳G. Es gilt eG ∈ H ′

und (eN , h)⋆ (eN , h
′) = (eN , hh

′)
also H ′

ist eine Untergruppe von G.

2. Man überprüft leiht, dass diese Abbildungen injektive Gruppenhomomorphismen

sind. Per Defnition sind diese Abbildungen surjektiv.

3. Es gilt N ′∩H ′ = {(en, eH)} = {eG} und (n, h) = (n, eH)⋆ (eN , h) also G = N ′H ′
.�

Satz 1.7.5 Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe und N ⊳ G.

1. Falls gilt N ∩ H = {eG} und G = NH . Dann ist für Φ : H → Aut(N) de�niert
durh Φh(n) = hnh−1

die Abbildung

f : N ×Φ H → G, (n, h) 7→ nh

ein Isomorphismus.

2. Falls zusätzlih gilt H ⊳ G, so wird der Isomorphismus zu f : N ×H → G. �

Beweis. 1. Es gilt

f((n, h) ⋆ (n′, h′)) = f(nΦh(n
′), hh′) = nhn′h−1hh′ = nhn′h′ = f(n, h)f(n′, h′).

Daraus folgt, dass f ein Gruppenhomomorphismus ist. Da G = N ist diese Abbildung

surjektiv. Sei (n, h) ∈ Kerf . Es gilt nh = eG also n = h−1
und n ∈ N∩H also n = eG.

Daraus folgt h = eG und f ist injektiv also ein Isomorphismus.

2. Seien h ∈ H und n ∈ N . Es gilt N ∋ n−1(hnh−1) = (n−1hn)h−1 ∈ H also

n−1hnh−1 = eG. Es folgt hn = nh und Φh(n) = n und N ⋊H = N ×H . �
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Beispiel 1.7.6 1. Sei c = (231), sei s = (213) und seien N = A3 = {Id, c, c2} und

H = {Id, s}. Da A3 ein Normalteiler ist, sind Ints : A3 → A3 und Int
Id

: A3 → A3

Gruppenautomorphismen und die Abbildung Φ : H → Aut(A3), Φh = Inth ist ein

Gruppenhomomorphismus.

Dank dem obigen Satz zeigt man, dass die Abbildung

A3 ⋊H → S3, (n, h) 7→ nh

ein Gruppenisomorphismus ist.

2. Algemeiner gilt Sn ≃ An ⋊ {±1}.

2. Diedergruppe. Sei Rn ein regelmäÿiges Polygon. Zum Beispiel Rn = {e 2ikπ
n | k ∈

[0, n− 1]}.

n = 4

•O

n = 8

•O

Sei D2n die Gruppe aller Isometrie die Rn erhalten. Man zeigt, dass D2n genau 2n
elemente hat. Sei O das Zentrum von Rn und seien D1, · · · , Dn die Geraden die durh

O und eine Eke laufen oder die durh O und die Mitte einer Kante laufen. Sei R
die Drehung um O von

2π
n

und seien S1, · · · , Sn die Spiegelungen an den Geraden

D1, · · · , Dn. Dann gilt

D2n = {Id, R, · · · , Rn, S1, · · · , Sn}.

Die Gruppe D2n enthält N = {Id, R, · · · , Rn} und man überprüft leiht, dass N⊳D2n.

Sei H = {Id, S1}. Dann ist H eine Untergruppe von G. Dank dem obigen Satz zeigt

man, dass die Abbildung

N ⋊H → G, (n, h) 7→ nh

ein Gruppenisomorphismus ist.

1.8 Operation einer Gruppe auf einer Menge

De�nition 1.8.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation von G
auf X ist eine Abbildung G×X → X , (g, x) 7→ g · x mit den Eigenshaften:

1. Für alle x ∈ X gilt eG · x = x.

2. Für alle g, h ∈ G und alle x ∈ X gilt (gh) · x = g · (h · x).
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Beispiel 1.8.2 1. Die triviale Operation G × X → X de�niert durh g · x = x
für alle g ∈ G und x ∈ X .

2. Die Linkstranslation G×G→ G de�niert durh g · h = gh (hier ist X = G).

2. Die Linkstranslation auf einem Quotient G × G/H → G/H de�niert durh

g · [g′]H = [gh]H (hier ist X = G/H wobei H eine Untergruppe ist).

3. Die Konjugation G×G→ G de�niert durh g · h = ghg−1
(hier ist X = G).

4. Sn × [1, n] → [1, n] de�niert durh σ · i = σ(i).

4. GLn(K)×Kn → Kn
de�niert durh A · v = Av.

Lemma 1.8.3 Sei G×X → X , (g, x) 7→ g · x eine Operation.

1. Dann ist die Abbildung Φ(g) : X → X de�niert durh Φ(g)(x) = g ·x eine Bijektion
von X und die Abbildung

Φ : G→ Bij(X)

de�niert durh g 7→ Φ(g) ein Gruppenhomomorphismus.

2. Umgekehrt, sei Φ : G→ Bij(X) ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist G×X →
X de�niert durh (g, x) 7→ g · x = Φ(g)(x) eine Operation. �

Beweis. 1. Wir zeigen, dass Φ(gh) = Φ(g) ◦ Φ(h). Es gilt

Φ(gh)(x) = (gh) · x = g · (h · x) = Φ(g)(h · x) = Φ(g) (Φ(h)(x)) = (Φ(g) ◦ Φ(h)) (x).

Daraus folgt, dass Φ(g) ◦ Φ(g−1) = IdX = Φ(g−1) ◦ Φ(g) also ist Φ(g) bijektiv mit

Φ(g)−1 = Φ(g−1) und Φ ist ein Gruppenhomomorphismus.

2. Es gilt eG · x = Φ(eG)(x) = IdX(x) = x und g · (h · x) = Φ(g)(Φ(h)(x)) =
(Φ(g) ◦ Φ(h))(x) = Φ(gh)(x) = (gh) · x. �

De�nition 1.8.4 Sei G×X → X , (g, x) 7→ g · x eine Operation von G auf X .

1. Die Operation heiÿt transitiv, falls es für alle x, y ∈ X ein g ∈ G gibt mit g ·x = y.

2. Eine Operation heiÿt treu falls (g · x = x für alle x ∈ X) ⇒ (g = eG).

3. Sei x ∈ X . Die Menge G · x = {g · x ∈ X | g ∈ G heiÿt Orbit oder Bahn von

x ∈ X .

Man shreibt X/G = {G · x|x ∈ X} für die Menge aler Bahnen. Diese Menge heisst

Quotient von X nah G.

4. Ein x ∈ X heiÿt Fixpunkt falls g ·x = x für alle g ∈ G. Die Menge aller Fixpunkte

ist XG
geshrieben.

5. Für x ∈ X heiÿt Gx = {g ∈ G | g · x = x} der Stabilisator von x.

6. Allgemeiner heiÿt für Y ⊂ X eine Teilmenge GY = {g ∈ G | g · Y = Y } der

Stabilisator von Y .
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Bemerkung 1.8.5 Die Operation G×X → X ist genau dann treu, wenn der Grup-

penhomomorphismus Φ : G→ Bij(X) (siehe Lemma 1.8.3) injektiv ist.

Beispiel 1.8.6 1. Sei G × G → G die Linkstranslation. Dann ist die Operation

transitiv und treu. Daraus folgt

Satz 1.8.7 (Satz von Cayley) Sei G eine Gruppe der Ordnung n. Dann ist G eine

Untergruppe von Sn. �

Beweis. Sei L : G → Bij(G) ≃ Sn de�niert durh g 7→ (Lg : G → G, h 7→ gh). Wir

zeigen, dass L injektiv ist also dass die Operation treu ist. Sei g ∈ KerL. Es gilt
Lg = IdG also Lg(h) = h für alle h ∈ G. Daraus folgt gh = h und g = eG. �

2. Sei G× G/H → G/H die Linkstranslation auf dem Quotient G/H . Dann ist die

Operation transitiv und GeG der Stabilisator des neutrales Elements ist H .

3. Sei G× G → G die Konjugation. Sei h ⊂ G. Dann ist der Stabilisator von h der

Zentralisator von h:

Gh = {g ∈ G | ghg−1 = h} = {g ∈ G | gh = hg} = ZG(h).

4. Sei X = {H ⊂ G | H ist eine Untergruppe}. Dann ist G×X → X de�niert durh

g ·H = gHg−1
eine Operation. Es gilt

GH = {g ∈ G | g ·H = H} = {g ∈ G | gHg−1 = H} = NG(H).

Es gilt auh

XG = {H ∈ X | gHg−1 = H für alle g ∈ G} = {H ∈ X | H ⊳ G}.

De�nition 1.8.8 Sei G×X → X eine Operation. Wir de�nieren auf X die Relation

x ∼ y ⇔ y ∈ G · x.

Proposition 1.8.9 Sei G×X → X eine Operation.

1. Die Relation x ∼ y ist eine Äquivalenzrelation.

2. Die Äquivalenzklassen sind die Bahnen.

3. Sei x ∈ X . Die Abbildung G/Gx → G · x de�niert durh [g] 7→ g · x ist wohl

de�niert und bijektiv.

Beweis. 1. Es gilt x = eG · x also x ∼ x und ∼ ist re�exiv.

Seien x, y ∈ X mit x ∼ y. Dann gilt y ∈ G · x also gibt es ein g ∈ G mit y = g · x.
Dann gilt x = g−1 · y und x ∈ G · y also y ∼ x und ∼ ist symmetrish.

Seien x, y, z ∈ X mit x ∼ y und y ∼ z. Dann gibt es g, g′ ∈ G mit y = g · x und

z = g′ · y. Daraus folgt z = g′g · x und x ∼ z also ∼ ist transitiv.
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2. Sei x ∈ X . Die Äquivalenzklasse von x is {y ∈ X | x ∼ y} = {y ∈ X | y ∈ G ·x} =
G · x.
3. Seien g, g′ ∈ G mit [g] = [g′]. Dann gibt es ein h ∈ Gx mit g′ = gh. Daraus folgt
g′ ·x = (gh) ·x = g · (h ·x) = g ·x und die Abbildung ist wohl de�niert. Per De�nition

einer Bahn ist diese Abbildung surjektiv. Seien g, g′ ∈ G mit g · x = g′ · x. Dann
gilt x = (g−1g′) · x und g−1g′ = h ∈ Gx. Daraus folgt g

′ = gh und [g] = [g′]. Die
Abbildung ist injektiv. �

Korollar 1.8.10 (Bahnformel) Sei G×X → X eine Operation mit G endlih. Es

gilt

|G · x| = [G : Gx] =
|G|
|Gx|

.

Beweis. Nah 3. im obigen Proposition gilt |G/Gx| = |G · x|. Nah dem Satz von

Lagrange gilt |G/Gx| = [G : Gx] = |G|/|Gx|. �

Satz 1.8.11 (Bahngleihung) Sei G × X → X eine Operation mit X endlih.

Dann gilt

|X| =
∑

[x]∈X/G

|G · x| =
∑

[x]∈X/G

[G : Gx].

Beweis. Da die Bahnen die Äquivalenzklassen einer Äquivalenzrelation sind gilt

X =
∐

[x]∈X/G

G · x.

Daraus folgt die Behauptung. �

Korollar 1.8.12 Sei G eine endlihe Gruppe und H eine Untergruppe. Der kleinste

Primteiler von |H| sei groÿer gleih [G : H ]. Dann ist H ⊳ G

Beweis. Sei p der kleinste Primteiler von |H| und sei X = G/H . Sei H×X → X die

Linksoperation: h · gH = hgH . Sei x ∈ X . Nah der Bahnformel ist |H · x| ein Teiler

von |H| also |H · x| = 1 oder |H · x| ≥ p. Nah der Bahngleihung gilt

p ≥ [G : H ] = |X| =
∑

[x]∈X/H

|G · x|.

Sei x = [eG] ∈ X . Dann ist x ein Fixpunkt |H · x| = |{x}| = 1. Daraus folgt

p− 1 ≥
∑

[x]∈X/H, x 6=[eG]

|G · x|.

Da |G · x| = 1 oder |G · x| ≥ p muss |G · x| = 1 für alle x ∈ X gelten. Also für alle

[g] ∈ G/H gilt [hg] = [g] für alle h ∈ G i.e. g−1hg ∈ H für alle g ∈ G und h ∈ H i.e.

H ⊳ G. �
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Beispiel 1.8.13 1. Wenn [G : H ] der kleinste Primteiler von |G| ist, ist die Bedin-
gung erfüllt.

2. Insbesondere wenn [G : H ] = 2 ist die Bedigung erfüllt und H ⊳ G.

De�nition 1.8.14 Sei p eine Primzahl. Eine endlihe Gruppe G heiÿt p-Gruppe
falls |G| = pk eine Potenz von p ist.

Korollar 1.8.15 Sei G eine p-Gruppe. Dann gilt |Z(G)| > 1.

Beweis. Sei |G| = pk. Sei X = G und G × X → X die Konjugation. Es gilt XG =
Z(G): sei z ∈ Z(G). Dann gilt g · z = gzg−1 = z. Umgekehrt, sei z ∈ XG

. Dann gilt

g · z = z für alle g ∈ G also gzg−1 = z für alle g ∈ G i.e. gz = zg für alle g ∈ G.
Insbesondere gilt

z ∈ Z(G) ⇔ |G · x| = 1.

Nah der Bahnformel folgt

z ∈ Z(G) ⇔ p 6 ||G · x|.

Nah der Bahngleihung gilt

pk = |X| =
∑

[x]∈X/H

|G · x| =
∑

[x]∈X/G, x∈Z(G)

|G · x|+
∑

[x]∈X/G, x 6∈Z(G)

|G · x|

also pk = |Z(G)| +∑[x]∈X/G, x 6∈Z(G) |G · x|. Alle Terme in der Zweite Summe sind

durh p teilbar also muss |Z(G)| durh p teilbar sein. Daraus folgt |Z(G)| > 1. �

Satz 1.8.16 Sei p eine Primzahl und sei G eine Gruppe der Ordnung p2. Dann gilt

G ≃ Z/p2Z oder G ≃ Z/pZ× Z/pZ. �

Beweis. Fall 1: Es gebe g ∈ G mit ord(g) = p2. Dann gilt Z/p2Z ≃ 〈g〉 = G.

Fall 2: Für alle g ∈ G mit g 6= eG gilt ord(g) = p. Sei g ∈ G\{eG}. Dann gilt |〈g〉| = p
also es gibt h ∈ G \ 〈g〉. Sei N = 〈g〉 und H = 〈h〉. Dann p = |N | = |H| der kleinste
Primteiler von |N und |H| ist und p ≥ p = [G : N ] = [G : H ] gilt nah Korollar

1.8.12: N ⊳ G und H ⊳ G. Der Durhshnitt H ∩ N ist eine ehte Untergruppe von

H da h ∈ H \ N . Also gilt |H ∩ N ||p und |H ∩ N | < p. Daraus folgt |N ∩ H| = 1
und N ∩ H = {eG}. Da N und H normal sind gilt 〈N,H〉 = NH = HN . Dies ist

eine Untergruppe von G die N ∪ {h} enthält also |NH| ≥ p + 1 und |NH| teilt p2.
Daraus folgt |NH| = p2 und NH = G. Nah dem Satz 1.7.5 folgt G ≃ N ×H also

G ≃ Z/pZ× Z/pZ. �

Bemerkung 1.8.17 Für Gruppen G der Ordnung |G| = p3 ist die Klassi�kation

shon shwierieger: siehe Übungblatt 3 für den Fall |G| = 8 = 23. Die Gruppen der

Ordnung 8 sind isomorph zu

Z/8Z, Z/4Z× Z/2Z, Z/2Z× Z/2Z× Z/2Z, D8, H.
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1.9 Symmetrishe Gruppe

De�nition 1.9.1 1. Ein Element σ ∈ Sn heiÿt r-Zykel falls es paarweise vershie-
dene Elemente x1, · · · , xr ∈ [1, n] mit

σ(xk) = xk+1 für alle k ∈ [1, r − 1],
σ(xr) = x1 und
σ(x) = x für alle x ∈ [1, n] \ {x1, · · · , xr}.

2. Die Menge Supp(σ) = {x1, · · · , xr} heiÿt Träger des Zykels. Die Zahl r ist die
Länge des Zykels. Wir shreiben [x1, · · · , xr] für den Zykel der Länge r mit Träger

{x1, · · · , xr}.
3. Zwei Zykel σ, σ′

heiÿen fremd falls Supp(σ) ∩ Supp(σ′) = ∅.

Bemerkung 1.9.2 Eine Transposition ist ein 2-Zykel.

Satz 1.9.3 1. Fremde Zykeln kommutieren.

2. Jedes γ ∈ Sn ist ein Produkt fremder Zykel. Diese sind eindeutig bis auf Reihen-

folge. �

Beweis. 1. Seien σ, σ′
fremde Zykel und sei x ∈ [1, n]. Es gilt

σ(σ′(x)) =





x für x 6∈ Supp(σ) ∪ Supp(σ′)
σ(x) für x ∈ Supp(σ) \ Supp(σ′)
σ′(x) für x 6∈ Supp(σ′) \ Supp(σ)



 = σ′(σ(x)).

2. Sei H = 〈γ〉 die von γ erzeugte Untergruppe. Wir lassen H operieren auf [1, n]
durh γn · x = γn(x). Seien B eine Bahn, sei r = |B| und sei x1 ∈ B. Es gilt

B = {x1, x2 = γ(x1), · · · , xr = γr−1(x1)}.

Sei σB = [x1, · · · , xr]. Es gilt
γ =

∏

B∈[1,n]/H
σB.

Umgekehrt zerlegt jede Faktorisierung γ =
∏

k σk die Menge X in Bahnen gegeben

durh die Träger von σk. Diese Bahnen und also die Zerlegung ist bis auf Reihenfolge

eindeutig bestimmt. �

Beispiel 1.9.4 Sei γ = (36451872) ∈ S8. Die Bahnen von γ sind {1, 2, 4, 5}, {2, 6, 8}
und {7}. Es gilt also

γ = [1345][268][7] = [1345][268].
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Korollar 1.9.5 Sei γ = σ1 · · ·σk die Zerlegung von γ als Produkt fremder Zykel und

sei ri = ord(σi). Dann gilt ord(γ = kgV(r1, · · · , rk).

Beweis. Seo d = kgV(r1, · · · , rk). Es gilt γd = σd
1 · · ·σd

k = Id also ord(γ)|d. Umge-

kehrt für a mit γa = Id gilt Id = γa = σa
1 · · ·σa

k und da die Träger dijunkt sind gilt

gai = Id für alle i ∈ [1, k] also ri|a. Daraus folgt kgV(r1, · · · , rk)|a. �

Lemma 1.9.6 (Konjugationsprinzip) Sei σ = [x1, · · · , xr] ein r-Zykel und sei

γ ∈ Sn. Dann gilt

γσγ−1 = [γ(x1), · · · , γ(xr)].

Beweis. Siehe Übungsblatt 4. �

Korollar 1.9.7 Sei n ≥ 0. Es gilt Sn = 〈[1, 2], [1, 2, · · · , n]〉.

Beweis. Sei H = 〈[1, 2], [1, 2, · · · , n]〉. Sei σ = [1, 2, · · · , n]. Es gilt H ∋ σk[1, 2]σ−k =
[σk(1), σk(2)] = [k + 1, k + 2]. Da die einfahe Transpositionen [i, i + 1] die Gruppe
Sn erzeugen, gilt H = Sn. �

De�nition 1.9.8 Sei k ≥ 0. Eine Operation G × X → X heiÿt k-transitiv falls

für x1, · · ·xk ∈ X paarweise vershiedene Elemente und y1, · · · yk ∈ X paarweise

vershiedene Elemente es ein g ∈ G gibt mit

g · xi = yi für alle i ∈ [1, k].

Beispiel 1.9.9 Sei Sn × [1, n] → [1, n] die Operation γ · x = γ(x). Dann ist diese

Operation n-transitiv.

Lemma 1.9.10 Sei An × [1, n] → [1, n] die Operation gegeben durh γ · x = γ(x).
Dann ist diese Operation (n− 2)-transitiv. �

Beweis. Seien x1, · · ·xn−2 ∈ [1, n] paarweise vershieden und y1, · · · yn−2 ∈ [1, n] paar-
weise vershieden. Seien xn−1, xn, yn−1, yn so, dass

{x1, · · · , xn} = [1, n] = {y1, · · · , yn}.

Da Sn n-transitiv operiert gibt es γ ∈ Sn mit γ(xi) = yi für alle i ∈ [1, n]. Fall γ ∈ An

sind wir fertig. Sonst, sei γ′ = γ ◦ [xn−1, xn]. Dann gilt γ′ ∈ An und γ(xi) = yi für
alle i ∈ [1, n− 2].

mente es ein g ∈ G gibt mit

g · xi = yi für alle i ∈ [1, k].
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Satz 1.9.11 1. In Sn sind alle r-Zykel sind konjugiert.

2. Für n ≥ 5 sind alle 3-Zykel konjugiert in An.

3. Jedes Element in An ist ein Produkt gerader Anzahl von Transpositionen.

4. Ein r-Zyklus ist genau dann in An, wenn r ungerade ist.

5. Die Menge aller 3-Zykel erzeugt An. �

Beweis. 1. Seien σ = [x1, · · · , xr] und σ′ = [y1, · · · , yr] zwei r-Zykel. Da Sn n-transitiv
operiert, gibt es γ ∈ Sn mit γ(xi) = yi für alle i ∈ [1, r]. Daraus folgt γσγ−1 = σ′

.

2. Sei σ = [x1, x2, x3] und σ′ = [y1, y2, y3]. Da n ≥ 5 gilt n − 2 ≥ 3. Da An n − 2-
transitiv operiert gibt es γ ∈ An mit γ(xi) = yi für alle i ∈ [1, 3]. Daraus folgt

γσγ−1 = σ′
.

3. Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen und per De�nition von An

sind Element in An Produkt gerader Anzahl von Transpositionen.

4. Sei σ = [x1, · · · , xr]. Es gilt σ = [x1, x2][x2, x3] · · · [xr−1, xr] also ist σ ein Produkt

von r − 1 Transpositionen und es gilt ε(σ) = (−1)r.

4. Sei [x1, x2][x3, x4] oder [x1, x2][x2, x3] ein Produkt von 2 Transpositionen mit x1,
x2, x3, x4 paarweise vershieden. Es gilt

[x1, x2][x3, x4] = [x1, x3, x2][x1, x3, x4] und [x1, x2][x2, x3] = [x1, x2, x3]

und daraus folgt, dass alle Element in An Produkte von 3-Zykel sind. �

Korollar 1.9.12 Sei n ≥ 2.

1. Es gilt D(Sn) = An.

2. Es gilt

D(An) =





{Id} für n = 2, 3
V4 für n = 4
An für n ≥ 5

wobei V4 = {Id, [12][34], [13][24], [14][23]}.

Beweis. 1. Da Sn/An ≃ {±1} ≃ Z/2Z abelsh ist, gilt D(Sn) ⊂ An (Lemma 1.6.2).

Für n = 2 gilt An = {Id} also An ⊂ D(Sn). Für n ≥ 3 gilt

[a, b, c] = [b, c][a, b][b, c][a, b] = [b, c][a, b][b, c]−1[a, b]−1 = [[b, c], [a, b]] ∈ D(Sn).

Da An von den 3-Zykeln erzeugt ist, gilt An ⊂ D(Sn).
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2. Für n = 2, 3 ist An abelsh also gilt D(An) = {Id}. Für n = 4 gilt V4 ⊳ A4 (Siehe

Übungsblatt 3) und A4/V4 ≃ Z/3Z ist abelsh. Nah Lemma 1.6.2 gilt D(A4) ⊂ V4.
Umgekehrt gilt für a, b, c, d ∈ [1, 4] paarweise vershieden:

[a, b][c, d] = [a, b, c][a, b, d][a, c, b][a, d, b]
= [a, b, c][a, b, d][a, b, c]−1[a, b, d]−1 = [[a, b, c], [a, b, d]] ∈ D(A4).

Daraus folgt V4 ⊂ D(A4).

Sei n ≥ 5, seien a, b, c ∈ [1, n] paarweise vershieden und seien x, y ∈ [1, n] \ {a, b, c}.
Es gilt

[a, b, c] = [a, b, x][a, c, y][a, x, b][a, y, c]
= [a, b, x][a, c, y][a, b, x]−1[a, c, y]−1 = [[a, b, x], [a, c, y]] ∈ D(An).

Es folgt An ⊂ D(An) und da D(An) ⊂ An ist die Behauptung bewiesen. �

Man kann eingentlih das folgende Resultat zeigen (Siehe Übungsblatt 4 für den Fall

n = 5).

Theorem 1.9.13 Die Gruppe An ist einfah für n ≥ 5. �

1.10 Sylow Sätze

De�nition 1.10.1 Sei G eine Gruppe und sei p ein Primteiler von |G| so, dass
|G| = pαm wobei p 6 |m.

Eine Untergruppe von G der Ordnung pα heiÿt p-Sylowuntergruppe.

Bemerkung 1.10.2 Sei G ine Gruppe und p eine Primzahl. Eine Untergruppe H
ist genau dann eine p-Sylowuntergruppe, wenn H eine p-Gruppe ist und [G : H ] und
p teilerfremd sind.

Beispiel 1.10.3 Sei p eine Primzahl, sei Fp = Z/pZ und sei G = GLn(Fp). Es gilt

|G| = (pn − 1)(pn − p) · · · (pn − pn−1) = p
n(n−1)

2 (pn − 1)(pn−1 − 1) · · · (p− 1).

Um es zu zeigen, zählen wir die Basen von Fn
p ab. In Fn

p gibt es pn Elemente. Eine

Basis ist der Form (v1, · · · , vn). Der erste Basisvektor v1 kann beliebig in Fn
p \ {0}

gewählt werden also pn−1 Möglihkeiten. Der zweite Basisvektor v2 kann beliebig in

Fn
p \ 〈v1〉 gewählt werden also pn − p Möglihkeiten. Nah Induktion kann vk+1 kann

beliebig in Fn
p \ 〈v1, · · · , vk〉 gewählt werden also pn − pk Möglihkeiten.

Sei H die Untergruppe von G, welhe von oberen Dreiekmatrizen mit 1 auf der

Diagonal besteht. Dann gilt

|H| = p
n(n−1)

2

und H ist eine Sylowuntergruppe von G.
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Lemma 1.10.4 Sei G eine Gruppe mit |G| = n = pαm mit p 6 | m. Sei H eine

Untergruppe von G und sei S eine p-Sylowuntergruppe von G. Dann gibt es ein

g ∈ G so, dass gSg−1 ∩ H eine p-Sylowuntergruppe von H ist. Insbesondere hat H
auh eine p-Sylowuntergruppe. �

Beweis. Sei X = G/S. Sei G × X → X die Linkstranslation auf dem Quotient

X = G/S de�niert durh g · [g′] = [gg′]. Der Stabilisator von [g] = gS ist gSg−1

(Siehe Übungsblatt 4).

Per Einshränkung Operiert H auf X durh H × X → X mit h · [g′] = [hg′]. Der
Stabilisator H[g] von [g] = gS ist gSg−1 ∩H (Siehe Übungsblatt 4).

Die Gruppen gSg−1 ∩H sind p-Gruppen, da |gSg−1∩H| die Ordnung |S| = pα teilt.

Wir zeigen, dass es ein g gibt so, dass |H/(gSg−1 ∩ H)| = [H : gSg−1 ∩ H ] und p
teilerfremd sind.

Falls es niht der Fall ist gilt nah der Bahnformel |H ·[g]| = |H|/|H[g]| = |H/(gSg−1∩
H)| = [H : gSg−1 ∩ H ] und teilt p die Zahl |H · x| für alle x = [g] ∈ X . Nah der

Bahngleihung

m = |G/S| = |X| =
∑

[x]∈X/H

|H · x|

würde m durh p teilbar sein. Ein Widerspruh. �

Satz 1.10.5 (Erster Sylowsatz) Sei G eine Gruppe und p ein Primteiler von |G|.
Dann hat G mindestens eine p-Sylowuntergruppe. �

Beweis. Sei G eine Gruppe und p ein Primteiler von n = |G|. Nah dem Satz von

Cayley ist G isomorph zu einer Untergruppe von Sn. Die Gruppe Sn ist aber eine

Untergruppe von GLn(K) für jeden Körper K dank der Abbildung

σ 7→ Pσ

wobei Pσ die Permutationsmatrix ist: Pσ = (ai,j)i,j∈[1,n] mit ai,j = δσ(i),j . Also für

K = Fp ist G eine Untergruppe von GLn(Fp). Da GLn(Fp) eine p-Sylowuntergruppe
hat, hat G auh eine p-Sylowuntergruppe nah dem obigen Lemma. �

Korollar 1.10.6 (Satz von Cauhy) Sei G eine Gruppe und p ein Primteiler von

p. Dann gibt es ein Element der Ordnung p.

Beweis. Sei |G| = pαm mit p 6 | m und sei S eine p-Sylowuntergruppe von G. Sei
g ∈ S \ {eG}. Dann gilt ord(g) 6= 0 und ord(g)|pα also ord(g) = pk für k ≥ 1. Dann

gilt ord(gp
k−1

) = pk

ggT(pk,pk−1)
= pk

pk−1 = p. �

Korollar 1.10.7 Eine Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe, wenn ord(g) eine
Potenz von p ist für jedes g ∈ G.
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Beweis. Sei G eine p-Gruppe. Nah dem Satz von Lagrange ist die Ordnung jedes

Element einen Teiler von |G| also eine Potenz von p.
Umgekehrt, sei G eine Gruppe die keine p-Gruppe ist. Dann gibt es einen Primteiler

q von |G| mit p 6= q und G hat ein Element der Ordnung q. �

Korollar 1.10.8 Sei p eine Primzal und G eine Untergruppe von Sp so, dass p ein
Teiler von |G| ist und G eine Transposition enthält. Dann gilt G = Sp.

Beweis. Es gilt |Sp| = p! = pm mit p 6 |m. Da p die Ordnung |G| teilt gilt |G| =
pm′

mit p 6 |m′
. Sei σ ∈ G der Ordnung p. Wir zeigen, dass σ ein p-Zykel ist. Sei

σ = c1 · · · ck die Zerlegung von σ in Produkt von r-Zykeln mit disjunkten Träger. Es

gilt ord(σ) = kgV(ord(c1), · · · , ord(ck)) nah Korollar 1.9.5. Insberonde muss p die

Ordnung ord(ci) für ein i teilen. Für so ein i gilt ord(ci) = p und ci ist ein p-Zykel.
Also enthält G eine Transposition τ und ein p-Zykel σ′

.

Sei τ = [a, b]. Es gibt ein γ ∈ Sn so, dass γτγ−1 = [1, 2] (wähle γ mit γ(a) = 1
und γ(b) = 2). Es genügt zu zeigen, dass G′ = γGγ−1 = Sn und es gilt γGγ−1 ∋
[1, 2], σ = γσ′γ−1

wobei σ ein p-Zykel ist. Da σ ein p-Zykel ist gibt es ein k mit

σk(1) = 2. Auÿerdem gilt σk ∈ 〈σ〉 \ {Id} also 1 < ord(σk)|ord(σ) = p. Es gilt

also ord(σk) = p und σk = [1, 2, x3, · · · , xp]. Sei δ ∈ Sn mit δ(1) = 1, δ(2) = 2
und δ(xi) = i für alle i ≥ 3. Dann gilt δ[1, 2]δ−1 = [1, 2] und δσkδ−1 = [1, 2, · · · , p].
Die Gruppe G′′ = δG′δ−1

enthält [1, 2] und [1, 2, · · · , p] also nah Korollar 1.9.7 gilt

G′′ = Sp. Daraus folgt G
′ = Sp und G = Sp. �

Korollar 1.10.9 Seien p und q Primzahlen und G eine Gruppe der Ordnung |G| =
pkql mit k, l ≥ 1 so, dass q > pk. Dann gilt G ≃ Kq ⋊Kp wobei Kp und Kq beliebege

p- und q-Sylowuntergruppen sind.

Beweis. Nah Korollar 1.8.12 gilt Kq ⊳ G. Sei H = Kp ∩Kq. Dann ist |H| ein Teiler

von pk = |Kp| und ql = |Kq| also |H| = 1 und Kq ∩Kp = {eG}. Daraus folgt, dass
die Abbildung Kq ×Kp → G, (a, b) 7→ ab injektiv ist. Da |Kp × Kq| = pkql = |G|,
folgt, dass diese Abbildung eine Bijektion ist also G = KqKp. Nah dem Satz 1.7.5

folgt G ≃ Kq ⋊Kp. �

Satz 1.10.10 (Zweiter Sylowsatz) Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der

Ordnung |G| = pαm mit p 6 |m.

1. Sei H eine Untergruppe von G die eine p-Gruppe ist. Dann gibt es S eine p-
Sylowuntergruppe von G mit H ⊂ S.

Sei k die Anzahl aller p-Sylowuntergruppen

2. Alle p-Sylowuntergruppe sind zueinander konjuguiert.

3. Es gilt k||G|.
4. Es gilt k ≡ 1 (mod p) (also k teilt m). �
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Korollar 1.10.11 (Vom Satz 1.10.10.2) Sei G eine Gruppe und S ein p-Sylow-
untergruppe. Dann gilt

S ⊳ G⇔ S ist der einzige p-Sylowuntergruppe von G⇔ k = 1.

Beweis. Die letze äquivalenz ist klar da k die Anzahl von p-Sylowuntergruppen ist.

(⇒). Sei S eine p-Sylowuntergruppe mit S⊳G. Sei T eine weitere p-Sylowuntergruppe.
Nah Satz 1.10.10.2 gibt es ein g ∈ G mit gSg−1 = T . Da aber S ⊳ G, folgt S =
gSg−1 = T .

(⇐). Sei S eine p-Sylowuntergruppe und sei g ∈ G. Dann ist gSg−1
auh eine p-

Sylowuntergruppe. Daraus folgt nah Annahme, dass gSg−1 = S und S ⊳ G. �

Beispiel 1.10.12 Sei G eine Gruppe der Ordnung 255. Dann ist G niht einfah.

Tatsählih gilt 255 = 3 × 5 × 17. Sei p = 17. Es gilt |G| = pαm mit α = 1 und

m = 3× 5 = 15. Sei k die Anzahl von p-Sylowuntergruppen. Es gilt k ≡ 1 (mod p)
und k|m. Die Teiler von 15 sind 1, 3, 5 und 15. Da 3, 5, 15 6≡ 1 (mod p) gilt k = 1.
Also ist K17 die einzige 17-Sylowuntergruppe und also ein Normalteiler. Es folgt, dass

G niht einfah ist.

Beweis vom Satz 1.10.10. Wir zeigen 1. und 2. Sei H eine Untergruppe von G die

eine p-Gruppe ist und sei S eine p-Sylowuntergruppe. Nah Lemma 1.10.4 gibt es ein

g ∈ G so, dass gSg−1∩H eine p-Sylowuntergruppe von H ist. Da H eine p-Gruppe ist,
ist eine p-Sylowuntergruppe die ganze Gruppe also gSg−1 ∩H = H i.e. H ⊂ gSg−1

.

Die Untergruppe gSg−1
hat Ordnung |S| = pα und ist also eine p-Sylowuntergruppe.

Daraus folgt 1.

Falls H eine pSylowuntergruppe ist gilt H ⊂ gSg−1
und |H| = pα = |gSg−1| und es

folgt H = gSg−1
. Dies zeigt 2.

3. Wir betrahten X = {p-Sylowuntergruppen} und die Operation G × X → X
de�niert durh g ·S = gSg−1

. Nah 2. ist diese Operation Transitiv also giltG·S = X .

Nah der Bahnformel folgt, dass k = |X| = |G · S| ein teiler von |G| ist.
4. Sei S eine p-Sylowuntergruppe. Wir betrahten die Einshränkungen der obigen

Operation auf S i.e. S ×X → X de�niert durh s · T = sTs−1
. Sei S · T eine Bahn

dieser Operation. Nah der Bahnformel teilt |S · T | die Ordnung |S| also gilt

|S · T | =
{

1 für S · T = {T} i.e. T Fixpunkt oder

pa für ein a ∈ N.

Sei also XS
die Fixpunkte. Es gilt nah der Bahngleihung:

|X| =
∑

[x]∈X/S

|S · x| =
∑

x∈XS

|S · x|+
∑

[x]∈X/S,x 6∈XS

|S · x| = |XS|+ pb.

Also gilt k = |X| ≡ |XS| (mod p). Es genügt zu zeigen, dass XS = {S} also |XS| = 1.
Sei T ∈ XS

. Also ist T eine p-Sylowuntergruppe mit sTs−1 = T für alle s ∈ S. Sei
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H = 〈S, T 〉. Dann sind S und T p-Sylowuntergruppe von H (beide sind shon p-
Sylowuntergruppe von G). Auÿerdem gilt T ⊂ NH(T ) und weil sTs−1 = T für alle

s ∈ S gilt auh S ⊂ NH(T ). Also giltH = 〈S, T 〉 ⊂ NH(T ). Daraus folgt H = NH(T )
i.e. T ⊳ H . Nah Korollar 1.10.11 hat H genau eine p-Sylowuntergruppe. Es folgt
S = T . �

Korollar 1.10.13 (Primärzerlegung abelsher Gruppen) Sei G eine endlihe

abelshe Gruppe. Dann ist für jeder Primteiler p von G die p-Sylowuntergruppe Kp

von G eindeutig durh

Kp = {g ∈ G | ord(g) ist Potenz von p}
gegeben und es gilt

G =
∏

p Primteiler von |G|
Kp.

Beweis. Sei Kp eine p-Sylowuntergruppe. Da G abelsh ist Kp ein Normalteiler also

ist Kp die einzige p-Sylowuntergruppe. Da |Kp| eine Potenz von p ist gilt Kp ⊂ {g ∈
G | ord(g) ist Potenz von p}. Umgekehrt, sei g ∈ G so, dass ord(g) eine Potenz von
p ist. Dann ist 〈g〉 eine p-Gruppe und also in einer p-Sylowuntergruppe enthalten. Es
folgt g ∈ Kp da Kp die einzige p-Sylowuntergruppe ist.

Seien p1, · · · , pk die Primteiler von |G| und sei f :
∏k

i=1Kpi → G de�niert durh

f(x1, · · · , xk) = x1 · · ·xk. Da G kommutativ ist ist f ein Gruppenhomomorphismus.

Sei (x1, · · · , xk) ∈ Kerf . Dann gilt x1x2 · · ·xk = eG. Sei ord(xi) = pαi

i . Es folgt

eG = (x1 · · ·xk)p
α2
2 ···pαk

k = x
p
α2
2 ···pαk

k

1 .

Da ggT(pα1
1 , p

α2
2 · · · pαk

k ) = 1 gibt es a, b ∈ Z mit apα1
1 + bpα2

2 · · · pαk

k = 1. Es folgt

x1 = x
ap

α1
1 +bp

α2
2 ···pαk

k

1 = eG.

Analog gilt xi = eG für alle i und f ist injektiv. Sei

|G| = pβ1

1 · · · pβk

k .

Es gilt |Kpi| = pβi

i und |∏k
i=1Kpi| = |G|. Daraus folgt, dass f bijektiv ist also ein

Isomorphismus. �

Beispiel 1.10.14 Sei G eine abelshe Gruppe der Ordnung |G| = p1 · · ·pk. Dann
gilt

G ≃ Z/p1Z× · · ·Z/pkZ.

Man kann sogar zeigen:

Theorem 1.10.15 SeiG eine endlihe abelshe Gruppe. Dann gibt es Zahlen a1, · · · , ak ∈
N mit

G ≃ Z/a1Z× · · · × Z/akZ.
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1.11 Au�ösbare Gruppen

De�nition 1.11.1 Sei G eine Gruppe. Die k-te derivierte Untergruppe Dk(G)
ist de�niert per Induktion durh

D0(G) = G, D1(G) = D(G) und Dk+1(G) = D(Dk(G)).

Beispiel 1.11.2 1. Für n ≥ 5 gilt D0(Sn) = Sn, D
1(Sn) = D(Sn) = An, D

2(Sn) =
D(D(Sn)) = D(An) = An und per Induktion Dk(Sn) = An für alle k ≥ 1.

2. Für n = 4 gilt D0(S4) = S4, D
1(S4) = A4, D

2(S4) = D(A4) = V4, D
3(S4) =

D(V4) = {Id} und Dk(S4) = {Id} für alle k ≥ 3.

Bemerkung 1.11.3 Sei G eine Gruppe. Es gilt

G = D0(G) ⊲ D1(G) ⊲ · · · ⊲ Dk(G) ⊲ Dk+1(G) ⊲ · · ·

und Dk(G)/Dk+1(G) ist abelsh.

De�nition 1.11.4 Eine Gruppe G heiÿt au�ösbar wenn es eine Folge von Unter-

gruppen (Gi)i∈[1,m] gibt mit

� G0 = G und Gm = {eG},
� Gi+1 ⊳ Gi und

� Gi/Gi+1 ist abelsh.

Beispiel 1.11.5 1. Sei G abelsh, dann ist G au�ösbar mit G1 = {eG} ⊳ G1 = G.

2. Die Gruppen Sn und An sind für n ≤ 4 au�ösbar mit den Folgen

{Id} = A1 = S1, {Id} = A2 ⊳ S2, {Id} ⊳ A3 ⊳ S3 und {Id} ⊳ V4 ⊳ A4 ⊳ S4.

Satz 1.11.6 Eine Gruppe G ist genau dann au�ösbar, wenn es ein m gibt mit

Dm(G) = {eG}. �

Beweis. (⇐). Sei Gi = Di(G). Dann ist Gi eine Folge von Untergruppen, die die

De�nition der Au�ösbarkeit erfüllt.

(⇒). Sei (Gi)i∈[1,m] eine Folge von Untergruppen mit G0 = G, Gr = {eG}, Gi+1 ⊳ Gi

und Gi/Gi+1 ist abelsh. Wir zeigen, dass Di(G) ⊂ Gi per Induktion nah i. Daraus
folgt, dass Dm(G) ⊂ Gm = {eG} also Dm(G) = {eG}.
Es gilt D0(G) = G = G0. Angenommen gilt Di(G) ⊂ Gi. Da Gi/Gi+1 abelsh ist gilt

D(Gi) ⊂ Gi+1. Daraus folgt

Di+1(G) = D(Di(G)) ⊂ D(Gi) ⊂ Gi+1.
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Korollar 1.11.7 Die Gruppen Sn und An sind für n ≥ 5 niht au�ösbar.

Beweis. Es gilt Dk(Sn) = Dk(An) = An für k ≥ 2 und n ≥ 5. �

Satz 1.11.8 Sei f : G → G′
ein Gruppenhomomorphismus und sei H eine Unter-

gruppe von G.

1. Es gilt f(D(H)) = D(f(H)).

2. Es gilt f(Dk(G)) ⊂ Dk(G′) für alle k.

3. Falls f surjektiv ist, gilt f(Dk(G)) = Dk(G′) für alle k. �

Beweis. 1. Folgt aus f([a, b]) = [f(a), f(b)].

2. Per Induktion nah k. Es gilt f(D0(G)) = f(G) ⊂ G′ = D0(G′). Angenom-

men gilt f(Dk(G)) ⊂ Dk(G′). Dann gilt nah 1. f(Dk+1(G)) = f(D(Dk(G))) =
D(f(Dk(G))) ⊂ D(Dk(G′)) = Dk+1(G).

3. Per Induktion nah k. Es gilt f(D0(G)) = f(G) = G′ = D0(G′). Angenom-

men gilt f(Dk(G)) = Dk(G′). Dann gilt nah 1. f(Dk+1(G)) = f(D(Dk(G))) =
D(f(Dk(G))) = D(Dk(G′)) = Dk+1(G). �

Korollar 1.11.9 Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe und N ein Normalteiler.

1. Falls G au�ösbar ist gilt H , N und G/N sind au�ösbar.

2. Die Gruppe G ist genau dann au�ösbar, wenn N und G/N au�ösbar sind.

Beweis. 1. Sei m mit Dm(G) = {eG}. Es gilt Dm(H) ⊂ Dm(G) also ist H au�ösbar.

Das gleihe gilt für N . Nah dem obigen Satz mit f : G → G/N die kanonishe

Projektion gilt f(Dm(G)) = Dm(G/N) also Dm(G/N) = {eG/N}.
2. (⇒). Folgt aus 1.

(⇐). Seien m und r mit Dm(N) = {eG} und Dr(G/N) = {eG/N}. Sei f : G → G/N
die kanonishe Projektion. Nah dem obigen Satz gilt f(Dr(G)) = Dr(G/N) =
{eG/N}. Also gilt Dr(G) ⊂ Kerf = N . Daraus folgt Dm+r(G) = Dm(Dr(G)) ⊂
Dm(N) = {eG}. �

Korollar 1.11.10 Seien G1, · · · , Gr, H und N Gruppen.

1. Das Produkt G1 × · · · × Gr ist genau dann au�ösbar, wenn Gi für alle i ∈ [1, r]
au�ösbar ist.

2. Das semidirekte Produkt N⋊H ist genau dann au�ösbar, wenn N und H au�ösbar

sind.

Beweis. Siehe Übungsblatt 5. �

Korollar 1.11.11 Jede p-Gruppe ist au�ösbar.
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Beweis. Siehe Übungsblatt 5. �

Satz 1.11.12 Sei G endlih au�ösbar. Jede Folge von Untergruppen (Gi)i∈[1,r] mit

G0 = G, Gr = {eG}, Gi+1 ⊳ Gi und Gi/Gi+1 abelsh lässt sih verfeinern in einer

Folge von Untergruppen (G′
i)i∈[1,r] mit

� G′
0 = G und G′

r = {eG},
� G′

i+1 ⊳ G
′
i und

� G′
i/G

′
i+1 ≃ Z/piZ für eine Primzahl pi. �

Beweis. Sei (Gi)i∈[1,r] eine Folge die sih niht verfeinern lässt aber mit ein k so,

dass Gk/Gk+1 niht von Primzahlordnung. Sei p ein Primteiler von Gk/Gk+1 und

x ∈ Gk/Gk+1 ein Element der Ordnung p ist (Satz von Cauhy). Dann gilt {e} (

〈x〉 ( Gk/Gk+1. Da Gk/Gk+1 abelsh ist gilt 〈x〉⊳Gk/Gk+1. Sei π : Gk → Gk/Gk+1 die

kanonishe Projektion und H = π−1(〈x〉). Es gilt Gk+1 ( H ( Gk und Gk+1 ⊳H ⊳Gk.

Ein Widerspruh zur niht Verfeinbarkeit. �

Beispiel 1.11.13 Es gilt S4

Z/2Z
⊲ A4

Z/3Z
⊲ V4

Z/2Z
⊲ {Id, [12][34]} Z/2Z

⊲ {Id}.



2 Ringe

2.1 Grundbegri�e

2.1.1 De�nition

De�nition 2.1.1 1. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei Verknüpfungen + : R ×
R → R, (a, b) 7→ a+ b und × : R× R → R, (a, b) 7→ ab so, dass

� (R,+) ist eine kommutative Gruppe mit 0R als neutrales Element,

� (ab)c = a(bc) für alle a, b, c ∈ R,

� a(b+ c) = ab+ ac und ba+ ca = (b+ c)a für alle a, b, c ∈ R,

� es gibt ein 1R ∈ R mit a · 1R = 1R · a = a für alle a ∈ R.

2. Falls × kommutativ ist i.e. ab = ba für alle a, b ∈ R heiÿt R kommutativer

Ring.

Bemerkung 2.1.2 Sei R ein Ring.

1. Falls 1R = 0R gilt R = {0R}. In diesem Fall heiÿt R der Nullring.

2. Für alle a, b ∈ R gilt

� 0R · a = a · 0R = 0R

� (−a)(−b) = ab

Beispiel 2.1.3 1. (Z,+,×), (Q,+,×), (R,+,×) und (C,+,×) sind Ringe.

2. (Z/nZ,+,×) in ein Ring.

3. Sei K ein Körper. (Mn(K),+,×) ist ein Ring, wobei + bzw. × Matrixaddition

bzw. Matrixmultiplikation sind.

4. Für x ∈ C, sei x 7→ x̄ die komplexe Konjugation. Die Menge der Quaternionen

H =

{(
x y
−ȳ x̄

)
∈M2(C) | x, y ∈ C

}

mit Matrixaddition und Matrixmultiplikation ist ein niht kommutativer Ring.
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De�nition 2.1.4 Seien R und R′
zwei Ringe. Das Produkt R × R′

mit (a, a′) +
(b, b′) = (a+b, a′+b′) und (a, a′)(b, b′) = (ab, a′b′) ist ein Ring und heiÿtProduktring
von R und R′

.

De�nition 2.1.5 Sei R ein Ring.

1. Ein Element a ∈ R heiÿt Einheit oder invertierbar falls es ein b ∈ R gibt mit

ab = ba = 1R. Mann shreibt R×
für die Menge aller Einheiten:

R× = {a ∈ R | a is eine Einheit}.

2. Ein Element a ∈ R heiÿt Nullteiler falls es ein b ∈ R \ {0R} gibt mit ab = 0R
oder ba = 0R.

Bemerkung 2.1.6 Sei R ein Ring.

1. Die Menge (R×,×) ist eine Gruppe. Insbesondere ist für a ∈ R×
das Element

b ∈ R mit ab = ba = 1R ein Element in R×
und ist eindeutig bestimmt. Wir shreiben

b = a−1
.

2. Es gilt R× ⊂ R \ {Nullteiler}: sei b ∈ R mit ab = 0R oder ba = 0R. Es gilt

0R = a−1ab = b oder 0R = baa−1 = b.

De�nition 2.1.7 Sei R ein Ring.

1. R heiÿt Nullteilerfrei falls (a ∈ R Nullteiler ⇒ a = 0).

2. R heiÿt Intergritätring falls R 6= {0R}, R kommtativ und Nullteilerfrei ist.

3. R heiÿt Shiefkörper falls R× = R \ {0R}.
4. R heiÿt Körper falls R ein kommutativer Shiefkörper ist.

Beispiel 2.1.8 1. Der Ring Z ist ein Integritätsring.

2. Der Ring R = Z/4Z ist kein Integritätsring: Es gilt [2] 6= 0R aber [2][2] = [4] = 0R.

3. Der Ring H ist ein niht kommutativer Shiefkörper.

Bemerkung 2.1.9 Sei R ein nullteilerfreier Ring und S ein Unterring. Dann ist S
nullteilerfrei.

De�nition 2.1.10 Sei R ein Ring.

1. Der Polynomring zu R ist

R[X ] = {
∞∑

k=0

rkX
k | rk 6= 0 nur für endlih viele k }
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mit ( ∞∑

k=0

rkX
k

)
+

( ∞∑

k=0

r′kX
k

)
=

∞∑

k=0

(rk + r′k)X
k

und ( ∞∑

k=0

rkX
k

)
×
( ∞∑

k=0

r′kX
k

)
=

∞∑

k=0

(
∑

a+b=k

rar
′
b

)
Xk.

2. Per Induktion de�niert man den Polynomring mit n Unbekannten zu R als

R[X1, · · · , Xn] = (R[X1, · · · , Xn−1])[Xn].

Bemerkung 2.1.11 Sei R ein Ring.

1. Sei P ein Polynom in R[X ]. Dann de�niert P eine polynomiale Abbildung fP :
R → R durh fP (r) = P (r).

2. Man sollte aber Polynome und polynomiale Abbildungen niht verwehseln. Zum

Beispiel für R = F2 = Z/2Z sind die Polynome P = 0 und Q = X +X2
vershieden

aber die Abbildungen die sie de�nieren sind fP : F2 → F2 und fQ : F2 → F2 und es

gilt fP (x) = 0 = fQ(x) für alle x ∈ F2 also fP = fQ.

Lemma 2.1.12 Sei R ein nullteilerfreier Ring. Dann ist R[X ] nullteilerfrei. �

Beweis. Seien P,Q ∈ R[X ]\{0}. Wir shreiben P =
∑n

k=0 rkX
k
undm =

∑m
k=0 skX

k

mit rn 6= 0 6= sm. Es gilt

PQ =
nm∑

k=0

(
∑

a+b=k

rasb

)
Xk =

nm∑

k=0

tkX
k.

Insbesondere gilt tnm = rnsm. Da R nulteilerfrei ist gilt tnm 6= 0 also PQ 6= 0. �

2.1.2 Ringhomomorphismus

De�nition 2.1.13 Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung f : R → R′
,

wobei R und R′
ringe sind so, dass für alle a, b ∈ R gilt

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b) und f(1R) = 1R′ .

Lemma 2.1.14 Sei f : R→ R′
ein Ringhomomorphismus.

1. Dann gilt f(R×) ⊂ R′×
.

2. Die induzierte Abbildung f : R× → R′×
ist ein Gruppenhomomorphismus. �

Beweis. Übung. �
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2.1.3 Unterringe und Ideale

De�nition 2.1.15 Sei R ein Ring.

1. Eine Untergruppe R′ ⊂ R heiÿt Unterring falls

� 1R ∈ R′
und

� ab ∈ R′
für alle a, b ∈ R′

.

2. Eine Untergruppe I ⊂ R heiÿt Ideal falls ab, ba ∈ I für alle a ∈ I und alle b ∈ R.

Lemma 2.1.16 Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann gilt

I = R ⇔ 1R ∈ I.

Beweis. Übung. �

Beispiel 2.1.17 1. Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C ⊂ H sind Unterringe.

2. Sei R ein Ring. Die Menge {0R} ist ein Ideal und heiÿt Nullideal.

3. Sei R ein kommutativer Ring und r ∈ R. Dann ist (r) = rR = {ra ∈ R | a ∈ R}
ein Ideal.

4. Zum Beispiel ist nZ ⊂ Z ein Ideal. Alle Ideale in Z sind dieser Form (shon alle

Untergruppen sind dieser Form!).

5. Sei K ein Körper und R = K[X ]. Dann sind alle Ideale I in R der Form I = (P )
für ein P ∈ K[X ] (Siehe LAII Übungsblatt 8 Übung 1).

Lemma 2.1.18 Sei f : R→ R′
ein Ringhomomorphismus, seien S ⊂ R und S ′ ⊂ R′

Unterringe und I ⊂ R und I ′ ⊂ R′
Ideale.

1. Dann sind f(S) und f−1(S ′) Unterringe von R′
und R. Insbesondere ist Imf ein

Unterring.

2. 1. Dann ist f−1(I ′) ein Ideal von R. Insbesondere ist Kerf ein Ideal.

3. Falls f surjektiv ist, ist f(I) ein Ideal in R′
. �

Beweis. Bilder und Urbilder von Untergruppen sind Untergruppen.

1. Es gilt 1R ∈ S also 1R′ = f(1R) ∈ f(S). Seien f(a), f(b) ∈ f(S) mit a, b ∈ S. Dann
gilt ab ∈ S und f(a)f(b) = f(ab) ∈ f(S).

Es gilt f(1R) = 1R′ ∈ S ′
also 1R ∈ f−1(S ′). Seien a, b ∈ f−1(S ′) also f(a), f(b) ∈ S ′

.

Dann gilt f(ab) = f(a)f(b) ∈ S ′
also ab ∈ f−1(S ′).

2. Sei a ∈ f−1(I ′) und b ∈ R. Dann gilt f(a) ∈ I ′ und f(ab) = f(a)f(b) ∈ I ′ und
f(ba) = f(b)f(a) ∈ I ′.
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3. Sei f(a) ∈ f(I) mit a ∈ I und sei b′ ∈ R′
. Da f surjektiv ist, gibt es ein b ∈ R mit

f(b) = b′. Es folgt ab, ba ∈ I und f(a)f(b) = f(ab) ∈ f(I) und f(b)f(a) = f(ba) ∈
f(I). �

2.1.4 Quotienten

Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann ist (R/I,+) eine Gruppe und die kanonishe

Projektion π : R → R/I ist ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma 2.1.19 Sei R ein Ring und I ein Ideal.

1. Dann ist die Verknüpfung × : R/I ×R/I → R/I, ([a], [b] 7→ [ab] wohl de�niert.

2. (R/I,+,×) ist ein Ring und die kanonishe Projektion π : R → R/I ist ein

Ringhomomorphismus. �

Beweis. 1. Seien a′, b′ ∈ R mit [a′] = [a] und [b′] = [b]. Es gibt c, d ∈ I mit a′ = a+ c
und b′ = b+d. Dann gilt a′b′ = ab+ad+ cb+ cd und da ad, cb, cd ∈ I gilt [a′b′] = [ab].

2. Übung. �

De�nition 2.1.20 Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann heiÿt R/I mit [a] + [b] =
[a + b] und [a][b] = [ab] der Quotientring.

Bemerkung 2.1.21 Sei R ein Ring und I ein Ideal. Dann gilt I = Kerπ, wobei
π : R → R/I die kanonishe Projektion. Also ist jeder Ideal der Kern eines Ringho-

momorphismus.

Satz 2.1.22 Sei f : R → R′
ein Ringhomomorphismus, sei I ein Ideal von R und

sei π : R → R/I die kanonishe Projektion.

1. Es gibt ein eindeutig bestimmter Ringhomomorphismus f̄ : R/I → R′
so, dass das

Diagram

R
f //

p

��

R′

R/I
f̄

==
{

{
{

{
{

{
{

{

kommutiert, genau dann wenn I ⊂ Kerf .

Angenommen I ⊂ Kerf und sei f̄ wie in 1.

2. Die Abbildung f̄ ist genau dann injektiv, wenn I = Kerf .

3. Die Abbildung f̄ ist genau dann surjektiv, wenn f surjektiv ist. �
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Beweis. 1. Nah Satz 1.2.10.1 existiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomor-

phismus f̄ wie oben genau dann, wenn I ⊂ Kerf . Wir zeigen, dass f̄ ein Ringhomo-

morphismus ist. Es gilt f̄([1R/I ]) = f̄(π(1R)) = f(1R) = 1R′
. Seien a, b ∈ R. Es gilt

f̄([a][b]) = f̄([ab]) = f̄(π(ab) = f(ab) = f(a)f(b) = f̄([a])f̄([b]).

2. Folgt aus Satz 1.2.10.2.

3. Folgt aus Satz 1.2.10.3. �

Korollar 2.1.23 Sei f : R → R′
ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann gilt

R/Kerf ≃ R′
.

Beispiel 2.1.24 Es gilt R[X ]/(X2 + 1) ≃ C.

2.1.5 Erzeuger

Lemma 2.1.25 Sei R ein Ring. Sei (Ra)a∈A ein Familie von Unterringe und sei

(Ia)a∈A eine Familie von Ideale. Seien I und J zwei Ideale.

1. Dann ist

⋂
a∈ARa ein Unterring

2. Dann sind

⋂
a∈A Ia, I + J = {a+ b ∈ R |a ∈ I, b ∈ J} Ideale.

3. Sei A ⊂ R eine Teilmenge. Dann gibt es ein kleinster Unterring S mit A ⊂ S.

4. Sei A ⊂ R eine Teilmenge. Dann gibt es ein kleinstes Ideal I mit A ⊂ I. �

Beweis. 1 + 2 Übung.

3 + 4. Der kleinste Unterring bzw. das kleinste Ideal sind

⋂

S⊃A, S Unterring

S und

⋂

I⊃A, I Ideal

I.

De�nition 2.1.26 Sei R ein Ring, A eine Teilmenge in R, S ein Unterring und I, J
Ideale in R.

1. Der kleinste Unterring die S und A enthält heiÿt der von S und A erzeugte

Unterring.

Man shreibt S[A] für den von S und A erzeugten Unterring.

2. Das kleinste Ideal die A enthält heiÿt das von A erzeugte Ideal.

Man shreibt (A) für das von A erzeugte Ideal. Falls A = {a} shreibt man (A) = (a).
Ein solhes Ideal heiÿt Hauptideal.

2. Die Summe von I und J ist das Ideal I + J = {a+ b ∈ R |a ∈ I, b ∈ J}.
3. Das Produktideal von I und J ist IJ = (ab | a ∈ I, b ∈ J) i.e. das von

Produkte ab mit a ∈ I und b ∈ J erzeugte Ideal.
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Beispiel 2.1.27 1. Z[
√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Z} ist der von

√
2 erzeugte Unterring

von R.

2. Allgemeiner gilt für R kommutativ, S ⊂ R Unterring und r ∈ R:

S[r] = {P (r) ∈ R | P ∈ S[X ]}.

3. Sei R ein kommutativer Ring und r ∈ R. Dann gilt (r) = {ra ∈ R | a ∈ R}.

Bemerkung 2.1.28 Es gilt IJ ⊂ I ∩ J .

2.1.6 Isomorphiesätze

Satz 2.1.29 (Erster Isomorphiesatz) Sei R ein Ring und seien I, J Ideale.

1. Dann ist I ein Ideal in I + J und I ∩ J ist ein Ideal in J .

2. Die Abbildung J/(I ∩ J) → (I + J)/I, [a]I∩J 7→ [a]I ist wohl de�niert und ein

Gruppenisomorphimus. �

Beweis. 1. Klar.

2. Folgt aus dem ersten Isomorphiesatz für Gruppen. �

Satz 2.1.30 (Zweiter Isomorphiesatz) Sei R ein Ring und I ein Ideal. Sei J ⊃ I
eine Untergruppe.

1. Dann ist J genau dann ein Ideal in R, wenn J/I ein Ideal in R/I ist.

2. Die Abbildung (R/I)/(J/I) → R/J , [[a]I ]J/I 7→ [a]J ist wohl de�niert und ein

Ringisomorphimus. �

Beweis. 1. Sei J ein Ideal und seien [a] ∈ J/I und [b] ∈ R/I. Dann gilt [a][b] = [ab] ∈
J/I und [b][a] = [ba] ∈ J/I da ab, ba ∈ J .

Umgekehrt sei J/I ein Ideal. Seien a ∈ J und b ∈ R. Dann gilt [ab] = [a][b] ∈ J/I
und [ba] = [b][a] ∈ J/I also ab, ba ∈ J .

2. Aus dem zweiten Isomorphiesatz für Gruppen folgt, dass die Abbildung wohl de�-

niert ist und ein Gruppenisomorphismus. Aber per De�nition des Produkts ist diese

Abbildung ein Ringhomomorphismus. �

Korollar 2.1.31 SeiR ein Ring und I ein Ideal inR und π : R → R/I die kanonishe
Projektion. Dann ist die Abbildung

{ J Ideal von R | J ⊃ I} → { J̄ Ideal von R/I }, J 7→ π(J) = J/I

bijektiv und es gilt R/J ≃ (R/I)/π(J) = (R/I)/(J/I).

Beweis. Die Umkehrabbildung ist J̄ 7→ π−1(J̄). �



43

2.1.7 Primideale und maximale Ideale

Lemma 2.1.32 Sei R ein kommutativer Ring. Es gilt

R Körper ⇔ die einzige Ideale in R sind R und 0.

Beweis. (⇒). Sei I ein Ideal mit I 6= 0. Sei a ∈ I mit a 6=. Dann ist a invertierbar

und es gilt 1R = a−1a ∈ I also I = R.

(⇐). Sei a ∈ R mit a 6= 0 und sei I = (a). Dann gilt I 6= 0 also I = R und 1R ∈ I.
Es gibt also ein r ∈ R mit ra = ar = 1R also a ist invertierbar. �

Lemma 2.1.33 Sei f : K → R ein Ringhomomorphismus mit K ein Körper und

R 6= 0. Dann ist f injektiv. �

Beweis. Der Kern Kerf ist ein Ideal. und f(1K) = 1R 6= 0R also gilt Kerf 6= K. Da

K ein Körper ist hat K nur zwei Ideale: K und 0. Es folgt Kerf = 0. �

De�nition 2.1.34 Sei R ein Ring und I ein Ideal.

1. Das Ideal I heiÿ Primideal, wenn I 6= R und für a, b ∈ R gilt

(ab ∈ I) ⇒ (a ∈ I oder b ∈ I).

1. Das Ideal I heiÿ maximal, wenn I 6= R und für J ein Ideal gilt

(I ⊂ J) ⇒ (J = I oder J = R).

Beispiel 2.1.35 Sei R = Z. Dann ist nZ genau dann ein Primideal, wenn n = 0
oder n eine Primzahl ist.

Lemma 2.1.36 Sei R ein kommutativer Ring und I ein Ideal.

1. Das Ideal I ist genau dann ein Primideal, wenn A/I ein Integritätsring ist.

2. Das Ideal I ist genau dann maximal, wenn A/I ein Körper ist. �

Beweis. Das Ideal ist genau dann eht (I 6= R), wenn R/I 6= 0.

1. Sei I Primideal und seien [a], [b] ∈ R/I mit [a][b] = [0]. Es gilt [ab] = [0] also ab ∈ I.
Da I Primideal ist, gilt a ∈ I oder b ∈ I also [a] = [0] oder [b] = [0].

Umgekehrt, sei R/I Integritätsring und seien a, b ∈ R mit ab ∈ I. Dann gilt [a][b] =
[ab] = [0] also [a] = [0] oder [b] = [0]. Daraus folgt a ∈ I oder b ∈ I.

2. Sei π : R → R/I die kanonishe Projektion. Sei I maximal und sei J̄ ein Ideal

in R/I. Dann ist π−1(J̄) ein Ideal in R mit I ⊂ π−1(J̄). Da I maximal ist, folgt

π−1(J̄) = I oder π−1(J̄) = R. Es folgt J̄ = π(π−1(J̄)) = I/I = ([0]) oder J̄ = R/I.
Nah dem Lemma 2.1.32 folgt, dass R/I ein Körper ist.

Umgekehrt, sei R/I ein Körper und sei J ein Ideal mit I ⊂ J . Dann ist π(J) ein
Ideal in R/I also nah Lemma 2.1.32 gilt π(J) = ([0]) oder π(J) = R/I. Daraus folgt
J = π−1(π(J)) = I oder J = R und I ist maximal. �



44 2 Ringe

Beispiel 2.1.37 Sei R = Z[X ]. Dann ist (X) ein Primideal aber niht maximal:

es gilt Z[X ]/(X) = Z Integritätsring aber kein Körper. Das Ideal (X, 2) ⊃ (X) ist
maximal: Z[X ]/(X, 2) ≃ Z/(2) = F2 ist ein Körper. Das Ideal (X

2) ist kein Primideal.

Korollar 2.1.38 Ein maximales Ideal ist ein Primideal.

Beweis. Ein Körper ist immer ein Integritätsring. �

Beispiel 2.1.39 1. Das Ideal I = (X2+1) ist ein Primideal und sogar ein maximales

Ideal in R[X ]: es gilt R[X ]/(X2+1) ≃ C aber kein Primideal in C[X ]: es giltX−i 6∈ I,
X + i 6∈ I aber (X − i)(X + i) = X2 + 1 ∈ I.

2. Sei x ∈ Rn
, sei R = C0(Rn,R) und Mx = {f ∈ R | f(x) = 0}. Dann gilt

R/Mx ≃ R und Mx ist ein maximales Ideal in R.

Bemerkung 2.1.40 Aus dem Auswahl-Axiom kann man Zeigen

Satz 2.1.41 (Satz von Krull) Sei R ein Ring und I ein Ideal mit I 6= R. Dann
gibt est ein maximales Ideal M mit I ⊂ M. �

Lemma 2.1.42 Sei f : R → R′
ein Ringhomomorphismus zwishen zwei kommuta-

tiven Ringe und sei I ′ ein Ideal in R′
.

1. Es gilt (I ′ Primideal) ⇒ (f−1(I ′) Primideal).

Sei f surjektiv

2. Es gilt (I ′ Primideal) ⇔ (f−1(I ′) Primideal).

3. Es gilt (I ′ maximales Ideal) ⇔ (I ′ maximales Ideal). �

Beweis. 1. Seien a, b ∈ R mit ab ∈ f−1(I ′). Es gilt f(a)f(b) = f(ab) ∈ I ′ also
f(a) ∈ I ′ oder f(b) ∈ I ′. Daraus folgt a ∈ f−1(I ′) oder b ∈ f−1(I ′).

Da f surjektiv ist gilt R′ ≃ R/Kerf und nah identi�zierung von R′
mit R/Kerf

ist die Abbildung f : R → R′
mit der kanonishen Projektion π : R → R/Kerf

identi�ziert.

2 und 3. Sei I ′ ein Ideal in R′ = R/Kerf . Sei I = π−1(I ′). Es gilt I ⊃ J und

I/J = π(I) = I ′. Nah dem zwieten Isomorphiesatz gilt

R/I ≃ (R/J)/(I/J) = R′/I ′.

Insbesondere ist R/I genau dann Integritätsring bzw. Körper, wenn R′/I ′ Integri-
tätsring bzw. Körper ist. �

Beispiel 2.1.43 1. Sei f : R[X ] → C[X ] und I = (X2 + 1) ⊂ C[X ]. Dann gilt

f−1(I) = (X2+1) ⊂ R[X ] und f−1(I) ist ein Primideal und maximal aber I ist niht
maximal und kein Primideal.

2. Sei f : Z → Q die enthaltung. Sei I = (0) ⊂ Q. Dann gilt f−1(I) = (0) ⊂ Z. Das

Ideal I ist ein Primideal in Q und sogar maximal aber f−1(I) ist ein Primideal aber

niht maximal.
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2.1.8 Teilerfremde Ideale

In diesem Abshnitt ist R ein kommutativer Ring.

De�nition 2.1.44 Zwei Elemente a, b ∈ R heiÿen teilerfremd falls

(c |a und c|b ⇒ c ∈ R×) für alle c ∈ R.

Beispiel 2.1.45 1. Seien n,m ∈ Z. Dann sind n und m genau dann teilerfremd,

wenn ggT(n,m) = 1.

2. Sei K ein Körper und R = K[X, Y ]. Dann sind X und Y teilerfremd: sei P mit

P |X und P |Y . Dann gilt P = λ oder P = λX für λ ∈ K×
und P = λ oder P = λY

für λ ∈ K×
. Es folgt P = λ ∈ K× ⊂ R×

.

De�nition 2.1.46 Sei R ein Ring. Zwei Ideale I und J heiÿen teilerfremd falls

I + J = R.

Beispiel 2.1.47 1. Sei R = Z, I = nZ = (n) und J = mZ = (m). Dann sind I und
J genau dann teilerfremd, wenn n und m teilerfremd sind.

2. Sei K ein Körper und R = K[X, Y ]. Seien I = (X) und J = (Y ). Dann sind I und
J niht teilerfremd: es gilt I +J = (X)+ (Y ). Sei P ∈ I+J . Dann gibt es Polynome

S, T ∈ R mit P = XR + Y T . Daraus folgt P (0, 0) = 0. Insbesondere gilt 1 6∈ I + J
und I + J 6= R.

Lemma 2.1.48 Sei R ein kommutativer Ring. Seien a, b ∈ R und I = (a), J = (b).

1. Es gilt: (I und I sind teilerfremd) ⇒ (a und b sind teilerfremd).

Sei R ein Hauptidealring i.e. alle Ideale I ′ sind der Form I ′ = (a′) für ein a′ ∈ R.

2. Es gilt: (I und I sind teilerfremd) ⇔ (a und b sind teilerfremd). �

Beweis. 1. Es gilt (a) + (b) = I + J = R. Es gibt also x, y ∈ R mit 1 = ax+ by. Sei
c ∈ R mit c|a und c|b. Es gibt also α, β ∈ R mit a = cα und b = cβ. Daraus folgt

1 = ax+ by = cαx+ cβy = c(αx+ βy)

und c ist invertierbar.

2. (⇒) folgt aus 1. (⇐). Da R ein Hauptidealring ist gibt es ein c ∈ R mit (a)+(b) =
I + J = (c). Es genügt zu zeigen, dass c ∈ R×

gilt: daraus folgt (c) = R. Es gilt
a ∈ (a) + (b) = (c) also gibt es ein α ∈ R mit a = cα i.e. c|a. Analog gilt c|b. Da a
und b teilerfremd sind folgt c ∈ R×

. �
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Satz 2.1.49 (Chinesisher Restsatz) SeiR ein kommutativer Ring und I1, · · · , In
paarweise teilerfremde Ideale. Dann ist die Abbildung

R/
⋂

k

Ik →
∏

k

R/Ik, [a] 7→ ([a]R/I1 , · · · , [a]R/In).

wohl de�niert und ein Isomorphismus. �

Beweis. Die Abbildung f ′ : R → ∏
k R/Ik, a 7→ ([a]R/I1 , · · · , [a]R/In) ist wohl de-

�niert. Die obige Abbildung f wird wohl de�niert sei sobald

⋂
k Ik ⊂ Kerf ′

. Sei

a ∈ ⋂k Ik. Dann gilt a ∈ Ik für alle k. Daraus folgt [a]R/Ik = [0]R/Ik und a ∈ Kerf ′
.

Wir zeigen Kerf ′ =
⋂

k Ik. Sei a ∈ Kerf ′
. Dann gilt [a]R/Ik = [0]R/Ik für alle k also

gilt a ∈ Ik für alle k und es folgt a ∈ ⋂k Ik. Daraus folgt, dass f injektiv ist.

Es bleibt zu zeigen, dass f surjektiv ist. Es genügt jetzt zu zeigen, dass f ′
surjektiv

ist. Sei j ∈ [1, n]. Wir zeigen zuerst, dass Ij und
⋂

k 6=j Ik teilerfremd sind. Für k 6= j
sind Ij und Ik teilerfremd also Ij + Ik = R und es gibt aj,k ∈ Ij und bk ∈ Ik mit

1 = aj,k + bk Daraus folgt

1 =
∏

k 6=j

(aj,k + bk) = cj +
∏

k 6=j

bk

wobei cj ∈ Ij. Da bk ∈ Ik gilt

∏
k 6=j bk ∈ Ik für alle k 6= j also

∏
k 6=j bk ∈ ⋂k 6=j Ik.

Daraus folgt 1 ∈ Ij +
⋂

k 6=j Ik und R = Ij +
⋂

k 6=j Ik. Sei dj =
∏

k 6=j bk. Es gilt

cj + dj = 1, cj ∈ Ij und dj ∈ ∩k 6=jIk.

Sei πj : R → R/Ij die kanonishe Projektion. Es gilt πj(cj) = [cj ]R/Ij = [0]R/Ij da

cj ∈ Ij . Es gilt πj(dj) = πj(1 − cj) = πj(1) = [1]R/Ij . Und es gilt πj(dℓ) = [dℓ]R/Ij =
[0]R/Ij für ℓ 6= j da dℓ ∈

⋂
k 6=ℓ Ik und j ∈ {k | k 6= ℓ}.

Sei ([a1]R/I1 , · · · , [an]R/In) ∈
∏

k R/Ik und sei

a =

n∑

ℓ=1

dℓaℓ.

Es gilt

πj(a) =
n∑

ℓ=1

πj(dℓ)πj(aℓ) = [aj]R/Ij .

Daraus folgt f(a) = ([a1]R/I1 , · · · , [an]R/In) und f ist surjektiv. �

Korollar 2.1.50 Seien n,m ∈ Z teilerfremd. Es gilt

Z/mnZ ≃ Z/mZ× Z/nZ.

Beweis. Da n und m teilerfremd sind, gilt nZ ∩mZ = mnZ. �
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Lemma 2.1.51 Sei n ∈ Z. Dann gilt

(Z/nZ)× = {[m] ∈ Z/nZ | m und n sind teilerfremd}.

Beweis. Siehe Übungsblatt 6. �

De�nition 2.1.52 Die Eulershe ϕ-Funktion ist die Abbildung ϕ : Z>0 → N

de�niert durh

ϕ(n) = |(Z/nZ)×| = |{[m] ∈ Z/nZ | m und n sind teilerfremd}|.

Bemerkung 2.1.53 Es gilt ϕ(1) = 1 und ϕ(p) = p− 1 für p ein Primzahl.

Lemma 2.1.54 Sei p ein Primzahl und α ∈ N>0. Es gilt ϕ(p
α) = pα − pα−1

. �

Beweis. Ein Element m ∈ [1, pα] is genau dann teilerfremd mit pα, wenn p kein Teiler
von m ist. Die Elemente in [1, pα] die durh p teilbar sind, sind die Elemente pk mit

k ∈ [1, pα−1]. Es sind also genau pα−1
Elemente die durh p teilbar sind und pα−pα−1

Elemente die durh p niht teilbar sind. �

Lemma 2.1.55 Seien R1, · · · , Rn Ringe. Es gilt (
∏

k Rk)
× =

∏
k(R

×
k ). �

Beweis. Übung. �

Korollar 2.1.56 Sei n ∈ Z und n = pα1
1 · · · pαr

r die Primzahlzerlegung. Es gilt

ϕ(n) =

r∏

i=1

(pαi

i − pα1−1
i ) = n ·

r∏

i=1

(
1− 1

pi

)
.

Beweis. Da die Zahlen pαi

i paarweise teilerfremd sind, sind die Ideale pαi

i Z paarweise

teilerfremd und es gilt

Z/nZ = Z/ ∩i p
αi

i Z ≃
∏

i

Z/pαi

i Z.

Nah dem obigen Lemma gilt

ϕ(n) = |(Z/nZ)×| = |(
∏

i

Z/pαi

i Z)×| =
∏

i

|(Z/pαi

i Z)×| =
∏

i

ϕ(pαi

i ).

Nah Lemma 2.1.54 folgt die Aussage. �

Satz 2.1.57 Sei n ∈ Z. Dann ist die Abbildung

Φ : (Z/nZ)× → Aut(Z/nZ)

de�niert durh a 7→ Φa, wobei Φa : Z/nZ → Z/nZ, x 7→ ax ist ein Gruppenisomor-

phismus. �

Beweis. Siehe Übungsblatt 6. �
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2.2 Quotientkörper

In diesem Abshnitt ist R ein Integritätsring.

De�nition 2.2.1 Sei ∼ die Relation auf R × (R \ {0}) de�niert durh

(a, b) ≃ (c, d) ⇔ ad = bc.

Lemma 2.2.2 Die Relation ∼ ist eine Äquivalenzrelation. �

Beweis. Es gilt ab = ba also (a, b) ∼ (a, b). Seien (a, b) ∼ (c, d). Es gilt ad = bc also
cb = da und es folgt (c, d) ∼ (a, b). Seien (a, b) ∼ (c, d) ∼ (e, f). Es gilt ad = bc und
cf = de. Daraus folgt adf = bcf = bde. Da d 6= 0 und R Integritätsring folgt af = be
also (a, b) ∼ (e, f). �

De�nition 2.2.3 Sei Frac(R) = (R × (R \ {0})) / ∼ die Menge aller Äquivalenz-

klassen für ∼. Wir Shreiben

a
b
für die Äquivalenzklasse [(a, b)] von (a, b).

Satz 2.2.4 Sei R ein Integritätsring.

1. Die Menge Frac(R) mit

a
b
+ c

d
= ad+bc

bd
und

a
b
· c
d
= ac

bd
ist ein Körper.

2. Die Abbildung R → Frac(R), a 7→ a
1
is ein injektiver Ringhomomorphimus. �

Beweis. 1. Zuerst zeigen wir , dass die Addition und die Multiplikation wohl de�niert

sind. Sei

a
b
= a′

b′
und

c
d
= c′

d′
. Dann gilt

ac
bd

= acb′d′

bdb′d′
= ba′c′d

bdb′d′
= a′c′

b′d′
. Analog ist die

Addition wohl de�niert.

Da das Produkt in R assoziativ und kommutativ ist ist das Produkt in Frac(R) auh
kommutativ und assoziativ. Da R ein kommutativer Ring folgt, dass + kommutativ

ist. Man überprüft leiht, dass

0
1
ein neutrales Element für + ist und es gilt

a
b
+

−a
b

= 0
b
= 0

1
also ist (Frac(R),+) eine kommutative Gruppe. Distributivitätsgesetzt

überprüft man leiht. Es gilt

1
1
· a

b
= a

b
also ist

1
1
ein neutrales Element für die

Multiplikation.

Sei

a
b
6= 0

1
. Dann gilt a 6= 0 also ist

b
a
wohl de�niert. Es gilt

a
b
· b
a
= ab

ab
= 1

1
. Also ist

Frac(R) ein Körper.

2. Es gilt

ab
1
= a

1
· b
1
also ist die Abbildung ein Ringhomomorphismus. Sei

a
1
im Kernel.

Es gilt

a
1
= 0

1
und es folgt a = 0. �
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2.3 Noethershe Ringe

In diesem Abshnitt arbeiten wir mit kommutative Ringe.

De�nition 2.3.1 Sei R ein kommutativer Ring und I ein Ideal.

1. I heiÿt endlih erzeugt falls es endlih viele Elemente a1, · · · , an ∈ R gibt mit

I = (a1, · · · , an).
2. Ein Ring heiÿt noethersher Ring falls alle Ideale endlih erzeugt sind.

Beispiel 2.3.2 1. Ein Hauptidealring ist ein nothersher Ring (alle Ideale sind von

einem Element erzeugt).

2. Insesondere sind Z und K[X ] mit K ein Körper noethershe Ringe.

Satz 2.3.3 Sei R ein kommutativer Ring. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. R ist ein noethersher Ring.

2. Jede aufsteigende Kette I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ In ⊂ · · · von Ideale ist stationär i.e.

es gibt ein N ∈ N mit In = IN für alle n ≥ N .

3. Jede (niht leere) Familie (Iλ)λ∈Λ von Ideale hat ein maximales Element. �

Beweis. (1. ⇒ 2.) Sei I =
⋃

n In. Dann ist I ein Ideal: seien a, b ∈ I, dann gibt es

n,m mit a ∈ In und b ∈ Im. Ohne Einshränkung können wir annehmen n ≤ m. Also

a ∈ In ⊂ Im und a+ b ∈ Im ⊂ I. Sei jetzt c ∈ R. Dann gilt ac ∈ In also ac ∈ I.

Da R noethersh ist gibt es Elemente a1, · · · , ak ∈ R mit I = (a1, · · · , ak). Per
De�nition von I gibt es Zahlen ni mit ai ∈ Ini

für jedes i. Sei N = maxi{ni}. Dann
gilt ai ∈ Ini

⊂ IN für jedes i. Daraus folgt I = (a1, · · · , ak) ⊂ IN und also I = IN .
Es folgt In ⊂ I = IN für alle n und In = IN für alle n ≥ N .

(2. ⇒ 3.) Angenommen habe die Familie (Iλ)λ∈Λ kein maximales Element. Wir kon-

struiren per Induktion nah n ein niht stationäre aufsteigende Kette von Ideale. Sei

I1 := Iλ1 ein Elemente in der Familie. Da I1 niht maximal ist gibt es ein λ2 ∈ Λ
mit I1 ( I2 := Iλ2 . Sei die Kette I1 ( · · · ( In konstruiert. Da In kein maximales

Element ist gibt es ein λn+1 ∈ Λ mit In ( In+1 := Iλn+1 .

(3.⇒ 1.) Sei I ein Ideal und E = {J endlih erzeugtes Ideal mit J ⊂ I}. Da (0) ⊂ E
ist E eine niht leere Familie von Ideale und hat also ein maximales Element J . Falls
J ( I gibt es ein a ∈ I mit a 6∈ J . Dann ist J + (a) endlih erzeugt und es gilt

J ( J + (a) ⊂ I. Ein Widerspruh zur Maximalität. �

Beispiel 2.3.4 3. Der Ring R = R[x1, · · · , Xn, · · · ]mit unendlih viele Unbekannten

ist niht noethersh: es gibt eine niht stationäre unendlihe aufsteigende Kette von

Ideale: (0) ( (X1) ( (X1, X2) ( · · · ( (X1, · · · , Xn) ( · · ·
Theorem 2.3.5 Sei R ein noethersher Ring. Dann ist R[X ] auh noethersh. �

Korollar 2.3.6 SeiR ein noethersher Ring. Dann istR[X1, · · · , Xn] auh noethersh.
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2.4 Teilbarkeit

In diesem Abshnitt arbeiten wir mit kommutative Ringe.

2.4.1 Assoziierte, irreduzibel und Primelemente

De�nition 2.4.1 Sei R ein kommutativer Ring und seien a, b ∈ R. Das Element a
teilt b oder ist ein Teiler von b (oder b ist von a teilbar) falls es ein c ∈ R gibt mit

b = ac. Man shreibt a|b.

Bemerkung 2.4.2 Sei R ein kommutativer Ring und a, b ∈ R.

1. Es gilt a|b ⇔ (b) ⊂ (a).

2. Sei a invertierbar und b ∈ R, dann gilt (b) ⊂ R = (a) also a|b.

De�nition 2.4.3 Sei R ein kommutativer Ring. Man de�niert die Relation R auf

R durh

aRb ⇔ a|b und b|a ⇔ (a) = (b).

Bemerkung 2.4.4 Aus der De�nition folgt, dass R eine Äquivalenzrelation ist.

Lemma 2.4.5 Sei R ein Integritätsring und a, b ∈ R. Es gilt

aRb ⇔ (∃u ∈ R×
mit a = ub).

Beweis. Falls a = ub mit u ∈ R×
gilt b|a und b = u−1a also a|b und aRb. Umgekehrt,

sei aRb. Dann gibt es c, d ∈ R mit a = bc und b = ad. Daraus folgt ab = abcd also

ab(1− cd) = 0. Falls a = 0 folgt b = ad = 0 und es gilt a = 0 = 1 · 0 = 1 · b. Anlog für
b = 0. Wir können also annehmen, dass a 6= 0 und b 6= 0. Da R ein Intergritätsring

ist folgt von ab(1 − cd) = 0, dass cd = 1 und c und d sind invertierbar. Die Aussage

folgt. �

Ab jetzt ist R ein Integritätsring.

De�nition 2.4.6 Elemente a, b ∈ R heiÿen assoziiert falls aRb.

Satz 2.4.7 Sei HI(R) die Menge aller Hauptideale in R. Die Abbildung

R/R → HI(R), a 7→ (a)

ist eine Bijektion. �

Beweis. Übung. �
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De�nition 2.4.8 Sei a ∈ R mit a 6= 0 und a 6∈ R×
.

1. Dann heiÿt a Primelement falls gilt

(a|bc ⇔ a|b oder a|c) für alle b, c ∈ R.

2. Dann heiÿt a irreduzibel falls gilt

(a = bc ⇒ b ∈ R×
oder c ∈ R×) für alle b, c ∈ R.

3. Falls a niht irreduzibel ist heisst a reduzibel.

Beispiel 2.4.9 Für R = Z sind die irreduzibel und die Primelemente die Primzah-

len.

Satz 2.4.10 Sei a ∈ R mit a 6= 0 und a 6∈ R×
.

1. Es gilt a Primelemente ⇒ a irreduzibel.

2. Es gilt a Primelement ⇔ (a) Primideal.

3. Es gilt a irreduzibel ⇔ (für alle b ∈ R \ R×
gilt (a) ⊂ (b) ⇒ (a) = (b)) i.e. (a)

ist maximal unter allen Hauptidealen. �

Beweis. 1. Seien b, c ∈ R mit a = bc. Da a ein Primelement ist gilt a|b oder a|c. Ohne
Beshränkung können wir annehmen, dass a|b. Da a = bc gilt b|a also aRb und es

gibt ein u ∈ R×
mit a = bu. Es folgt bc = a = bu und da R ein Integritätsring ist

folgt c = u ∈ R×
.

2. Per De�nition.

3. (⇒). Sei a ∈ R irreduzibel und b ∈ R \ R×
. Angenommen (a) ⊂ (b), dann gilt b|a

und es gibt ein c ∈ R mit a = bc. Da a irreduzibel ist, folgt c ∈ R×
. Also aRb und

(a) = (b).

(⇐). Sei a ∈ R und seien b, c ∈ R mit a = bc und b 6∈ R×
. Es gilt b|a also (a) ⊂ (b)

und nah Annahme gilt (a) = (b). Daraus folgt aRb also es gibt ein u ∈ R×
mit

a = bu. Es folgt bc = a = bu und da R ein Integritätsring ist folgt c = u ∈ R×
. �

Beispiel 2.4.11 Sei R = Z[i
√
5] = {a + bi

√
5 ∈ C | a, b ∈ Z}. Dann ist 3 ∈ R

irreduzibel aber kein Primelement. Seien x, y ∈ R mit xy = 3. Wir shreiben x =
a+ bi

√
5 und y = c + di

√
5. Sei x 7→ x̄ die komplexe Konjugation. Es gilt

9 = 3× 3̄ = xyx̄ȳ = xx̄yȳ = (a2 + 5b2)(c2 + 5d2).
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Es folgt a2 + 5b2 ∈ {1, 3, 9}. Die einzige möglihkeiten für x und y sind also

a2 + 5b2 1 3 9

x ±1 keine Lösung

±3

±(2 + i
√
5)

±(2 − i
√
5)

c2 + 5d2 9 3 1

y

±3

±(2 + i
√
5)

±(2− i
√
5)

keine Lösung ±1.

Insbesondere gilt x ∈ R×
oder y ∈ R×

also 3 ist irreduzibel. Analog kann man auh

zeigen, dass 2 + i
√
5 und 2− i

√
5 irreduzibel sind.

Es gilt aber 3|9 = (2 + i
√
5)(2− i

√
5) und 3 teilt weder 2 + i

√
5 nor 2− i

√
5: es gilt

2 + i
√
5

3
=

2

3
+

1

3
i
√
5 6∈ R und

2− i
√
5

3
=

2

3
− 1

3
i
√
5 6∈ R.

Daraus folgt, dass 3 kein Primelement ist.

De�nition 2.4.12 Sei R ein Intergritätsring.

1. Ein Ideal I heiÿt Hauptideal falls es ein a ∈ R gibt mit I = (a).

2. Der Ring R heiÿt Hauptidealring falls alle Ideale in R Hauptideale sind.

Satz 2.4.13 Sei R ein Hauptidealring und a ∈ R mit a 6= 0 und a 6∈ R×
. Dann gilt

(a Primelement)⇔ (a irreduzibel)⇔ ((a) Primideal)⇔ ((a) maximales Ideal).

Beweis. (a Primelement) ⇒ (a irreduzibel) folgt aus Satz 2.4.10.1.

(a Primelement) ⇔ ((a) Primideal) folgt aus Satz 2.4.10.2.

((a) maximales Ideal) ⇒ ((a) Primideal) folgt aus Korollar 2.1.38.

Da R ein Hauptidealring ist folgt aus folgt aus Satz 2.4.10.3: (a irreduzibel) ⇔ ((a)
maximales Ideal).

Die folgende Implikationen haben wir gezeigt:

(a Primelement)

+3
KS

��

(a irreduzibel)
KS

��
((a) Primideal) ((a) maximales Ideal).

ks

Es folgt, dass alle Aussagen äquivalent sind. �
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2.4.2 Faktorielle Ringe

In diesem Abshnitt ist R ein Integritätsring.

De�nition 2.4.14 Sei R ein Integritätsring und a ∈ R.

1. Eine Primzerlegung von a is eine Sequenz p1, · · · , pr ∈ R mit pi Primelement

für alle i und aRp1 · · · pr.

2. Eine Zerlegung von a in irreduziblen Elementen is eine Sequenz p1, · · · , pr ∈
R mit pi irreduzibel für alle i und aRp1 · · · pr.

Beispiel 2.4.15 In R = Z ist die Primzerlegung eine Zerlegung in irreduziblen Ele-

menten.

Lemma 2.4.16 Sei R ein Integritätsring. Sei aRp1 · · · pr eine Primzerlegungen und

aRq1 · · · qs eine Zerlegungen in irrediziblen Elementen. Dann gilt r = s und piRqi
modulo Umnummerierung. �

Beweis. Per Induktion nah r+s. Für r+s = 0 ist die Aussage klar. Die Behauptung
sei wahr für r + s− 1. Es gilt p1Rq1 · · · qs. Da p1 eine Primzahl ist folgt, dass es ein

i ∈ [1, s] gibt mit p1|qi. Sei b ∈ R mit qi = p1b. Da qi irreduzibel ist, folgt p1 ∈ R×

oder b ∈ R×
. Da p1 Primelement ist p1 6∈ R×

also b ∈ R×
und p1Rqi. Es folgt

p2 · · ·prR
∏

k 6=i qk und die Behauptung folgt nah Induktionsannahme. �

Korollar 2.4.17 Jede Primzerlegung ist bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beispiel 2.4.18 In R = Z[i
√
5] sind

3× 3 = 9 = (2 + i
√
5)(2− i

√
5)

zwei Zerlegungen in irreduziblen Elementen. Es gilt aber 3 6 R2+i
√
5 und 3 6 R2−i

√
5.

De�nition 2.4.19 Ein Integritätsring R heiÿt faktoriell falls gilt

(E) (Existenz) Jedes a ∈ R \ {0} hat eine Zerlegung in irreduziblen Elemente;

(U) (Einzigkeit = Uniqueness) Diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge eindeutig.

Die Haupteigenshaft hier ist (U): zum Beispiel erfüllt Z[i
√
5] die Eigenshaft (E)

aber niht (U).

Satz 2.4.20 Sei R ein noethersher Integritätsring. Dann gilt (E). �



54 2 Ringe

Beweis. Wir betrahten die folgende Familie von Ideale:

A = {(a) Hauptideal | a 6= 0 und a hat keine Zerlegung in irreduziblen Elementen}.

Insbesondere für (a) ∈ A gilt a 6∈ R×
und a ist niht irreduzibel. Angenommen

(E) sei falsh. Dann ist A niht leer. Da R noethersh ist gibt es ein maximales

Element (a) ∈ A. Da a niht irreduzibel ist gibt es b, c ∈ R \ R×
mit a = bc. Es

gilt also (a) ( (b) und (a) ( (c). Aber da (a) maximal war gilt (b), (c) 6∈ A. Es
gibt also Zerlegungen in irreduziblen Elementen bRp1 · · · pr und cRq1 · · · qs. Daraus
folgt aRp1 · · · prq1 · · · qs und a hat auh eine Zerlegung in irreduziblen Elementen.

Ein Widerspruh zu (a) ∈ A. �

Satz 2.4.21 Sei R ein Integritätsring mit (E). Die folgende Aussagen sind äquiva-

lent:

1. R ist faktoriell;

2. (Lemma von Euklid) Es gilt (a Primelement) ⇔ (a irreduzibel).

3. (Satz von Gauÿ) Es gilt (a|bc und a und b sind teilerfremd) ⇒ (a teilt c). �

Beweis. (2 ⇒ 1). Folgt vom Lemma 2.4.16.

(3 ⇒ 2). Sei a irreduzibel und seien b, c ∈ R mit a|bc. Falls a|b sind wir fertig.

Andernfalls sei d mit d|a und d|b. Da a irreduzibel folgt d ∈ R×
oder dRa. Im

lezten Fall folgt a|b ein Widerspruh also d ∈ R×
und a und b sind teilerfremd. Nah

Annahme gilt a|c.
(1 ⇒ 3). Seien a, b, c ∈ R mit a|bc und a und b teilerfremd. Sei d ∈ R mit ad = bc
und seien aRp1 · · · pr, bRq1 · · · qs, cRn1 · · ·nt und dRm1 · · ·mu die Zerlegungen von

a, b, c, d in irreduziblen Elementen. Es gilt

p1 · · · prm1 · · ·muRq1 · · · qsn1 · · ·nt.

Da dies zwei Zerlegungen in irreduziblen Elementen sind folgt: für jedes pi gibt es
ein j mit piRqj oder ein k mit piRnk. Da a und b teilerfremd sind kommt der erste

Fall niht vor. Modulo Umnummerierung können wir annehmen p1Rn1. Wir können

also durh p1 teilen. Es gilt

p2 · · · prm1 · · ·muRq1 · · · qsn2 · · ·nt.

Analog gibt es für p2 ein j mit p2 = qj oder p2 = nk und da a und b teilerfremd sind

kommer der erste Fall niht vor. Nah Umnummerierung gilt p2Rn2. Per Induktion

folgt t ≥ r und piRni für alle i. Daraus folgt a = p1 · · · prRn1 · · ·nr|n1 · · ·nt und

a|c. �

Korollar 2.4.22 Ein Hauptidealring ist faktoriell.
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Beweis. Sei R ein Hauptidealring. Dann ist R noethersh also (E) gilt. Dann gilt

auh das Lemma von Euklid (Satz 2.4.13) und (U) gilt. �

Satz 2.4.23 Sei R ein Integritätsring. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. R ist faktoriell;

2. Jedes a ∈ R \ {0} hat eine Primzerlegung. �

Beweis. (2 ⇒ 1). Eine Primzerlegung ist eine Zerlegung in irreduziblen Elementen

also folgt (E). Nah Lemma 2.4.16 folgt (U).

(1 ⇒ 2). Nah dem obigen Satz gilt (a irreduzibel) ⇔ (a Primelement). Die Aussage

2. folgt jetzt nah (E). �

De�nition 2.4.24 Sei R ein faktorieller Ring und seien a, b ∈ R. Seien

aRpα1
1 · · · pαr

r und bRpβ1

1 · · · pβr

r

die Primzerlegungen von a und b.

1. Der gröÿter gemeinsame Teiler von a und b ist

ggT(a, b) = p
min(α1,β1)
1 · · · pmin(αr ,βr)

r .

Der ggT ist nur modulo invertierbare Elementen wohl de�niert.

1. Das kleinste gemeinsame Viefahe von a und b ist

kgV(a, b) = p
max(α1,β1)
1 · · · pmax(αr ,βr)

r .

Das kgV ist nur modulo invertierbare Elementen wohl de�niert.

Bemerkung 2.4.25 Sei R faktoriell und seien a, b ∈ R. Die Elemente a, b sind genau
dann teilerfremd, wenn ggT(a, b) = 1.

Lemma 2.4.26 Sei R ein Hauptidealring (also faktoriell). Seien a1, · · · , an ∈ R.

1. Es gilt (a1) + · · ·+ (an) = (a1, · · · , an) = (ggT(a1, · · · , an)).

2. Es gilt (a1) ∩ · · · ∩ (an) = (kgV(a1, · · · , an)).

3. Es gilt (a1) · · · (an) = (a1 · · ·an). �
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Beweis. Sei aiRpαi,1

1 · · · pαi,r
r die Primzerlegung und seien βk = maxi(αi,k) und γk =

mini(αi,k). Es gilt kgV(a1, · · · , an) = pβ1
1 · · · pβr

r und ggT(a1, · · · , an) = pγ11 · · · pγrr .
1. Die Gleihung (a1) + · · · + (an) = (a1, · · · , an) gilt in jedem kommutativen Ring:

sei a ∈ (a1) + · · ·+ (an). Dann gibt es x1, · · ·xn ∈ R mit a =
∑

i xiai ∈ (a1, · · · , an).
Umgekehrt, es gilt ai ∈ (a1)+ · · · (an) für jedes i ∈ [1, n]. Daraus folgt (a1, · · · , an) ⊂
(a1) + · · ·+ (an).

Sei a ∈ R mit (a) = (a1, · · · , an). Dann gilt ai ∈ (a) für jedes i. Daraus folgt a|ai für
jedes i. Sei aRpδ11 · · · pδrr die Primzerlegung von a. Es folgt δk ≤ mini(αi,k) = γk. Sei
b = pγ11 · · · pγrr . Es gilt a|b und b|ai für jedes i. Es gilt aber auh a =

∑
i xiai also b|a.

Daraus folgt aRb und a = b.

2. Sei a ∈ R mit (a) = (a1) ∩ · · · ∩ (an) und sei b = pβ1

1 · · · pβr
r . Es gilt ai|b für jedes

i also b ∈ (a1) ∩ · · · (an) = (a). Daraus folgt a|b. Sei aRpδ11 · · ·pδrr die Primzerlegung

von a. Es gilt δk ≤ βk. Es gilt auh a ∈ (ai) also ai|a für jedes i. Daraus folgt δk ≥ αi,k

für jedes k und δk = βk also a = b.

3. Sei a ∈ R mit (a) = (a1) · · · (an) und sei b = a1 · · · an. Es gilt b ∈ (a1) · · · (an) = (a)
also a|b. Es gilt auh a ∈ (a1) · · · (an) also a is eine Summe von Elementen der Form

x1a1 · · ·xnan = bx1 · · ·xn. Daraus folgt b|a und aRb also (a) = (b). �

2.4.3 Satz von Gauÿ

Sei R ein faktorieller Ring.

Lemma 2.4.27 Es gilt (R[X ] Hauptidealring ⇔ R Körper). �

Beweis. Siehe Übungsblatt 8. �

Beispiel 2.4.28 Sei R = Z. Der Ring R[X ] = Z[X ] ist kein Haupidealring da I =
(X, 2) kein Hauptideal ist: Sei P ∈ Z[X ] mit I = (P ). Es folgt 2 ∈ (P ) also P |2 und
P = ±2. Aber es folgt auh P |X . Ein Widerspruh.

De�nition 2.4.29 Sei P = a0 + · · ·+ anX
n ∈ R[X ] mit p 6= 0.

1. Der Inhalt von P ist c(P ) = ggT(a0, · · · , an). Der Inhalt ist nur bis auf einem
Element von R×

de�niert.

2. Das Polynom P heiÿt primitiv falls c(P ) = ggT(a0, · · · , an) = 1.

Bemerkung 2.4.30 1. Sei P ∈ R[X ] mit p 6= 0. Das Element P ist genau dann

primitiv, wenn es kein Primelement p ∈ R gibt mit p|P .
2. Sei P = a0 + · · ·+ anX

n
primitiv und a ∈ R dann gilt

c(aP ) = ggT(aa0, · · · , aan) = aggT(a0, · · · , an) = a.
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Lemma 2.4.31 (Lemma von Gauÿ) Seien P,Q ∈ R[X ]. Dann gilt

c(PQ) R c(P )c(Q) i.a.W c(PQ) = c(P )c(Q) (modulo R×
).

Beweis. Erster Fall: c(P ) = c(Q) = 1. Wir zeigen c(PQ) = 1. Sei p ∈ R ein Primele-

ment mit p|PQ. Wir arbeiten in R′ = R/(p)[X ] = R[X ]/(p). Da p ein Primelement

ist, ist (p) ein Primideal in R also ist R/(p) ein Integritätsring. Daraus folgt, dass

R′ = R/(p)[X ] ein Integritätsring ist. Da p|PQ gilt [PQ] = [0] in R′
. Es folgt [P ] = [0]

oder [Q] = [0] in R′
. Es folgt p|P oder p|Q also c(P ) 6= 1 oder c(Q) 6= 1.

Im allgemein: sei a = c(P ) und b = c(Q). Sei P ′ = 1
a
P ∈ R[X ] und Q′ = 1

b
Q ∈ R[X ].

Es gilt c(P ′) = c(Q′) = 1. Daraus folgt c(P ′Q′) = 1 Es gilt also c(PQ) = c(aP ′bQ′) =
c(abP ′Q′) = ab c(P ′Q′) = ab = c(P )c(Q). �

Satz 2.4.32 Sei R faktoriell und K = Frac(R). Es gilt

(P ∈ R[X ] \R irreduzibel) ⇔ (P ist primitiv in R[X ] und irreduzibel in K[X ]).

Beweis. (⇐). Sei P = a0 + · · ·+ anX
n ∈ R[X ] primitiv mit P irreduzibel in K[X ].

Seien Q, S ∈ R[X ] mit P = QS. Da P irreduzibel in K[X ] folgt Q ∈ K[X ]× oder S ∈
K[X ]×. Aber es gilt (K[X ])× = K×

also Q ∈ R[X ]∩K = R oder S ∈ R[X ]∩K = R.
Also ist Q oder ist S ein teiler von ggT(a0, · · · , an) = 1 i.e. Q ∈ R×

oder S ∈ R×
.

(⇒). Falls es ein Primelement p ∈ R gibt mit p|P , gilt P = pQ mit deg(Q) > 0
also Q 6∈ (R[X ])× und p 6∈ R× = (R[X ])×. Also ist P niht irreduzibel. Widerspruh.

Daraus folgt P primitiv.

Seien Q, S ∈ K[X ] mit P = QS. Wir shreiben Q =
∑

k
qk
rk
Xk

und S =
∑

k
sk
tk
Xk

mit maximalen gekürzten Brühen

qk
rk

und

sk
tk
. Seien

a = ggT(qk), b = kgV(rk) und c = ggT(sk) d = kgV(tk).

Es gilt Q′ = a
b
Q ∈ R[X ] und S ′ = c

d
S ∈ R[X ] und beide Polynome sind primitiv in

R[X ]. Es gilt also

bd = c(bdP ) = c(bdQS) = c(acQ′S ′) = c(aQ′cS ′) R c(aQ′)c(cS ′) = ac.

Es folgt

a
b
c
d
= u ∈ R×

und P = uQ′S ′
. Da P irreduzibel ist folgt Q′ ∈ (R[X ])× oder

S ′ ∈ (R[X ])× also Q = a
b
Q′ ∈ (K[X ])× oder S = c

d
S ′ ∈ (K[X ])× �

Bemerkung 2.4.33 Für p ∈ R gilt

p irreduzibel in R[X ] ⇔ p irreduzibel in R.

Satz 2.4.34 (Satz von Gauÿ) Sei R faktoriell. Dann ist R[X ] faktoriell. �
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Beweis. Wir zeigen (E) für R[X ]. Sei K = Frac(R). Da K[X ] noethersh ist (K[X ]
ist ein Hauptidealring) ist (E) in K[X ] wahr.

Sei P ∈ R[X ] und sei a = c(P ). Es gilt P = aP ′
mit c(P ′) = 1. Das Element a

lässt sih als Produkt von irreduziblen darstellen a = pα1
1 · · ·pαr

r mit pi irreduzibel in
R. Da (E) für K[X ] wahr ist gibt es irreduzible Polynome P1, · · · , Ps ∈ K[X ] mit

P ′ = P β1

1 · · ·P βs
r . Seien ai, bi ∈ R mit

Pi =
ai
bi
P ′
i wobei P

′
i ∈ R[X ] mit c(Pi) = 1.

Da Pi irreduzibel ist ist auh P ′
i irreduzibel in K[X ] und also in R[X ] (nah dem

obigen Satz). Es gilt also

P = aP ′ = pα1
1 · · · pαr

r

aβ1
1 · · · aβs

s

bβ1

1 · · · bβs
s

(P ′
1)

β1 · · · (P ′
s)

βs.

Es folgt

bβ1
1 · · · bβs

s P = aaβ1
1 · · · aβs

s (P ′
1)

β1 · · · (P ′
s)

βs

und

abβ1
1 · · · bβs

s = c(bβ1
1 · · · bβs

s P )Raaβ1
1 · · · aβs

s c(P
′
1)

β1 · · · c(P ′
s)

βs = aaβ1
1 · · ·aβs

s .

Daraus folgt

a
β1
1 ···aβss
b
β1
1 ···bβss

= u ∈ R×
und

P = upα1
1 · · · pαr

r (P ′
1)

β1 · · · (P ′
s)

βs.

Dies zeigt (E).

Um (U) zu zeigen, genügt es zu zeigen: P ∈ R[X ] irreduzibel ⇒ P Prielement i.e.

(P ) Primideal.

Fall 1: P = p ∈ R. Dann gilt R[X ]/(P ) = R[X ]/(p) = (R/(p))[X ]. Da p irreduzibel
ist und R faktoriell ist (p) Primideal i nR. Es folgt R/(p) ist ein Integritätsring und

R/(p)[X ] ist ein Integritätsring.

Fall 2: P ∈ R[X ] \R. Wir haben ein injektiver Ringhomomorphismus R → K, a 7→
a
1
. Damit erhalten wir ein injektiver Ringhomomorphismus R[X ] → K[X ] de�niert

durh P =
∑

k akX
k 7→∑

k
ak
1
Xk

. Dank Kompositionmit der kanonishen Projektion

K[X ] → K[X ]/(P ) haben wir ein Ringhomomorphismus

f : A[X ] → K[X ]/(P ).

Wir zeigen, dass Kerf = (P ) ⊂ R[X ]. Daraus wird folgen, dass es ein injektiver

Ringhomomorphismus

A[X ]/(P ) → K[X ]/(P )
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gibt. In diesem Fall ist A[X ]/(P ) ein Unterring von K[X ]/(P ) und da P irreduzibel

in K[X ] ist, ist K[X ]/(P ) ein Integritätsring also R[X ]/(P ) auh.

Wir zeigen Kerf = (P ) ⊂ R[X ]. Sei Q ∈ (P ) ⊂ R[X ] i.e. Q = PS mit S ∈ R[X ].
Dann gilt S ∈ K[X ] und Q ∈ (P ) ⊂ K[X ] also f(Q) = [0]. Umgekehrt, sei Q ∈ Kerf .
Es gilt f(Q) = [0] also f(Q) ∈ (P ) ⊂ K[X ]. Es gibt also S ∈ K[X ] mit Q = PS.
Seien a, b ∈ R mit S = a

b
S ′

und S ′ ∈ R[X ] und c(S ′) = 1. Sei c = c(Q) und Q′ ∈ R[X ]
primitiv mit Q = cQ′

. Es gilt

cbQ′ = aPS ′.

Daraus folgt cb = c(cbQ′) = c(aPS ′) R ac(P )c(S ′) = a. Daraus folgt, dass es ein
u ∈ R×

gibt mit ubc = a also a
b
= uc ∈ R. Es folgt S ∈ R[X ] und Q ∈ (P ) ⊂ R[X ].�

2.5 Anwendung: irreduzible Polynome

Sei R ein Integritätsring und sei K = Frac(R).

Lemma 2.5.1 Sei P ∈ K[X ] irreduzibel. Dann ist K[X ]/(P ) ein Körper. �

Beweis. Das Polynom ist ein Primelement (da K[X ] faktoriell ist). Daraus folgt,

dass K[X ]/(P ) ein Integritätsring ist. Sei [Q] 6= [0] in K[X ]/(P ). Die Abbildung

K[X ]/(P ) → K[X ]/(P ), [S] 7→ [Q][S] ist also injektiv. Aber K[X ]/(P ) ist auh

ein endlih dimensionaler K-Vektorraum und diese Abbildung ist K-linear also ei

nIsomorphismus. Es folgt, dass diese Abbildung surjektiv ist. Es gibt also ein [S] ∈
K[X ]/(P ) mit [Q][S] = [1] i.e. [Q] ist invertierbar. �

Es ist also wihtig Irreduzibilitätskriterien für P ∈ K[X ] zu haben.

Satz 2.5.2 (Irreduzibilitätskriterium von Eisenstein) Seien R faktoriell, P =
anX

n + · · ·+ a0 ∈ R[X ] \R und p ∈ R ein Primelement mit

1. p 6 |an,

2. p|ak für k ∈ [0, n− 1] und

3. p2 6 |a0.

Dann ist P irreduzibel in K[X ]. Falls P primitiv ist ist P irreduzibel in R[X ]. �

Beweis. Der zweite Teil folgt aus dem Satz 2.4.32.

Ohne Einshränkung können wir annehmen, dass P primitiv ist. Nah dem Satz 2.4.32

genügt es zu zeigen, dass P irreduzibel in R[X ]. Seien Q, S ∈ R[X ] mit P = QS und

0 < q = degQ, s = deg S < n. Wir shreiben Q =
∑q

k=1 bkX
k
und S =

∑s
k=1 ckX

k
.
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Da p ein Primelement ist ist R/(p) ein Integritätsring und R/(p)[X ] ist auh ein

Integritätsring. Sei L = Frac(R/(p)). In L[X ] gilt

[an]X
n = [P ] = [Q][R] = ([bq]X

q + · · ·+ [b0])([cr]X
r + · · ·+ [c0]).

Es folgt [bq][cs] = [an] 6= 0 also [bq] 6= 0 und [cs] 6= 0. Die Polynome [Q], [S] sind
beide niht konstant. Aber L[X ] ist faktoriell also ist nah der obigen Gleihung X
der einzige Primteiler von [Q] und [S]. Es folgt, dass X teilt [Q] und [S] und also

[b0] = 0 und [c0] = 0. Daraus folgt p|b0 und p|c0 also p2|b0c0 = a0. Ein Widerspruh.�

Beispiel 2.5.3 1. Sei R = Z. Das Polynom P = X4 − 6 ist irreduzibel in Z[X ]:
Eisenstein mit p = 2 oder p = 3.

2. Allgemeiner sei d ∈ Z so, dass d hat ein Primteiler p mit Vielfahkeit 1. Dann ist

Xn − d irreduzibel für alle n ∈ N: Eisenstein mit p.

3. Sei K ein Körper und R = K[X, Y ]. Dann ist P = Y 2 − X(X − 1)(X − λ) für
λ ∈ K \ {0, 1} irreduzibel: Eisenstein mit R = K[X ] und p = X .

De�nition 2.5.4 Sei n ∈ N. Das n-te Kreisteilungspolynom ist

Φn =
n∏

ggT(k,n)=1

k=1

(X − e
2ikπ
n ).

Korollar 2.5.5 Sei p ∈ Z eine Primzahl.

1. Es gilt Φp = Xp−1 + · · ·+X + 1.

2. Das Polynom Φp ist irreduzibel in Z[X ].

Beweis. 1. In Q[X ] gilt

Φp =

p∏

ggT(k,p)=1

k=1

(X − e
2ikπ
n ) =

p−1∏

k=1

(X − e
2ikπ
n ) =

Xp − 1

X − 1
.

Daraus folgt die Aussage.

2. Sei Y = X−1 und sei P (Y ) = Φp(X) = Φp(Y +1). Wir zeigen zuerst (P irreduzibel

⇔ Φp irreduzibel).

(⇒). Seien Q, S mit Φp = QS. Dann gilt P (Y ) = Φp(Y +1) = Q(Y +1)S(Y +1). Seien
Q′(Y ) = Q(Y + 1) und S ′(Y ) = S(Y + 1). Es gilt P = Q′S ′

also Q′
ist invertierbar

oder S ′
ist invertierbar. Es folgt Q ist invertierbar oder S ist invertierbar. Also Φp ist

irreduzibel.

(⇐). Analog.
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Es genügt zu zeigen, dass P irreduzibel ist. Es gilt

P (Y ) = Φp(Y + 1) =
(Y + 1)p − 1

(Y + 1)− 1
= Y p−1 +

(
p

p− 1

)
Y p−2 + · · ·+

(
p

1

)
.

Es gilt p|
(
p
k

)
für 0 < k < p und p2 6 |p =

(
p
1

)
. Nah Eisenstein folgt, dass P irreduzibel

ist. �

Satz 2.5.6 (Reduktionsverfahren) Seien R faktoriell, P = anX
n + · · · + a0 ∈

R[X ] \R und I ein Primideal in R mit an 6∈ I. Sei K = Frac(R).

Dann gilt ([P ] irreduzibel in (R/I)[X ] ⇒ P irreduzibel in K[X ]). �

Beweis. Ohne Einshränkung können wir annehmen, dass P primitiv ist. Wir zeigen,

dass P irreduzibel in R[X ] ist. Seien Q, S ∈ R[X ] mit P = QS. Es gilt [P ] = [Q][S]
und da [P ] irreduzibel ist folgt [Q] invertierbar oder [R] invertierbar. Insbesondere
gilt deg([Q]) = 0 oder deg([S]) = 0. Da deg([Q]) ≤ degQ und deg([S]) ≤ deg S, folgt
deg(P ) ≥ degP − deg(Q) = deg(S) ≥ deg([S]) = deg([P ])− deg([Q]) = deg([P ]) =
deg(P ) oder deg(P ) ≥ degP −deg(S) = deg(Q) ≥ deg([Q]) = deg([P ])−deg([S]) =
deg([P ]) = deg(P ). In beide Fälle haben wir überall gleihungen und deg(Q) = 0
oder deg(S) = 0. Es folgt Q invertierbar oder S invertierbar. �

Bemerkung 2.5.7 Das Polynom ist niht unbedingt irreduzibel in R[X ]: Für R =
Z[X ], I = (3) und P = 2X gilt [P ] = [X ] irreduzibel also P = 2X ist irreduzibel in

Q[X ] aber niht in Z[X ]. Die Primzerlegung von P ist P = 2 ·X .

Beispiel 2.5.8 Sei P = X3+462X2+2433X−67691 ∈ Z[X ]. Dann ist P irreduzibel:

Sei I = (2). Es gilt [P ] = X3 +X + 1 ∈ F2[X ]. Dieses Polynom ist irreduzibel da es

keine Nullstelle in F2 gibt.
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3.1 Grundbegri�e

De�nition 3.1.1 1. Sei R ein Integritätsring und f : Z → R, n 7→ n · 1K und sei

Kerf = (p). Die Zahl p heiÿt Charakteristik von R.

2. Das Bild Imf von f ist ein Integritätsunterring von R und heiÿt Primring von

R.

Bemerkung 3.1.2 SeiR ein Integritätsring und p = char(R). Da Z/pZ = Z/Kerf ≃
Imf ein Integritätsring ist muss (p) ein Primideal sein. Also p = 0 oder p ist eine

Primzahl. Es gilt

Primring von R =

{
Z falls char(R) = 0
Z/pZ falls char(R) = p.

De�nition 3.1.3 1. Ein Körper ist ein kommutativer Ring K mit K× = K \ {0}.
2. Seien K,L zwei Körper. Eine Abbildung ϕ : K → L heiÿtKörperhomomorphis-

mus. falls es ein Ringhomomorphismus ist.

2. Sei K ein Körper. Ein Teilkörper k von K ist ein Unterring von K so, dass (x ∈
k \ {0} ⇒ x−1 ∈ k).

3. Der Primkörper PK eines Körpers K ist

PK =
⋂

k⊂K Teilkörper

k.

Lemma 3.1.4 Sei K ein Körper. Es gilt

PK =

{
Q falls char(R) = 0
Fp = Z/pZ falls char(R) = p.

Beweis. Sei k ⊂ K ein Teilkörper. Es gilt 1K ∈ k und also Imf ⊂ k. Seien a, b ∈
Imf ⊂ k mit b 6= 0. Dann ist

a
b
∈ k. Es folgt Frac(Imf) ⊂ k. Daraus folgt die

Aussage. �

Lemma 3.1.5 Sei ϕ : K → L ein Körperhomomorphismus. Dann ist ϕ injektiv. �



63

Beweis. Folgt aus Lemma 2.1.33. �

Lemma 3.1.6 Sei K ⊂ L ein Teilkörper. Dann ist L ein K-Vektorraum. �

Beweis. Die Addition ist die üblihe Addition in L. Die Skalarmultiplikation von

a ∈ K mit x ∈ L ist dank dem Produkt ax ∈ L in L defniert. Die Eigenshaften

eines Vektorraums folgen aus den Eigenshaften des Körpes L. �

De�nition 3.1.7 Sei K ein Körper.

1. Ein Körperhomomorphismus K ⊂ L heiÿt Körpererweiterung von K.

2. Der Grad der Körpererweiterung K ⊂ L ist [L : K] = dimK L.

3. Die Körpererweiterung K ⊂ L heiÿt endlih falls [L : K] <∞.

4. Ein Körper L′
heiÿt Zwishenkörper der Erweiterung K ⊂ L falls K ⊂ L′ ⊂ L.

falls

Beispiel 3.1.8 1. R ⊂ C ist von Grad 2: [C : R] = 2.

2. Man zeigt, dass die Erweiterung Q ⊂ R niht endlih ist.

Bemerkung 3.1.9 Sei K ⊂ L eine Erweiterung mit K und L endlih. Dann gilt

|L| = |K|n, wobei n = [L : K].

Satz 3.1.10 (Gradformel) Seien K ⊂ L ⊂ M Erweiterungen, sei (ei)i∈I eine Basis
von L als K-Vektorraum und sei (fj)j∈J eine Basis von M als L-Vektorraum.

Dann ist (eifj)i∈I j∈J eine Basis von M als K-Vektorraum. �

Beweis. Wir zeigen, dass (eifj)i∈I j∈J linear unabhängig ist. Seien Skalare (λi,j)i∈I j∈J
mit ∑

i∈I j∈J
λi,jeifj = 0.

Es gilt

∑

j∈J

(
∑

i∈I
λi,jei

)
fj = 0.

Da (fj)j∈J linear unabhängig ist gilt

∑

i∈I
λi,jei = 0

für alle j ∈ J . Da (ei)i∈I linear unabhängig ist gilt λi,j = 0 für alle i und alle j.
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Wir zeigen, dass (eifj)i∈I j∈J ein EZS ist. Sei m ∈M . Es gibt Skalare µj ∈ L mit

x =
∑

j

µjfj .

Es gibt auh Skalare λi,j mit

µj =
∑

i

λi,jei.

Es folgt

x =
∑

i,j

λi,jeifj

und die Aussage folgt. �

Korollar 3.1.11 Seien K ⊂ L ⊂ M Erweiterungen. Es gilt

[M : K] = [M : L][L : K].

Korollar 3.1.12 Seien K ⊂ L eine Erweiterung so, dass [L : K] eine Primzahl ist.

Dann hat K ⊂ L keine Zwishenkörper.

3.2 Algebraishe und transzendente Elemente

De�nition 3.2.1 Sei K ein Körper.

1. Der Ring K[X ] ist ein Integritätsring. Der Quotientkörper Frac(K[X ]) dieses Rin-
ges heiÿt der rationale Funktionkörper und ist K(X) bezeihnet.

2. Die Elementen in K(X) heiÿen rationale Funktionen und sind der Form

P

Q

wobei P ∈ K[X ] und Q ∈ K[X ] \ {0}.

Bemerkung 3.2.2 Es gilt [K(X) : K] = ∞.

Lemma 3.2.3 Sei K ⊂ L eine Erweiterung, sei (Ki)i∈I eine Familie von Teilkörpern

von L und sei A ⊂ L eine Teilmenge.

1. Dann ist

⋂

i∈I
Ki ein Teilkörper von L.

2. Es gibt ein minimaler Teilkörper K(A) von L der A und K enthält.

3. Für A = {x1, · · · , xn} gilt

K(A) =

{
P (x1, · · · , xn)
Q(x1, · · · , xn)

| P,Q ∈ K[X1, · · · , Xn]

}
.
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Beweis. 1. Übung.

2. Es gilt

K(A) =
⋂

K′⊂LUnterkörper

K∪A⊂K ′

K ′.

3. Übung. �

De�nition 3.2.4 Sei K ⊂ L eine Erweiterung und sei A ⊂ L eine Teilmenge.

1. Der Körper K(A) heiÿt der von A über K erzeugte Teilkörper von L.

Für A = {a} Shreiben wir K(A) = K(a).

2. Die Erweiterung K ⊂ L heiÿt einfah falls es ein a ∈ L gibt mit L = K(a).

3. Für a ∈ L heiÿt [K(a) : K] der Grad von a über K

De�nition 3.2.5 Sei K ⊂ L eine Erweiterung und a ∈ L.

1. Das Element a heiÿt algebraish über K, falls es ein P ∈ K[X ] \ {0} gibt

P (a) = 0.

2. Falls a niht algebraish ist heiÿt a transzendent.

Beispiel 3.2.6 1. i =
√
−1 ∈ C ist algebraish über R und Q.

2.

√
2 ist algebraish über Q.

3. X ∈ K(X) ist transzendent über K.

4. Man zeigt, dass e und π transzendent über Q sind (aber niht über R).

Lemma 3.2.7 Sei K ⊂ L eine Erweiterung und a ∈ L×
.

1. Die Abbildung eva : K[X ] → L, P 7→ P (a) ist ein Ringhomomorphismus.

2. Es gilt (eva injektiv) ⇔ (a transzendent).

In diesem fall gilt K[X ] ≃ Im(eva) = K[a] ( K(a) ≃ K(X).

3. Sei (P ) = Ker(eva). Dann ist (P ) ein Primideal. Es gilt

((P ) maximal)⇔ (P irreduzibel) ⇔ (a algebraish).

In diesem Fall gilt K(a) = K[a] = Im(eva) und [K(a) : K] = deg P . �
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Beweis. 1. Übung.

2. Die erste Aussage folgt aus der De�nition. Da eva injektiv ist, gilt Im(eva) ≃ K[X ].
Da P (a) 6= 0 für P 6= 0 haben wir ein Körperhomomorphismus K(X) → K(a) ⊂ L

de�niert durh

P
Q
7→ P (a)

Q(a)
. Diese Abbildung ist injektiv (als Körperhomomorphismus)

und surjektiv nah dem obigen Lemma. Daraus folgt K[a] ≃ K[X ] ( K(X) = K(a).

3. Der Quotient K[X ]/(P ) ist ein Unterring von L also ist ein Integritätsring. Daraus

folgt, dass (P ) ein Primideal ist. Da K[X ] ein Hauptidealring ist, folgt die erste

Äquivalenz aus dem Satz 2.4.13. Falls P irreduzibel ist gilt P 6= 0 und nah der

De�nition ist a algebraish. Umgekehrt falls a algebraish ist ist (P ) = Ker(eva)
niht trivial und ein Primideal. Die Aussage folgt aus dem Satz 2.4.13.

Wenn a algebraish ist ist K[a] = Im(eva) ≃ K[X ]/(P ) ein Körper (da (P ) maximal

ist). Aber es gilt K[a] ⊂ K(a) und da K(a) der von a über K erzeugte Körper ist

folgt K[a] = K(a). Daraus folgt die letzte Aussage. �

De�nition 3.2.8 SeiK ⊂ L eine Erweiterung und a ∈ L algebraish.Das minimal

Polynom von a über K ist das normierte Polynom χa so, dass Ker(eva) = (χa).

Bemerkung 3.2.9 Sei K ⊂ L eine Erweiterung und a ∈ L algebraish.

1. Das Polynom χa is irreduzibel: Das Ideal Ker(eva) = (χa) ist ein Primideal also

ist χa irreduzibel.

2. Es gilt degχa = [K(a) : K].

3. Für Q ∈ K[X ] mit Q(a) = 0 gilt χa|Q.

Beispiel 3.2.10 Die Zahlen

√
2, i =

√
−1, 3

√
2 sind algebraish. Es gilt

χ√
2 = X2 − 2, χ√

−1 = X2 + 1 und χ 3√2 = X3 − 2.

Satz 3.2.11 Sei K ⊂ L eine Erweiterung und a ∈ L. Die folgende Aussagen sind

äquivalent:

1. a is algebraish,

2. K[a] = K(a),

3. [K(a) : K] <∞. �

Beweis. (1. ⇔ 2.) Folgt aus dem obigen Lemma.

(1. ⇒ 3.) Folgt aus dem obigen Lemma: Es gilt χa 6= 0 und [K(a) : K] = deg(χa) <
∞.

(3. ⇒ 1.) Folgt aus dem obigen Lemma: Für a transendent gilt K(a) ≃ K(X) und
also [K(a) : K] = ∞. �



67

Lemma 3.2.12 Sei K ⊂ L eine Erweiterung und a ∈ L. Es gilt [K(a) : K]|[L : K].�

Beweis. Wir haben Erweiterungen K ⊂ K(a) ⊂ L. Nah der Gradformel gilt [L :
K] = [L : K(a)][K(a) : K]. �

De�nition 3.2.13 Eine Erweiterung K ⊂ L heiÿt algebraish falls jedes a ∈ L
algebraish über K ist. Ansonsten heiÿt K ⊂ L transzendent.

Lemma 3.2.14 Sei K ⊂ L ein endlihe Erweiterung. Dann ist K ⊂ L algebraish.�

Beweis. Sei a ∈ L. Es gilt [L : K] = [L : K(a)][K(a) : K]. Insbesondere gilt

[K(a) : K] <∞ und a ist algebraish. �

Satz 3.2.15 Sei K ⊂ L eine Erweiterung. Sei

M = {a ∈ L | a ist algebraish über K }.
Dann ist M ein Zwishenkörper. �

Beweis. Seien a, b ∈M . Sei K(a, b) der von a, b erzeugte Teilkörper. Es giltK(a, b) =
(K(a))(b) und da b algebraish über K ist, ist b auh algebraish über K(a). Es folgt
[K(a, b) : K(a)] = [(K(a))(b) : K(a)] < ∞. Daraus folgt [K(a, b) : K] = [K(a, b) :
K(a)][K(a) : K]∞, weil a algebraish über K ist. Also ist K(a, b) endlih über K und

alle Elemente in K(a, b) sind algebraish über K i.e. K(a, b) ⊂M . Es folgt −a ∈M ,

a+ b ∈M , ab ∈M und a−1 ∈M . Also M ist ein Teilkörper von L. �

De�nition 3.2.16 Sei K ⊂ L eine Erweiterung. Dann heiÿ

K =M = {a ∈ L | a ist algebraish über K }

der algebraishe Abshluÿ von K in L.

Beispiel 3.2.17 1. Niht alle algebraishe Erweiterungen sind endlih. Sei K = Q,

sei Kn = Q(
√
2,
√
3, · · · ,√pn) wobei pn die n-te Primzahl ist und sei

L = Q(
√
2,
√
3, · · · ,√pn, · · · ).

Dann gilt

K = K0 ( K1 ( K2 · · · ( Kn ( · · · ( L.

SeiM = {a ∈ L | a ist algebraish über K }. Dann gilt

√
pn ∈M für alle n alsoM =

L, weil M ein Körper ist. Es folgt, dass L algebraish über K ist. Aber [L : K] = ∞.

2. Sei K = Q und L = C. Dann ist

Q =M = {z ∈ C | z ist algebraish über Q }

algebraish über Q aber niht endlih (es gilt

√
p ∈ Q für alle Primzahl Q). Es gilt

auh Q ( C, z.B. sind π und e niht algebraish (Anderer Beweis: Q ist die Menge

aller Nullstellen von Polynomen P ∈ Q[X ]. Da es nur endlih viele Nullstellen gibt

und da Q[X ] abzählbar ist, ist auh Q abzählbar und also Q ( C).
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Satz 3.2.18 Sei K ⊂ L eine Erweiterung. Dann sind die folgende Aussagen äquiva-

lent:

1. Die Erweiterung K ⊂ L ist endlih.

2. Es gibt algebraishe Elemente a1, · · · , an ∈ L mit L = K(a1, · · · , an). �

Beweis. (1. ⇔ 2.) Sei (a1, · · · , an) eine Basis von L über K. Dann sind a1, · · · , an
algebraish und L = K(a1, · · · , an).

(2. ⇔ 1.) Per Induktion nah n. Für n = 1 gilt [L : K] = [K(a1) : K] < ∞, weil a1
ist algebraish.

Angenommen [K(a1, · · · , an−1) : K] < ∞. Da an algebraish über K ist, ist an
algebraish über K(a1, · · · , an−1). Es folgt

[L : K] = [K(a1, · · · , an−1)(an) : K(a1, · · · , an−1)][K(a1, · · · , an−1) : K] <∞.

Satz 3.2.19 Seien K ⊂ L und L ⊂M algebraishe Erweiterungen. Dann istK ⊂M
algebraish. �

Beweis. Sei a ∈ M . Da a algebraish über L ist gibt est P ∈ L[X ] mit P (a) = 0.
Wir shreiben P = Xn + bn−1X

n−1 + · · ·+ b0 mit bi ∈ L. Sei K ′ = K(b0, · · · , bn−1).
Da K ⊂ L algebraish ist ist K ⊂ K ′

auh algebraish und es gilt also [K ′ : K] <∞.

Es gilt also

[K ′(a) : K] = [K ′(a) : K ′][K ′ : K] <∞
und K ′(a) ist algebraish über K also ist auh a algebraish über K. �

De�nition 3.2.20 Ein Körper K heiÿt algebraish abgeshlossen falls jedes Po-

lynom P ∈ K[X ] mit degP ≥ 1 eine Nullstelle hat.

Satz 3.2.21 Sei K ein Körper. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. Der Körper K ist algebraish abgeshlossen.

2. Jedes Polynom P ∈ K[X ] mit deg P ≥ 1 ist Produkt von Polynome von Grad

1.

3. Die irreduzible Elemente in K[X ] sind assoziiert zu einem Element der Form

X − a für a ∈ K

4. Für jede algebraishe Erweiterung K ⊂ L gilt K = L. �
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Beweis. (1. ⇒ 2.) Sei P ∈ K[X ] mit degP ≥ 1. Per Induktion nah degP . Für
degP = 1 ist die Aussage klar. Für degP > 1: sei a eine Nullstelle von P . Dann gilt

P = (X − a)Q für ein Q ∈ K[X ] mit degQ = degP − 1. Per Induktion ist Q ein

Produkt von Polynome von Grad 1 und die Aussage folgt.

(2.⇒ 3.) Sei P irreduzibel. Dann gilt degP ≥ 1: Elemente von Grad 0 sind invertier-

bar oder Null. Dann ist P produkt von Polynome von Grad 1. Da P irreduzibel ist

gibt es nur ein Faktor. Es folgt degP = 1.

(3.⇒ 4.) Sei K ⊂ L eine algebraish Erweiterung und sei a ∈ L. Dann ist χa ∈ K[X ]
irreduzibel und normiert. Es ist also von Grad 1 und normiert. Da a eine Nullstelle

von χa ist gilt χa = X − a. Aber χa ∈ K[X ] also a ∈ K.

(4.⇒ 1.) Sei P ∈ K[X ] mit degP ≥ 1. Sei Q ein normiertes irreduzible Polynom mit

Q|P und degQ ≥ 1. Es genügt zu zeigen, dass Q eine Nullstelle hat. Da Q irreduzibel

ist ist (Q) ein maximales Ideal. Also ist L = K[X ]/(Q) ein Körper. Es gilt K ⊂ L
und [L : K] = degQ < ∞. Also ist die Erweiterung K ⊂ L algebraish und es gilt

K = L. Es folgt degQ = [L : K] = 1 und Q = X − a für ein a ∈ K. Also ist a ∈ K
eine Nullstelle von Q. �

Satz 3.2.22 (Gauÿ-d'Alembertsher Fundamentalsatz der Algebra)

Der Körper C ist algebraish abgeshlossen. �

Beweis. Sei P ∈ C[X ]\C. Angenommen P hätte keine Nullstelle. Dann wäre f(z) =
1

P (z)
eine ganze holomorphe Funktion über z mit lim|z|→∞ f(z) = 0. Nah dem Satz

von Liouville muss f konstant sein. Ein Widerspruh da P niht konstant ist. �

3.3 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In diesem Abshnitt werden wir drei Probleme von den alten griehishen Mathema-

tikern Pythagoras und Euklid lösen:

� die Verdopplung des Würferls,

� die Quadratur des Kreises und

� das Dreiteilen von Winkeln.

De�nition 3.3.1 SeiM eine Teilmenge der euklidishen Ebene E mit mindestens 2
Elemente.

1. Wir betrahten die folgende Menge GK(M) von Geraden und Kreisen:

� die Geraden (P,Q) durh zwei Punkte P,Q aus M ,

� die Kreise C mit Mittelpunkt P ∈M durh einen Punkt Q ∈M und
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� die Kreise C mit Mittelpunkt P ∈M und Radius den Abstand zwishen Q und

S, wobei Q, S ∈M .

2. Die Menge aller Punkte die dank Punkte aus M in einem Shritt konstruierbar

sind ist die Teilmenge Konst1(M) aus E aller Punkte die im Shnitt von zwei ver-

shiedenen Elementen aus GK(M) enthalten sind.

3. Die Menge Konstn(M) aller Punkte die dank Punkte aus M in n Shritt konstru-

ierbar sind ist per Induktion wie folgt de�niert

� Konst0(M) =M ,

� Konstn+1(M) = Konst1(Konstn(M)).

4. Die Menge Konst(M) aller Punkte die dank Punkte aus M konstruierbar sind ist

Konst(M) =

∞⋃

n=0

Konstn(M).

Seien P0 und P1 zwei Punkte in der euklidishen Ebene E (ohne Einshränkung

P0 = 0 und P1 = 1). Das Hauptproblem der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

ist die folgende Frage:

welhe Punkte P der Ebene sind dank P0 und P1 konstruierbar?

In anderen Wörter wollen wir die Menge

W = Konst({(0, 0); (1, 0)})

bestimmen.

De�nition 3.3.2 1. Eine komplexe Zahl z ∈ C heiÿt konstruierbar, falls z ein

konstruierbares Punkt in der Ebene E darstellt (i.e. z ∈ W ).

2. Eine reelle Zahl x ∈ R heiÿt konstruierbar falls (x, 0) eine konstruierbare kom-

plexe Zahl ist. Sei WR die Menge aller Konstruierbare reelle Zahlen.

Lemma 3.3.3 1. Gegeben P,Q zwei Punkte in W . Dann ist die Mittelsenkrehte G
der Punkte P und Q konstruierbar.

2. Gegeben P,Q,R drei Punkte in W . Dann kann man dank Zirkel und Lineal die

Gerade G, die parallel zur Gerade (P,Q) ist und durh R geht konstruieren.

3. Sei G eine Konstruierbare Gerade und P ∈ G ein konstruierbarer Punkt. Dann ist

die Gerade G′
, die Senkreht zu G ist und durh P geht konstruierbar. �
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Beweis. 1. Sei C der Kreis mit Mittelpunkt P der durh Q geht und C ′
der Kreis

mit Mittelpunkt Q der durh P geht. Seien {R, S} = C ∩ C ′
. Dann gilt G = (RS).

2. Sei C der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius den Abstand zwishen Q und R
und C der Kreis mit Mittelpunkt R und Radius den Abstand zwishen Q und P .
Dann gilt C ∩ C ′ = {S, S ′} so, dass PQRS und PRQS ′

Parallelogramme sind. Es

gilt G = (RS).

3. Sei C der Kreis mit Mittelpunkt P und Radius 1 und seien {Q,R} = C ∩G. Dann
ist G′

die Mittelsenkrehte der Punkte Q und R. �

Korollar 3.3.4 In der komplexen Ebene E sind die horizontale Ahse H und die

vertikale Ahse V konstruierbar.

Lemma 3.3.5 Sei z = x+ iy ∈ C. Dann gilt

z ∈ W ⇔ x, y ∈ WR.

Beweis. (⇒) Sei z = x+ iy ∈ W . Sei G die Gerade, die parallel zur vertikalen Ahse

ist und durh z geht. Dann ist (x, 0) der Shnittpunkt von G mit der horizontalen

Ahse H und x ∈ WR. Sei G
′
die Gerade, die parallel zur horizontalen Ahse ist und

durh z geht. Dann ist (0, y) der Shnittpunkt von G′
mit der vertikalen Ahse V .

Sei C der Kreis mit Mittelpunkten (0, 0), der durh (0, y) geht. Dann gilt H ∩ C =
{(−y, 0), (y, 0).
(⇐) Seien x, y ∈ WR. Dann gilt (x, 0), (y, 0) ∈ W . Wie oben folgt (0, y) ∈ W . Sei G
die Gerade die Senkreht zu H ist und durh (x, 0) geht und sei G′

die Gerade die

Senkreht zu V ist und durh (0, y) geht. Dann gilt z = G ∩G′
. �

Bemerkung 3.3.6 Wenn man die Menge W harakterisieren möhtet, genügt es

also die Menge WR zu harakterisieren.

Korollar 3.3.7 Es gilt

WR = {x ∈ R | ∃y ∈ R mit x+ iy ∈ W} und W = {x+ iy ∈ C | x, y ∈ WR}.

Satz 3.3.8 Es gilt Q ⊂WR ⊂ R und WR ist ein Körper. �

Beweis. Wir zeigen, dass WR ein Körper ist. Daraus folgt die Behauptung Q ⊂ W .

Seien x, y ∈ WR. Dann sind (x, 0), (y, 0),(0, x) und (0, y) in W .

Sei C der Kreis mit Mittelpunkt (x, 0) und Radius |y|. Dann gilt {(x − y, 0), (x +
y, 0)} = C ∩H . Daraus folgt x− y ∈ WR und (WR,+) ist eine Gruppe.

Sei G die Gerade, die parallel zur Gerade ((0, y), (x, 0)) ist und durh (0, 1) geht.

Dann Dann gilt (x
y
, 0) = G ∩H und

x
y
∈ WR. Es folgt, dass WR ein Körper ist. �
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Korollar 3.3.9 Sei z 7→ z̄ die komplexe konjugation.

1. Es gilt W =W .

2. Es gilt Q ⊂W ⊂ C und W ist ein Körper.

Beweis. 1. Sei z = x + iy ∈ W . Dann gilt x, y ∈ WR also x,−y ∈ WR und also

x− iy ∈ W .

2. Es gilt Q ⊂ WR ⊂ W . Seien z = x + iy und z′ = x′ + iy′ in W . Dann gilt

x, y, x′, y′ ∈ WR. Insbesondere gilt

−x′ ∈ WR, −y′ ∈ WR,
xx′ + yy′

x2 + y2
∈ WR und

xy′ − x′y

x2 + y2
∈ WR.

Daraus folgt z − z′ = (x− x′) + i(y − y′) ∈ W und

z′

z
=
xx′ + yy′

x2 + y2
+ i

xy′ − x′y

x2 + y2
∈ W.

Es folgt, dass W ein Körper ist. �

Lemma 3.3.10 Sei x ∈ WR mit x > 0. Dann gilt

√
x ∈ WR. �

Beweis. Seien a = x−1
2

und b = x+1
2
. Dann gilt a, b ∈ WR. Es gilt auh b2 − a2 =

(b− a)(b+ a) = 1 · x = x.

Sei G die Gerade die Senkreht zur horizontalen Ahse ist und durh (a, 0) geht.

Sei C der Kreis mit Mittelpunkt (0, 0) und Radius b. Sei z ein Punkt im Shnitt

C ∩G. Nah dem Satz von Pythagoras ist der Abstand zwishen z und (a, 0) gleih√
b2 − a2 =

√
x. �

Korollar 3.3.11 Sei z ∈ W . Dann gilt

√
z ∈ W .

Beweis. Wir shreiben z = ̺eiθ. Es gilt
√
z = ±√

̺ei
θ
2
. Es genügt also zu zeigen, dass

√
̺ ∈ W und ±ei θ2 ∈ W .

Wir shreiben z = x + iy. Es gilt x, y ∈ WR also ̺2 = x2 + y2 ∈ WR und aus dem

obigen Lemma folgt ̺ ∈ WR ⊂W und

√
̺ ∈ WR ⊂ W . Daraus folgt eiθ = z

̺
∈ W .

Sei C der Kreis mit Mittelpunkt (0, 0) und Radius 1 und sei G die Mittelsenkrehte

der Punkte (1, 0) und eiθ. Dann gilt {±ei θ2} = G ∩ C ⊂W . �

Lemma 3.3.12 Sei K ⊂ WR ein Teilkörper und sei

M = K(i) = {a+ ib ∈ C | a, b ∈ K}

die Menge aller Punkte in der Ebene mit koordinaten in K.

1. Sei z ∈ C mit [M(z) :M ] ≤ 2. Dann gilt z ∈ W .

2. Sei z = x+ iy ∈ Konst1(M). Dann gilt M(z) :M ] ≤ 2 und [K(x, y) : K] ≤ 2. �
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Beweis. 1. Sei z ∈ C mit [M(z) : M ] ≤ 2. Für [M(z) : M ] = 1 ist die Aussage klar.

Für [M(z) : M ] = 2 gibt es ein Polynom P ∈ M [X ] mit P (z) = 0 und degP = 2.
Nah der pq-Formel genügt es zu zeigen, dass für z′ ∈ M gilt

√
z′ ∈ W . Dies folgt

aus dem obigen Korollar.

2. Seien G und G′
zwei Geraden aus GK(M) die sih in einem Punkt shneiden. Es

gilt G = (z1z2) mit z1 = x1 + iy1 ∈M und z2 = x2 + iy2 ∈M und es gilt G′ = (z′1z
′
2)

mit z′1 = x′1 + iy′1 ∈M und z′2 = x′2 + iy′2 ∈M . Dann sind die Punkte in G der form

(z1 − z2)t + z2 mit t ∈ R. Die Punkte in G′
sind der form der form (z′1 − z′2)t

′ + z′2
mit t′ ∈ R. Sei z = G ∩G′

. Es gilt z = (z1 − z2)t+ z2 = (z′1 − z′2)t
′ + z′2. Es folgt

{
t(x1 − x2)− t′(x′1 − x′2) = x′2 − x2
t(y1 − x2)− t′(y′1 − y′2) = y′2 − y2

Dies ist ein lineares System und hat eine Lösung (da sih G und G′
in einem Punkt

shneiden. Diese Lösung ist im Körper K enthalten da alle xi, x
′
i, yi und y

′
i in d K

enthalten sind. Es folgt z ∈ M und x, y ∈ K.

Sei G eine Gerade aus GK(M) und C ein Kreis aus GK(M). Es gilt G = (z1z2) mit

z1 = x1+ iy1 ∈M . Dann sind die Punkte in G der form z = (z1− z2)t+ z2 mit t ∈ R.

Ein Punkt z ∈ C erfüllt eine Gleihung der Form |z−z0|2 = r2, wobei z0 = a+ib ∈ M
und a, b, r ∈ K. Dies liefert eine Quadratishe Gleihung für t:

(t(x1 − x2)− a)2 + (t(y1 − y2)− b)2 = r2.

Es folgt, dass [M(t) :M ] ≤ 2 und [K(t) : K] = 2. Da z ∈M(t), folgt M(z) :M ] ≤ 2.
Da x, y ∈ K(t) folgt [K(x, y) : K] ≤ 2.

Seien C und C ′
zwei Kreise aus GK(M). Ein Punkt z = x + iy ∈ C erfüllt eine

Gleihung der Form |z− z0|2 = r2, wobei z0 = a+ ib ∈M und a, b, r ∈ K. Ein Punkt

z = x+ iy ∈ C ′
erfüllt eine Gleihung der Form |z−z′0|2 = R2

, wobei z0 = c+ id ∈ M
und c, d, R ∈ K. Die Di�erenz der Gleihungen ist ein Gleihung in x, y von Grad 1:

2x(a− c) + 2y(b− d) + c2 + d2 − a2 − b2 = R2 − r2.

Dies ist die Gleihung einer Gerade G ∈ GK(M). Es gilt also C ∩ C ′ = G ∩ C und

die Aussage folgt aus dem obigen Fall. �

Satz 3.3.13 Sei z ∈ C. Dann sind die folgende Aussagen äquivalent:

1. z ∈ W .

2. Es gibt eine folge von Körpererweiterungen Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ C mit

[Ki+1 : Ki] = 2 und z ∈ Kn. �
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Beweis. (1. ⇒ 2.) Sei z1 = x1 + iy1, · · · , znxn + iyn = z eine Folge von Punkten so,

dass zj+1 ∈ Konst1({0, 1, z1, · · · , zj). Sei Kj = Q(x1, y1, · · · , xj, yj) und Mj = Kj(i)
für j ∈ [1, n]. Dann gilt z1, · · · , zj ∈ Mj und [Mj+1 : Mj] ≤ 2 nah Punkt 2 des

obigen Lemmas. Daraus folgt die Behauptung.

(2.⇒ 1.) Folgt nah Induktion aus dem Punkt 1 des obigen Lemmas.

Korollar 3.3.14 (Wantzel) Sei z ∈ W . Dann ist z algebraish über Q und es gilt

[Q(z) : Q] = 2k für ein k ∈ N.

Beweis. Für eine folge von Körpererweiterungen Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ C mit

[Ki+1 : Ki] = 2 und z ∈ Kn gilt (per Induktion nah n) [Kn : Q] = 2n. Da z ∈ Kn

gilt Q(z) ⊂ Kn und [Q(z) : Q] ist ein Teiler von 2n. �

Korollar 3.3.15 Das Delishe Problem der Würfelverdopplung (Konstruktion von

3
√
2) ist niht möglih.

Beweis. Es gilt

3
√
2 6∈ W , weil [Q( 3

√
2) : Q] = 3. �

Theorem 3.3.16 (Lindemann) Die Zahl π ist transzendent über Q. �

Korollar 3.3.17 Die Quadratur des Kreises (Konstruktion von π) ist niht möglih.

Korollar 3.3.18 Das Dreiteilen von Winkeln (Konstruktion von ei
θ
3
aus Q(eiθ)) ist

niht für alle Winkel möglih.

Beweis. Sei θ = π
3
. Dann gilt eiθ = 1+i

√
3

2
. Da i ∈ W und

√
3 ∈ W (es gilt [Q(

√
3 :

Q] = 2) gilt eiθ ∈ W . Falls ei
θ
3
aus Q(eiθ) konstruierbar ist gilt ei

θ
3 ∈ W und also

cos π
9
∈ W . Es folgt [Q(cos π

9
) : Q] = 2k für ein k.

Dank der Formel cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ, gilt aber für x = cos π
9
:

8x3 − 6x− 1 = 0.

Dieses Polynom ist primitiv über Z. Es hat auh keine Nullstelle: sei y ∈ Z eine

Nullstelle. Dann gilt y(8y2−6) = 1 und y ∈ Z×
also y = ±1. Aber 8(1)3−6(1)−1 = 1

und 8(−1)3 − 6(−1) − 1 = −3. Ein Widerspruh. Es folgt, dass dieses Polynom

irreduzibel über Z ist und also auh über Q. Daraus folgt [Q(cos π
9
) : Q] = 3 und

cos π
9
6∈ W . �

Konstruirbare regelmäÿige n-Eke.

Lemma 3.3.19 Seien m, a ∈ N mit a,m ≥ 2 so, dass p = am + 1 eine Primzahl ist.

Dann gilt m = 2n für ein n ∈ N und a ist gerade. �
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Beweis. Falls m keine Potenz von 2 ist, dann hat m ein ungeraden Primteiler p und
es gilt m = qr. Daraus folgt

am + 1 = aqr − (−1)q = (ar)q − (−1)q = (ar + 1)((ar)q−1 − (ar)q−2 + ...+ 1).

Dies folgt aus der Formel Xq − Y q = (X − Y )(Xq−1 + Xq−2Y + · · · + Y q−1). Also
ist ar + 1 ein Teiler von am + 1. Da am + 1 eine Primzahl ist, muss ar + 1 = 1 oder

ar + 1 = am + 1 gelten. Es folgt a = 0 oder r = m. Ein Widerspruh. Daraus folgt,

dass es ein n ∈ N gibt mit m = 2n.

Auÿerdem gilt am + 1 ≥ 3 also muss am + 1 ungerade sein. Es folgt, dass a gerade

sein muss. �

De�nition 3.3.20 Die Zahlen der Form 22
n

+ 1 heiÿen Fermat-Zahlen.

Beispiel 3.3.21 1. (Fermat). Für n = 0 , 1, 2, 3, 4 sind die Zahlen 3, 5, 17, 257
und 65537 Fermat-Primzahlen.

2. (Euler). Für n = 5 ist die Zahl 22
5
+ 1 = 4 294 967 297 keine Primzahl: Es gilt

216 = 65536 = 641× 102 + 154 ≡ 154 (mod 641) also

232 = (216)2 ≡ 1542 = 23716 = 641× 36 + 640 ≡ −1 (mod 641). Es folgt

22
5

+ 1 = 232 + 1 ≡ 0 (mod 641).

3. Es ist niht bekannt, ob es weitere Fermat-Primzahlen gibt...

Satz 3.3.22 (Gauÿ,Wantzel) Falls das regelmäÿiges n-Ek konstruierbar ist (i.e.

e
2iπ
n ∈ W ), dann wird n nur von 2 und Fermat-Primzahlen geteilt. �

Beweis. Falls das regelmäÿiges n-Ek konstruierbar ist, ist für p ein Teiler von n das

regelmäÿiges p-Ek auh konstruierbar. Aber für p eine Primzahl ist Φp = Xp−1 +

· · ·+ 1 irreduzibel und Φp(e
2iπ
p ) = 0. Es folgt χ

e
2iπ
p

= Φp und [Q(e
2iπ
p ) : Q] = p − 1.

Da e
2iπ
p ∈ W gilt p− 1 = 2m für ein m also 2m + 1 = p ist eine Primzahl. Aus dem

obigen Lemma folgt p = 2 (für m = 0) oder p = 22
n

+ 1 für ein n. �

Bemerkung 3.3.23 Man zeigt, dass das regelmäÿiges n-Ek genau dann konstru-

ierbar ist, wenn n = 2mp1 · · · pr, wobei p1, · · · , pr vershiedene Fermat-Primzahlen

sind.
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4.1 Zerfallungskörper

De�nition 4.1.1 Sei K ⊂ L eine Erweiterung. Die Galois-Gruppe der Erweite-

rung ist

Gal(L/K) = {f ∈ Aut(L) | f |K = IdK}.

Beispiel 4.1.2 1. Es gilt Gal(C/R) = {IdC, σ}, wobei σ die komplexe Konjugation

ist.

2. Sei PK ⊂ K der Primkörper. Dann gilt f |PK
= IdPK

für f ∈ Aut(K) Also

Gal(K/PK) = Aut(K).

Satz 4.1.3 Sei f : K → K ′
ein Körperisomorphismus.

1. Dann ist F : K[X ] → K ′[X ] de�niert durh F (anX
n+ · · ·+a0) = f(an)X

n+ · · ·+
f(a0) ein Ringisomorphismus.

Seien K ⊂ L und K ′ ⊂ L′
Körpererweiterungen und sei a ∈ L.

2. Sei f̂ : K(a) → L′
eine Fortsetzung von f . Dann ist f̂(a) eine Nullstelle a′ von

dem irreduziblen Polynom F (χa).

3. Sei a′ eine Nullstelle von F (χa). Dann gibt es genau eine Fortsetzung f̂ : K(a) → L′

von f mit f̂(a) = a′. Der Körperhomomorphismus f̂ ist ein Isomorphismus

f̂ : K(a) ≃ K ′(a′).

Beweis. 1. Übung.

2. Wir shreiben χa = Xn + bn−1X
n−1 + · · · + b0. Es gilt 0 = f̂(0) = f̂(χa(a)) =

f̂(an+ bn−1a
n−1+ · · ·+ b0) = f̂(a)n+ f(bn−1)f̂(a)

n−1+ · · ·+ f(b0) = F (χa)(f̂(a)). Es

folgt, dass a′ = f̂(a) eine Nullstelle von F (χa) ist. Da F ein Isomorphimus ist und

χa irreduzibel ist, folgt, dass F (χa) auh irreduzibel ist.

3. Wir zeigen, dass die Fortsetzung f̂ eindeutig ist: Es gilt K(a) ≃ K[X ]/(χa), wobei
a↔ [X ]. Also ist ein Element in K(a) der Form [Q] für Q = bnX

n+ · · ·+ b0 ∈ K[X ]

i.e. der Form bna
n+· · ·+b0. Dann gilt f̂([Q]) = f̂(bn)f̂(a)

n+· · ·+f̂(b0) = f(bn)f̂(a)
n+

· · ·+ f(b0) = f(bn)(a
′)n + · · ·+ f(b0) und f̂ ist eindeutig bestimmt.
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Wir zeigen, dass es eine Forsetzung gibt. Sei f ′ : K[X ] → L der Ringhomomorphismus

de�niert durh f ′(P ) = f ′(bnX
n + · · · + b0) = f(bn)(a

′)n + · · · + f(b0) = F (P )(a).
Da F (χa)(a

′) = 0, gilt f ′(χa) = F (χa)(a
′) = 0 also (χa) ⊂ Kerf ′

. Daraus folgt,

dass es ein Ringhomomorphismus f̂ : K[X ]/(χa) → L de�niert durh f̂ |K = f und

f̂([X ]) = a′ gibt. Da K(a) ≃ K[X ]/(χa) folgt, dass f̂ existiert.

Es gilt Imf̂ = K ′(a′): Von f(K) = K ′
folgt K ′ ⊂ Imf̂ und da f̂(a) = a′ folgt

K ′(a′) ⊂ Imf̂ . Umgekehrt gilt für Q ∈ K[X ] die Gleihung f̂([Q]) = f ′(Q) =

F (Q)(a′) ∈ K ′(a′), weil F (Q) ∈ K ′[X ]. Es folgt Imf̂ ⊂ K ′(a′). Die Abbildung f̂

ist also ein surjektiver Körperhomomorphismus f̂ : K(a) → K ′(a′). Es ist also auh

injektiv und ein Isomorphismus. �

Bemerkung 4.1.4 Die Anzahl der vershiedenen Fortsetzungen f̂ : K(a) → L′
von

einem Körper Isomorphismus f : K → K ′
ist die Anzahl von Nullstellen von F (P )

in K ′
und also immer kleiner gleih deg(P ).

Korollar 4.1.5 Sei K ⊂ L eine Erweiterung und seien a, a′ ∈ L mit χa = χa′ .

1. Dann gibt es genau ein Isomorphismus f̂ : K(a) → K(a′) mit f̂ |K = IdK und

f̂(a) = a′.

2. Alle Einbettungen f̂ : K(a) → L mit f̂ |K = IdK haben diese From.

3. Insbesondere gilt

|Gal(K(a)/K)| = |{Nullstellen von χa in K(a)}|.

Beispiel 4.1.6 1. Das Polynom X2 − 2 ∈ Q[X ] ist das Minimalpolynom von ±
√
2

also gilt |Gal(Q(
√
2) : Q)| = 2. Die Elemente in Gal(Q(

√
2) : Q) sind f̂ = IdQ(

√
2)

und f̂ : Q(
√
2) → Q(

√
2) de�niert durh

f̂(a+ b
√
2) = a− b

√
2.

2. Sei d ∈ Z so, dass d kein Quadrat ist. Dann ist das Polynom X2 − d ∈ Q[X ]
das Minimalpolynom von ±

√
d also gilt |Gal(Q(

√
d) : Q)| = 2. Die Elemente in

Gal(Q(
√
d) : Q) sind f̂ = IdQ(

√
d) und f̂ : Q(

√
d) → Q(

√
d) de�niert durh

f̂(a+ b
√
d) = a− b

√
d.

3. Das Gleihe gilt für i =
√
−1 über R: Das Polynom X2 + 1 ∈ R[X ] ist das

Minimalpolynom von ±i = ±
√
−1 also gilt |Gal(C : R)| = |Gal(R(i) : R)| = 2. Die

Elemente in Gal(C : R) sind f̂ = IdC und f̂ : C → C de�niert durh

f̂(a + bi) = a− bi.
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4. Das Polynom P = X3−2 ∈ Q[X ] ist das Minimalpolynom von

3
√
2 aber Q( 3

√
2) ent-

hält keine weitere Nullstelle von P (die weitere Nullstellen sind

3
√
2e

2iπ
3
und

3
√
2e−

2iπ
3
).

Es gilt also |Gal(Q( 3
√
2) : Q)| = 1. Das einzige Element ist f̂ = IdQ( 3√2).

5. Sei p eine Primzahl. Das Polynom Φp = Xp−1 + · · · + X + 1 ∈ Q[X ] ist das

Minimalpolynom von e
2iπ
p

und Q(e
2iπ
p ) enthält alle weitere Nullstellen von Φp: die

Zahlen e
2ikπ
p

für k ∈ [1, p− 1]. Es gilt also |Gal(Q(e
2iπ
p )| = p− 1. Die Elemente sind

gegeben durh

f̂(e
2iπ
p ) = e

2ikπ
p

für k ∈ [1, p− 1] .

De�nition 4.1.7 Sei K ein Körper und P ∈ K[X ]\K mit deg(P ) = n ein Polynom.

Ein Zerfallungskörper von P ist eine Erweiterung K ⊂ L so, dass

(a) Alle Nullstellen a1, · · · , an von P sind in L (i.e. P zerfällt in lineare Faktoren

λ
∏n

i=1(X − ai) in L[X ]) und

(b) L = K(a1, · · · , an) (i.e. ist die kleinste Erweiterung die (a) erfüllt).

Bemerkung 4.1.8 Sei L ein Zerfallungskörper von P über K. Dann gilt L =
K(a1, · · · , an), wobei a1, · · · , an die Nullstellen von P sind. Insbesondere sind a1, · · · , an
algebraish über K und aus dem Satz 3.2.18 folgt

[L : K] <∞
also ist ein Zerfallungskörper eine endlihe Erweiterung.

Lemma 4.1.9 Seien K ein Körper, P ∈ K[X ] \K und L ein Zerfallungskörper von

P . Sei M = {Nullstellen von P in L}.
Dann ist die Abbildung ι : Gal(L/K) → Bij(M) de�niert durh f̂ 7→ f̂ |M ein injekti-

ver Gruppenhomomorphismus. �

Beweis. Nah dem obigen Korollar gilt f̂(a) ∈ M für a ∈ M also ist die Abbil-

dung ι wohl de�niert und ein Gruppenhomomorphismus. Sei f̂ ∈ Kerι. Es gilt

f̂ |M = IdM . Sei M = {a1, · · · , an}. Es gilt per De�nition eines Zerfallungskörper

L = K(a1, · · · , an). Da f̂ |K = IdK und f̂(ai) = ai für alle i folgt f̂ = IdL und ι ist
injektiv. �

Bemerkung 4.1.10 Sei L ein Zerfallungskörper. Es gilt also |Gal(L/K)| <∞.

Satz 4.1.11 Sei f : K → K ′
ein Körperisomorphismus und F : K[X ] → K ′[X ] der

induzierte Ringisomorphismus. Sei P ∈ K[X ] \K und seien L und L′
Zerfallungskör-

per von P und P ′ = F (P ).

Sei a eine Nullstelle von P und a′ eine Nullstelle von F (χa). Dann existiert ein (niht

unbedingt eindeutiger) Isomorphismus f̂ : L→ L′
mit f̂ |K = f , f̂(a) = a′ und

f̂({Nullstellen von P in L}) = {Nullstellen von P ′
in L′}.
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Beweis. Per Induktion nah n = |{a ∈ L \K | P (a) = 0}.

Für n = 0 gilt P (X) = λ
∏

i(X−ai) und P ′ = f(λ)
∏

i(X−f(ai)). Also χai = X−ai
und F (χai) = X − f(ai) und auh L = K und L′ = K ′

. Dann ist f̂ = f ein

Isomorphismus, der die Behauptung erfüllt.

Die Behauptung sei wahr für Polynome mit weniger als n Nullstellen in L \K. Nah

Satz 4.1.3 gibt es ein Isomorphismus f̂ ′ : K(a) ≃ K ′(a′) mit f̂ ′|K = f und f̂ ′(a) = a′.
Dann hat P höhstens n − 1 Nullstellen in L \ K(a). Nah Induktion gibt es ein

Isomorphismus f̂ : L→ L′
mit f̂ |K(a) = f̂ ′

und

f̂({Nullstellen von P in L}) = {Nullstellen von P ′
in L′}.

Der Isomorphismus f̂ erfüllt die Behauptung. �

Korollar 4.1.12 Sei P ∈ K[X ] und L ein Zerfallungskörper von P . Dann operiert

Gal(L/K) transitiv auf der Nullstellenmenge jedes irreduziblen Teilers von P .

Korollar 4.1.13 Sei P ∈ K[X ] irreduzibel und L ein Zerfallungskörper von P . Dann
operiert Gal(L/K) transitiv auf der Nullstellenmenge von P .

Insbesondere sei m die Anzahl der Nullstellen von P . Dann m teilt |Gal(L/K)| und
|Gal(L/K)| teilt m!.

Beweis. Da Gal(L/K) transitiv auf {Nullstellen von P} operiert folgt von der Bahn-

formel, dass m = |eine Bahn| teilt |Gal(L/K)|.

Nah Lemma 4.1.9 ist |Gal(L/K)| eine Untergruppe von Bij({Nullstellen von P}).
Nah Lagrange-Satz folgt, dass |Gal(L/K)| die Zahl m! teilt. �

Satz 4.1.14 Sei P ∈ K[X ] \K.

1. Dann hat P einen Zerfallungskörper L.

2. Alle Zerfallungskörper von P sind isomorph: Für je zwei Zerfallungskörper L und

L′
von P gibt es einen Isomorphismus f̂ : L→ L′

mit f̂ |K = IdK und

f̂({Nullstellen von P in L}) = {Nullstellen von P in L′}.

Der Isomorphismus f̂ induziert dank ϕ 7→ f̂ϕf̂−1
ein Isomorphismus

Gal(L/K) → Gal(L′/K).
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Beweis. 1. Per Induktion nah degP . Für degP = 1 gilt L = K und die Aussage

ist klar. Sei Q ein irreduzibler Teiler von P und M = K[X ]/(Q). Dann ist M ein

Körper mit [M : K] = degQ so, dass für a = [X ] gilt M = K(a) und P (a) = 0. Wir

shreiben P (X) = R(X)(X − a) mit R ∈ K(a)[X ]. Es gilt degR = degP − 1 und

nah Induktionsannahme gibt es ein Zerfallungskörper L von R. Über L zerfällt R
in Produkt von lineare Faktoren. Daraus folgt, dass P auh in Produkt von linear

Faktoren über L zerfällt. Seien a2, · · · , am die Nullstellen von R. Wir setzen a1 =
a. Dann sind a1, · · · , am die Nullstellen von P . Es gilt L = K(a)(a2, · · · , am) =
K(a1, · · · , am) also ist L ein Zerfallungskörper von P über K.

2. Die erste Aussage folgt aus dem Satz 4.1.11. Die Umkehrabbildung von ϕ 7→ f̂ϕf̂−1

ist ψ 7→ f̂−1ψf̂ �

De�nition 4.1.15 Sei P ∈ K[X ].

1.Der Zerfallungskörper von P über K ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt

und wird mit DK(P ) bezeihnet.

2. Die Gruppe Gal(DK(P )/K) ist auh bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Wir

shreiben Gal(P ) = Gal(DK(P )/K). Diese Gruppe heiÿt die Galois-Gruppe von
P .

Beispiel 4.1.16 1. Sei P = X3 − 2 ∈ Q[X ]. Dann gilt

DQ(P ) = Q(
3
√
2,

3
√
2e

2iπ
3 ,

3
√
2e−

2iπ
3 ) = Q(

3
√
2, e

2iπ
3 ).

2. 1. Sei P = X4 − 2 ∈ Q[X ]. Dann gilt

DQ(P ) = Q(± 4
√
2,±i 4

√
2) = Q(

4
√
2, i).

4.2 Normale und separable Erweiterungen

4.2.1 Normale Erweiterungen

De�nition 4.2.1 Eine Erweiterung K ⊂ L heiÿt normal, falls jedes irreduzible

Polynom aus K[X ], das in L eine Nullstelle hat, in Linearfaktoren über L zerfällt.

Beispiel 4.2.2 1. Die Erweiterung Q ⊂ Q( 3
√
2) ist niht normal, weil P (X) = X3 −

2 ∈ Q[X ] eine Nullstelle in Q( 3
√
2) hat, aber zerfällt in lineare Faktoren niht.

2. Die Erweiterung Q ⊂ Q( 3
√
2e

2iπ
3 ) ist niht normal, weil P (X) = X3 − 2 ∈ Q[X ]

eine Nullstelle in Q( 3
√
2e

2iπ
3 ) hat aber niht in Linearfaktoren zerfällt.

3. Es gilt Q ⊂ Q( 3
√
2),Q( 3

√
2e

2iπ
3 ) ⊂ Q( 3

√
2, e

2iπ
3 ) und die Abbildung

f̂ : Q(
3
√
2, e

2iπ
3 ) → Q(

3
√
2, e

2iπ
3 )

mit f̂( 3
√
2) = 3

√
2e

2iπ
3
ist ein Isomorphismus und bildet Q( 3

√
2) auf Q( 3

√
2e

2iπ
3 ) ab.
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Satz 4.2.3 Sei K ⊂ L eine endlihe Erweiterung. Die folgende Aussagen sind äqui-

valent:

1. Die Erweiterung K ⊂ L ist normal.

2. Es gilt L = DK(P ) für ein P ∈ K[X ].

3. Für alle Erweiterungen L ⊂ M und Körperhomomorphismen f̂ : L → M mit

f̂ |K = IdK gilt f̂(L) = L. �

Beweis. (1. ⇒ 2.) Es gibt algebraishe Elemente a1, · · · , an mit L = K(a1, · · · , an).
Sei P =

∏
i χai . Wir zeigen, dass L = DK(P ). Es giltDK(P ) = K({Nullstellen von P ).

Da alle ai Nullstellen von P sind folgt L ⊂ DK(P ).

Sei a eine Nullstelle von P . Dann gibt es ein i so, dass a eine Nullstelle von χai ist. Da

χai die Nullstelle ai in L besitzt und K ⊂ L ist normal, zerfällt χai in Linearfaktoren

über L. Insbesondere gilt a ∈ L und DK(P ) = K({Nullstellen von P ) ⊂ L.

(2.⇒ 3.) Sei P ∈ K[X ] so, dass L = DK(P ). Es gilt L = K({Nullstellen von P ) Sei

L ⊂ M eine Erweiterung und f̂ : L → M mit f̂ |K = IdK . Sei a eine Nullstelle von

P . Es gilt P (f̂(a)) = f̂(P (a)) = 0 also ist f̂(a) eine Nullstelle von P und es folgt

f̂(a) ⊂ L. Da L = K({Nullstellen von P ) folgt f̂(L) ⊂ L. Da f̂ : L → L injektiv ist

und [L : K] <∞ folgt f̂(L) = L.

(3. ⇒ 1.) Sei P ∈ K[X ] irreduzibel so, dass P eine Nullstelle a ∈ L hat. Seien

a1, · · · , an ∈ L so, dass L = K(a, a1, · · · , an). Wir setzen Q = Pχa1 · · ·χan und

M = DK(Q). Es gilt L ⊂ M . Seien x0 = a, x1, · · · , xm die Wurzeln von P . Es gilt
x0 = a, x1, · · · , xm ∈ M . Nah Satz 4.1.11 gibt es für jedes i ∈ [1, m] ein Körperiso-

morphismus f̂ : M → M mit f̂ |K = IdK und f̂(a) = xi. Daraus folgt xi = f̂(a) ∈ L
und alle Wurzeln von P sind in L enthalten. �

De�nition 4.2.4 Sei K ⊂ L eine Erweiterung. Eine normale Hülle zu L über K
ist eine normale Erweiterung K ⊂ M so, dass kein Zwishenkörper L ⊂ M ′ ⊂ M
normal über K ist.

Korollar 4.2.5 Jede Endlihe Erweiterung hat eine normale Hülle.

Beweis. Es gibt algebraishe Elemente a1, · · · , an ∈ L so, dass L = K(a1, · · · , an).
Sei P = χa1 · · ·χan und M = DK(P ). Dann ist M normal über K.

Sei M ′
ein Zwishenkörper mit K ⊂ L ⊂ M ′ ⊂ M mit M ′

normal über K. Für alle

i hat χai die Nullstelle ai ∈ L ⊂ M ′
. Da M ′

normal über K ist sind alle Nullstellen

von χai für alle i in M ′
enthalten. Insbesondere sind alle Nullstellen von P in M ′

enthalten. Da M , über K, von den Nullstellen von P erzeugt ist gilt M ⊂ M ′
und

also M =M ′
. �
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4.2.2 Separable Erweiterungen

De�nition 4.2.6 Sei K ein Körper, sei P ∈ K[X ] und sei K ⊂ L eine Erweiterung.

1. Die Vielfahheit einer Nullstelle a von P ist die maximale Potenz n ∈ N, für

die (X − a)n|P .
2. Eine Nullstelle a von P heiÿt einfah falls die Vielfahheit von a gleih 1 ist.

3. Das Polynom P heiÿt separabel, falls jeder irreduzibler Teiler Q von P in seinem

Zerfallungskörper nur einfahe Nullstellen hat.

Ansonsten heiÿt P inseparabel.

4. Der Körper K heiÿt perfekt (oder vollkommen) falls jedes P ∈ K[X ] separabel
ist.

5. Ein Element a ∈ L heiÿt separabel über K, falls χa ∈ K[X ] separabel ist.

6. Die Erweiterung K ⊂ L heiÿt separabel, wenn jedes a ∈ L separabel über K ist.

7. Die Ableitung von P = anX
n + · · ·+ a0 ist P

′ = nanX
n−1 + · · · a1.

Beispiel 4.2.7 Sei K = F2(Y ) und P = X2 − Y ∈ K[X ]. Dann ist P irreduzibel

und

√
Y ist eine Nullstelle von P . Es gilt

P (X) = X2 − Y = X2 − (
√
Y )2 = (X −

√
Y )2

also ist P inseparabel. In diesem Fall gilt auh P ′ = 2X = 0.

Satz 4.2.8 Sei P ∈ K[X ] und L = DK(P ).

1. Es gilt

{a ∈ L | a mehrfahe Nullstelle von P} = {a ∈ L | a Nullstelle von ggT(P, P ′)}.

2. Sei P irreduzibel. Dann gilt (P ist inseparabel) ⇔ (P ′ = 0). �

Beweis. 1. Sei a eine mehrfahe Nullstelle. Dann gilt P (X) = (X−a)2Q(X). Daraus
folgt P ′ = 2(X − a)Q + (X − a)2Q′

und also ist X − a ein Teiler von P und P ′
.

Daraus folgt, dass X − a ein Teiler von ggT(P, P ′) ist und a ist eine Nullstelle von

ggT(P, P ′).

Umgekehrt, sei a eine einfahe Nullstelle von P . Dann gilt P (X) = (X−a)Q(X) mit

Q(a) 6= 0. Daraus folgt, P ′(X) = Q(X) + (X − a)Q′(X) und P ′(a) = Q(a) 6= 0. Also
ist X − a kein Teiler von P ′

und also kein Teiler von ggT(P, P ′) und a ist niht eine
Nullstelle von ggT(P, P ′).

2. Sei P irreduzibel und Q = ggT(P, P ′). Da Q ein Teiler von P ist gilt: Q ∈ K[X ]×

oder Q = λP für ein λ ∈ K. Im ersten Fall hat ggT(P, P ′) keine Nullstelle. Im zweiten
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Fall gilt P ′ = 0 (sonst gilt deg P ′ ≤ degP − 1 und deg(P ) = deg(ggT(P, P ′)) ≤
degP − 1 ein Widerspruh).

Das Polynom P ist genau dann inseparabel, wenn P eine mehrfahe Nullstelle a hat.
Dies ist nah 1. äquivalent zu ggT(P, P ′)(a) = 0 i.e. P ′ = 0. �

Korollar 4.2.9 Sei K mit char(K) = 0. Dann ist K perfekt.

Beweis. Für P ∈ K[X ] irreduzibel gilt P ′ 6= 0. �

4.2.3 Galois Theorie

De�nition 4.2.10 Sei L ein Körper und G eine Untergruppe von Aut(L). Der Fix-
körper von G in L ist

LG = {a ∈ L | f(a) = a für alle f ∈ G}.

Lemma 4.2.11 Sei L ein Körper und G eine Untergruppe von Aut(L). Dann ist LG

ein Teilkörper von L. �

Beweis. Seien a, b ∈ LG
mit b 6= 0. Es gilt f(a − b) = f(a) − f(b) = a − b und

f
(
a
b

)
= f(a)

f(b)
= a

b
. �

De�nition 4.2.12 Eine Körper Erweiterung heiÿt Galois, wenn es eine endlihe

Untergruppe G ⊂ Aut(L) gibt mit K = LG
.

Beispiel 4.2.13 1. Die Erweiterung Q ⊂ Q(
√
2) ist Galois: Es gilt

Q = Q(
√
2)Gal(Q(

√
2)/Q).

2. Die Erweiterung Q ⊂ Q( 3
√
2) ist niht Galois: Es gilt

Aut(Q(
3
√
2)) = Gal(Q(

3
√
2)/Q) = {IdQ( 3√2)}

also gilt für jede Untergruppe G ⊂ Gal(Q( 3
√
2)/Q) die Gleihung

Q(
3
√
2)G = Q(

3
√
2).

Die Hauptsätze der Galois Theorie sind die folgende zwei Sätze.

Satz 4.2.14 (Charakterisierung von Galois Erweiterungen) Sei K ⊂ L eine

Erweiterung. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. Die Erweiterung K ⊂ L ist Galois.

2. Es gilt [L : K] = |Gal(L/K)| <∞.
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3. Die Erweiterung K ⊂ L ist endlih, normal und separabel.

4. Es gilt L = DK(P ) für P ∈ K[X ] separabel. �

Satz 4.2.15 (Hauptsatz der Galois Theorie) Sei K ⊂ L eine Galois Erweite-

rung. Sei G = Gal(L/K). Sei

ZL/K = {Zwishenkörper M : K ⊂M ⊂ L}

die Menge aller Zwishenkörper und sei

UG = {H Untergruppe von G}

die Menge aller Untergruppen von G.

Seien Φ : UG → ZL/K und Ψ : ZL/K → UG die Abbildungen de�niert durh

Φ(H) = LH
und Ψ (M) = Gal(L/M).

1. Dann sind Φ und Ψ bijektiv und inverse zueinander.

2. Für alle M ∈ ZL/K ist die Erweiterung M ⊂ L Galois und es gilt

[L :M ] = |Gal(L/M)| = |Ψ (M)|.

3. Sei M ∈ ZL/K . Es gilt

(K ⊂M Galois) ⇔ (Ψ (M) = Gal(L/M) ⊳Gal(L/K) = G).

In diesem Fall induziert die Einshränkungsabbildung einen surjektiven Gruppenho-

momorphismus G→ Gal(M/K), f 7→ f |M mit Kern Gal(L/M). Insbesondere gilt

Gal(M/K) ≃ Gal(L/K)/Gal(L/M).

Beispiel 4.2.16 Sei K = Q und L = DK(P ) mit P = X3 − 2. Wir setzen j = e
2iπ
3
.

Seien

z1 =
3
√
2, z2 = j

3
√
2 und z3 = j2

3
√
2

die Nullstellen von P . Es gilt

L = Q(z1, z2, z3) = Q(
3
√
2, j).

Da P separabel ist, ist die Erweiterung K ⊂ L Galois. Wir haben die folgende

Zwishenkörper:

Q(z1), Q(z2), Q(z3) und Q(j).

Da P das Minimalpolynom von z1, z2, z3 ist gilt [Q(zi) : Q] = 3 für alle i und
3|[L : K]. Da Φ2 = X2 + X + 1 das Minimalpolynom von j ist gilt [Q(j) : Q] = 2
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und 2|[L : K]. Daraus folgt 6|[L : K] = Gal(L/K). Aber nah Lemma 4.1.9 ist

Gal(L/K) eine Untergruppe von Bij({z1, z2, z3}) ≃ S3. Daraus folgt Gal(L/K) ≃ S3

und [L : K] = 6.

Die Gruppe S3 hat genau 6 Untergrupen H :

{Id}, {Id, [12]}, {Id, [13]}, {Id, [23]}, A3 = {Id, [123], [132]} und S3.

Die Zwishen Erweiterungen M = Φ(H) sind

L, Q(z3), Q(z2), Q(z1), Q(j) und K.

Die Zwishenkörper Q(z3),Q(z2),Q(z1) sind niht Galois über Q aber Q(j) is Galois
über Q.

Zur Vorbereitung des Beweis beweisen wir Hilfsätze.

Bemerkung 4.2.17 Seien L und L′
Körper. Dann ist Abb(L, L′) die Menge aller

Abbildungen f : L→ L′
ein L′

-Vektorraum dank

(f + f ′)(a) = f(a) + f ′(a) und (λf)(a) = λf(a)

für alle a ∈ L, λ ∈ L′
und f, f ′ ∈ Abb(L, L′).

Lemma 4.2.18 Seien f1, · · · , fn : L → L′
paarweise vershiedene Körperhomomor-

phismen. Dann ist (f1, · · · , fn) ein linear unabhängiges System in Abb(L, L′). �

Beweis. Angenommen (f1, · · · , fn) sei linear abhängig. Sei (fi1, · · · , fir) ein minima-

les linear abhängiges System. Modulo Umnummerirung können wir annehmen, dass

(f1, · · · , fr) ein minimales linear abhängiges System ist. Da f1 injektiv ist also f1 6= 0
gilt r ≥ 2. Es gibt also Skalare λ1, · · · , λr ∈ (L′)× mit

r∑

i=1

λifi = 0.

Sei a ∈ L mit f1(a) 6= f2(a). Für alle x ∈ L gilt

∑r
i=2 λi(fi(a)− f1(a))fi(x) =

∑r
i=1 λi(fi(a)− f1(a))fi(x)

=
∑r

i=1 λifi(a)fi(x)− f1(a)
∑r

i=1 λifi(x)
=
∑r

i=1 λifi(ax)− f1(a) (
∑r

i=1 λifi) (x)
= (
∑r

i=1 λifi) (ax)− 0 = 0.

Es folgt

r∑

i=2

λi(fi(a)− f1(a))fi = 0

ein Widerspruh zur Minimalität. �
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Lemma 4.2.19 Seien f1, · · · , fn : L → L′
paarweise vershiedene Körperhomomor-

phismen. Sei

K = {a ∈ L | f1(a) = · · · = fn(a)}.
Dann ist K ein Teilkörper von L und es gilt [L : K] ≥ n. �

Beweis. Seien a, b ∈ K mit b 6= 0. Es gilt fi(a− b) = fi(a)− fi(b) = fj(a)− fj(b) =

fj(a− b) und fi
(
a
b

)
= fi(a)

fi(b)
=

fj(a)

fj(b)
= fj

(
a
b

)
. Daraus folgt, dass K ein Teilkörper von

L ist.

Sei a1, · · · , am eine Basis von L über K mit m < n. Das System mit Variablen

x1, · · · , xn: 



∑n
i=1 xifi(a1) = 0

.

.

.∑n
i=1 xifi(ak) = 0

.

.

.∑n
i=1 xifi(am) = 0

hat eine niht triviale Lösung (x1, · · · , xn) ∈ (L′)n (eine Lösung ist ein Vektor im

Kern der Matrix (fj(ai)) ∈ Mm,n(L
′) und da m < n ist der Kern niht Null).

Für a ∈ L gibt es Skalare λk mit a =
∑m

K=1 λkak. Da λk ∈ K gilt f1(λk) = · · · =
fn(λk). Wir setzen Λk = f1(λk) = · · · = fn(λk). Es folgt

(
n∑

i=1

xifi

)
(a) =

n∑

i=1

m∑

k=1

xifi(λk)fi(ak) =

m∑

k=1

Λk

(
n∑

i=1

xifi(ak)

)
= 0.

Daraus folgt

∑
i xifi = 0. Ein Widerspruh zum obigen Lemma. �

De�nition 4.2.20 Sei L ein Körper und G eine endlihe Untergruppe von Aut(L).
Die G-Spur von L ist die Abbildung TrG : L→ L de�niert durh

TrG(a) =
∑

f∈G
f(a).

Lemma 4.2.21 Sei L ein Körper und G eine endlihe Untergruppe von Aut(L).
Dann ist TrG eine LG

lineare Abbildung und es gilt ImTrG = TrG(L) = LG
. �

Beweis. Sei a ∈ L und λ ∈ LG
. Es gilt

TrG(λa) =
∑

f∈G
f(λa) =

∑

f∈G
f(λ)f(a) =

∑

f∈G
λf(a) = λ

∑

f∈G
f(a) = λTrG(a).

Sei ∈ L und g ∈ G. Es gilt

g(TrG(a)) = g
∑

f∈G
f(a) =

∑

f∈G
gf(a) =

∑

gf∈G
gf(a) = TrG(a)

also LG ⊂ ImTrG = TrG(L). Da die Familie (f)f∈G linear unabhängig ist gilt TrG 6= 0.
Die Abbildung TrG : L → LG

ist LG
-linear und niht null. Da dimLG LG = 1 folgt,

dass TrG(L) = ImTrG = LG
. �
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Lemma 4.2.22 Sei L ein Körper und G eine endlihe Untergruppe von Aut(L). Sei
K = LG

. Es gilt

[L : K] = |G|.

Beweis. Sei G = {f1, ·, fn}. Es gilt K ⊂ M = {a ∈ L | f1(a) = · · · = fn(a)}. Nah
Lemma 4.2.19 gilt [L :M ] ≥ n. Daraus folgt [L : K] ≥ [L :M ] ≥ n.

Sei (a1, · · · , am) mit m > n ein System von Elementen in L. Wir zeigen, dass

(a1, · · · , am) linear abhängig über K ist. Das System mit Variablen x1, · · · , xm:




∑m
i=1 xif

−1
1 (ai) = 0
.

.

.∑m
i=1 xif

−1
k (ai) = 0
.

.

.∑m
i=1 xif

−1
n (ai) = 0

hat eine niht triviale Lösung (x1, · · · , xm) ∈ Lm
(eine Lösung ist ein Vektor im

Kern der Matrix (f−1
i (aj)) ∈ Mn,m(L) und da m > n ist der Kern niht Null). Sei

i0 ∈ [1, m] mit xi0 6= 0 und sei c ∈ L mit TrG(c) 6= 0. Für alle k ∈ [1, n] gilt

m∑

i=1

f−1
k (ai)

cxi
xi0

= 0 also

m∑

i=1

aifk

(
cxi
xi0

)
= 0.

Wir summieren über k. Es folgt

0 =

n∑

k=1

m∑

i=1

aifk

(
cxi
xi0

)
=

m∑

i=1

n∑

k=1

aifk

(
cxi
xi0

)
=

m∑

i=1

aiTrG

(
cxi
xi0

)
.

Da TrG

(
cxi

xi0

)
∈ LG = K und TrG

(
cxi0

xi0

)
= TrG(c) 6= 0 ist das System (a1, · · · , am)

linear abhängig über K. �

Lemma 4.2.23 Sei L ein Körper und G eine endlihe Untergruppe von Aut(L). Sei
K = LG

. Es gilt

Gal(L/K) = G.

Insbesondere für K ⊂ L Galois gilt K = LGal(L/K)
. �

Beweis. Sei f ∈ G. Dann gilt f ∈ Aut(L) und f(a) = a für a ∈ K = LG
. Es folgt

f ∈ Gal(L/K). Also G ⊂ Gal(L/K).

Sei a ∈ LGal(L/K)
und f ∈ G. Da f ∈ Gal(L/K) gilt f(a) = a und a ∈ LG

. Es gilt

also K ⊂ KGal(L/K) ⊂ LG = K und LGal(L/K) = K = LG
. Nah dem obigen Lemma

gilt |Gal(L/K)| = [L : K] = |G|. Daraus folgt die Aussage.
Für K ⊂ L Galois gibt es G ⊂ Aut(L) endlih mit K = LG

und es folgt G =
Gal(L/K) also K = LGal(L/K)

. �
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Beweis vom Satz 4.2.14. (1.⇒ 2.) Folgt aus Lemma 4.2.22 und Lemma 4.2.23.

(2. ⇒ 1.) Es gilt K ⊂ LGal(L/K) ⊂ L und nah Lemma 4.2.22 und per Annahme gilt

[L : LGal(L/K)] = |Gal(L/K)| = [L : K]. Daraus folgt K = LGal(L/K)
und K ⊂ L

Galois.

(1. ⇒ 3.) Sei G eine endlihe Untergruppe von Aut(L) mit K = LG
. Es gilt [L :

K] = |G| < ∞ nah Lemma 4.2.22 also ist die Erweiterung endlih. Sei a ∈ L und

χa ∈ K[X ] das Minimalpolynom von a über K. Sei G · a = {f(a) ∈ L|f ∈ G}. Wir

zeigen

χa =
∏

b∈G·a
(X − b).

Es folgt, dass alle Nullstellen von χa einfah sind und in L enthalten sind. Daraus

folgt, dass K ⊂ L normal und separabel ist.

Sei P =
∏

b∈G·a(X − b). Sei f ∈ G und F : L[X ] → L[X ] de�niert durh f(anX
n +

· · ·+ a0) = f(an)X
n + · · ·+ f(a0). Es gilt

F (P ) = F (
∏

b∈G·a
(X − b)) =

∏

b∈G·a
(X − f(b)) =

∏

b∈G·a
(X − b).

Daraus folgt P ∈ K[X ]. Da P (a) = 0 gilt χa|P . Sei b ∈ G · a. Da gilt b = f(a) für ein
f ∈ G. Es gilt χa(b) = χa(f(a)) = f((χa)(a)) = 0. Also sind alle g ∈ G · a Nullstellen
von χa und es folgt P |χa. Daraus folgt P = χa.

(3. ⇒ 4.) Nah Satz 4.2.3 gilt L = DK(P ) für ein P ∈ K[X ]. Da K ⊂ L separabel

ist, ist P separabel.

(4.⇒ 1.) Sei P ∈ K[X ] separabel und L = DK(P ). Sei G = Gal(L/K). Nah Lemma

4.1.9 gilt G ⊂ Bij({Nullstellen von P}) also |G| ≤ (degP )!. Wir zeigen, dass die Er-

weiterung K ⊂ L Galois ist nah Induktion über N = |{Nullstellen von P in L \K}|.
Für N = 0 gilt K = L = LG

und die Aussage ist klar.

Für N ≥ 1, sei a ∈ L \ K eine Nullstele von P . Dann gilt auh L = DK(a)(P )
und nah Induktionsvoraussetzung ist K(a) ⊂ L Galois. Sei also H eine endlihe

Untergruppe von Aut(L) mit K(a) = LH
. Es gilt H ⊂ Gal(L/K) = G. Sei χa ∈

K[X ] das Minimalpolynom von a über K. Es gilt χa|P . Sei n = degχa und a1 =
a, a2, · · · , an ∈ L die Nullstellen von χa. Da P separabel ist sind diese Nullstellen

paarweise vershieden. Nah Satz 4.1.11 gibt es für jedes k ∈ [1, n] ein fk ∈ G mit

fk(a) = ak. Sei b ∈ LG ⊂ LH = K(a). Dann ist b von der Form b = Q(a) für ein
Q ∈ K[X ]. Dank der Restdivision mit χa gilt Q = χaR + S mit deg S < n und

b = Q(a) = χa(a)R(a) + S(a) = S(a). Sei T (X) = S(X)− b ∈ KG[X ]. Es gilt

0 = fk(S(a)− b) = fk(T (a)) = T (fk(a)) = T (ak).

Daraus folgt, dass T mindenstens n > deg T Nullstellen hat. Es folgt T = 0 also

S(X) = b und da S ∈ K[X ] folgt b ∈ K. Daraus folgt LG ⊂ K. Die Enthaltung

K ⊂ LG
ist klar also K = LG

. �
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Lemma 4.2.24 Sei K ⊂ L eine Galois erweiterung und M ein Zwishenkörper.

Dann ist M ⊂ L Galois. �

Beweis. Sei G = Gal(L/K) und H = Gal(L/M). Wir zeigen M = LH
. Es gilt

M ⊂ LH
. Umgekehrt, seien {IdL = f1, · · · , fr} ⊂ G ein Repräsentantensystem des

Quotients G/H i.e. mit {[f1], · · · , [fr]} = G/H .

Die Einshränkungen f1|M , · · · , fr|M sind paarweise vershieden: falls fi|M = fj |L
gilt folgt fi ◦ f−1

j ∈ H also [fi] = [fj ] und i = j.

Sei a ∈M mit a = f1(a) = · · · = fr(a). Wir zeigen a ∈ LG = K. Sei f ∈ G und [f ] ∈
G/H die Klasse von f im Quotient. Dann gibt es ein i mit [f ] = [fi]. Daraus folgt,
dass es ein h ∈ H gibt mit f = fih. Da h(a) = a, folgt f(a) = fih(a) = fi(a) = a.
Also a ∈ LG = K. Daraus folgt

K = LG ⊂ {a ∈M | f1(a) = · · · = fr(a)} ⊂ K

und beide Menge sind gleih. Nah Lemma 4.2.19 und Lemma 4.2.22 folgt

|G| = [L : K] = [L : LH ][LH :M ][M : K]
= |H|[LH :M ][M : K] ≥ |H|[LH :M ]r = |H|[LH :M ]|G/H| = |G|[LH :M ].

Daraus folgt [LH :M ] = 1 und M = LH
. �

Lemma 4.2.25 (Konjugationsprinzip) Seien K ⊂ M ⊂ L Erweiterungen und

sei f ∈ Gal(L/K). Dann gilt

Gal(L/f(M)) = fGal(L/M)f−1.

Beweis. Sei g ∈ Gal(L/M). Dann gilt fgf−1 ∈ Aut(L) und für b = f(a) ∈ f(M)
gilt fgf−1(b) = fgf−1f(a) = fg(a) = f(a) = b also fgf−1 ∈ Gal(L/f(M)).
Daraus folgt fGal(L/M)f−1 ⊂ Gal(L/f(M)). Es folgt auh f−1Gal(L/f(M))f ⊂
Gal(L/f−1f(M)) = Gal(L/M) und also Gal(L/f(M)) ⊂ fGal(L/M)f−1

. Daraus

folgt die Aussage. �

Lemma 4.2.26 Sei K ⊂ L Galois und K ⊂ M ⊂ L so, dass für alle f ∈ Gal(L/K)
gilt f(M) =M . Dann ist

res

: Gal(L/K) → Gal(M/K)

de�nert durh res(f) = f |M ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mitKer(res) =
Gal(L/M) und K ⊂M ist Galois. �

Beweis. Die Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus (Übung). Es gilt

Ker(res) = {f ∈ Gal(L/K) |f |M = IdM} = Gal(L/M).

Sei G = Im(res) das Bild von res. Es giltMG =MGal(L/K)
. Da K ⊂ L Galois ist, gilt

K ⊂ MG = MGal(L/K) ⊂ LGal(L/K) = K nah Lemma 4.2.23. Daraus folgt MG = K
und nah Lemma 4.2.23 folgt G = Gal(M/K). �
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Lemma 4.2.27 Seien K ⊂ M ⊂ L Erweiterungen mit K ⊂ L Galois. Dann sind

äquivalent:

1. Die Erweiterung K ⊂M ist Galois.

2. Für alle f ∈ Gal(L/K) gilt f(M) =M .

3. Gal(L/M) ⊳Gal(L/K). �

Beweis. (1.⇒ 2.) Nah Lemma 4.2.19, Lemma 4.2.22 und Lemma 4.2.23 gilt

|Gal(M/K)| ≤ |{f |M :M → L |f ∈ Gal(L/K)} ≤ [M : K] = |Gal(M/K)|.

Also gilt die Gleihung überall und jedes f |M für f ∈ Gal(L/K) liegt bereits in

Gal(M/K) also f(M) =M .

(2.⇒ 1.) Folgt aus Lemma 4.2.26

(2.⇒ 3.) Folgt aus Lemma 4.2.26: Gal(L/M) ist der Kern von res.

(3. ⇒ 2.) Sei f ∈ Gal(L/K). Da f(M) ⊂ L und M ⊂ L Galois sind (nah Lemma

4.2.24) gilt M = LGal(L/M)
und f(M) = LGal(L/f(M))

(nah Lemma 4.2.23). Nah

Lemma 4.2.25 gilt Gal(L/f(M)) = fGal(L/M)f−1 = Gal(L/M) nah Annahme. Es

folgt f(M) =M . �

Beweis vom Satz 4.2.15. 1. Sei K ⊂ L eine Galois Erweiterung. Sei M ein Zwishen-

körper und H eine Untergruppe von G = Gal(L/K). Nah Lemma 4.2.23 gilt

Ψ (Φ(H)) = Ψ (LH) = Gal(L/LH) = H.

Es gilt

Φ(Ψ (M)) = Φ(Gal(L/M)) = LGal(L/M).

Nah Lemma 4.2.24 ist M ⊂ L Galois und nah Lemma 4.2.23 folgt M = LGal(L/M)
.

2.Die erste AUssage folgt aus Lemma 4.2.24 und die Gleihung aus Lemma 4.2.22.

3. Die erste Aussage folgt aus Lemma 4.2.27 und die letzte Aussage aus Lemma

4.2.26. �

Beweis. Sei G = Gal(M/K), N = Gal(M/L) und H = Gal(L/K). Dann gilt K =
LH

und L = MN
. Wir zeigen K = MG

. Die Enthaltung K ⊂ MG
ist klar. Sei

x ∈ MG
. Da N ⊂ G folgt x ∈ MG ⊂ MN

also x ∈ L. Sei jetzt f ∈ Gal(L/K). Da
L ⊂M normal ist, gibt es nah Satz 4.1.11 ein g ∈ Gal(M/K) mit g|L = f . Es folgt
f(x) = g(x) = x und also x ∈ LH = K. �
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4.2.4 Algebraisher Abshluÿ

De�nition 4.2.28 Sei K ein Körper. Ein algebraisher Abshluÿ von K ist eine

Erweiterung K ⊂ K mit

� K ⊂ K ist algebraish

� K ist algebraish abgeshlossen.

Beispiel 4.2.29 1. Ein algebraisher Abshluÿ von C ist C .

2. Ein algebraisher Abshluÿ von R ist C.

3. Ein algebraisher Abshluÿ von Q ist

Q = {z ∈ C | z ist algebraish über Q }.

4. Der Körper C ist kein algebraisher Abshluÿ von Q, weil die Erweiterung Q ⊂ C

niht algebraish ist.

Theorem 4.2.30 (Steinitz) Jeder Körper hat einen algebraishen Abshluÿ. �

4.3 Endlihe Körper

4.3.1 Existenz

Lemma 4.3.1 Sei R ein kommutativer Ring mit char(R) = p > 0. Für n ∈ N>0, sei

q = pn.

1. Dann ist die Abbildung FrR : R → R de�niert durh FrR(x) = xp ein Ringhomo-

morphismus.

2. Dann ist die Abbildung FrR,q : R → R de�niert durh FrR(x) = xq ein Ringhomo-

morphismus. �

Beweis. 1. Es gilt FrR(x + y) = (x + y)p =
∑p

k=0

(
p
k

)
xkyp−k

. Aber p|
(
p
k

)
für alle

k ∈ [1, p−1]. Daraus folgt FrR(x+y) = xp+yp = FrR(x)+FrR(y). Es �lgt FrR(xy) =
(xy)p = xpyp = FrR(x)FrR(y).

2. Es gilt Frq,R(x) = xq = xp
n

= (xp)n = FrnR(x). Die Aussage folgt aus 1. �

De�nition 4.3.2 Sei R ein kommutativer Ring mit char(R) = p > 0. Die Abbildung
FrR : R → R de�niert durh FrR(x) = xp heiÿt Frobenius-Homomorphismus.
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Lemma 4.3.3 Sei K ein endliher Körper mit char(K) = p.

1. Dann ist FrK ein Automorphismus.

2. Falls K = Fp gilt FrK = IdK . �

Beweis. 1. Die Abbildung FrK ist ein Körperhomomorphismus also ist injektiv. Da

K endlih ist ist FrK bijektiv.

2. Sei x ∈ Fp. Falls x = 0 gilt FrK(x) = FrK(0) = 0 = x. Sei also x ∈ F×
p . Es gilt

F×
p ≃ Z/(p−1)Z also ist die Gruppe (F×

p , ·) der Ordnung p−1. Es folgt, dass xp−1 = 1
und also FrK(x) = xp = x. �

Lemma 4.3.4 Seien K ⊂ L zwei endliher Körper und seien q = |K| und q′ = [L].

1. Dann gilt [L : K] = n <∞ und q′ = qn.

2. Insbesondere für p = char(K) gilt q = |K| = pm für ein m ∈ N>0. �

Beweis. 1. Da L endlih ist ist L ein endliher Vektorraum über K. Sei n = [L : K].
Es gilt L ≃ Kn

. Daraus folgt die Aussage.

2. Es gilt Fp = PK ⊂ K. Sei m = [K : Fp]. Die Aussage folgt aus 1. �

Satz 4.3.5 Sei p eine Primzahl und n ∈ N>0. Sei q = pn.

Dann gibt es modulo isomorphismus genau ein Körper K mit q Elemente: der Zer-

fallungskörper von Xq −X über Fp. �

Beweis. Wir zeigen, dass es ein Körper mit q Elemente gibt. Sei K = DFp
(Xq −X)

der Zerfallungskörper von Xq −X über Fp. Es gilt Fp ⊂ K also char(K) = p. Sei

M = {x ∈ K | xq − x = 0}.

Wir zeigen, dassM ein Körper ist: Seien x, y ∈M . Dann gilt (x−y)q = FrK,q(x−y) =
FrK,q(x)−FrK,q(y) = xq−yq = x−y also x−y ∈M . Es gilt auh (xy−1)q = xq(yq)−1 =
xy−1

also xy−1 ∈M .

Auÿerdem gilt für P (X) = Xq −X :

dP
dX

(X) = qXq−1 − 1 = −1 da char(K) = p|q. Es
folgt ggT(P, dP

dX
) = 1 und die Nullstellen von P sind von Vielfahheit 1. Es sind also

genau q solhe Nullstellen. Daraus folgt |M | = q.

Wir zeigen jetzt die Eindeutigkeit. SeiM ein Körper mit q Elemente. Sei x ∈M×
. Da

|M×| = q− 1 gilt xq−1 = 1 und also xq − x = 0. Für x = 0 ∈M gilt auh xq − x = 0.
Es gilt also xq − x = 0 für alle x ∈M und M = DFp

(Xq −X). �

De�nition 4.3.6 Für p eine Primzahl, n ∈ N und q = pn shreiben wir Fq für den

Körper mit q Elemente.
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4.3.2 Primitives Element

Satz 4.3.7 Sei p eine Primzahl und q = pn. Es gibt einen Gruppenisomorphismus

(F×
q ,×) ≃ (Z/(q − 1)Z,+).

Insbesondere ist F×
q eine Zyklishe Gruppe. �

Beweis. Die Gruppe F×
q ist kommutativ. Sei m = max{ord(g) | g ∈ F×

q } und sei

H = {x ∈ F×
q | ord(x)|m}.

Dann ist H eine Untergruppe von F×
q : für x, y ∈ H gilt (xy−1)m = xm(ym)−1 = 1 also

ord(xy−1|m. Sei h ∈ H mit ord(h) = m. Dann gilt 〈h〉 ⊂ H und |〈h〉| = ord(h) = m.

Umgekehrt gilt xm = 1 für alle x ∈ H also gilt H ⊂ {Nullstellen von Xm − 1} und

|H| ≤ m. Daraus folgt H = 〈h〉.

Wir Zeigen, dass H = G. Angenommen H ( G. Sei g ∈ G \H . Dann gilt r = ord(g) 6
|m. Sei d = ggT(r,m) und s = r

d
. Dann gilt ggT(s,m) = 1 und ord(gd) = s. Wir

zeigen, dass ord(gdh) > m. Ein Widerspruh zur Maximalität von m.

Sei a ∈ N mit (gdh)a = 1. Dann gilt (gd)a = (h−1)a also ord((gd)a)|ord(gd) = s und
ord((gd)a) = ord((h−1)a)|ord(h) = m. Daraus folgt, dass beide Ordnungen gleih 1
sind und (gd)a = 1 = ha. Insbesondere gilt s = ord(gd)|a und m = ord(h)|a. Daraus
folgt sm|a und ord(gdh) = sm > m. �

Bemerkung 4.3.8 Der obige Beweis gilt auh für K ein beliebiger Körper und G ⊂
K×

eine endlihe Untergruppe: jede endlihe Untergruppe G von K×
ist zyklish.

Korollar 4.3.9 (Satz vom primitiven Element) Sei K ⊂ L eine Erweiterung

mit K und L endlih. Sei ξ ∈ L×
ein Erzeuger dieser Gruppe.

1. Dann gilt L = K(ξ).

2. Sei χξ das Minimalpolynom von ξ über K. Es gilt deg χξ = [L : K].

Beweis. 1. Da ξ ∈ L gilt K(ξ) ⊂ L. Umgekehrt, da ξ ein Erzeuger von L×
ist gilt

L× ⊂ K(ξ). Daraus folgt L ⊂ K(ξ).

2. Folgt direkt aus 1. �
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4.3.3 Galois Gruppe

Satz 4.3.10 Sei p eine Primzahl, n ∈ N und q = pn. Sei m ∈ N.

1. Die Erweiterung Fq ⊂ Fqm ist Galois.

2. Die Gruppe Gal(Fqm/Fq) is zyklish und hat FrFqm ,q als Erzeuger:

Gal(Fqm/Fq) = 〈FrFqm ,q〉 ≃ Z/mZ.

Beweis. 1. Nah Satz 4.3.5 gilt Fqm = Fpmn = DFp
(Xpmn − X) also ist Fp ⊂ Fqm

normal. Da für P = Xpmn −X gilt P ′ = −1 6= 0, gilt P ist separabel und Fp ⊂ Fqm

ist separabel also Galois. Insbesondere gilt |Gal(Fqm/Fq)| = [Fqm : Fq] = m.

2. Sei x ∈ F×
q . Da |F×

q | = q − 1, folgt xq−1 = 1. Für alle x ∈ Fq gilt also xq = x.
Daraus folgt FrFqm ,q(x) = x. Da FrFqm ,q ∈ Aut(Fqm) folgt FrFqm ,q ∈ Gal(Fqm/Fq). Sei
d = ord(FrFqm ,q) die Ordnung von FrFqm ,q. Es gilt d ≤ m. Für alle x ∈ Fqm gilt auh:

x = FrdFqm ,q(x) = xq
d

.

Also hat das Polynom Xqd − X mindestens |Fqm| = qm Nullstellen. Daraus folgt

d ≥ m und also d = m. Da |Gal(Fqm/Fq)| = [Fqm : Fq] = m, folgt die Aussage. �

4.4 Satz vom primitiven Element

Satz 4.4.1 Sei K ⊂ L eine endlihe und separable Erweiterung.

1. Es gibt eine Erweiterung L ⊂ M so, dass die Erweiterung K ⊂M Galois ist.

2. Die Erweiterung K ⊂ L hat nur endlih viele Zwishenkörper. �

Beweis. 1. Seien a1, · · · , anßnL mit L = K(a1, · · · , an). Sei P = χa1 · · ·χan , wobei

χai das Minimalpolynom von ai über K ist. Dann ist P separabel über K, weil alle

ai separabel über K sind. Sei M = DK(P ). Die Erweiterung K ⊂ M ist Galois.

2. Die Zwishenkörper K ⊂ L′ ⊂ M sind in Bijektion mit den Untergruppen von

Gal(M/K). Da es nur endlih viele sohe Untergruppen gibt, gibt es endlih viele

Zwishenkörper K ⊂ L′ ⊂ M . Insbesondere gibt es endlih viele Zwishenkörper

K ⊂ L′ ⊂ L. �

Satz 4.4.2 (Satz vom primitiven Element) Sei K ⊂ L eine endlihe und sepa-

rable Erweiterung. Dann gibt es ein ξ ∈ L mit L = K(ξ). �



95

Beweis. Für L endlih folgt die Aussage aus Korollar 4.3.9. Sei also K unendlih.

Sei n minimal mit L = K(a1, · · · , an). Angenommen n ≥ 2. Für jedes t ∈ K ist

K(a1 + ta2) ein Zwishenkörper. Da es nur endlih viele Zwishekörper K ⊂M ⊂ L
gibt und da K unendlih ist, gibt es t, s ∈ K mit t 6= s und K(a1+ta2) = K(a1+sa2).
Daraus folgt, dass

a1 =
s(a1+ta2)−t(a1+sa2)

s−t
∈ K(a1 + ta2) = K(a1 + sa2)

a2 =
(a1+ta2)−(a1+sa2)

t−s
∈ K(a1 + ta2) = K(a1 + sa2).

Daraus folgtK(a1+ta2) = K(a1, a2) und L = K(a1, · · · , an) = K(a1+ta2, a3, · · · , an).
Widerspruh zur Minimalität von n. �

4.5 Einheitswurzeln und Kreisteilungskörper

De�nition 4.5.1 Sei K ein Körper und n ∈ N.

1. Die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln En(K) von K ist die Gruppe der

Nullstellen von Xn − 1 in Kn = DK(X
n − 1).

2. Der Körper Kn = DK(X
n − 1) heiÿt Kreisteilungskörper.

Beispiel 4.5.2 1. Für K = C gilt En(C) = {e 2ikπ
n | k ∈ [0, n− 1]}.

2. Für q = pn gilt Eq−1(Fp) = F×
q .

Lemma 4.5.3 Sei n ∈ N und p eine Primzahl.

1. Falls char(K) 6 |n, gilt |En(K)| = n. In dem Fall gibt es ein Gruppenisomorphismus

En(K) ≃ Z/nZ.

2. Falls char(K) = p und n = pm gilt En(K) = Em(K) und Kn = Km. �

Beweis. 1. Sei P = Xn − 1. Es gilt En(K) = {x ∈ DK(P ) | P (x) = 0}. Insbesondere
gilt |En(K)| ≤ n. Falls char(K) = p 6 |n, gilt P ′ 6= 0 und P ist separabel. Das

Polynom P hat also n paarweise vershiedene Nullstellen und |En(K)| = n.

Nah der Bemerkung 4.3.8 ist die endlihe Gruppe En(K) zyzlish.

2. Es gilt Xn − 1 = (Xm)p − 1 = (Xm − 1)p. Daraus folgt En(K) = Em(K) und
Kn = Km. �

Lemma 4.5.4 Sei n ∈ N und d ein Teiler von n.

1. Es gilt Kd ⊂ Kn.

2. Die Erweiterung K ⊂ Kn ist Galois. �
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Beweis. 1. Sei m mit n = dm. Es gilt

Xn − 1 = ((Xd)m − 1) = (Xd − 1)(Xd(m−1) +Xd(m−2) + · · ·+Xd + 1).

Daraus folgt Ed(K) ⊂ En(K) und Kd ⊂ Kn.

2. Nah dem obigen Lemma können wir ohne Einshränkung annehmen, dass gilt

ggT(n, char(K)) = 1. Dann ist P = Xn − 1 separabel und Kn = DK(P ) ist Galois.�

Sei n ∈ N und K ein Körper mit ggT(n, char(K)) = 1.

De�nition 4.5.5 Die Menge der primitiven Einheitswurzeln ist

PEn(K) = {ζ ∈ En(K) | ord(ζ) = n}.

Bemerkung 4.5.6 Sei n ∈ N und K ein Körper.

1. Es gilt En(K) ≃ Z/nZ. Mit dieser Identi�kation gilt PEn(K) = (Z/nZ)×. Insbe-
sondere gilt

|PEn(K)| = ϕ(n),

wobei ϕ(n) die Eulershe ϕ-Funktion ist.

2. Es gilt

En(K) =
∐

d|n
PEn(K).

De�nition 4.5.7 Das n-te Kreisteilungspolynom über K ist

Φn,K =
∏

ζ∈PEn(K)

(X − ζ) ∈ Kn(X).

Lemma 4.5.8 Sei n ∈ N.

1. Es gilt degΦn,K = ϕ(n) und

Xn − 1 =
∏

d|n
Φd,K .

2. Es gilt

n =
∑

d|n
ϕ(d).

Beweis. 1. Die Aussagen folgen aus der obigen Bemerkung.

2. Folgt aus 1: n = deg(Xn − 1) = deg(
∏

d|n Φd,K) =
∑

d|n ϕ(d). �
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Beispiel 4.5.9 Für p eine Primzahl mit ggT(p, char(K)) = 1 gilt

Φp,K(X) =
Xp − 1

X − 1
= Xp−1 + · · ·+X + 1.

Satz 4.5.10 Sei ζ ∈ PEn(K). Es gilt Kn = K(ζ). �

Beweis. Da ggT(n, char(K)) = 1 gilt |En(K)| = n und |{ζk |k ∈ Z}| = ord(ζ) = n.
Daraus folgt En(K) = {ζk |k ∈ Z} und Kn = K(ζ). �

Lemma 4.5.11 Sei R ein Ring und K ein Körper mit R ⊂ K. Seien P,Q ∈ R[X ]
mit Leitkoe�zient 1 und mit P = QT , wobei T ∈ K[X ].

Dann gilt T ∈ R[X ] und T hat Leitkoe�zient 1. �

Beweis. Wir shreiben dank der Restdivision P = QS + U mit S, U ∈ R[X ] und
degU < degQ. In K[X ] gilt QT = P = QS + R also R = Q(T − S). Mit degU <
degQ folgt T = S ∈ R[X ]. Es gilt auh Leitkoe�zient von P = Leitkoe�zient von Q·
Leitkoe�zient von T . �

Lemma 4.5.12 Sei R der Primring von K also

R =

{
Z für charK = 0,
Fp für charK = p.

Dann gilt Φn,K ∈ R[X ]. �

Beweis. Per Induktion über n. Für n = 1 ist die Aussage klar: Φ1(X) = X − 1.
Die Behauptung sei wahr für alle Φm,K mit m < n. Dann ist Xn − 1 = Φn,KQ mit

Q =
∏

d|n,d<n Φd,K ∈ R[X ]. Aus dem obigen Lemma folgt Φn,K ∈ R[X ] und Φn,K hat

Leitkoe�zient 1. �

Lemma 4.5.13 Es gilt Gal(Kn/K) ⊂ (Z/nZ)× ≃ Z/ϕ(n)Z, insbesondere ist diese
Gruppe abelsh. �

Beweis. Sei ζ ∈ PEn(K). Jedes f ∈ Gal(Kn/K) permutiert die Nullstellen von Φn,K .

Daraus folgt, dass es ein mf ∈ (Z/nZ)× gibt mit f(ζ) = ζmf
. Wir betrahten die

Abbildung F : Gal(Kn/K) → (Z/nZ)× de�niert durh F (f) = mf . Dies ist ein

Gruppenhomomorphismus: Für f, g ∈ Gal(Kn/K) gilt f(ζ) = ζmf
und g(ζ) = ζmg

also (f ◦ g)(ζ) = f(ζmg) = f(ζ)mg = (ζmf )mg = ζmfmg
. Daraus folgt F (fg) =

F (f)F (g). Es genügt zu zeigen, dass F injektiv ist. Sei f ∈ Ker(F ) also F (f) = 1.
Dann gilt f(ζ) = ζ . Da Kn = K(ζ) folgt f = IdKn

. �

Satz 4.5.14 Sei K = Q. Dann ist Φn = Φn,Q ∈ Z[X ] irreduzibel und somit für

ζ ∈ PEn(Q) gilt:
Kn = Q(ζ) ≃ Q[X ]/(Φn).

Auÿerdem gilt

[Kn : Q] = [Q(ζ) : Q] = ϕ(n) und Gal(Kn/Q) ≃ (Z/nZ)× ≃ Z/ϕ(n)Z.
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Beweis. Sei ζ ∈ PEn(Q) und P das Minimalpolynom von ζ über Q. Dann gilt

P |Xn − 1. Es genügt zu zeigen, dass degP = ϕ(n) gilt.

Shritt 1: Sei p eine Primzahl mit p 6 |n. Wir zeigen P (ζp) = 0.

Sei Q das Minimalpolynom von ζp über Q. Wir zeigen, dass P,Q ∈ Z[X ]: Da p 6 |n,
gilt ζp ∈ PEn(K) also Φn(ζ

p) = 0. Da Z[X ] faktoriel ist und Φn ∈ Z[X ] können
wir Φn in irreduzible Polynome in Z[X ] zerlegen. Es gibt also f1, · · · , fr ∈ Z[X ]
irreduzibel mit Φn = fα1

1 · · ·fαr
r . Da das Leitkoe�zient von Φn gleih 1 ist, sind die

Leitkoe�zienten von alle fi auh 1. Da ζ und ζp Nullstellen von Φn sind gibt es ein

zewi Elemente i, j ∈ [!, r]mit fi(ζ) = 0 und fj(ζ
p) = 0. Da beide irreduzible Polynome

mit Koe�zienten in Z ⊂ Q und mit Leitkoe�zient 1 sind folgt P = fi ∈ Z[X ] und
Q = fj ∈ Z[X ].

Angenommen Q 6= P gilt Xn − 1 = PQT für ein T ∈ Z[X ] nah Lemma 4.5.11.

Sei U(X) = Q(Xp). Es gilt U(ζ) = Q(ζp) also P |U und es gibt ein S ∈ Z[X ] mit

U = PS also Q(Xp) = P (X)S(X). Sei modp : Z[X ] → Fp[X ] die Reduktion modulo

p. Wir shreiben Q(X) = Xk + ak−1X
k−1 + · · ·+ a0. Da a

p = a für alle a ∈ Fp gilt

redp(Q(X
p)) = (Xp)k + ak−1(X

p)k−1 + · · ·+ a0
= (Xp)k + apk−1(X

p)k−1 + · · ·+ ap0
= (Xk)p + apk−1(X

k−1)p + · · ·+ ap0
= (Xk + ak−1X

k−1 + · · ·+ a0)
p.

= (resp(Q(X)))p.

Es gilt also resp(Q)
p = resp(P )resp(S) und ggT(resp(Q), resp(P )) 6= 1 also hat resp(X

n−
1) = resp(Q)resp(P )resp(T ) mehrfahe Nullstellen. Ein Widerspruh zum Lemma

4.5.3.

Es gilt also P = Q und P (ζp) = 0.

Shritt 2. Sei ζ ′ ∈ PEn(K). Dann gilt ζ ′ = ζm für m = pα1
1 · · · pαr

r mit pi 6 |n für

alle i. Nah Shritt 1 ist ζp1 eine Nullstelle von P und auh ζp
2
1
, und per Induktion

P (ζm) = 0. Wir haben also, dass PEn(K) eine Teilmenge der Nullstellen von P ist.

Da degP ≤ ϕ(n) und |PEn(K)| = ϕ(n) folgt degP = ϕ(n). �

Sei W die Menge aller konstruirbare komplexe Zahlen (siehe De�nition 3.3.1). Dies

ist ein Körper.

Satz 4.5.15 Sei z ∈ C und sei χz ∈ Q[X ] das Minimalpolynom von z über Q. Sei

K = DQ(χz). Dann gilt

([K : Q] = 2m für ein m ∈ N) ⇒ (z ∈ W ).
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Beweis. Da charK = 0 gilt, ist χz separabel und Q ⊂ K ist Galois. Sei G =
Gal(K/Q) die Galoisgruppe. Es gilt |G| = [K : Q] = 2m also ist G eine 2-Gruppe.
Nah Korollar 1.11.11 und Satz 1.11.12 gibt es eine Folge von Untergruppen

{eG} = Gm ⊳ · · · ⊳ G0 = G

mit Gi/Gi+1 ≃ Z/2Z. Nah dem Hauptsatz der Galoistheorie gibt es also eine Folge

von Körpererweiterungen

K ⊃ · · · ⊃ K0 = Q

mit [Ki+1 : Ki] = 2. Nah Satz 3.3.13 gilt z ∈ W . �

Satz 4.5.16 (Gauÿ-Wantzel) Sei n ∈ N. Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. Das Regelmäÿige n-Ek ist konstruierbar.

2. Es gibt ein m ∈ N mit ϕ(n) = 2m.

3. Es gibt r, s ∈ N und p1, · · · , pr paarweise vershiedene Fermatprimzahlen mit

n = 2sp1 · · · pr. �

Beweis. Sei Sei z = e
2iπ
n

und Φn = χz. Es gilt DQ(χz) = Qn = Q(z). Das Regelmäÿi-

ges n-Ek ist genau dann konstruiebar, wenn z ∈ W .

(1.⇒ 2.) Für z ∈ W gilt ϕ(n) = [Q(z) : Q] = 2m für ein m ∈ N nah Korollar 3.3.14.

(2. ⇒ 1.) Die Erweiterung Q ⊂ Q(z) ist Galois von Grad [Q(z) : Q] = ϕ(n) = 2m.
Die Aussage folgt aus dem obigen Satz.

(2.⇔ 3.) Sei n = 2spα1
1 · · · pαr

r die Primzerlegung von n. Es gilt ϕ(n) = 2s−1pα1−1
1 (p1−

1) · · ·pαr−1
r (pr − 1). Die Behauptung ϕ(n) = 2m ist äquivalent zu αi = 1 für alle i

und pi − 1 ist eine Potenz von 2 i.e. pi ist eine Fermatprimzahl. �

4.6 Radikalerweiterungen

Beispiel 4.6.1 Seien a, b, c, d ∈ Q.

1. Sei P = aX2 + bX + c. Dann lassen sih die Nullstellen von P durh

−b+
√
b2 − 4ac

2a
und

−b−
√
b2 − 4ac

2a

bestimmen.

2. Sei P = aX3 + bX2 + cX + d. Dann ist

3

√
(

bc
6a2

− b3

27a3
− d

2a

)
+

√(
bc
6a2

− b3

27a3
− d

2a

)2
+
(

c
3a

− b2

9a2

)3

+
3

√
(

bc
6a2

− b3

27a3
− d

2a

)
−
√(

bc
6a2

− b3

27a3
− d

2a

)2
+
(

c
3a

− b2

9a2

)3 − b
3a
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eine Nullstelle von P . Damit kann man P als Produkt von Polynome von Grad 1 und
2 shreiben und dank 1. alle Nullstellen �nden.

3. Dies ist auh für Polynome von Grad 4 möglih.

In diesem Abshnitt wollen wir die Frage: kann mann alle Nullstellen eines Po-

lynom P ∈ Q[X ] durh das sukzessive Ziehen von Wurzeln berehnen? antwor-

ten.

De�nition 4.6.2 Ein Polynom P ∈ K[X ] heiÿt rein falls P (X) = Xn − a mit

charK 6 |n und a ∈ K. Jede Nullstelle von P heiÿt n-te Wurzel aus a.

Satz 4.6.3 Sei a ∈ K×
und L = DK(P ) der Zerfallungskörper von P = Xn − a mit

charK 6 |n.
1. Es gilt K ⊂ L ist Galois.

2. Für eine beliebige Nullstelle b von P ist

P =
∏

ζ∈En(K)

(X − ζb)

über L und L = Kn(b).

3. Es giltGal(L/Kn) ⊂ Z/nZ, insbesondere istGal(L/Kn) zyklish. Für P irreduzibel

über Kn gilt Gal(L/Kn) = Z/nZ. �

Beweis. 1. Es gilt P ′ = nXn−1 6= 0 also ist P separabel und K ⊂ DK(P ) = L ist

Galois.

2. Da P separabel ist, hat P genau n Nullstellen: die Elemente ζb für ζ ∈ En(K). Es
folgt L = K(b, En(K)) = Kn(b).

3. Sei ζ ∈ PEn(K) eine primitive n-te Einheitswurzel und b eine Nullstelle von P .
Jedes f ∈ Gal(L/Kn) permutiert die Nullstellen von P also f(b) = ζmf b für ein

mf ∈ Z/nZ. Die Abbildung ϕ : Gal(L/Kn) → Z/nZ de�niert durh f 7→ mf ist ein

Gruppenhomomorphismus und injektiv: Es gilt f ◦ f ′(b) = f(ζmf ′b) = ζmf ′f(b) =
ζmfmf ′b also ϕ(ff ′) = mfmf ′ = ϕ(f)ϕ(f ′). Es gilt auh für ϕ(f) = 1 : mf = 1 also

f(b) = b und da L = Kn(b) folgt f = IdL. Daraus folgt Gal(L/Kn) ⊂ Z/nZ.

Für P irreduzibel über Kn gilt n = [Kn(b) : Kn] = [L : Kn] = |Gal(L/Kn)| und also

Gal(L/Kn) = Z/nZ. �

Satz 4.6.4 Sei n ∈ N und K ein Körper mit En(K) ⊂ K. Sei K ⊂ L eine Galois

Erweiterung mit Gal(L/K) = Z/nZ. Dann gibt es ein b ∈ L mit a = bn ∈ K mit

L = K(b) ≃ K[X ]/(Xn − a)

also K ⊂ L ist rein. �
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Beweis. Sei ζ ∈ PEn(K) ⊂ K und sei f ∈ Gal(L/K) ein Erzeuger der Gruppe. Dann
sind IdL = f 0, f, · · · , fn−1

linear unabhängig. Sei also x ∈ L mit

∑n−1
k=0 ζ

kfk(x) 6= 0.
Setze

b =

n−1∑

k=0

ζkfk(x) ∈ L.

Es gilt

ζf(b) = ζ
n−1∑

k=0

ζkfk+1(x) =
n−1∑

k=0

ζk+1fk+1(x) =
n−1∑

k=0

ζkfk(x) = b.

Daraus folgt f(bn) = f(b)n = bn und also für a = bn gilt fk(a) = a für alle k. Daraus
folgt a ∈ LGal(L/K) = K.

Es gilt f(b) = ζ−1b und also fk(b) = ζ−kb. Daraus folgt, dass Gal(L/K(b)) = {idL}
und also L = K(b). Es folgt auh [K(b) : K] = [L : K] = n und das Minimalpolynom

χb von b über K hat Grad n. Da b eine Nullstelle von P = Xn − a ∈ K[X ] ist, gilt
χb = P . �

Beispiel 4.6.5 SeiK = Q ⊂ L mit [L : K] = 2. Sei a ∈ L\K. Dann gilt deg(χa) > 1
und deg(χa)|[L : K] = 2 also deg(χa) = 2. Es folgt L = DK(χa) und K ⊂ L ist Galois

mit |Gal(L/K)| = [L : K] = 2. Es folgt Gal(L/K) = Z/2Z und K ⊂ L ist rein.

Für χa = X2 + pX + q gilt L = Q(
√
∆), wobei ∆ = p2 − 4q die Diskriminante

von P ist.

Satz 4.6.6 Sei n ∈ N mit charK 6 |n, sei a ∈ K×
, sei P = Xn−a und sei L = DK(P )

Dann gilt

Gal(L/K) = Gal(L/Kn)⋊Gal(Kn/K) ⊂ Z/nZ ⋊ (Z/nZ)×,

wobei die Operation von (Z/nZ)× × Z/nZ → Z/nZ, (x, y) 7→ xy induziert ist. �

Beweis. Sei ζ ∈ PEn(K) und b eine n-te Wurzel aus a. Dann gilt K ⊂ Kn = K(ζ) ⊂
L = K(ζ, b). Alle Erweiterungen sind Galois also istN = Gal(L/Kn) ein Normalteiler

von G = Gal(L/K).

Für jedes f ∈ Gal(Kn/K) gibt es ein eindeutiges Element ϕ(f) ∈ Gal(L/K) de�niert
durh ϕ|Kn

= f und ϕ(f)(b) = b. Dies de�niert eine Abbildung ϕ : Gal(Kn/K) →
Gal(L/K). Da ϕ(f) eindeutig durh ϕ|Kn

= f und ϕ(f)(b) = b bestimmt ist gilt

ϕ(ff ′) = ϕ(f)ϕ(f ′) also ϕ ist ein injektiver Gruppenhomomorphimsus. Daraus folgt,

dass G = Gal(L/K) eine Untergruppe H besitzt, die isomorph zu Gal(Kn/K) ist. Ein
Element inH ist der Form ϕ(f) für ein f ∈ Gal(Kn/K). Falls ϕ(f) ∈ N = Gal(L/Kn)
gilt ϕ(f)|Kn

= IdKn
also f = IdKn

und ϕ(f) = IdL. Daraus folgt, dass H ∩N = {eG}.
Aus dem Satz 1.7.5 folgt G = N ⋊H .

Die Operation von H über N ist gegeben durh (h, n) 7→ hnh−1
. Die Abbildung

N = Gal(L/Kn) ⊂ Z/nZ ist gegeben durh f 7→ mf , wobei f(b) = ζmf b. Die
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Abbildung H = Gal(Kn/K) ⊂ (Z/nZ)× ist gegeben durh h 7→ nh, wobei h(ζ) = ζnh

und h(b) = b. Es folgt hfh−1(b) = hf(b) = h(ζmf b) = ζnhmf b also nh ·mf = mhfh−1 =
nhmf . �

Korollar 4.6.7 Sei a ∈ Q = K mit P = Xn − a irreduzibel über Qn und sei

L = DQ(P ). Dann gilt

Gal(L/K) = (Z/nZ)⋊ (Z/nZ)×.

De�nition 4.6.8 Eine Erweiterung K ⊂ L heiÿt radikal falls es eine Kette von

Erweiterungen

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr+1 = L

gibt mit Li+1 = Li(bi), wobei ai = bni

i ∈ Li für alle i.

Satz 4.6.9 Sei charK = 0 und K ⊂ L eine radikale Erweiterung. Dann existiert

eine Erweiterung L ⊂M so, dass K ⊂M galois und radikal ist. �

Beweis. Per Induktion nah [L : K]. Für L = K ist die Aussage klar mit M = K.

Die Behauptung sei wahr für Erweiterungen K ⊂ K ′
mit [K ′ : K] < [L : K]. Die

Behauptung ist insbesondere wahr für Kr in einer Kette wie in De�nition 4.6.8. Es

gibt also eine Galois und radikale Erweiterung K ⊂ Mr mit Mr ⊃ Kr. Es gibt also

ein separables Polynom Q ∈ K[X ] mit Mr = DK(Q). Sei G = Gal(Mr/K) und

P =
∏

f∈G
(Xnr − f(ar)),

wobei ar = bnr
r . Es gilt f(P ) = P für jedes f ∈ G also P ∈ K[X ]. Sei M = DK(PQ).

Es gilt Mr ⊂ M . Da L = Kr(br), br ∈M und Kr ⊂ Mr, gilt L ⊂ M . Da charK = 0
folgt, dass PQ separabel ist also K ⊂ M ist Galois. Da M durh Ajunktion der nr-

ten Wurzeln der f(ar) für alle f ∈ G entsteht, istMr ⊂M radikal und auh K ⊂M ,

weil K ⊂ Mr radikal ist. �

Lemma 4.6.10 Sei charK = 0 und K ⊂ L eine Galois Erweiterung. Dann ist

K ⊂ Ln auh Galois und Gal(Ln/Kn) ⊂ Gal(L/K). �

Beweis. Sei P ∈ K[X ]mit L = DK(P ). Dann gilt Ln = DK((X
n−1)P ) und alsoK ⊂

Ln ist Galois (jede Erweiterung ist separabel in Charakteristik 0). Nah dem Haupt-

satz der Galois Theorie giltGal(Ln/Kn) ⊂ Gal(Ln/K) und Gal(Ln/K)/Gal(Ln/L) ≃
Gal(L/K). Wir betrahten die Komposition: Gal(Ln/Kn) → Gal((L/K). Der Kern
istGal(Ln/Kn)∩Gal(Ln/L). Sei f ∈ Gal(Ln/Kn)∩Gal(Ln/L). Dann gilt f |Kn

= IdKn

und f |L = IdL. Da Ln = L(En) = L(Kn) folgt f = IdLn
und die Abbildung ist injek-

tiv. �

Satz 4.6.11 Sei charK = 0, sei P ∈ K[X ] und L = DK(P ). Die folgende Aussagen
sind äquivalent:
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1. Es gibt eine Radikalerweiterung K ⊂M mit M ⊃ L.

2. Gal(L/K) ist au�ösbar.

M.a.W. lassen sih die Nullstellen von P durh das sukzessive Ziehen von Wurzeln

genau dann berehnen, wenn Gal(DQ(P )/Q) au�ösbar ist. �

Korollar 4.6.12 Sei charK = 0, sei P ∈ K[X ] und L = DK(P ). Die folgende

Aussagen sind äquivalent:

1. Die Nullstellen von P lassen sih durh das sukzessive Ziehen von Wurzeln

berehnen.

2. Gal(L/K) ist au�ösbar.

Beweis. (⇐). Sei G = Gal(L/K) und G = G0 ⊃ · · · ⊃ Gm = {eG} eine Kette von

Untergruppen mit Gi+1 ⊳ Gi und Gi/Gi+1 abelsh. Ohne Einshränkung kann man

(dank Satz 1.11.12) annehmen, dass Gi/Gi+1 zyklish (i..e der Form Z/rZ) ist. Sei
n = |G| und Li = (LGi)n.

Die Erweiterung LGi−1 ⊂ L ist Galois (per De�nition) und da Gi ⊳Gi−1 ist nah dem

Hauptsatz der Galoistheorie die Erweiterung LGi−1 ⊂ LGi
auh Galois.

Nah dem obigen Lemma ist Li ⊂ Li−1 Galois und Gal(Li/Li−1) ⊂ Gal(LGi/LGi−1) =
Gi−1/Gi (die letzte Gleihung folgt aus dem Hauptsatz der Galoisthorie). Diese Grup-

pe ist also Zyklish der Ordnung ein Teiler von n. Nah Satz 4.6.4 existiert für jedes

i ein bi−1 ∈ Li mit Li = Li−1(bi−1) und b
n
i−1 ∈ Li−1. Somit ist M = Lm eine Radikale

Erweiterung von K und es gilt M = Lm ⊃ LGm = L.

(⇒). Dank Satz 4.6.9 können wir ohne Einshränkung annehmen, dass K ⊂M Galois

ist. SeiK = L0 ⊂ · · · ⊂ Lm =M eine Kette von Erweiterungen mit Li+1 = Li(bi) und
bni

i ∈ Li. Sei n =
∏

i ni und L
′
i = (Li)n. Es gilt L

′
m =Mn und K ⊂Mn ist Galois also

auh L′
i ⊂Mn für alle i. Es gilt L

′
i+1 = L′

i(bi) = (Li)n(bi) also ist L
′
i+1 = DLi

(Xni−bni

i )
und Li ⊂ L′

i+1 ist Galois mit Gal(L′
i+1/L

′
i) zyklish also abelsh (Satz 4.6.3). Daraus

folgt, dass L′
i ⊂ L′

i+1 Galois ist. Es folgt Gal(Mn/L
′
i+1) ⊳Gal(Mn/L

′
i). Es gilt auh

Gal(Mn/L
′
i)/Gal(Mn/L

′
i+1) ≃ Gal(L′

i+1/L
′
i) ist zyklish also abelsh.

Es gilt auh K ⊂ Kn ist Galois also gilt Gal(Mn/Kn) ⊳Gal(Mn/K) und es gilt

Gal(Mn/K)/Gal(Mn/Kn) ≃ Gal(Kn/K) ist zyklish also abelsh.

Die Folge

{e} = Gal(Mn/L
′
m) ⊂ · · · ⊂ Gal(Mn/L

′
0) = Gal(Mn/Kn) ⊂ Gal(Mn/K)

ist eine Reihe von Normalteiler mit abelshen Quotienten also ist Gal(Mn/K) au�ös-
bar und auh die Quotientgruppe Gal(M/K). �
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Bemerkung 4.6.13 Sei P ∈ Q[X ] ein Polynom von Grad ≤ 4 und K = DQ(P ).
Dann ist Q ⊂ K Galois und die Galois Gruppe ist eine Untergruppe der Gruppe

Bij({Nullstellen von P}. Insbesondere ist Gal(K/Q) eine Untergruppe von S4. Da S4

au�ösbar ist (mit der Folge:

{Id} ⊳ {Id, [12][34], [13][24], [14][23]} ⊳ A4 ⊳ S4),

folgt, dass alle Nullstellen von P durh das sukzessive Ziehen von Wurzeln bereh-

nenbar sind.

Wir zeigen, dass es, ab degP ≥ 5, niht mehr wahr ist.

Satz 4.6.14 Sei P ∈ Q[X ] irreduzibel mit degP = p eine Primzahl so, dass P genau

p− 2 reelle Nullstellen hat. Sei L = DQ(P ).

Dann gilt Gal(L/Q) = Sp. �

Beweis. Wir betrahten die Gruppe G = Gal(L/Q) als Untergruppe von der Grup-

pe Bij({Nullstellen von P}) ≃ Sp (da charQ = 0 ist P separabel und hat also p
paarweise vershiedene Nullstellen).

Da niht alle Nullstellen reel sind gilt L∩R ( L. Da Q ⊂ L Galois ist, ist L∩R ⊂ L
auh Galois also giltGal(L/L∩R) 6= {e}. Die Galois Gruppe Gal(L/L∩R) permutiert
also die beide niht relle Nullstellen und wirkt trivial auf die anderen i.e. G enthält

eine Transposition. Auÿerdem für a ∈ L eine Nullstelle gilt Q ⊂ Q(a) ⊂ L und

p = deg P = [Q(a) : Q]|[L : Q].

Nah Korollar 1.10.8 folgt G = Sp. �

Beispiel 4.6.15 Sei P = X5 − 16X + 2. Nah Eisenstein ist P irreduzibel. Es gilt

P (−1) = 17, P (1) = −13

also hat P mindestens 3 paarweise vershiedene reelle Nullstellen. Es gilt auh P ′ =
5X4−16 also hat P ′

zwei reele Nullstellen und also hat P ′
genau drei reelle Nullstellen.

Es folgt

Gal(DQ(P )/Q) = S5

und diese Gruppe ist niht au�ösbar also können die Nullstellen von P niht durh

suzessives Wurzelziehen besrhieben werden.

Korollar 4.6.16 Sei G eine endlihe Gruppe. Dann gibt est eine Galois Erweiterung

K ⊂ L mit charK = 0 mit Gal(L/K) = G.

Beweis. Sei G ⊂ Sp eine Einbettung mit p ≥ |G|. Sei P ∈ Q[X ] wie im obigen Satz

und L = DQ(P ). Dann ist Q ⊂ L Galois mit Gal(L/Q) = Sp. Sei K = LG
, es gilt

Gal(L/K) = G. �



5 Diskriminante

5.1 Resultante

Sei K ein Körper und seien P = apX
p + · · ·+ a0 und Q = bqX

q + · · ·+ b0 Polynome

in K[X ].

Für n ∈ N shreiben wir K[X ]n = 〈1, · · · , Xn〉. Sei

ΦP,Q : K[X ]q−1 ×K[X ]p−1 → K[X ]p+q−1

(U, V ) 7→ UP + V Q.

Die Abbildung ΦP,Q ist eine lineare Abbildung. Wir betrahten die Basen B =
((Xq−1, 0), · · · , (1, 0), (0, Xp−1), · · · , (0, 1)) vonK[X ]q−1×K[X ]p−1 und C = (Xp+q−1, · · · , 1)
von K[X ]p+q−1. Es gilt

MatB,C(ΦP,Q) =
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.

.
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∈Mp+q(K).

De�nition 5.1.1 Die Matrix MatB,C(ΦP,Q) heiÿt Sylvestermatrix von P und Q
und die Determinante Res(P,Q) = det(MatB,C(ΦP,Q)) heiÿt Resultante von P und

Q.

Lemma 5.1.2 Es gilt Res(Q,P ) = (−1)pqRes(P,Q). �

Beweis. Um MatB,C(ΦQ,P ) von MatB,C(ΦP,Q) zu erreihen muss man die p letzte Spal-
ten mit den q ersten Spalten vertauhen und damit pq Spalten transponieren. Daraus
folgt die Aussage. �
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Lemma 5.1.3 Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. Res(P,Q) = 0

2. Es gibt (U, V ) ∈ K[X ]q−1 ×K[X ]p−1 niht beide null mit UP + V Q = 0. �

Beweis. Da dim(K[X ]q−1×K[X ]p−1) = dim(K[X ]p+q−1 ist ΦP,Q genau dann bijektiv,

wenn es injektiv ist. Also gilt Res(P,Q) = 0 genau dann, wenn KerΦP,Q 6= 0 i.e., wenn
es (U, V ) ∈ K[X ]q−1 ×K[X ]p−1 niht beide null gibt mit UP + V Q = 0. �

Lemma 5.1.4 Die folgende Aussagen sind äquivalent:

1. ggT(P,Q) 6= 1

2. Es gibt (U, V ) ∈ K[X ]q−1 ×K[X ]p−1 niht beide null mit UP + V Q = 0. �

Beweis. Sei R = ggT(P,Q). Dann ist U = −Q/R und V = P/R eine Lösung der

Gleihung UP +V Q = 0. Umgekehrt, für ggT(P,Q) = 1 und (U, V ) eine Lösung mit

UP +V Q = 0 gilt P |V Q also P |V und deg(V ) ≥ deg(P ) = p oder V = 0 also V = 0.
Analog gilt U = 0. �

Korollar 5.1.5 Es gilt Res(P,Q) = 0 ⇔ ggT(P,Q) 6= 1.

Sei R der Ring R = K[X ]/(P ) und sei mQ : R → R die Abbildung de�niert durh

mQ([A]) = [QA].

Lemma 5.1.6 Die Abbildung mQ ist linear und es gilt

Res(P,Q) = aqp det(mQ).

Beweis. Die Abbildung mQ ist linear (Übung).

Sei θ : K[X ]q−1 ×K[X ]p−1 → K[X ]p+q−1 de�niert durh θ(U, V ) = UP + V . Diese
Abbildung ist Linear und es gilt

MatB,C(θ) =
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Insbesondere gilt det(θ) = aqp 6= 0 und θ ist invertierbar. Wir setzen ϕ = ΦP,Q ◦ θ−1
.

Es gilt

det(ϕ) = det(ΦP,Q) det(θ)
−1 = a−q

p Res(P,Q).

Da θ bijektiv ist, sind alle Elemente in K[X ]p+q−1 der Form UP + V und es gilt

ϕ(UP + V ) = ϕ(θ(U, V )) = ΦP,Q(U, V ) = UP + V Q.

Sei C = (1, X, · · · , Xp−1, P,XP, · · ·XqP ). Dies ist eine Basis von K[X ]p+q−1. Es gilt

ϕ(X iP ) = X iP für alle i ∈ [1, q − 1]. Für j ∈ [1, p − 1] gilt ϕ(Xj) = XjQ. Sei
Sei XjQ = AjP + Bj die Restdivision von XjQ nah P , wobei deg(Bj) ≤ p − 1.
Es gilt deg(Aj) ≤ q + j − p. Wir shreiben Aj = αj,0 + · · · + αj,q+j−pX

q+j−p
und

Bj = βj,0 + · · ·+ βj,p−1X
p−1

. Die Matrix von ϕ in der Basis C′
ist also

MatC′(ϕ) =
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.

Sei M die Matrix M = (βi,j)i,j∈[0,p−1]. Es gilt det(ϕ) = det(M).

Wir zeigen, dass M die Matrix von mQ in der Basis D = ([1], · · · , [Xp−1]) ist: Es gilt
mQ([X

j]) = [XjQ] = [AjP +Bj ] = [Bj] = βj,0[1] + · · ·+ βj,p−1[X
p−1]. Dies zeigt die

Behauptung MatD(mQ) =M . Es folgt

Res(P,Q) = aqp det(ϕ) = aqp det(M) = aqp det(MatD(mQ)) = aqp det(mQ)

und das Lemma folgt. �

Korollar 5.1.7 Für Q = X − β gilt Res(P,Q) = (−1)pP (β).

Beweis. Es gilt Res(P,Q) = (−1)pRes(Q,P ). Sei mP : K[X ]/(Q) → K[X ]/(Q)
de�niert durh mP ([A]) = [AP ]. Es gilt Res(Q,P ) = det(mP ). Für A ∈ A[X ] gilt
[A] = A(β) ∈ K. Es folgt, dass mP ([A]) = [AP ] = A(β)P (β) und mP ist die

Abbildung mP : K → K, a 7→ P (β)a. Insbesondere gilt det(mP ) = P (β). �

Korollar 5.1.8 Es gilt Res(P,Q1Q2) = Res(P,Q1)Res(P,Q2). und Res(P1P2, Q) =
Res(P1, Q)Res(P1, Q).
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Beweis. Die zweite Aussage folge aus der ersten Aussage und Lemma 5.1.2.

Sei q1 = deg(Q1) und q2 = deg(Q2). Es gilt Res(P,Q1Q2) = aq1+q2
p det(mQ1Q2). Es

gilt aber mQ1Q2(A) = [Q1Q2A] = mQ1(mQ2(A)) also mQ1Q2 = mQ1mQ2 . Daraus folgt

det(mQ1Q2) = det(mQ1) det(mQ2). Es gilt also

Res(P,Q1Q2) = aq1p det(mQ1)a
q2
p det(mQ2) = Res(P,Q1)Res(P,Q2).

Daraus folgt die erste Aussage. �

Korollar 5.1.9 Sei L = DK(PQ) und α1, · · · , αp ∈ L und β1, · · · , βq ∈ L mit

P = ap

p∏

i=1

(X − αi) und Q = bq

q∏

j=1

(X − βj).

Es gilt

Res(P,Q) = aqpb
p
q

p∏

i=1

q∏

j=1

(αi − βj).

Beweis. Per Induktion nah q. Für q = 0 gilt B = und

MatB,C(ΦP,Q) =




bq 0 · · · 0

0 bq
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 bq


 .

Daraus folgt Res(P,Q) = bpq = aqpb
p
q .

Sei q > 0. Angenommen die Aussage sei wahr für q − 1. Sei Q1 = bq
∏q−1

j=1(X − βj)
und Q2 = X − βq Es gilt

Res(P,Q) = Res(P,Q1)Res(P,Q2) = aq−1
p bpq

(
p∏

i=1

q−1∏

j=1

(αi − βj)

)
(−1)pP (βq).

Es folgt

Res(P,Q) = aq−1
p bpq

(
p∏

i=1

q−1∏

j=1

(αi − βj)

)
(−1)pap

(
p∏

i=1

(βq − αi)

)
= aqpb

p
q

p∏

i=1

q∏

j=1

(αi−βj).

Daraus folgt die Aussage. �

Korollar 5.1.10 Sei M = DK(P ) und α1, · · · , αp ∈ L die Nullstellen von P . Es gilt

Res(P,Q) = aqp

p∏

i=1

Q(αi).
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Beweis. Sei L = DK(PQ) und β1, · · · , βq die Nullstellen von Q inM . Es giltQ(αi) =
bq
∏q

j=1(αi − βj). Daraus folgt

aqp

p∏

i=1

Q(αi) = aqp

p∏

i=1

(
bq

q∏

j=1

(αi − βj)

)
= aqpb

p
q

p∏

i=1

q∏

j=1

(αi − βj) = Res(P,Q)

nah dem obigen Korollar. �

5.2 Diskriminante

De�nition 5.2.1 Sei P ∈ K[X ] mit deg P = p und L = DK(P ). Seien α1, · · · , αp ∈
L die Nullstellen von P . Die Diskriminante von P ist das Element ∆(P ) ∈ L
de�niert durh

∆(P ) = (−1)
p(p−1)

2 a2p−2
p

p∏

i,j=1

i 6=j

(αi − αj).

Bemerkung 5.2.2 1. Da es shwer die Nullstellen eines Polynoms zu berehnen ist,

ist es a priori shwer die Diskriminante zu bestimmen.

2. Es gilt auh

∆(P ) = a2p−2
p

p∏

i,j=1
i<j

(αi − αj)
2.

3. Sei P ∈ Q[X ]. Wenn alle Nullstellen von P reelle Zahlen sind gilt ∆(P ) ≥ 0.

Beispiel 5.2.3 Für P = X2 + pX + q sind die Nullstellen z1 = −p
2
+

√
p2−4q

2
und

z2 = −p
2
−

√
p2−4q

2
. Daraus folgt

∆(P ) = −(z1 − z2)(z2 − z1) = p2 − 4q.

Allgemeiner, für P = aX2 + bX + c gilt

∆(P ) = b2 − 4ac.

Satz 5.2.4 Es gilt ∆(P ) = 0 genau dann, wenn P mehrfahe Nullstellen hat. �

Beweis. Es gilt ∆(P ) = 0 genau dann, wenn es ein Paar (αi, αj) gibt mit i 6= j und
αi = αj . �

Satz 5.2.5 Sei P ∈ K[X ] separabel. Es gilt ∆(P ) ∈ K �
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Beweis. Die ErweiterungK ⊂ L = DK(P ) ist Galois. Seien α1, · · · , ap die Nullstellen
von P . Sei G = Gal(L/K). Es gilt K = LG

. Sei σ ∈ G. Wir betrahten σ als

Permutation der Nulstellen von P . Es gilt σ(αi) = ασ(i). Daraus folgt

σ(∆(P )) = σ(ap)
2p−2

p∏

i,j=1

i 6=j

(σ(αi)− σ(αj)) = a2p−2
p

p∏

i,j=1

i 6=j

(ασ(i) − ασ(j)) also

σ(∆(P )) = σ(ap)
2p−2

p∏

i,j=1

σ−1(i)6=σ−1(j)

(αi − αj) = a2p−2
p

p∏

i,j=1

i 6=j

(αi − αj) = ∆(P ).

Es folgt ∆(P ) ∈ LG = K. �

Satz 5.2.6 Es gilt

∆(P ) = (−1)
p(p−1)

2
Res(P, P ′)

ap
,

wobei P ′
die Ableitung von P ist. �

Beweis. Sei M = DK(P ) und seien α1, · · · , αp ∈ L die Nullstellen von P . Es gilt
Res(P, P ′) = ap−1

p

∏p
i=1 P

′(αi). Aber es gilt

P ′ = ap

p∑

j=1




p∏

k=1
k 6=j

(X − αk)


 .

Daraus folgt

P ′(αi) = ap

p∏

k=1
k 6=i

(αi − αk)

und

Res(P, P ′) = ap−1
p

p∏

i=1

P ′(αi) = ap−1
p

p∏

i=1


ap

p∏

k=1
k 6=i

(αi − αk)


 = a2p−1

p

p∏

i,j=1

i 6=j

(αi − αj).

Daraus folgt die Aussage. �

Bemerkung 5.2.7 Mit diesem Satz kann man die Diskriminante leiht berehnen:

es ist ein Determinante.

Beispiel 5.2.8 Sei P = X3 + qX + q ∈ K[X ]. Es gilt

∆(P ) = (−1)
3(3−1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 3 0 0
0 1 0 3 0
p 0 p 0 3
q p 0 p 0
0 q 0 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= −(4p3 + 27q2).
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Zur Erinerung,

z =
3

√
q
2
+
√

4p3+27q2

4·27 +
3

√
q
2
−
√

4p3+27q2

4·27

=
3

√
q
2
+
√

−∆(P )
4·27 +

3

√
q
2
−
√

−∆(P )
4·27

ist eine Nullstelle von P .

Satz 5.2.9 Sei P ∈ K[X ] separabel und L = DK(P ). Sei G = Gal(L/K). Wir

betrahten G als untergruppe von Sp. Es gilt

(∆(P ) = δ2 mit δ ∈ K) ⇔ (Gal(L/K) ⊂ Ap).

Beweis. Es gilt

∆(P ) = a2p−2
p

p∏

i,j=1
i<j

(αi − αj)
2

also ist ∆(P ) genau dann ein Quadrat in K, wenn

δ =

p∏

i,j=1
i<j

(αi − αj)
2 ∈ K.

Sei σ ∈ G. Es gilt
σ(δ) =

∏p
i,j=1
i<j

(σ(αi)− σ(αj))
2

=
∏p

i,j=1
i<j

(ασ(i) − ασ(j))
2

=
∏p

i,j=1

σ−1(i)<s−1(j)

(αi − αj)
2

= (−1)ε(σ)
∏p

i,j=1
i<j

(αi − αj)
2

= (−1)ε(σ)δ.

Insbesondere gilt

δ ∈ K ⇔ σ(δ) = δ für alle σ ∈ G ⇔ ε(σ) = 1 für alle σ ∈ G ⇔ σ ∈ Ap.

Daraus folgt die Aussage. �

Satz 5.2.10 (Polynome von Grad 3) Sei P ∈ Q[X ] irreduzibel mit deg P = 3.
Sei L = DQ(P ) und seien z1, z2, z3 die Nullstellen von P .

1. Falls ∆(P ) ein Quadrat in Q ist, gilt

Gal(L/K) ≃ A3 und L = Q(zi) für alle i ∈ [1.3].

Die Erweiterung Q ⊂ L hat keinen niht trivialen Zwishenkörper.
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2. Falls ∆(P ) kein Quadrat in Q ist, gilt

Gal(L/K) ≃ S3

Die Erweiterung Q ⊂ L hat 4 niht trivialen Zwishenkörper:

Q
(√

∆(P )
)
,Q(z1),Q(z2),Q(z3).

3. Es gilt (∆(P ) > 0) ⇔ (zi ∈ R für alle i ∈ [1, 3]). �

Beweis. Die Erweiterung Q ⊂ L ist Galois und die Nullstellen sind paarweise ver-

shieden. Da P irreduzibel ist gilt χzi = P für alle i ∈ [1, 3]. Insbesondere gilt

[Q(zi) : Q] = 3 für alle i ∈ [1, 3]. Da Q(zi) ⊂ L für alle i, folgt [L : Q] ≥ 3 und

|Gal(L/Q) ≥ 3.

1. Nah dem obigen Satz und da ∆(P ) ein Quadrat i Q ist, gilt Gal(L/K) ⊂ A3 also

[L : Q] ≤ 3. Es folgt [L : Q] = 3 und Gal(L/K) = A3 und L = Q(zi) für alle i ∈ [1, 3].
Da [L : Q] ein Primzahl ist gibt es kein Zwishenkörper.

2. Sei ∆ = ∆(P ). Es gilt 3 = [Q(z1) : Q]|[L : Q] und 2 = [Q(
√
∆) : Q]|[L : Q].

Daraus folgt 6|[L : Q]. Da Gal(L/Q) ⊂ S3 gilt |Gal(L/Q)| ≤ 6 und also [L : Q] ≤ 6.
Es folgt [L : Q] = 6 und Gal(L/Q) = S3. Da S3 nur 4 ehte Untergruppe hat, hat

die Erweiterung Q ⊂ L nur 4 Zwishenkörper.

3. Das Polynom P har immer eine reelle Nullstelle. Ohne einshränkung können wir

annehmen, dass z1 ∈ R.

Angenommen zi ∈ R für alle i ∈ [1, 3]. Es gilt (zi − zj)
2 > 0 für alle i, j ∈ [1, 3] also

∆(P ) > 0.

Umgekehrt nehmen wir an, dass niht alle Nullstellen von P reelle Zahlen sind. Da

P ∈ Q[X ], gilt also z3 = z̄2 mit z2, z3 ∈ C \ R. Daraus folgt (z1 − z2)(z1 − z3) ∈ R

und also (z1 − z2)
2(z1 − z3)

2 >∈ R>0. Wir shreiben z2 = x+ iy und z3 = x− iy mit

y 6= 0. Es gilt (z2 − z3)
2 = (2iy)2 = −4y2 < 0. Es folgt ∆(P ) < 0. �
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