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Teil |I.

Algebraische Mengen



1. Algebraische Mengen

Sei k ein kommutativer Korper.

1.1. Erste Definition

Definition 1.1.1 Sei n € N.

1. Die Menge k™ aller n-Tupel z = (z1,...,x,) € k™ werden wir mit A,, (k) bezeichnen.
Sie heifst der affine Raum der Dimension n iiber k.

2. Fir z = (xy,...,2,) € A,(k) und ein Polynom P € k[Xj, ..., X,] schreiben wir
P(zx):=P(xy,...,x,).

3. Sei S C k[Xy,...,X,] eine Teilmenge. Wir setzen

V(S)={x € A,(k) | P(x) =0 fiir alle P € S}.
Die Menge V(S) heift die von S definierte algebraische Menge.
4. Fiir eine endliche Menge S = { P, ..., P.} schreiben wir V/(S) =V (Py,..., F,).
Beispiel 1.1.2 1. Die leere Menge () ist eine algebraische Menge: es gilt V(1) = 0.
2. Der affine Raum A, (k) ist eine algebraische Menge: es gilt V' (0) = A, (k).
3. Fiir n =1 und S # {0} ist V(.S) eine endliche Menge.

Lemma 1.1.3 Sein = 1. Die algebraischen Teilmengen von A (k) sind ), A;(k) und
alle endlichen Teilmengen von A (k). 0

Beweis. Ubung. n

Beispiel 1.1.4 1. Fiir n = 2 sind die algebraischen Teilmengen von Ay(k) von der
Form (), Ay(k), alle endliche Teilmengen von A, (k) und die “Kurven” in der Ebene.
Zum Beispiel

V(X,Y) ={(0,0)}, V(X(X —1),Y) = {(0,0),(1,0)}, V(X) = Gerade,
V(X?4+Y?—1)=Kreis, V(Y? - X(X —1)(X + 1) = Elliptische Kurve.

2. Ein Punkt (a4, ...,a,) € A, (k) = k™ ist eine algebraische Menge: Es gilt
{(ar,...,an)}=V(Xi —ar,..., X, — an).
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Lemma 1.1.5 Seien S C S’ zwei Teilmengen von k[X7, ..., X, ]. Dann gilt V' (S") C
V(9). O

Beweis. Ubung. n

Bemerkung 1.1.6 Zur Erinnerung: Sei S C k[X1, ..., X,] und (S) das von S erzeug-
te Ideal. Fiir P € (S) gibt es Elemente Py,..., P, € Sund Q1,...,Q, € k[X1,..., X,]
mit

P=PQ+...+FPQ,.

Lemma 1.1.7 Sei S C k[X3,...,X,] und (S) das von S erzeugte Ideal. Dann gilt
V(8) = V((S))- 0

Beweis. Es gilt S C (5), also gilt nach Lemma 1.1.5 V({S)) C V(S). Umgekehrt, sei
z € V(S) und P € (S). Nach Bemerkung 1.1.6 gibt es Elemente P,..., P. € S und
Q1,...,Q, € k[Xy,..., X, mit P=P,Q1+ ...+ P.Q,. Daraus folgt

P(z) = P (2)Q1(z) + ...+ P.(2)Qr(x)
und daz € V(S), folgt Pi(x) = ... = P.(x) = 0und damit P(z) = 0i.ex € V((S)).m

Bemerkung 1.1.8 Zwei Teilmengen aus k[ X1, ..., X,,] konnen die gleiche Algebrai-
sche Menge definieren. Zum Beispiel gilt

V(X)=V(X?=V(XF

fiir alle £ > 1. Spéter wollen wir diese Vielfachheit beriicksichtigen. Prinzip: die
Gleichungen enthalten mehr Informationen als die algebraische Menge.

1.2. Noethersche Ringe

Zur Erinnerung aus der Vorlesung Algebra. Alle Ringe sind kommutativ.

Definition 1.2.1 Sei R ein kommutativer Ring und [ ein Ideal.

1. T heifst endlich erzeugt, falls es endlich viele Elemente aq,--- ,a, € R gibt mit
I=(ay,...,a,).

2. Ein Ring heifit noetherscher Ring, falls alle Ideale endlich erzeugt sind.

Beispiel 1.2.2 1. Ein Hauptidealring ist ein noetherscher Ring (alle Ideale sind von
einem Element erzeugt).

2. Insbesondere sind Z und k[X] noethersche Ringe.

Satz 1.2.3 Sei R ein kommutativer Ring. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:



1. R ist ein noetherscher Ring.

2. Jede aufsteigende Kette Iy C I C ... C I, C ... von Idealen ist stationéir i.e.
es gibt ein N € N mit [,, = Iy fiir alle n > N.

3. Jede (nicht leere) Familie (1)) ea von Idealen hat ein maximales Element.

Beweis. Siehe Vorlesung Algebra. Zur Erinnerung der Beweis.

(1. = 2.) Sei I = |, {,- Dann ist I ein Ideal: Seien a,b € I, dann gibt es n,m
mit a € [, und b € [,,. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen n < m. Also
a€l,Cl,und a+0bel, CI. Seijetzt c € R. Dann gilt ac € I,,, also ac € I.

Da R noethersch ist, gibt es Elemente a,...,ary € R mit I = (ay,...,a). Per
Definition von I gibt es Zahlen n; mit a; € I,,, fiir jedes 7. Sei N = max;{n;}. Dann
gilt a; € I,, C Iy fiir jedes i. Daraus folgt I = (ay,...,a;) C Iy und damit [ = Iy.
Es folgt I, C I = Iy fiir alle n und I, = Iy fiir alle n > N.

(2. = 3.) Angenommen, die Familie (/))xcs habe kein maximales Element. Wir
konstruieren per Induktion nach n ein nicht stationére aufsteigende Kette von Idealen.
Sei Iy := I, ein Element in der Familie. Da I; nicht maximal ist, gibt es ein Ay € A
mit [y C Iy := I,,. Sei die Kette I; C ... C I, konstruiert. Da [,, kein maximales

Element ist, gibt es ein \,,;; € Amit I,, C I,y :== 1), .

(3. = 1.) Sei I ein Ideal und E = {J endlich erzeugtes Ideal mit J C I}. Da (0) C E,
ist F eine nicht leere Familie von Idealen und hat also ein maximales Element J. Falls
J C I, gibt es ein @ € [ mit a ¢ J. Dann ist J 4 (a) endlich erzeugt und es gilt
J C J+ (a) C I. Ein Widerspruch zur Maximalitét. -

Beispiel 1.2.4 3. Der Ring R = R[X3,..., X,,,...] mit unendlich vielen Unbekann-
ten ist nicht noethersch: es gibt eine nicht stationire, unendlich aufsteigende Kette
von Idealen: (0) g (Xl) g_ (Xl,XQ) g_ e g (Xl, Ce 7Xn) C ...

=

Theorem 1.2.5 Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist R[X] auch noethersch.
Beweis. Sei I ein Ideal von R[X] und sei
D ={0}U{a € R |3 P € I mit Leitkoeffizient a}.

Wir zeigen, dass D ein Ideal in R ist. Seien a,a’ € D mit a + a # 0 und sei
b € R. Dann gibt es Polynome P, Q) € [ mit Leitkoeffizienten a und a'. Sei k =
min(deg P, deg Q). Da I ein Ideal ist, gilt T = X9€Q-*kpP 4 XdeP=kQ) c [ (es gilt
deg(T) = max(deg(P),deg(®))) und T hat Leitkoeffizient a + a’, also a+a’ € D. Es
gilt auch bP € I mit Leitkoeffizient ab, also ab € D und D ist ein Ideal.

Da R noethersch ist, ist D endlich erzeugt, also gibt es Elemente aq,...,a, € R mit
D = (ay,...,a,). Fir i € [1,r] sei P; € I mit Leitkoeffizient a; und sei d; = deg P;.
Wir setzen d = max(dy,...,d,).
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Fir m < d setzen wir
D,, ={0}U{a € R| 3 P € I mit deg(P) < m und Leitkoeffizient a}.

Wie oben zeigt man, dass D,, ein Ideal in R ist. Das Ideal D,, ist also auch endlich
erzeugt: Dy, = (bymy .., by, m). Fiir alle m < d und alle i € [1,7,,] seien Q;,, € I
mit deg(Q;») < m und Leitkoeffizient b, ,.

Wir zeigen, dass das Ideal I von P, ..., P, und allen (Q;m)m<d,ic[i,r,] €rzeugt wird.
Sei I’ das von diesen Elementen erzeugte Ideal. Es gilt I’ C I. Angenommen, es gelte
I' CI,sei P eI\ I mit minimalem Grad.

Falls deg P > d, sei a der Leitkoeffizient von P. Es gilt a € D, also a = aic;+. . .+a,¢,
mit ¢, ...,c¢. € R und das Polynom

T=XdeP~dhe p 4 4 Xd8P~d p

hat a als Leitkoeffizienten. Falls T = P, gilt P € I’; ein Widerspruch. Sonst gilt
P —T eI\ I mitdeg(P —T) < deg P; ein Widerspruch zur Minimalitét.

Falls deg P = m < d, sei a der Leitkoeffizient von P. Es gilt a € D,,, also a =
bimer + ...+ by, mc, mit cp,..., ¢, € R und das Polynom

—d m —d
T — X™ eg Q1, ClQl,m 4. X egQrm’mcerrm,m

hat a als Leitkoeffizienten. Falls T = P, gilt P € I’; ein Widerspruch. Sonst gilt
P —T eI\ I mitdeg(P —T) < deg P; ein Widerspruch zur Minimalitat. n

Korollar 1.2.6 Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist R[X], ..., X,,] auch noethersch.
Korollar 1.2.7 Der Ring k[X1,..., X,] ist noethersch.

Korollar 1.2.8 Sei V/(5) eine algebraische Menge. Dann gibt es Polynome Py, ..., P, €
k[X1,...,X,] so, dass
V(S)=V(P,...,P)

Beweis. Es gilt V(S) = V((S)) und da k[X3,..., X,] noethersch ist, ist (S) end-
lich erzeugt. Es gibt also Py, ..., P. € k[X1,...,X,] so, dass (S) = (Py,..., P,
({P1,...,P}). Daraus folgt V(S) =V (P,..., P,).

]
1.3. Erste Eigenschaften
Lemma 1.3.1 Sei (S))xea eine Familie von Teilmengen von k[X7, ..., X,] und sei
(I))rea eine Familie von Idealen in k[X7, ..., X,]. Dann gilt

V(S =V (U SA> und (\ V(L) =V (Z A) _

AeA Aed A€ Aed

Insbesondere ist der Schnitt von algebraischen Mengen eine algebraische Menge.
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Beweis. Ubung. m

Definition 1.3.2 Sei R ein kommutativer Ring und seien I, .J zwei Ideale von R.
Das Produktideal /.J von [ und J ist das von allen Produkte ab erzeugte Ideal,
wobei a € I und b € J.

Bemerkung 1.3.3 Esgilt [/ CINJ:FiraeIund be Jgiltabe INJ.

Lemma 1.3.4 Seien [ und J zwei Ideale in k[X, ..., X,,]. Dann gilt
VInJ)=V({HUuV(I)=V(I1J).

Insbesondere ist die Vereinigung von algebraischen Mengen eine algebraische Menge.

Beweis. Es gilt IJ C I'NJ C I,J. Daraus folgt V(IJ) D V(INJ) D V({I)UV(J).
Es geniigt also, die Enthaltung V(I.J) C V(1) UV (J) zu zeigen.

Sei z € V(IJ) mit x ¢ V(I). Es gibt also P € I mit P(z) # 0. Sei @ € J, dann
gilt PQ € IJ, also P(z)Q(z) = (PQ)(z) = 0, weil x € V(IJ). Da P(z) # 0, folgt
Q(x) = 0 fiir alle @ € J, also z € V(J). n

Korollar 1.3.5 Seien Iy, ..., I, Ideale in k[ X7, ..., X,]. Dann gilt
VUI)U...UV(L)=V( - L) =V(LN---N1T).

Insbesondere ist eine endliche Vereinigung von algebraischen Mengen eine algebrai-
sche Menge.

Beweis. Folgt per Induktion nach dem obigen Lemma. =
Korollar 1.3.6 Jede endliche Menge von A, (k) ist eine algebraische Menge.

Beweis. Jeder Punkt ist eine algebraische Menge nach Beispiel 1.1.4.(2). Nach dem
obigen Korollar ist jede endliche Vereinigung von algebraischen Menge eine algebrai-
sche Menge. Daraus folgt die Behauptung. m

Definition 1.3.7 Sei P € k[X,...,X,] mit P # 0. Die Hyperfliche von A, (k)
der Gleichung P ist die algebraische Teilmenge V' (P).

Proposition 1.3.8 Jede algebraische Menge ist endlicher Schnitt von Hyperflichen
in A, (k).

Beweis. Sei S C k[Xy,...,X,] und V(S) die zugehorige algebraische Menge. Nach
Korollar 1.2.8 gibt es Polynome Py, ..., P. € k[ X1,..., X, mit V/(S) =V (Py,..., P,).
Nach Lemma 1.3.1 folgt V(S) =V (P)N...NV(P,), also ist V(5) endlicher Schnitt
von Hyperflichen. n



12 1. Algebraische Mengen

1.4. ldeal einer Menge

Definition 1.4.1 Sei V eine Teilmenge von A, (k). Das Ideal von V ist die Menge
I(V)={P €k[Xy,...,X,] | P(x) =0 fiir alle z € V}.

Lemma 1.4.2 Sei V' C A, (k). Dann ist /(V') ein Ideal von k[Xi, ..., X,]. O
Beweis. Ubung. n
Beispiel 1.4.3 Es gilt I(0) = k[Xq, ..., X,].

Lemma 1.4.4 Seien V C W C A, (k). Dann gilt (V') D I(W). 0
Beweis. Ubung. n
Lemma 1.4.5 Sei V C A, (k).

1. Dann gilt V. C V(I(V)).

2. Es gilt (V ist eine algebraische Menge < V(I(V)) = V). 0

Beweis. 1. Sei x € V und P € I(V). Dann gilt P(z) =0, also x € V(I(V)). Daraus
folgt V C V(I(V)).

2. Ist V algebraisch, so gilt V' = V(I) fiir ein Ideal I C k[Xy,...,X,]. Sei P € I.
Dann gilt P(z) = 0 fiir alle z € V, also P € I(V). Daraus folgt I C I(V). Es folgt
V=V(I)DV({IV)).

Umgekehrt, falls V =V (1(V)), ist V algebraisch. -

Beispiel 1.4.6 Ist V' nicht algebraisch, ist die zweite Aussage im obigen Lemma
immer falsch. Zum Beispiel sei

V={zeR=AR)|0<z<1}.

Dann gilt I(V) = {0}: Sei P € I(V) C R[X]. Dann hat P unendlich viele Nullstellen,
also P = 0. Es gilt aber V(I(V)) =A;(R) =R D V.

Lemma 1.4.7 Sei I C k[X1,...,X,] ein Ideal. Dann gilt I C I(V()). 0

Beweis. Sei P € I und x € V(I). Dann gilt P(z) =0, also P € I(V({)). -
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Beispiel 1.4.8 Die umgekehrte Enthaltung ist nicht immer wahr. Es gibt zwei Haupt-
griinde dafiir.

1. Ist k nicht algebraisch abgeschlossen, kann V' (I) sehr (zu) klein sein: Sei k = R und
I=(X?+Y2+1).Esgilt V(1) = V(X?+Y?+1) =0 und folglich I C R[X,Y] =
L(V(I)).

2. Die Operation sieht die Potenzen nicht: fiir I = (X?) C k[X] gilt V(I) = {0} und
I(V(I)=(X) 2 (X?) =1

Die Beziehung zwischen I und I(V'(I)) ist wichtig und wird spéter nochmal betrach-
tet.

Proposition 1.4.9 Sei k unendlich und n > 1. Dann gilt I(A,(k)) = (0).

Beweis. Wir zeigen I(A,,(k)) = (0) per Induktion nach n.

Fall n = 1. Sei P € I(A;(k)). Da k unendlich ist, hat P unendlich viele Nullstellen.
Daraus folgt P = 0.

Induktionsschritt. Wir betrachten P als Polynom in X,, mit Koeffizienten im Ring
k[Xl, . 7Xn71]:

P=> "rX,,
wobei r; € k[X1,..., X, 1]. Sei (ay,...,a, 1) € kKL Dann ist

Pa1 ..... an—1 (Xn) = P<a17 ceey Qp—1, Xn) = Z Ti<a17 o 7an71)XyiL

i

ein Polynom in k[X,]. Fiir alle a,, € k™ gilt P,, .. _,(a,) = P(ay,...,a,) = 0. Also

-----

Pal 7777 an—1 — 0 e Ti(ala R a’n—l) = 0 fiir alle 7 und alle ((11, ce ,a/n—l) € knil. Es
folgt r; € I(A,_1(k)) fiir alle i. Nach Induktion gilt ; = 0 fiir alle ¢ und damit
P=0. .

Beispiel 1.4.10 Die obige Proposition ist fiir endliche Kérper falsch: Sei k = T,
dann gilt X7 — X € I(A;(k)).

Beispiel 1.4.11 1. Sei a = (ay, . ..,a,) € A, (k). Dann gilt

I{a})= (X —ay,..., X —a,).

Die Enthaltung DO ist klar. Umgekehrt, sei P € I({a}), also P € k[X1,...,X,]
mit P(a) = 0. Wir betrachten die Restdivision von P mit X — a;. Es gilt P =
(X —a1)Q1 + Ry mit Ry € k[Xy,...,X,] und 0 = P(a) = Ry(a). Per Induktion
dank der Restdivision gilt P = Q + r mit Q € (X —ay,...,X —a,) und r € k. Aus
P(a) =0 folgt » = 0 und damit die Aussage.

2. Sei k unendlich und sei I = I(V(Y? — X?)) € k[X,Y]. Es gilt (Y2 — X3) C I.
Umgekehrt, sei P € I. Wir betrachten die Restdivision von P mit Y? — X3, Es
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gibt also @, R € k[X,Y] mit degy(R) < 2, also R(X,Y) = A(X)Y + B(X) fiir
A, B € k[X] so, dass

P=(Y?—X)Q(X,Y)+ AX)Y + B(X).

Fiir ¢ € k gilt (¢3,¢%) € V(Y? — X3). Daraus folgt P(¢3,¢*) = 0 und somit A(t?)t3 +
B(t*) = 0. Wir schreiben A(X) = 37, ;X" und B(X) = >, b;X/. Daraus folgt

> a4 it =0.
k J

Da k unendlich ist, miissen alle Koeffizienten null sein, also a; = 0 und b; = 0 fiir
alle k und j. Es folgt A= B=0und P € (Y?— X3).

1.5. Regulare Funktionen

Definition 1.5.1 Sei V' C A, (k). Die k-Algebra I'(V') = k[X1,..., X,,]/I(V) heifst
affine Algebra von V oder Algebra regulirer Funktionen auf V.

Definition 1.5.2 Ein Ring R heifst reduziert, falls fiir alle a € R folgende Aussage
gilt: (@ nilpotent = a = 0).

Proposition 1.5.3 Sei V' C A, (k). Der Ring I'(V) ist reduziert.

Beweis. Sei P € k[Xy,...,X,] so, dass [P] € I'(V) nilpotent ist. Es gilt also P" €
I(V), also P™"(z) = 0 fiir alle z € V. Daraus folgt P(x) = 0 fiir alle x € V und damit
PeI(V)i.e [P]=0. ]

Definition 1.5.4 Sei R ein Ring.
1. Sei [ ein Ideal in R. Das Radikal von [ ist

VI={ae R|3keNmita eI}

2. Das Nilradikal von R ist /(0).

Lemma 1.5.5 Sei R ein Ring und [ ein Ideal in R.

1. Dann ist /T ein Ideal in R.

2. Es gilt T c V1.

3. Es gilt (R/I reduziert < I = /). 0
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Beweis. 1. Seien a,b € v/I. Dann gibt es k,[ mit a*, ' € I. Wir betrachten

k+1
(a+b)f*=>" (k N l) AP

- 1
=0

Fiir i > k gilt a’b*—7 = ' *a*bF1=7 € T (weil oF € I). Fiir i < k gilt a'b*+—7 =
a'b'bF=t € I (weil ¥ € I). Daraus folgt (a + b)**' € I und damit a +b € /1.

Sei @ € VI und ¢ € R. Dann gibt es k mit a* € I, also (ac)® = a*¢* € I. Daraus
folgt ac € V.

2. Klar.

3. (=) Sei a € VT und k mit a* € I. Dann gilt [a]* = 0 € R/I. Daraus folgt [a] = 0,
also a € 1.

(<) Sei a € R mit [a] nilpotent. Es gibt ein k mit [a]* = 0, also a* € I. Es folgt
a€VI=1,also [a] =0. ]

Bemerkung 1.5.6 Das Nilradikal ist die Menge aller nilpotenten Elementen. Diese
Menge ist also ein Ideal.

Korollar 1.5.7 Sei V' C A, (k). Dann gilt I(V) = \/I(V).



2. Zariski Topologie

2.1. Topologie

Zur Erinnerung werden wir hier die Definition einer Topologie wiederholen.

Definition 2.1.1 Sei X eine Menge. Eine Topologie auf X ist ein Mengesystem 7~
bestehend aus Teilmengen von X, fiir die die folgenden Axiome erfiillt sind:

(T1) Die leere Menge () und X sind Elemente aus T,
(T2) Der Durchschnitt endlich vieler Elementen aus 7 ist Element aus 7T,
(T3) Die Vereinigung beliebig vieler Elementen aus 7 ist Element aus 7.

Die Elemente aus 7 heifen offene Teilmengen. Eine Teilmenge F' von X heifst
abgeschlossen falls das Komplement F'° offen ist. Eine Menge X mit einer Topologie
T heifst topologischer Raum.

Lemma 2.1.2 Sei X ein topologischer Raum mit der Topologie 7. Sei Y eine Teil-
menge von X. Dann definiert das Mengesystem Ty = {UNY |U € T} eine Topologie
auf Y. 0

Beweis. Ubung. n

Definition 2.1.3 Sei X ein topologischer Raum mit der Topologie 7. Sei Y eine
Teilmenge von X. Die Topologie 7y, = {UNY |U € T} auf Y heift induzierte
Topologie.

Definition 2.1.4 Sei X ein topologischer Raum. Eine offene Uberdeckung von
X ist eine Familie (U)yey von offene Teilmengen so, dass

x=u

veu

Lemma 2.1.5 Sei X ein topologischer Raum und sei (U)yey eine offene Uber-
deckeung.

Eine Teilmenge Z C X ist genau dann offen (bzw. abgeschlossen), wenn Z N U offen
(bzw. abgeschlossen) in U (mit der induzierten Topologie) ist, fiir alle U € U. O



17

Beweis. Wir geben einen Beweis fiir offene Teilmenge. Der Beweis fiir abgeschlossene
Teilmengen ist analog.

Falls Z offen ist gilt Z N U offen fiir alle U € U. Umgekehrt, falls Z N U offen in U
ist, fiir alle U € U. Dann ist ZNU der Form U NU’ fiir eine offene Teilmenge U’ von
X also UNZ =UnNU'ist offen in X. Es gilt aber

ZzZﬂXzZﬁ(U U) = (U ZﬂU).

veld veu

Daraus folgt, dass Z offen in X ist. -

2.2. Die Zariski-Topologie

Bemerkung 2.2.1 Man kann auch eine Topologie 7 dank der Angabe des Men-
gensystems aller abgschlossenen Teilmengen definitieren: Sei 77 ein Mengesystem
bestehend aus Teilmengen von M, fiir die die folgenden Axiome erfiillt sind:

(T’1) Die leere Menge ) und M sind Elemente aus 77,
(T’2) Die Vereinigung endlich vieler Elementen aus 7 ist Element aus 77,
(T°3) Der Durchschnitt beliebig vieler Elementen aus 7 ist Element aus 7.

Dann Definiert das System 7 aller Komplemente von Elementen aus 7' eine Topo-
logie auf M i.e. erfiillt die Axiome (T1), (T2) und (T3).

Bemerkung 2.2.2 Sei 7' das Mengesystem aller algebraischen Mengen in A, (k).
Nach Beispiel 1.1.2, Lemma 1.3.1 und Korollar 1.3.5 erfiillt 7' die Axiome (T’1),
(T°2) und (T’3) und definiert also eine Topologie.

Definition 2.2.3 Die Zariski-Topologie auf A, (k) ist die Topologie deren abge-
schlossenen Teilmengen die algebraischen Mengen sind.

Definition 2.2.4 Sei V' eine Teilmenge von A, (k). Die Zariski-Topologie auf
ist die, von der Zariski-Topologie, induzierte Topologie auf V.

Bemerkung 2.2.5 Man sollte hier aufpassen: die Zariski-Topologie ist viel anders
als die iibliche Topologie: die offene Teilmengen sind grdffer und die abgeschlossene
Teilmengen sind kleiner.

Zum Beispiel, nach Lemma 1.1.3 sind die Abgeschlossene Teilmengen in A;(R) =R
nur (), R und die endliche Teilmegen. Ein nicht leeres offenes Intervall wie |0, 1] is
weder abgeschlossen noch offen.
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Lemma 2.2.6 Sei V' C A, (k). Dann gilt (fiir die Zariski-Topologie)

V =V(I(V)).

Beweis. Es gilt V- C V(I(V)) und da V(I(V')) algebraisch ist, ist es abgeschlossen.
Daraus folgt V' C V(I(V)). Sei Z abgeschlossen mit V' C Z. Dann gilt Z = V(I(Z))
und [(V) D I(Z). Daraus folgt V(I(V)) C V(I(Z)) = Z. Also ist V(I(V)) die

minimale abgeschlossene Teilmenge die V' enthélt i.e. V =V (I(V)). -

Definition 2.2.7 Sei P € k[Xy, -, X,]. Das Komplement der Hyperfliche V(P)
heift die von P definierte standardmiifiige offene Teilmenge und ist D(P)

bezeichnet:
D(P)=A,(k)\ V(P).

Proposition 2.2.8 Eine offene Teilmenge (in der Zariski-Topologie) ist eine endliche
Vereinigung von standardmifigen offenen Teilmengen.

Beweis. Sei U eine offene Teilmengen. Dann ist A, (k) \ U abgeschlossen also eine
algebraische Menge der Form V' (S). Nach Korollar 1.2.8 gilt es Polynome Py, --- , P. €
k[ Xy, -, X, mit V(S) =V (P,---,P,). Nach Lemma 1.3.1 folgt V(S) = V(P) N
-+ N V(P,). Daraus folgt

U = A,()A\V(S) = An(k) \ (V)N ---NV(E))
= (An()\V(P))U--- U (An(K)\ V(P)) = D(P) U ---UD(P)

und die Aussage folgt. n

2.3. lIrreduzibilitat

Lemma 2.3.1 Sei X ein topologischer Raum. Dann sind dquivalent:
1. Falls X = Fy U F, mit F| und F, abgeschlossen, gilt X = F; oder X = F}.
2. Falls U; und U, offen in X sind mit Uy NU, = 0, gilt Uy = @ oder Uy = 0.

Beweis. Setze U; = Ff oder F; = Uf fiir i € [1,2]. -

Definition 2.3.2 Sei X ein topologischer Raum mit X # ().

1. Wenn X eine von den beiden dquivalenten Eigenschaften 1. oder 2. aus Lemma
2.3.1 erfiillt, heifst irreduzibel.

Falls X nicht irreduzibel ist heifst X reduzibel.

2. Sei Y eine Teilmenge von X. Dann heift YV irreduzibel (bzw. reduzibel) falls Y
so ist fiir die induzierte Tolopogie.
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Beispiel 2.3.3 Fiir die klassische Topologie auf R, eine abgeschlossene Teilmenge F
von R mit der induzierten Topologie ist genau dann irreduzibel, wenn F' nur einen
Punkt enthilt (Ubung).

Definition 2.3.4 Ein topologischer Raum heift zusammenhingend, falls gilt:
(Uy und Uy offen mit Uy UUs = X und Uy NUy = () = (U = 0 oder U, = 0).

Lemma 2.3.5 Sei X ein irreduzibler topologischer Raum. Dann ist X zusammen-
héngend. 0

Beweis. Seien U; und U, offene Teilmengen mit U; UU, = X und U; N U, = (). Dann
gilt U; = () oder Uy = (). n

Definition 2.3.6 Sei X ein topologischer Raum. Eine Teilmenge Y von X heift
dicht falls gilt Y N U # 0 fiir alle nicht leere offene Teilmengen U von X.

Proposition 2.3.7 Sei X ein irreduzibler topologischer Raum und sei U eine nicht
leere offene Teilmenge. Dann ist U dicht in X und irreduzibel.

Beweis. Sei U’ eine weitere nicht leere offene Teilmenge. Falls U N U’ = () gilt, folgt
U = oder U" = (). Ein Widerspruch.

Seien U; und U, offene Teilmengen von U mit U; N Uy = (). Dann sind auch U; und
U, offene Teilmengen von X mit U; N Uy = ). Es folgt U; = () oder U, = (. -

Proposition 2.3.8 Sei X ein topologischer Raum und sei Y eine Teilmenge.
1. Falls Y irreduzibel ist, dann ist Y (der Abschluss) irreduzibel.

2. Sei U eine offene Teilmenge von X. Dann definieren die Abbildungen Y +— Y und
Z — Z N U bijektionen zwischen {Y C U | Y abgeschlossen und irreduzibel in U}
und {Z C X | Z abgeschlossen und irreduzibel in X mit Z NU # (}.

Beweis. 1. Seien Fy und F, zwei abgeschlossene Teilmengen von Y mit F; U F, =Y.
Per Definition gibt es abgeschlossene Teilmengen Z; und Z, von X mit F;, = Z;NY.
Daraus folgt, dass F; und F, auch in X abgeschlossen sind. Also sind F; N'Y und
F,NY inY abgeschlossen und es gilt Y = YNY = YN(FUER) = (YNF)U(YNE).
Da Y irreduzibel ist folgt I NY =Y oder FL,NY =Y also Y C F} oder Y C F.
Daraus folgt Y C Fy = Fyoder Y C F, = Fy also Y = I} oder Y = F.

2. Sei Y C U abgeschlossen und irreduzibel. Dann ist Y abgeschlossen irreduzibel
und ) #Y C Y NU also nicht leer.

Sei Z abgeschlossen irreduzibel mit Z NU # 0. Dann ist Y = Z N U offen in Z und
abgeschlossen in U, nicht leer und nach Proposition 2.3.7 irreduzibel.

Die Abbildungen sind also wohl definiert und wir zeigen, dass sie inverse von einander
sind.



20 2. Zariski Topologie

Sei Y C U abgeschlossen und irreduzibel. Es gilt Y € U NY. Umgekehrt, da Y
abgeschlossen in U ist, gibt es ein F' abgeschlossen in X mit Y = FNU C F. Es gilt
alsoY C Fund YNU C FNU =Y. Daraus folgt Y =Y NU.

Sei Z abgeschlossen in X, irreduzibel mit Z NU # (). Es gilt ZNU C Z und da Z
abgeschlossen ist, gilt ZNU C Z. Sei F'=Z\ (ZNU). Dann ist F' abgeschlossen in
Z und es gilt Z = FUZNU. Da Z irreduzibel ist, folgt F' =0 oder Z NU = (). Die
zweite Gleichung ist nicht moglich also F =0 und Z =U N Z. -

Proposition 2.3.9 Sei V eine algebraische Menge mit der Zariski-Topologie. Dann
gilt

V ist irreduzibel < I(V) ist ein Primideal < I'(V) ist ein Integrititsring.

Beweis. Die zweite Aquivalenz folgt aus der Vorlesung Algebra (Lemma 2.1.36.(1)).
Angenommen V' sei irreduzibel und seien Pj, P, € k[Xy, -, X,,] mit PP, € (V).
Sei also F; = V(F,) fiir ¢ € {1,2}. Dann sind F; und F, abgeschlossen in V. Sei
x € V. Dann gilt P(x)Py(x) = (P1P)(z) = 0 also Pi(x) = 0 oder Py(x) = 0. Daraus
folgt © € V(P) = Fy oder x € V(P) = Fy ice. V. = (VN F) U (VN EFy). Also es
gilt V. C Fy U Fy. Da V irreduzibel ist, folgt V C F; = V(P) oder V C Fy = V(P).
Daraus folgt P, € I(V) oder P, € I(V).

Umgekehrt sei (V') prim aud seien F; und Fy abgeschlossen in V mit V = F} U Fy.
Falls F{ C V und Fy, C V gilt (V) C I(Fy) und [(V) C I(F,) (sonnst gilt V =
V(I(V)) = V(I(F;)) = F; weil alle Mengen algebraische Mengen sind). Seien also
P e I(F)\I(V) fiir i € {1,2}. Bs gilt P,P, € [(F, UF,) = I(V) aber P, ¢ I(V) fiir
i € {1,2}. Ein Widerspruch zu I(V) Primideal. n

Korollar 2.3.10 Sei k unendlich. Dann ist A, (k) irreduzibel.

Beweis. Es gilt (A, (k)) = (0) und T'(A;(k)) = k[X7, -, X,,] ist ein Integritétsring.
Daraus folgt die Aussage. n

Beispiel 2.3.11 Fiir k endlich ist A, (k) reduzibel: es ist die Vereinigung endlich
vieler Punkten.

Korollar 2.3.12 (Fortsetzung algebraischer Gleichungen) Sei k unendlich und
sei V' C A, (k) eine algebraische Menge. Sei P € k[X7, -, X,] mit P(x) = 0 fir
x ¢ V. Dann gilt P = 0.

Beweis. Es gilt A,(k) = V(P)U V. Da A, (k) irreduzibel ist und V' C A, (k) gilt
V(P) = A, (k). -
Korollar 2.3.13 Seien A, B € M, (k). Dann gilt xap = XBa-

Beweis. Sei P(A,B) = xap — XxBa- Es ist ein Polynom in den Koeffizienten von
A und B. Fiir B invertierbar gilt xap = Xpp)p—1 = XBa also P(A,B) = 0 fiir

B invertierbar. Da die Menge aller nicht invertierbaren Matrizen eine algebraische
Menge ist (es ist V' (det)) folgt P = 0. -



21

2.4. Irreduzible Komponenten
Definition 2.4.1 Ein topologischer Raum X heift noethersch falls jede absteigen-
de Kette von abgeschlossenen Teilmengen stationér ist ¢.e. fiir jede Kette
1y DUy D DLy Do
mit 7, abgeschlossen, gibt es ein NV so, dass Z, = Zy fiir alle r > N.

Beispiel 2.4.2 Der Korper R mit der iiblichen Topologie ist nicht noethersch: die
absteigende Kette [0, 1] von abgeschlossenen Teilmengen ist nicht stationér.

Lemma 2.4.3 Der Raum A, (k) mit der Zariski-Topologie ist noethersch. O

Beweis. Sei Zy D Zy D --- D Z, D --- eine Kette von abgeschlossenen Teilmengen
von A, (k). Dann gilt Z, = V(I(Z,)) und I(Z,) C I(Zy) C --- C I(Z,) C --- in eine

Kette von Idealen in k[ X1, -+, X,,]. Da dieser Ring noethersch ist folgt, dass es ein
N gibt mit I(Z,) = I(Zy) fiir r > N. Bs folgt Z, = V(I(Z,)) = V(I(Zy)) = Zy fir
r > N. ]

Lemma 2.4.4 Sei X ein noetherscher topologischer Raum und Y C X. Dann ist Y
auch noethersch fiir die induzierte Topologie. O

Beweis. Sei Z1 D Zy D --- D Z,. D --- eine Kette von abgeschlossenen Teilmengen
von Y. Fiir jedes r, sei F, abgeschlossen in X mit Z, = Y N F,. Wir setzen 2/ =
Fin---NF. Dannist Z; D Z, D --- D Z, D --- eine Kette von abgesclossenen
Teilmengen von X. Es gibt also ein N mit Z/ = Z); fiir r > N. Es gilt aber

Zy=Z0N---NZ=(YNF)N----N(YNF)=YN(FN---NF)=YNZ.
Daraus folgt Z, =Y NZ =Y NZy = Zy. n
Korollar 2.4.5 Jede teilmenge von A, (k) ist fiir die Zariski-Topologie noethersch.

Definition 2.4.6 Sei X ein topologischer Raum. Eine irreduzible Komponente
von X ist eine maximale (fiir die Enthaltung) irreduzible abgeschlossene Teilmenge
von X.

Beispiel 2.4.7 1. Sei k endlich und V' C A, (k). Dann sind die Punkte von V' die
irreduzible Komponente von V.

2. Sei k unendlich und V = V(XY) C Ay(k). Dann sind V(X) und V(Y') die irredu-
zible Komponente von V: sei Z eine irreduzible Komponente. Dann ist Z irreduzibel,
abgeschlossen in V' und maximal. Daraus folgt, dass I(V) C I(Z) gilt, dass [(Z)
ein Primideal ist und minimal fiir diese Eigenschaften. Es folgt XY € I(Z) also
(X) C I(Z) oder (Y) C I(Z), I(Z) ist ein Primideal und ist minimal. Da (X)
und (Y') Primidealen sind folgt I(Z) = (X) oder I(Z) = (V) also Z = V(X)) oder
Z=V({).
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Proposition 2.4.8 Sei X ## () ein noetherscher topologischer Raum. Dann hat X
nur endlich viele irreduzible Komponente X, -+, X, und es gilt X = X; U---U X,..

Beweis. Fiir Y eine Teilmenge von X definieren wir die Eigenschaft (P) durch: Y
erfiillt (P) falls Y eine endliche Vereinigung von abgeschlossenen, irreduziblen Teil-
mengen von Y ist. Wir Zeigen, dass X die Eigenschaft (P) erfiillt.

Sei M = {Y C X | Y ist nicht leer, abgeschlossen aber erfiillt nicht (P)}. Wir zeigen,
dass M leer ist. Daraus folgt, dass X die Eigenschaft (P) erfiillt. Angenommen M sei
nicht leer. Da X noethersch ist, gibt es ein minimales Element in M: wihle Z; € M.
Falls Y minimal ist sind wir fertig. Sonnst gibt es ein Zy C Z; mit Z, € M. Dann
muss ein Z, minimal sein: sonnst ist die Kette Z; D --- D Z, D --- nicht stationér.
Sei also Z minimal in M.

Es gilt Z # () und Z ist nicht irreduzibel. Daraus folgt, dass es zwei echte nicht
leere abgeschlossene Teilmengen F; und F, von Z (oder X) gibt mit Z = F; U Fs.
Nach minimalitét gilt 7, F» & M also F; (bzw. Fy) ist eine endliche Vereinigung von
abgeschlossenen irreduziblen Teilmengen von F; (bzw. Fy). Daraus folgt aber, dass
Z so eine Vereinigung ist. Ein Widerspruch.

Es gibt also endlich viele abgeschlossene irreduzible Teilmenge X, --- , X, von X so,
dass X = X; U---U X,. Wir zeigen, dass jede irreduzible Teilmenge Y von X in
einem X; enhalten ist. Es gilt

Y=YNY=YN(X,U---UX,) =¥ NnX)U---U(YNX,).

Alle Y N X; sind abgeschlossen und Y ist irreduzibel. Daraus folgt, dass es ein i
gibt mit Y C X;. Die maximale Elemente der Familie (X;);c[1,, sind die irreduzible
Komponente von X. =

Korollar 2.4.9 Jede algebraische Menge V" hat endlich viele verschiedene irreduzible
Komponente Vi, -, V., und es gilt V =V, U---UV,.

Beweis. Da' V' C A, (k) und A, (k) noethersch ist, ist auch V noethersch. Die Aussage
folgt aus dem Proposition. -

2.5. Kompakte und Haudorff Raume

Definition 2.5.1 Ein Topologischer Raum X heifst Hausdorff falls gilt: fiir x, 2" €
X mit x # 2/ gibt es offene Umgebungen U und U’ von x und z’ (i.e. offene Teilmen-
gen U und U’ mit € U und 2’/ € U’) so, dass U NU’ = 0.

Lemma 2.5.2 Sei V eine algebraische Menge die unendlich viele Punkte enthilt.
Dann ist V' nicht Hausdorff. 0



23

Beweis. Da V' nur endlich viele irreduzible Komponente hat, kann man ohne Fin-
schinkung V irreduzibel annehmen. Seien z,z’ € V mit x # z’. Die Bedingung, dass
es offene Umgebungen U und U’ von z und 2z’ gibt mit UNU’ = () ist ein Widerspruch
zur Irreduzibilitat. -

Beispiel 2.5.3 Fiir V endlich sind die Punkte von V' offen und abgeschlossen also
die Punkte von V sind die zusammenhéngende Komponente und V ist Hausdorf.

Definition 2.5.4 Sei X ein topologischer Raum.

1. Falls es fiir jede offene Uberdeckung (Ux)rea eine endliche Teiliiberdeckung (Uy, )icp ]
gibt, heifst X quasi-kompakt.

2. Falls X Hausdorff und quasi-kompakt ist, heift X kompakt.

Lemma 2.5.5 Ein topologischer Raum X ist genau dann quasi-kompakt, wenn fiir
jede Familie von abgeschlossenen Teilmengen (F))ycx mit

N r=0
AeA

gibt es eine endliche Teilfamilie (F),);cq1,,) mit
(B = 0.
i=1

Beweis. Setze Uy = FY. n

Definition 2.5.6 Sei V' C A, (k) und sei P € k[X,---,X,]. Die offene Teilmenge
D(P)NV von V heifst die von P definierte standardméfiige offene Teilmenge
von V und ist Dy (P) berzeichnet.

Proposition 2.5.7 Sei V eine algebraische Menge.

1. Jede offene Teilmenge von V ist eine endliche Vereinigung von standardmaéfigen
offenen Teilmengen von V.

2. Der topologischer Raum V' ist quasi-kompakt.

Beweis. 1. Sei U offen in V und U’ offen in A, (k) mit U = V N U’. Da es endliche
viele Polynome P,---, P, gibt mit U' = D(P,) U ---U D(P,) folgt die Gleichung
U:Dv(Pl)UUDv(Pr)

2. Sei (Ux)rea eine Familie von offenen Teilmengen von V' mit

U=V
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Nach 1. konnen wir annehmen, dass alle U, standardméfige offene Teilmengen sind
also Uy = Dy (P,) fiir ein Py € k[Xy, -+, X,]. Sei [ = (Py | A € A). Dak[Xy, -+, X,]
noethersch ist gibt es eine Teilfamilie Py ,- -, Py, so, dass [ = (Py,,- -, Py,).

Wir Zeigen, V- = Dy (Py,)U---UDy(Py,). Sei also z € V\ (Dy(Py,)U---UDy(Py,)).
Es gilt also Py, (xz) = 0 fiir alle ¢ € [1,7]. Es gibt aber ein A € A mit Py\(z) # 0.
Aber P, € I und es gibt Polynome Qy,---,Q, mit Py = ', Q;P,,. Daraus folgt
Py\(z) = 0. Ein Widerspruch. n
Beispiel 2.5.8 Sei X = R.

1. X ist Hausdorff aber nicht quasi-kompakt fiir die iibliche Topologie.

2. X ist nicht Hausdorff aber quasi-kompakt fiir die Zariski Topologie.



3. Nullstellensatz

3.1. Ganze Elemente

Definition 3.1.1 Sei A ein Ring und A’ ein Unterring von A.

1. Ein Element a € A heikt ganz iiber A’, wenn es ein Polynom P € A'[X] gibt mit
Leitkoeffizient 1 so, dass P(a) = 0.

2. Der Ring A heift endlich iiber A’, wenn es endlich viele Elemente (aq,--- ,a,)
von A gibt so, dass jedes Element von A als lineare Kombination von (ay,--- ,a,)

mit Koeffizienten in A’ darstellbar ist.

Beispiel 3.1.2 1. Sei a € A’. Dann ist a ganz iiber A”: Das Polynom P = X —a €
A'[X] hat Leitkoeffizient 1 und erfiillt P(a) = 0.

2. Eine razionale Zahl a € Q ist genau dann ganz iiber Z, wenn a € Z (Ubung).

3. Fiir k C K eine endliche Erweiterung ist der Ring K endlich iiber k.

Lemma 3.1.3 Sei A ein Ring und A’ ein Unterring von A so, dass jedes Element
a € A ganz iiber A’ ist. Falls A ein Korper ist, ist auch A" ein Korper. 0

Beweis. Sei a € A’ mit a # 0. Dann ist a in A invertierbar. Sei also b = % und sei
P=X"+0a, 1 X" '+ +ap € A[X] so, dass P(b) = 0. Es gilt

1
— + Qp_q

a’ arfl

+ -4+ ay=0.
Nach Multiplikation mit a"~! gilt:
1 r—1 /
a:—(ar_1+---+oz0a )ye A

Also ist a auch in A’ invertierbar. -

Zur Erinnerung aus der Vorlesung LAII.
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Definition 3.1.4 Sei k ein Korper.

1. Eine k-Algebra ist ein k-Vektorraum A mit einer Verkniipfung Ax A — A, (a,b) —
ab so, dass diese Abbildung k-bilinear ist.

2. Sei A eine k-Algebra und (z;);c; eine Familie von Elementen aus A. Dann gibt es
eine kleinste Unteralgebra von A die diese Elemente enthihlt. Diese k-Algebra hefst
die von der Familie (z;);c; erzeugte k-Algebra.

3. Sei A eine k-Algebra. Elemente (x;);c; von A so, dass A die von (x;);c; erzeugte
Algebra ist, heifsen Erzeuger von A.

4. Eine k-Algebra heiftt endlich erzeugt, falls es eine endliche Familie von Erzeuger
gibt.

Bemerkung 3.1.5 Sei A eine k-Algebra und A’ eine Unteralgebra. Seien zq, - -+ , x,, €
A. Die von A" und zy,- -, z, erzeugte Unteralgebra von A ist oft A'[xq,- -, x,] be-
zeichnet und es gilt

Al[xlu'” 7‘rn] = {P(xh wxn) ‘ P e A/[le'“ 7Xn]}

Lemma 3.1.6 Sei A eine k-Algebra und sei A’ eine Unteralgebra von A. Ein Element
a € A ist genau dann ganz iiber A’, wenn die von A’ und a erzeugte Untergalgebra
A’la] endlich iiber A’ ist. O

Beweis. Sei a € A ganz iiber A’ und sei P € A'[X] mit Leitkoeffizient 1 so, dass
P(a) = 0. Sei n = deg(P). Dann ist a™ lineare Kombination von (1,---,a™!) mit
Koeffizienten in A’. Per Induktion folgt, dass alle a* fiir £ > 0 lineare Kombination
von (1,---,a™ 1) mit Koeffizienten in A’ sind. Es folgt, dass A’[a] endlich iiber A’ ist
(mit Erzeuger (1,---,a"1)).

Umgekehrt, seien xy,-- -, z, € A’[a] so, dass jedes Element in A’[a] als lineare Kom-
bination von (xy, - -, z,) mit Koeffizienten in A’ darstellbar ist. Da ax; € A’[a], gibt
es Elemente a;; € A’ mit az; = 23;1 ai ;. Sei M die Matrix M = (a;;); jepn)- Fiir
y € A'la] gibt es Elemente (ay, -+ ,a,) € A mity =Y "  ax;. Sei Y = (ar,- -, ay).
Es folgt, dass

n

n n n n n
ay =a E a;T; = g a;ax; = g a; g a; ;r; = E ( E a;a; ;)x;.
i=1 i=1 =1 j=1

j=1 i=1

Also fiir Z = (3, aiai1, -+, 5y Qi) gilt Z = Y M. Sei P das charakteristische
Polynom der Matrix M. Es gilt P € A’[X], weil die Koeffizienten von M in A’ sind
und P hat Leitkoeffizient 1. Wir zeigen P(a) = 0.

Es gilt P(M) = 0 (Satz von Cayley-Hamilton). Fiir y € A'[a], gilt P(a)y € A’[a] also
konnen wir schreiben P(a)y = ), biz;: Sei B = (by,-- - ,b,). Analog wie oben gilt

Y P(M) = B.
Da P(M) = 0 folgt B = 0und P(a)y = 0 fiir alle y € A'[a]. Fiir y = 1 gilt P(a) = 0.m
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Korollar 3.1.7 Sei A eine k-Algebra und A’ eine Unteralgebra von A. Die Menge
aller Elemente, die ganz iiber A’ sind, ist eine Unteralgebra von A, die A’ enthélt.

Beweis. Sei A” die Menge aller Elemente die ganz iiber A’ sind. Wir wissen schon,
dass A" C A” gilt. Seien a,b € A” und seien P,Q € A’'[X] mit Leitkoeffizient 1 so,
dass P(a) = 0 = Q(b). Sei n = deg(P) und m = deg(Q). Dann ist a™ eine lineare
Kombination von (1,---,a"!) mit Koeffizienten in A’. Analog ist b™ eine lineare
Kombination von (1,---,0™ ') mit Koeffizienten in A’. Sei z Element in die von a
und b erzeugte k-Unteralgebra. Dann ist x lineare Kombination von (a’d’); ;o mit
Koeffizienten in A’ und auch lineare Kombination von (a't’);c(0.n—1,je[0,m—1] mit Ko-
effizienten in A’. Die k-Algebra A'[a,b] i.e. die von A’, a und b erzeugte Unteralgebra
von A ist iiber A’ endlich. Es gilt also A’[a,b] C A”. Da a —b,ab € A'[a,b] folgt, dass
A" eine Unteralgebra ist. n

3.2. Algebraische Version

Satz 3.2.1 (Nullstellensatz 1) Sei k ein Korper und sei A eine endlich erzeugte
k-Algebra. Falls A ein Korper ist, ist A eine endliche Erweiterung von k. O

Beweis. Seien (z1,--- ,x,) Erzeuger von A. Wir verfahren per Induktion nach r. Fiir
r =0 gilt A = k und die Aussage ist klar. Sei also r > 1 und sei K = k(x;). Dann
ist A eine K-Algebra, ist ein Kérper und (o, -, z,) erzeugen A. Nach Induktion
muss A algebraisch iiber K sein. Also gibt es Polynome Ps,---, P, € K[X] mit
Leitkoeffizient 1 so, dass P;(x;) = 0 fiir alle ¢ € [2, r]. Die Koeffizienten der Polynome

sind der Form ggiig, wobei @, R € k[X]. Sei F' das Produkt aller Polynome R die als

Nenner von Koeffizienten eines P; auftauchen. Sei o' = F(;l) und sei A" = k[zy,d'] die
von x1 und o’ erzeugte k-Unteralgebra von K. Es gilt also P, € A'[X] fiir allei € [2, 7]
und da P;(x;) = 0, sind die Elemente x; ganz iiber A’. Da (z3,- - ,z,) Erzeuger von
A iiber K sind, sind alle Elemente in der Algebra A ganz iiber A’ (Korollar 3.1.7).

Da A ein Korper ist muss auch A’ ein Korper sein (Lemma 3.1.3)

Damit zeigen wir jetzt, dass x; algebraisch iiber k ist. Angenommen x; sei transzen-
dent. Dann gilt A" = k[zy,d] = k[zy, ﬁ] Wir zeigen, dass © = 1 + 21 F(21) kein
Inverse in A" hat. Sei y ein Inverse von z in A’. Dann ist y der Form

wobei P € k[X] und m € N. Sei m minimal so, dass es eine solche Darstellung gibt.
Es gilt

l=xy=(1+xF(x))
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Nach Multiplikation mit F'(x1)™ gilt (P(X)(1+ F(X)) — F(X)™)(x1) = P(z1)(1 +
21 F(21)) — F(z1)™ = 0. Da z; transzendent ist gilt P(X)(1 4+ XF(X)) = F(X)™.
Da F(X) und 14+ X F(X) teilerfremd sind, folgt, dass F'(X) das Polynom P(X) teilt.
Es gilt also P(X) = F(X)Q(X) fiir Q € k[X]. Daraus folgt

_ Pl)  Flz)Pr) Q)
F(zy)™ F(x)™ F(z)m1

Ein Widerspruch zur Minimalitdt von m.

Das Element z; ist also algebraisch iiber k. Die Erweiterung k C K = k(x;) ist alge-
braisch. Aber die Erweiterung K C A ist auch algebraisch. Es folgt (siehe Vorlesung
Algebra), dass k C A algebraisch ist. n

3.3. Geometrische Version

Satz 3.3.1 (Nulstellensatz 2) Sei k algebraisch abgeschlossen. Die maximale Idea-
le von k[X3,---,X,] sind der Form (X; — ay,---,X,, — a,), wobei (a1, --,a,) €
A, (k).

Mit anderen Worter sind die maximale Ideale der Form I(x), wobei z € A, (k). ¢

Beweis. Sei M = (X;—aq, -+, X,—a,) undsei f: k[Xy, -, X,] — k definiert durch
f(P)= P(ay,--- ,a,). Dannist f ein k-Algebra-Homomorphismus und f ist surjektiv.
Es gilt auch 9t C Ker(f) also faktorisiert sich f durch f : k[X1,---, X,,]/9T — k mit
f([P]) = f(P) = P(ay, - ,a,). Sei Umgekehrt P € Ker(f). Nach Restdivision nach
Xy —ay, -, X, —ay, gilt

P = (Xl _al)Ql(Xla"' aXn) + (Xn _an)Qn(Xla"' aXn) +)\

Da P € Ker(f) folgt
0=Play, - ,a,) = A\

Es folgt P € 9 und Ker(f) = 9. Daraus folgt k[Xy, -+, X,]/9 ~ k und 9 ist

maximal.

Umgekehrt, sei 9t ein maximales Ideal und sei A = k[Xy, -, X,,]/9. Dann ist A
endlich erzeugt iiber k (die Klassen von Xji,---, X, sind erzeuger von A) und ist
ein Korper (91 ist maximal). Nach dem Nullstellensatz 1 ist k C A eine algebraische
Erweiterung. Da k algebraisch abgeschlossen ist gilt k = A. Sei a; = [X;] € A = k.
Dann gilt [X; —a;] = [X;] —a; = 0 also X; —a; € M. Es folgt (X7 —aq,---, X,—a,) C
M. Da (X; —aq, -+, X, — a,) maximal ist gilt (X7 —aq, -+, X, —a,) = M. -

Beispiel 3.3.2 Fiir k nicht algebraisch abgeschlossen ist der Satz falsch: Es gilt
R[X]/(X? + 1) ~ C also ist (X% + 1) ein maximales Ideal aber nicht der Form
(X —a) =I(a) fir ein a € R = A;(R).
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Korollar 3.3.3 (Nulstellensatz 3) Sei k algebraisch abgeschlossen und sei I C
k[X1, -+, X,] ein Ideal. Dann gilt V(1) # 0.

Beweis. Sei I C k[Xq,---,X,]. Sei M ein maximales ideal mit I C 9 C k[ X7y, -, X,,].
Es gilt V(9M) C V(I) also konnen wir ohne Einschrankung I mit 9% ersetzen. Wir
kénnen also annehmen, dass / ein maximales Ideal ist.

Nach dem Nullstellensatz 2 gilt aber I = (X; — ay,---,X,, — a,). Daraus folgt
V() ={(a1, - ,a,)} # 0. n

Beispiel 3.3.4 Dies ist fiir k nicht algebraisch abgeschlossen nicht mehr wahr. Zum
Beispiel gilt fir k =R: V(X2 +Y?+1) = 0.

Korollar 3.3.5 (Nulstellensatz 4) Sei k algebraisch abgeschlossen und sei I C
k[X71,: -+, X,] ein Ideal. Dann gilt

1(V(I) = V1.
Beweis. Sei P E \/_ Es glbt eln r m1t Pr E I.Dal C I(V(I)) folgt P € I(V(I))

also P € /I .Da I(V =1 )) folgt P € I(V(I)).

Umgekehrt, da k[Xl, e ,Xn] noethersch ist gibt es endlich viele Polynome P, - - - , P,
in k[Xy,---,X,] so, dass [ = (P1,~-~ ,P.). Sei P € I(V(I)). Wir setzen J =
P, P,1—X,,P) C k[Xl, X, Xog1]. Sei Vo= V(J) C A,yq(k) und sei
x € V. Es gilt P(z) = - (2 ) = 0. Daraus folgt P(z) = 0. Es gilt aber auch
1 —2,.1P(z) = 0. Es folgt 1 = 0 ein Widerspruch. Es folgt V' = (). Nach dem
Nullstellensatz 3 folgt J = k[X1,-- -, X,,, X,,11]. Insbesondere gilt 1 € J i.e. es gibt
Polynome Q1, -+ ,Q,, Qry1 in k[ X7, -, X, X;,i1] so, dass

1=PQ1+ -+ FQr+ (1 - X011 P)Qri1.
Wir setzen X, 11 = %. Es gilt also

1 1
N+ PAXy, L, X)) (X X, =),
P) ++ B(X )@ (X1 P)
Wir schreiben jetzt @); als Polynom in der Variable X, ;. Es gilt Q; = Zii:o Ri,er’fH
mit R; ), € k[X1, -, X,]. Es folgt

1= Pl(Xla e 7Xn)Q1(X1a T 7Xn7

d
1 ~ R
Xi, o Xy ) = k
Q( 1" y “Amy P) Pk
k=0
Sei d = max(d;). Dann gilt P?Q;(X1, -+, X,, 5) € k[Xy, -+, X, fiir alle <. Es folgt
Pl = Pl(Xla"'a )PdQl(Xla 7Xn7%)++
+P7"(X1a T )PdQT(Xh aXna %) € (Pla : 7P7") =1

Daraus folgt P € /1. m

Beispiel 3.3.6 Dies ist fiir k nicht algebraisch abgeschlossen nicht mehr wahr. Zum
Beispiel gilt fir k = Rund [ = (X2 +Y?+1): V(I) =0 also [(V(I)) = k[X,Y] 2
VI=1I.
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3.4. Geometrische Konsequenzen

Definition 3.4.1 Sei A ein Ring und sei [ ein Ideal. Das Ideal I heifst radikal falls
=TI
Proposition 3.4.2 Sei k algebraisch abgeschlossen.

Es gibt eine absteigende (kontravariante) Bijektion V' +— I(V) mit Umkehrabbil-
dung I — V(1) zwischen die Menge {algebraische Mengen in A, (k)} und die Menge
{I radikales Ideal in k[X7,---, X,,]}.

Auferdem gilt
1. V irreduzibel < (V) Primideal < I'(V') Integritétsring.
2. V ist einelementig < I(V) ist maximal < I'(V') = k.
Beweis. Fiir V algebraisch gilt V/(I(V)) = V. Sei I radikal. Nach dem Nullstellensatz
3 gilt I(V(I))=V1=1.
1. Siehe Proposition 2.3.9.

2. Sei V einelementig und sei [ ein Ideal mit [(V') C I. Es gilt V(1) C V(I(V)) = V.
Es folgt V(I) = V oder V(I) = ). Im ersten Fall gilt nach dem Nullstellensatz 4:
I(V) = I(V(I)) = V1. Es folgt I C I(V) und I = I(V). Im zweiten Fall gilt nach
dem Nullstelensatz 3: I = k[Xy,---, X,,]. Es folgt, dass I(V') maximal ist.

Sei V' mit (V') maximal. Dann ist I'(V') ein Kérper aber auch eine endlich erzeugte
k-Algebra. Nach dem Nullstellensatz 1 folgt, dass I'(V') algebraisch iiber k ist und da
k algebraisch abgeschlossen ist folgt I'(V') = k.

Angenommen I'(V) = k. Dann ist /(1) ein maximales Ideal und nach dem Nullstel-
lensatz 2 gilt I(V) = (X7 —ay, -+, X, — a,) fir ein (a1, -+ ,a,) € A,(k). Daraus
folgt V=V (I(V)) = {(ay, - ,a,)}- -

Proposition 3.4.3 Sei k algebraisch abgeschlossen und V' C A, (k) eine algebraische
Menge. Es gilt

V ist eine endliche Menge < I'(V) ist ein endlicher k-Vektorraum.

Beweis. (=). Sei V.= {vy,---,v,.} und sei f : k[Xy, -+, X,] — k" definiert durch
f(P)=(P(v),---,P(v,)). Es gilt

Ker(f) ={P ek[Xy, -+, X,] | P(v;) =0 fiir alle i € [1,7]}
= I(V).

Insbesondere faktorisiert sich f durch f : T'(V) = k[X3, -+, X,] — k" und f ist
injektiv. Daraus folgt, dass dim, I'(V) < dimy k" = r.
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(«<). Sei [X;] die Klasse von X; in I'(V)). Da I'(V) endliche Dimension hat, ist das
System ([1], [X;],- -+ ,[X]], - -) linear abhéngig. Daraus folgt, das es fiir alle i € [1, n],
Skalare a; ; gibt mit

10, [X] + aig, 1 [ X+ +aip[l] =0

und a; 4, # 0. Es folgt, dass P, = ai,diXid" +a,~7di_1Xid"_1+- --+a; ol € I(V). Seien also
x = (x1,, -+ ,x,) € V. Dann gilt P;(z) = 0 also z; ist eine Nullstelle von P;. Es gibt
also fiir z; endlich viele Moglichkeiten. Dies ist fiir alle i wahr also gilt |V]| < co. m

Definition 3.4.4 Sei R ein Ring.

1. Ein Element r € R heiRt idempotent falls gilt > = r. Ein idempotentes Element
r € R heifst trivial falls r = 0 oder r = 1.

2. Der Ring R heifst zusammenhingend falls alle idempotente Elemente trivial
sind.

Proposition 3.4.5 Sei k algebraisch abgeschlossen.

Eine algebraische Menge V' C A, (k) ist genau dann zusammenhéngend, wenn I'(V)
zusammenhéngend ist.

Beweis. Siehe Ubungblatt 4. -

Definition 3.4.6 Sei V' eine algebraische Menge und sei W C V' abgeschlossen (fiir
die Zariski Topologie). Das Ideal I,(W) C T'(V) von W in V ist das Bild von
I(W) im Quotient py : k[ Xy, -+, X,] = T'(V).
Bemerkung 3.4.7 Es gilt (W) = p;,' (I (W)). Insbesondere gilt

1. Iy(W) ={f eI(V)| f(z) =0 fiir alle z € W}.

2. T(W) ~T(V) /I, (W).
Daraus folgt:

3. Iy (W) ist ein radikales Ideal.

4. Iy (V) Primideal < I(V) Primideal

5. Iy (V) maximales Ideal < I(V') maximales Ideal
Proposition 3.4.8 Sei k algebraisch abgeschlossen und V' C A, (k) eine algebraische
Menge.

1. Es gibt eine absteigende (kontravariante) Bijektion V' + Iy (W) mit Umkehrabbil-
dung I ~ V(p;;!(I)) zwischen die Menge {algebraische Mengen in V} und die Menge
{I radikales Ideal in I'(V')}.

Auferdem gilt
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2. W irreduzibel < I, (W) Primideal < I'(W) Integritdtsring.
3. W ist einelementig < Iy, (W) ist maximal < I'(W) = k.

4. W ist endlich < dim, I'(W) < oo.
4

. W ist zusammenhingend < I'(IV) ist zusammenhéngend.

Beweis. Wir haben eine Bijektion
{W C A, (k) | W ist algebraisch} «» {I(W) | I(W) ist radikal}.
Wir konnen diese Bijektion einschranken auf
{W C V| W ist algebraisch} <> {I(W) D I(V) | I(W) ist radikal}.

Da (I(W) radikal < Iy, (W) radikal) gilt, haben wir auch eine Bijektion

{I(W) D I(V) | I(W) ist radikal} <> {I,, (W) C T'(V) | Iy (W) ist radikal}.
Daraus folgen auch die Aussagen 2., 3., 4. und 5. -
Korollar 3.4.9 Sei V eine algebraische Menge. Es gibt Bijektionen

V <+ {maximale Ideale von I'(V')} <> Homy_a1s(I'(V), k).

Bemerkung 3.4.10 Die Menge Homy_ai(I'(V), k) ist die Menge aller k-Algebra-
homomorphismen. Insbesondere fiir f € Homy_a1(I'(V'), k) gilt f(1) = 1 und f ist
nicht die Nullabbildung.

Definition 3.4.11 Sei v € V. Wir schreiben 9, fiir das maximale Ideal von I'(V)
definiert durch 9, = I, ({v}).
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Um die geometrische Eigenschaften einer Menge V' zu verstehen, ist nicht nur die Men-
ge V wichtig sondern auch die Abbildungen die man zulésst. Z.B.

e Abbildungen = Mengenlehre,

e stetige Abbildungen = Topologie,

e (°-Abbildungen — Differentialgeometrie,

e holomorphe Abbildungen — komplexe Mannigfaltigkeiten, usw.

Fiir die algebraische Geometrie sind nur die polynomiale Abbildungen zugelassen.

Definition 4.0.12 Seien V' C A, (k) und W C A,,(k) algebraische Mengen. Sei
¢ :V — W eine Abbildung.

1. Die Abbildung ¢ ist immer der Form ¢ = (1, -, ¢m) mit ¢; : V' — k fiir alle
i € [1,m]. Die Abbildungen ¢; sind die Komponenten von ¢

2. Die Abbildung ¢ heifit regulér, wenn ¢; € I'(V) fiir alle i € [1,7].

3. Die Menge aller reguldren Abbildungen von V' nach W ist mit Reg(V, W) bezeich-
net.

4. Eine regulire Abbildung ¢ : V' — W heift Isomorphismus, wenn es eine regulére
Abbildung ¢ : W — V gibt mit ¢ 0y = Idy und ¥ o p = Idy .

Beispiel 4.0.13 Sei V' C A, (k) eine algebraische Menge.

1. Dann definieren alle Elemente ¢ € I'(V') regulére Abbildungen ¢ : V' — k = A (k).
2. Wir schreiben die Elemente = € k™ = A, (k) als Spaltenvektoren:

X

Tn

Sei M € M, (k) eine Matrix und sei ¢y @ A, (k) = A, (k) defniert durch p(z) = Mz.
Dann ist @) eine regulidre Abbildung. Es gilt
e ¢, Isomorphismus < M € GL, (k)

e In diesem Fall ist -1 das Inverse.
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3. Sei V. A, (k) und sei ¢ : V — k™ mit m < n die Projektion definiert durch
on) = (1, ,x,). Dann ist ¢ eine regulire Abbildung.

Allgemeiner, fiir {iy, -+ ,i,} C [1,n] ist die Projektion p(z) = (z;,, - ,x;,) auch
eine regulire Abbildung.

4.Sei V =V(Y — X?) und sei ¢ : V — A, (k) definiert durch p(z,y) = z. Dann ist
¢ ein Isomorphismus mit Inverse 1 : A;(k) — V definiert durch (z) = (z, 2?).

5. Die Abbildung ¢ : A; (k) — V(X3 + Y2 — X?) definiert durch o(t) = (t* — 1, ¢(* —
1)) ist eine regulire Abbildung aber kein Isomorphismus (die Abbildung ist nicht
injektiv).

6. Die Abbildung ¢ : A;(k) — V(X3 — Y?) definiert durch ¢(t) = (#?,13) ist eine
reguliire Abbildung ist bijektiv aber kein Isomorphismus (Ubung oder siehe spiter).

4.1. Der Funktor T

Wir haben eine Abbildung V' +— I'(V') definiert. Dies ist mehr als eine Abbildung: es
ist ein kontravariantes Funktor: Falls es eine reguldr Abbildung ¢ : V' — W gibt, gibt
es auch ein k-Algebrahomomorphismus I'(¢) = ¢* : (W) — I'(V).

Definition 4.1.1 Sei ¢ : V' — W eine regulére Abbildung und sei f € I'(W). Wir
setzen I'(@)(f) = ¢*(f) = f o ¢

Bemerkung 4.1.2 Da f € ['(W) eine Funktion f : W — k definiert, definiert
I'(p)(f) = ¢*(f) eine Funktion : T'(¢)(f) = ¢*(f) : V = k.

Lemma 4.1.3 Sei ¢ : V — W eine regulire Abbildung und sei f € I'(W).
Bs gilt T'(0)(f) = ¢*(f) € T(V). o

Beweis. Es gilt f = [P] € T'(W) fiir ein P € k[Yy,---,Y,,]. Seien Py,--- P, €
k[ X1, -, X, so, dass ¢; = [P;] € T'(V). Daraus folgt die Gleichung

F(@)(fxvlv”' ,Un) = f(901<vlv"' ,Un),~-~ 7(:0m(vlv"' 7Un))
= P(Pl(vly"' 7Un)7"' 7Pm<U17"' 7Un))-

Dann gilt I'(p)(f) = [P(P1, - - -, Py)], wobei P(Py,---, P,,) € k|Xy, -+, X,]. Daraus

folgt F'(0)(f) € T(V) =

Korollar 4.1.4 Eine reguldre Abbildung ist stetig fiir die Zariski-Topologie.
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Beweis. Sei ¢ : V. — W eine regulire Abbildung und sei U C W offen. Da die
standardméfige offene Teilmenge eine Basis der Topologie bilden kénnen wir anneh-
men, dass U standardméifig ist also U = Dy (f) fiir ein f € T'(W). Es gilt also

Dw(f)={we W | f(w)#0}. Seijetzt g = fop=p*f =T(o)(f) : V — k. Es gilt

e~ (Dw(f)) ={veV @) € Dw(f)}
={veV | fe(v)) # 0}
={veV]g)#0}

Da g € T(V) gilt also ¢~ 1(V) = Dy(g) und dies ist eine standardméRige offene
Teilmenge. n

Beispiel 4.1.5 Nicht alle stetige Abbildungen fiir die Zariski Topologie sind regulér.
Zum Beispiel ist: exp : R — R stetig fiir die Zariski-Topologie aber nicht regulér:
Fiir V C R abgeschlossen gilt V =, V = R oder |V| < co. Es folgt exp~ (V) = 0,
exp~H(V) = R oder |exp~}(V)| < co. Es folgt, dass exp~!(V') abgeschlossen ist also
dass exp stetig ist.

Korollar 4.1.6 Sei ¢ : V — W eine regulidre Abbildung und sei f € I'(IW).
Dann ist die Abbildung I'(¢) : ['(W) — I'(V) ein k-Algebrahomomorphismus.

Beweis. Die Abbildung ist wohl definiert dank Lemma 4.1.3. Es gilt aber auch
P (f+f)=(f+[f)op=[fop+ [fop=T(p)(f) +I(e)(f). Analog gilt
L) (f 1) = (f[)op = (fop)(f'op) = T(0)(f) T()(f) und L(0)(Af) = (Af)op =
A(fop) =AT(@)(f). n

Beispiel 4.1.7 Sei k ein Korper.
1. Sei V = V(P), wobei P € k[X,Y], sei W = A;(k) und sei ¢ : V— k = A;(k) die
erste Projektion definiert durch ¢(z,y) = z. Es gilt

[(p) : T(Ai(k)) = k[X] = T(V) = k[X, Y]/(P), Q(X) — [Q(X)].

1.Sei V. =A(k), W=V(X3-Y3) und ¢ : V. — W definiert durch o(t) = (¢,¢3).
Es gilt

L(p) : T(W) = KX, Y]/(X? = Y?) = T(W) = K[T], [Q(X,Y)] = Q(T*, T°).

Bemerkung 4.1.8 I'ist ein kontravariantes Funktor von der Kategorie Alg-Menge
zu der Kategorie k-Alg aller k-Algebren.

Die Sprache der Kategorien werden wir im néichsten Semester einfithren. Eine Ka-
tegorie C besteht aus zwei Teilen: Objekten Obj(C) und Morphismen Home(A, B)
zwischen zwei Objekte A, B € Obj(C). Obj(C) ist eine Familie von Menge und
Home (A, B) sind “Abbildungen” zwischen Objekten. Die Morphismen haben die fol-
gende Eigenschaften:
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e Fiir f € Hom¢(A, B) und g € Home (A, B) gibt es eine Hintereinanderschaltung
go f € Home(A,C)

e Es gibt ein Idy € Home(A, A) (mit den iiblichen Eigenschaften).

Hier sind ein Paar sehr bekannte Beispiele:

Kategorie Objekten Morphismen
Kategorie der Mengen Alle Mengen Abbildungen
Kategorie der Gruppen Alle Gruppen | Gruppenhomomorphismen

Kategorie der Ringe Alle Ringe Ringhomomorphismen
Kategorie der Korper Alle Korper Ko6rperhomomorphismen
Kategorie der k-Algebren | Alle k-Algebren | k-Algebrahomomorphismen

Kategorie der alg. Mengen | Alle alg. Menge reguldre Morphismen

Funktoren sind “Morphismen” zwischen Kategorien. Ein Funktor F' : C' — D von
einer Kategorie C' zu einer Kategorie D besteht aus einer Zuordnung

und aus einer Zuordnung

Fuyor : Morg (A, A") — Morp(Foni(A), Fopj(A”)) kovarianter Funktor oder
Fuyor : Morg (A, A") — Morp(Fowi(A'), Fobj(A)) kontravarianter Funktor.

mit Kompatibilitdt Eingenschaften: Es gilt immer
Fyor(Ida) = Id gy, a)-
Fir f € Hom¢(A, B) und g € Home (A, B) gilt

Fyuor(go f) = Fuor(9) © Fyor(f)  Fiir ein kovarianter Funktor oder
Fyuor(go f) = Fuor(f) © Fyor(g)  Fiir ein kontravarianter Funktor.

Ein Beispiel davon ist der kontravarianter Funktor I' : Alg-Meng — k-Alg:
Fopj(V) =T(V) und Tyior(p : V= W) =T (p).

Lemma 4.1.9 Sei ¢ € Reg(V, W) und ¢ € Reg(WW, X). Dann ist 1o p € Reg(V, X),
es gilt
[(og)=T(p)oT(¥)

und F(Idv) == Idp(v) O

Beweis. Die erste Aussage folgt, weil die Hintereinandershaltung von Polynome im-
mer Polynome sind. Es gilt fiir f € T'(X):

Fop)(f) = fovop=T(P)(f) oy =T()I()(f) = (I(w) o I'W))(f)

Die letzte Aussage ist klar. n
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Lemma 4.1.10 Sei ¢ : V — W eine reguliar Abbildung und sei v € V. Dann gilt

L)~ (D) = My

Beweis. B gilt T() ™ (O0,) = { € T(W) | f(p(v) = 0} = My, .

Bemerkung 4.1.11 Aus dem obigen Lemma folgt, dass man die reguldre Abbildung
¢ wiederaufbauen kann dank der Abbildung I'(¢).

Proposition 4.1.12 Die Abbildung I' : Reg(V,W) — Homy_a1(I'(W),'(V)) ist
bijektiv.

Bemerkung 4.1.13 Man sagt, dass der Funktor I'" volltreu ist

Beweis. Seien ¢, € Reg(V, W) mit I'(¢) = ['(¢p). Wir schreiben ¢ = (o1, -+, ©m)
und ¢ = (Y1, -+, ¥n). Sei f; = [Y;] € T'(W). Es gilt

F(@)(fjxxlv T ,.Tn) = fj(@('rlv T ,.Tn)) = (Pj(xh' o ,.Tn).

Insbesondere gilt p; = I'(p)(f;) = T'(¥)(f;) = ¢;. Es folgt ¢ = 1.
Sei 6§ : I'(W) — I'(V) ein k-Algebrahomomorphismus. Sei ¢; = 0([Y;]) ['(V) fiir alle
J € [1,m]. Wir setzen ¢ = (¢1,+ ,©m)-

Wir zeigen zuerst, dass ¢ eine Abbildung V' — W definiert i.e. fiir v € V' zeigen wir,
dass p(v) € W gilt. Da W = V(I(W)), geniigt es zu zeigen, dass P(y(v)) = 0 fiir
alle P € I(W). Es gilt aber

Plp(v)) = P(pr(v), -, pm(v))
= PO([Xa]), -, 0([Xm]))
=0(P([X41], -, [Xwn])) 0 ist ein k-Algebrahomomorphismus
= 0([P]) P — [P] ist ein k-Algebrahomomorphismus
=6(0) [Pl=0inT'(W)da P e I(W)
=0.

Es folgt, dass ¢ € Reg(V, W). Wir zeigen jetzt dass I'(¢) = 6 gilt. Da I'(¢ und 6 beide
k-Algebrahomomorphismen sind geniigt es zu zeigen, dass I'(¢)([.X;]) = 0([X})), weil
die Element [X]] fiir j € [1, m] Erzeuger von I'(W) sind. Es gilt aber

T(o)([X5]) = [X;l() = w; = 0([X;])
und die Aussage folgt. -

Korollar 4.1.14 Sei ¢ € Reg(V,W). Die reguldre Abbildung ¢ ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn I'(¢) ein k-Algebraisomorphismus ist.
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Beweis. Sei ¢ : W — V eine regulére Abbildung mit ¢ o ¢ = Idy und @ oy = Idy.
Es gilt I'(p) o T'(¢)) = T'(¢p 0 p) = I'(Idy) = Idpyy und I'(y)) o T'(p) = T'(p o)) =
(Idy) = Idpgy

Umgekehrt, falls T'(¢) : T(W) — T(V) ein Isomorphismus ist, sei § = T'(p)~! :
['(V) — T'(W) sein Inverse. Es gibt eine (eindeutige) reguldre Abbildung ¢ : W — V
mit I'(1)) = 0. Es folgt I' (o)) = I'(y)oI'(p) = Idpw) = I'(Idw ). Es folgt potp = Idy.
Analog gilt ¥ o ¢ = Idy und ¢ ist ein Isomorphismus. n

Beispiel 4.1.15 Sei k unendlich. Die reguldre Abbildung ¢ : V = Ay(k) = W =
V(Y% — X3) definiert durch o(t) = (¢2,#3) ist bijektiv aber kein Isomorphismus.

Falls ¢ ein Isomorphismus ist muss I'(¢) : I'(W) — I'(V') ein Isomorphismus sein. Es
gilt aber (weil k unendlich ist) I(W) = (Y2 — X?) und

L(p) 1 KX, Y]/(Y? = X°) = K[T], T(p)(P) = P(T*, T°).
Fiir P beliebig gilt P =}, . ca; ; X'Y7 und
F((p)(P) T2 T3 Z a”T2z+3]
4,720

Insbesondere gilt 7" ¢ Im(I'(¢)) und I'(p) ist kein Isomorphismus.

Bemerkung 4.1.16 Ein Funktor F' : C — D zwischen Kategorien ist eine Aquiva-
lenz von Kategorie, wenn F' ein volltreuer Funktor ist und wenn F' wesentlich
surjektiv ist i.e. fiir jedes B € Obj(D) gibt es ein A € Obj(C) mit Fopj(A) ~ B.

Satz 4.1.17 Sei k algebraisch abgeschlossen.

Der Funktor I ist eine Aquivalenz von der Kategorie Alg-Meng aller algebraischen
Mengen und der Kategorie red-k-Alg aller redizierten endlich erzeugten k-Algebren.n

Beweis. Wir wissen schon (Proposition 4.1.12), dass I' volltreu ist. Wir zeigen, dass
I' wesentlich surjektiv ist. Sei A eine reduzierte endlich erzeugte k-Algebra. Da
A endlich erzeugt ist gibt es Erzeuger (xy,---,x,) von A und also ein surjekti-
ver k-Algebrahomomorphismus f @ k[Xy,---,X,] = AP — P(xy,---,2,). Sei
I =Ker(f). Es gilt A ~k[Xy,---,X,]/] und da A reduziert ist, muss [ radikal sein
also I = /1. Daraus folgt (Nullstellensatz), dass I = I(V(I)) und also A ~ T'(V(1)).u

4.2. Weitere Eigenschaften von Morphismen

Definition 4.2.1 Seien V, W topologische Rdume und sei ¢ : V' — W stetig. Die
Abbildung ¢ heifit dominierend falls ¢(V') dicht in W ist i.e. W = (V).




39

Proposition 4.2.2 Sei ¢ : V — W eine regulire Abbildung. Es gilt
1. ¢ dominierend < I'(¢p) injektiv.

2. Falls ¢ dominierend ist und V' irreduzibel, dann ist W auch irreduzibel.

Beweis. 1. Sei ¢ dominierend und sei f € Ker(I'(p)) € T'(W). Es gilt foyp =
C(p)(f) = 0 also fiir alle v € V gilt f(p(v)) = 0. Es folgt f(e(V)) = 0 und da
f(e(V)) dicht in W ist und f stetig ist folgt f(WW) =0 also f = 0.

Umgekehrt, sei I'(¢) injektiv. Wir setzen X = (V). Dann ist X abgeschlossen in
W. Falls X C W gilt I(W) C I(X). Sei P € I(X)\ I(W). Es gilt 0 # [P] € T(W)
aber fiir v € V gilt p(v) € X und also I'(¢)([P])(v) = [P](p(v)) = P(p(v)) = 0. Es
gilt also I'(¢)([P] = 0 € I'(V'). Ein Widerspruch zu I'(¢) injektiv.

2. Diese Aussage ist fiir belibige stetige Abbildungen zwischen topologische Rdume
wahr. Seien Fy und F}, abgeschlossen in W mit W = Fy U Fy. Sei F] = ¢~ !(F}). Dann
ist F abgeschlossen und es gilt V' = F|UF}. Daraus folgt F| = V oder F; = V. Ohne
Einschriankung kénnen wir annehmen F] = V. Daraus folgt (V) = o(F]) C F;. Es
folgt

W=p(V)CFi=F,CW
und also F; = W. n

Definition 4.2.3 Sei V eine irreduzible algebraische Menge. Dann ist I'(V) ein In-
tegrititsring. Der Korper k(1) aller rationale Funktionen von V ist der Quo-
tientkorper von I'(V):

k(V) = Frac(I'(V)).

Korollar 4.2.4 Sei ¢ : V — W eine regulire dominierende Abbildung. Dann gibt
es ein (injektiver) Kérperhomomorphismus k(W) — k(V').



Teil 11.

Projektive algebraische Mengen



5. Projektiver Raum

Seien G und G’ zwei Geraden in der affinen Ebene Ay(k). Es gibt 3 Moglichkei-
ten:

e G=CGC,
e (G und G’ treffen sich in einem Punkt oder
e GG und G’ sind parallel und treffen sich gar nicht.
Wie wollen die letze Moglichkeit aufraumen um den folgenden Prinzip zu haben:

Zwei Geraden in der Ebene sind gleich oder treffen sich in genau einem Punkt.
Insbesondere werden sich zwei Geraden immer treffen.

5.1. Projektiver Raum

Definition 5.1.1 Sein eine ganze Zahl und sei E ein n+1-dimensionaler k-Vektorraum.

Die Kollinearitét ist die Relation
R={(z,y) € (E\{0})* | 3\ € k* mit y = \v}
oder (x ~ y) & (A € k* mit y = \x).
Lemma 5.1.2 Die Kollinearitit ist eine Aquivalenzrelation. O
Beweis. Ubung. n

Definition 5.1.3 Sei E ein k-Vektorraum mit dimy(E) = n + 1.

1. Der projektive Raum P(F) ist die Quotientmenge (E\{0})/ ~. Wenn E = k™!
schreibt man P(E) = P,(k). Die Menge P,(k) heifst der projektive Raum der
Dimension n.

2. Sei p: E\ {0} — P(F) definiert durch p(z) = [z] die kanonische Projektion. Fiir
E = k" und z = (zg, -+ ,1,) setzen wir p(x) = [z] = [xo : -+ : z,,]. Die Skalare
(2o, ,xy,) sind die homogene Koordinaten von z.
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Bemerkung 5.1.4 1. Die homogene Koordinaten [zg : -+ : 2] von einem Punkt
z € P, (k) sind nicht eindeutig bestimmt: fiir jedes A € k sind [Axg : - -+ : Ax,,] auch
homogene Koordinaten.

2. Die homogene Koordinaten [zq : --- : 2] von einem Punkt x € P, (k) sind nicht
alle null.

3. Der projektive Raum ist die Menge aller Untervektorraume der Dimension 1 in E:
Sei f:P(F) — {F C E | EUnterraum mit dim F' = 1} definiert durch f([z]) = (x)
und sei g : {F' C E | EUnterraum mit dim F' = 1} — P(E) definiert durch g(F) =
[x], wobei (z) eine Basis von F' ist. Dann sind f und g wohl definiert und inverse
voneinander.

4. Fiir k = R oder k = C hat k"™ \ {0} die iibliche Topologie. Damit kann man
eine Topologie auf P, (k) definieren indem man die Familie aller offenen Teilmengen
T wie folgt definiert: U C P, (k) ist genau dann in 7 (also U ist genau dann offen),

wenn p~!(U) offen ist. Man iiberpriift leicht, dass fiir diese topologie P, (k) kompakt
ist (Ubung).

5.2. Projektive Unterraume

Definition 5.2.1 Sei F ein k-Vektorraum der Dimension n + 1.

1. Sei F' C E ein k-Unterraum der Dimension m + 1. Das Bild p(F' \ {0}) C P(FE)
heiftt projektiver Unterraum der Dimension m.

2. Fiir dimy (F') = 1 heikt p(F \ {0}) Punkt in P(F) und es gilt p(F \ {0}) = [z] fiir
alle x € F'\ {0}.

3. Fiir dimy(F) = 2 heifst p(F'\ {0}) Gerade in P(F).
4. Fiir dimy (F) = 3 heift p(£\ {0}) Ebene in P(E).

3. Fiir dimy(F) = dim £ — 1 heift p(F' \ {0}) Hyperebene in P(FE).
Lemma 5.2.2 Es gibt eine Bijektion P(F) — p(F) definiert durch [x] — p(x). o
Beweis. Ubung. n

Proposition 5.2.3 Sei F ein k-Vektorraum der Dimension n + 1.

Seien V und W zwei projektive Unterrdume von P(E) der Dimension r und s mit
r+ s >mn. Dann ist V. N W ein projektiver Unterraum der Dimension d > r 4+ s — n.
Insbesondere ist V N W nicht leer.
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Beweis. Seien F' und F’ k-Untervektorraume der Dimension r +1 und s + 1 in F
so, dass P(F'\ {0}) = V und P(F’\ {0}) = W. Es gilt dimy(F' N F’) = dimy(F) +
dimy (F") — dimy(F + F'). Da F + F' C E gilt, folgt dim(F + F') < n und

dim(FNF)>r+s—n+1.
Es gilt aber

p(F'N F\{0}) |€P(E) |z e FNF \{0}}

| € P(E) |z e FA{0}} N {[z] € P(E) | x € F"\ {0}}
F ;V\{O}) Np(F\ {0})

N

={[z
{[>
= p(

Vv

Daraus folgt, dass V N W ein projektiver Unterraum der Dimension d > r + s —n
ist. |

Beispiel 5.2.4 1. Sei £ = k3 und P(F) = Py(k) die projektive Ebene. Seien G und
G’ zwei Geraden in Py(k) mit G # G’. Dann treffen sich G und G’ in genau einem
Punkt (Ubung).

2. Sei £ = k* und P(E) = P3(k) der (3-dimensionale) projektive Raum. Es gilt

e Sei G eine Gerade und II eine Ebene in P3(k). Dann treffen sich G und II in
einem Punkt. Aufserdem falls G ¢ II treffen sich G und II in genau einem
Punkt (Ubung).

e Seien IT und II" zwei Ebene in P3(k). Dann enthélt I7 N [I" eine Gerade. Au-
Rerdem falls IT # II’ treffen sich IT und I1’ genau in einer Gerade (Ubung).

e Seien G und G’ zwei Geraden in P3(k). Im allgemein treffen sich G und G’ nicht.
Wenn G und G’ sich treffen, gibt es eine Ebene 7 mit G, G’ C II (Ubung).

5.3. Projektivitiaten

Lemma 5.3.1 Sei F ein k-Vektorraum und sei v € GL(E). Dann ist u : P(E) —
P(E), [z] — u([z]) = [u(z)] wohl definiert und es gilt u o v = wov. Insbesondere ist
u eine Bijektion mit Inverse ¢! = (u~!

~—

O
Beweis. Fiir alle A € k gilt [u(Az)] = [Au(x)] = [u(z) also ist u wohl definiert. Es gilt
auch wov([z]) = [u(v(x))] = u([v(z)]) = wo v([x]). Daraus folgen die Aussagen. u

Definition 5.3.2 Sei F ein k-Vektorraum und sei v € GL(FE). Die Bijektion u heift
Projektivitét (oder Kollineation oder Homographie). Die Menge PGL(E) aller Pro-
jektivitat heiftt die projektive lineare Gruppe.

Lemma 5.3.3 Die Teilmenge PGL(FE) C Bij(F) ist eine Untergruppe. 0
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Beweis. Folgt aus dem obigen Lemma: es gilt Idp(g) = Idp € PGL(E) und ao(v)™' €
PGL(E). .

Lemma 5.3.4 Es gilt

PGL(E) ~ GL(E)/{\lds € GL(E) | A € k*} = GL(E)/Z(GL(E)).

Beweis. Die Abbildung ¢ : GL(E) — PGL(F) definiert durch ¢(u) = @ ist ein
surjektiver Gruppenhomomorphismus. Daraus folgt PGL(E) ~ GL(E)/Ker(®). Sei
u = Mdg. Es gilt a([z]) = [u(z)] = [Az] = [z] also U = Idp) und @ € Kerd.
Umgekehrt, sei u € Ker®. Es gilt u([z]) = [z] fiir alle z € E\ {0} also [u(x)] = [z] fiir
alle z € E'\ {0}. Daraus folgt, dass es ein A\, € k mit u(z) = A\« fiir alle z € E'\ {0}.
Wir zeigen, dass A\, = A, fiir alle z,y € E'\ {0}. Falls (z,y) linear unabhéngig ist gilt

Aoy +y) = u(@ +y) = u(@) + uly) = Aoz + Ayy.

Daraus folgt A\, = A\, = A,. Falls (z,y) linear abhéngig ist konnen wir ohne Ein-
schrankung annehmen, dass y = pz fiir ein p € k*. Daraus folgt

Ayy = u(y) = u(px) = pu(z) = pAx = Azy

und da y # 0 folgt A\, = A,. Sei also A = A, fiir ein x € E'\ {0}. Es gilt u(y) = \y
fiir alle y € E und also u = Adg. Daraus folgt die Aussage (zur Erinnerung gilt
Z(GL(E)) = {\ldg € GL(E) | XA € k*}). -

Lemma 5.3.5 Sei V' C P(FE) ein projektiver Unterraum der Dimension r und sei u €
PGL(F) eine Projektivitédt. Dann ist (V') projektiver Unterraum der Dimension 7.

Beweis. Ubung. n

5.4. Affiner Raum und projektiver Raum

In diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen dem affinen Raum
A, (k) und dem projektiven Raum P, (k) betrachten.

Sei £ = k™! mit Koordinaten x = (2,71, - ,%,) € E. Sei H der Hyperebene
H=V(Xy)={r € E|xy=0}undsei H=p(H) C P,(k) der zugehorige projektive
Ebene. Wir setzen U = P,(k) \ H. Die Hyperebene heift Fernhyperebene oder
unendlich ferne Hyperebene.

Lemma 5.4.1 Es gibt eine Bijektion ¢ : U — A, (k) definiert durch

o) =ollan o) = (2,0 22,

SL’O’ Zo
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass die Abbildung ¢ wohl definiert ist. Da [z] € U gilt
zo # 0 und £ ist fiir jedes i € [1,n] wohl definiert. Auferdem, fiir A € k* gilt

o
ATy AT, 1 Tn
Al) = (2% (& I}
o(IAa]) (MO, MO) ( x)

Sei ¢ : A, (k) — U definiert durch ¢ (zy, -+ ,2,) =[1: a1 - x,]. Wir zeigen, dass
¢ und ® inverse voneinander sind. Es gilt o(¢(z1,- -+ ,2,) = @([1 12y 1 -+ 1 xy]) =
(@1, ) und P(@([zo 2 @12 -+ 2 @) = (@1/@0, -+, @n/T0) = [1: @1 /20 2 -+
Tn/x0) = [To 1y -+ ] n

Korollar 5.4.2 Es gilt

P, (k) = An(k) [ Paci (k).
Beispiel 5.4.3 Sei k ein Korper.

1. Die projektive Gerade. Fiir n = 2, seien (z,t) die Koordinaten in k* und sei
H =V (t = 0) die Hyperebene. Es gilt H = {[z,0] € Py(k) z # 0} = {[1,0]} = {oc}.
Es gibt also eine Bijektion k = A (k) — Py (k) \ {oo} definiert durch x +— [z : 1]. Die
projektive Gerade ist also die affine Gerade k = A;(k) mit einem zusétzlichen Punkt
im Unendliche.

Damit gilt fiir k = F,: [Py (k)| = |Ay(K)| + 1 = k| +1=q+1.

Fir k = R oder k = C bekommt man damit eine topologische Beschreibung von
Py (k): die projektive Gerade P;(k) ist die Alexandrov Kompazifizierung von
A (k). Fiir k = R ist also Py (k) ein Kreis und fiir k = C ist [P, (k) eine Spére.

Mit der Identifizierung Py (k) = k U {oo} ist eine Projektivitit u mit

=)

der Form = J
ax s
arhl firz e k\ {4
u(x) =< oo firz= —%
- fiir x = oc.

2. Die projektive Ebene. Fiir n = 3, seien (r,y,t) die Koordinaten in k* und sei H =
V(t = 0) die Hyperebene. Es gilt H = {[x,y,0] € Py(k)} ~ Py(k). Die Hyperebene
H heifit in diesem Fall die Ferngerade. Wir schreiben G, = H. Es gibt also eine
Bijektion k* = Ay(k) — Py(k) \ G definiert durch (z,y) — [z :y: 1].

3. Geraden in der projektiven Ebene. Wir beschreiben alle Geraden in Py(k). Eine
Gerade G ist Dank einem Unterraum G der dimension 2 in k? definiert. Ein solcher
Unterraum G ist dank einer Gleichung az+by~+ct = 0 definiert mit (a, b, ¢) # (0, 0,0).
Es gibt zwei Moglichkeiten:
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(a). Fiir (a,b,¢) = (0,0, ¢) mit ¢ # 0 ist die Gleichung der Form ¢t = 0 und G = G ..

(b). Sonst wird G das Komplement von G, treffen: ein Punkt [z : y : 1] € G N Ag(k)
erfiillt die Gleichung az + by + ¢ = 0 mit (a,b) # (0,0). Also ist G N Ay(k) genau
eine Gerade in der affinen Ebene Ay (k). Auferdem enthélt der Schnitt GN G4 genau
einem Punkt:

z:y:t]€eGNGyx ©ar+by+ct=0undt=0
Sar+by=0und t =0
Slriy:t]=1[b,—a:0].

Der Punkt G N G, ist die Richtung der Gerade G. Eine weitere Gerade G’ mit
der selben Richtung hat eine Gleichung der Form ax + by + ¢t = 0. Die Geraden
G N Ay(k) und G’ N Ay (k) sind parallel aber die Geraden G und G’ treffen sich im
Unendlichen:

G N G = Richtung(G) = Richtung(G') =G NG =GN G

In der projektiven Ebene Py(k) gibt es also eine Gerade mehr als in der affinen
Ebene Ay (k) die Ferngerade G . Alle weitere Geraden G in Py(k) treffen G in ihre
Richtung.

3. Kegelschnitte. Sei C = {[x : y : t] € Py(k) | 2y — t> = 0}. Dies ist wohl definiert,
weil fiir A € k* gilt

[z:y:tjeC Say—t>=0
& N(zy —t*) =0
& (Ax)(\y) — (A)? =0
S [Ax Ay At) € C.

Wir werden verschiedene Geraden als G, betrachten.

(a). Fiir G definiert durch ¢ = 0 gilt Ay(k) NC' = {(x,y) € Az(k) | zy — 1 = 0} und
dies ist eine Hyperbola. Es gilt Goo N C' = {[1 : 0 : 0],[0 : 1 : 0]} und diese Punkte
sind die Richtungen der Asymptote von C' N Ay (k). Sei G die Gerade definiert durch
x —t = 0. Dann ist G N Ay(k) parallel zu einer Asymptote von C'N Ay(k) und es gilt

CNAkNG={[1:1:1]} und CNGe NG ={[0:1:0]}.

Sei G’ die Gerade definiert durch = = 0. Dann ist G’ N Ay(k) die Asymptote von
C' N Ay(k) und es gilt

CNAK)NG =0und CNG.NG={[0:1:0]}.

Der letze Punkte ist ein “Doppelpunkt” im Schnitt.

(b). Sei G, definiert durch z = 0. Dann gilt Ay(k)NC = {(y,t) € Ay(k) | y—1*> =0}
und dies ist eine Parabola. Es gilt GooNC = {[0 : 1 : 0]} und dies ist ein Doppelpunkt
(die Gerade G ist eine Tangente der Parabola im Punkt [0 : 1:0]).
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(¢). Sei G definiert durch x +y = 0. Wir betrachten ein Variabelwechsel ¢ = = + v,
¥ =xzund y =+t (und also x = 2/, y = ¢ — 2/ und t = ¢/). Dann ist C definiert
durch #/(t' — 2') — (y')* = 0 also

(ZL‘/)2 + (y/)Q _ {L‘/t/ — O

Es gilt Ay(k)NC = {(2,y) € Ay(k) | (z/)*+ (v/)> — 2’ = 0} und dies ist eine Ellipse.
Es gilt fir k =R: G, NC = 0.

Also sind Hyperbola, Parabola und Ellipse nur drei affine Darstellungen einer projek-
tiven Kurve: ein Kegelschnitt.



6. Projektive algebraische Mengen

Sei k ein Korper. In diesem Kapitel setzen wir R = k[ Xy, - - - , X,,]. Wir wollen projek-
tive algebraische Mengen in P, (k) definieren. Das erste Problem kommt von folgender
Bemerkung.

Bemerkung 6.0.4 Ein Element f € R = k[X, - -, X,,] definiert keine Funktion auf
P, (k): fir [ : - - - : x,] hdngt P(zo, - - -, x,) auf der Wahl von projektive Koordinaten.
Zum Beispiel fiir P = Xo, A € k* mit A # 1 und [xg : -+ 2, = [Azg -+ 1 Az, gilt

P(zo, -+ ,xn) = 29 # Axg = P(Axo, -+, Axy).

6.1. Homogene Polynome

Dieses Problem werden wir dank homogenen Polynome 16sen.

Definition 6.1.1 Ein Monom M in R ist ein Polynom der Form M = X{° - .- Xi».
Der Grad von M ist deg M =ig+ - -+ + iy,.

2. Ein Polynom P € R heifst homogen von Grad d falls P endliche Summe von
Monome von Grad d ist.

Lemma 6.1.2 Sei P € R ein homogenes Polynom von Grad d, sei x € k®*! und sei
A € k. Es gilt

P(\z) = \P(2).
Beweis. Ubung. n

Lemma 6.1.3 Sei P € R. Dann gibt es ein » > 0 und eindeutig bestimmte homogene
Polynome Fy,--- , P. mit deg P; = i so, dass

P=Py+---+P.

Beweis. Ubung. n
Beispiel 6.1.4 Die Zerlegung von P = X§ — X2X| + Xo X + X5 + X3 + Xo X2 ist

POIO, P1:X57 P2:X2X4, P3:X§+X2X§—X3X1, P4:OUHdP5IX5).
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Definition 6.1.5 Sei P € R. Die homogene Polynome F, - -- , P. mit deg P; = 7 so,
dass P = Py + - - -+ P, heiflen homogene Komponente von P.

Lemma 6.1.6 Seien P,() € R und seien P=Fy+---+ P, und Q = Qo + - - - + Qs
die Zerlegungen von P und () in irreduzible Komponenten. Es gilt

1. (PQ)i = Yt _, PuQi_y fiir alle i.
1. (AP); = AP, fiir alle i und \ € k. O

Lemma 6.1.7 Sei P € R und sei P = Py + --- + P, seine Zerlegung in homogene
Komponente. Sei z € k"™ mit P;(z) = 0 fiir alle i € [1, r].

Dann gilt P;(Ax) = 0 fiir alle i € [1,7] und A € k. Insbesondere gilt P(A\x) = 0 fiir
alle A € k. O

Beweis. Sei A € k. Es gilt P;(Az) = N'P;(z) = 0. -

Definition 6.1.8 Sei P € R und sei P = FPy+ - - -+ P, seine Zerlegung in homogene
Komponente. Ein Element [z] € P,(k) heift (projektive) Nullstelle von P falls
gilt P;(z) = 0 fiir alle homogene Komponente P; von P. Wir schreiben P(z) = 0.

Lemma 6.1.9 Sei k unendlich. Sei P € R und sei P = Py+- - -+ P, seine Zerlegung
in homogene Komponente.

Sei z € k"™ mit P(Ax) = 0 fiir alle A € k. Dann gilt P;(z) = 0 fiir alle ¢ € [1,7] also
x ist eine projektive Nullstelle von P. 0

Beweis. Es gilt P = Py + ---+ P,. Daraus folgt
P(A\x) = Py(x) + -+ NP (2).

Wir betrachten dies als Polynom Q(\) in A. Es gilt Q(A) = 0 fiir alle A € k und da k
unendlich ist folgt @ = 0. Es folgt Py(z) =0=--- = P.(x). -

6.2. projektive algebraische Mengen

Definition 6.2.1 Sei S C k[X, -+, X,,]. Wir setzen
Ve(S) = {[z] € P,(k) | P(x) =0 fiir alle P € S}.

Eine solche Menge heifst die von S definierte projektive algebraische Menge.
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Bemerkung 6.2.2 1. Wenn es klar ist, dass Vp(S) eine projektive algebraische
Menge ist, schreiben wir V (.5).

2. Sei I = (5) das von S erzeugte Ideal. Es gilt Vp(S) = Vp(I).
3. Da R noethersch ist gibt es Polynome Q1, -, Qs mit Vp(S) = Vp(Q1, -+, Qs)-

4. Sei Q; = Qi1+ - -+ Q. die Zerlegung von (); in homogene Komponente fiir alle
i € [1, s]. Per Definition gilt

Qi=0&Qii(z)="--=Qi,(x)=0.

Daraus folgt
VP(Qh e 7@7“) = V]P’(Ql,]vll € [17T]7j € [17TZ]>

5. Jede projektive algebraische Menge ist also die Nullstellenmenge von endlich vielen
homogenen Polynome.

Beispiel 6.2.3 1. Es gilt Vp((0)) = P, (k).

2. Es gilt V =Vp(Xo, -, X,,) =0: falls [¢] = [zg : -+ : x,] € V gilt x; = O fiir alle 4.
Dies ist nicht mglich, da z € k™1 \ {0}.
3. Sei [z] = [xzg: -+ - : 2] € Py(k). Es gilt (Ubung)

V(@ X; — 2;X;,1, 5 € [0,n]) = {[z]}.

Lemma 6.2.4 Seien S C S’ € R, sei (S))rea eine Familie von Teilmengen von R
und sei (I))xea eine Familie von Ideale von R. Seien Iy, - - - I, Ideale von R. Es gilt

1. Va(S") C Vi(9).
2. ﬂAeA VJP’(SA) = VJP’(UAeA SA)-

3. Maea Ve(In) = Ve (D_osen In)-
4 Ve(I)U--UVe(L) = Ve(lN---N L) = Va(li - I,). .

Beweis. Ubung. n

Bemerkung 6.2.5 Insbesondere ist ein beliebiger Durschnitt von projektiven alge-
braischen Mengen eine projektive algebraische Menge und ist eine endliche Vereini-
gung von projektiven algebraischen Mengen eine projektive algebraische Menge.

Daraus folgt, dass die projektive algebraische Menge die Familie aller abgeschlossenen
Teilmengen einer Topologie sind.

Definition 6.2.6 Die Zariski-Topologie auf P, (k) ist die Topologie auf P,,(k), die
die projektive algebraische Mengen als abgeschlossene Mengen hat.

Sei V' C P, (k). Die Zariski-Topologie auf V' ist die von der Zariski-Topologie indu-
zierte Topologie auf V.
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Definition 6.2.7 Sei V' C P, (k). Der Kegel von V ist die Teilmenge
C(V)=p (V) U{0} C Anja(k),

wobei p : k"1 \ {0} — P, (k) die kanonische Projektion ist.

6.3. ldeal einer projektiven algebraischen Menge

Definition 6.3.1 Sei V' C P, (k). Das Ideal (V) von V ist
Ip(V) ={P € k[Xo, -+, X,] | P(x) =0 fiir alle x € V'}.

Lemma 6.3.2 Es gilt

—_

. Ip(V) ist ein graduiertes Ideal von R.

2. Fiir V.C W gilt Ip(W) C Ip(V).

3. Es gilt V. C Vp(Ip(V)).

4. Es gilt V algebraisch < V = Vp(Ip(V))

5. Fiir I C R ein Ideal gilt I C Ip(Vp(1)).

6. Es gilt Ip(0) = R.

7. Fiir k unendlich gilt Ip(P,(k)) = (0).

8. Das Ideal Ip(V) ist radikal also Ip(V) = /Tp(V). O

Beweis. Ubung. m

Lemma 6.3.3 Sei V C P, (k). Fiir die Zariski-Topologie gilt
L.V = Ve(Ip(V)).
2. V ist noethersch. O

Beweis. Ubung. n

Korollar 6.3.4 Eine Teilmenge V' C P, (k) hat eine endliche Zerlegung in irreduzible
Komponente.

Proposition 6.3.5 Sei V' C P, (k) eine projektive algebraische Menge. Es gilt
V irreduzibel < Ip(V) ist ein Primideal.

Beweis. Ubung. n
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6.4. Graduierte Ideale und Ringe

Zur Erinnerung aus der Vorlesung LAITI.

Definition 6.4.1 Sei A eine k-Algebra und seien U und V' zwei Teilmengen von A.
Dann schreiben wir

UV={weA|luelU veV}.

Definition 6.4.2 Sei A eine k-Algebra. Eine Graduierung von A ist eine Familie
(An)n>0 von Unterrdume von A so, dass

A=EDA, und A4;A; C Ay

n>0

fiir alle 7, 7 € N. Eine k-Algebra mit einer Graduierung heift graduierte k-Algebra.

Beispiel 6.4.3 1. Sei A eine k-Algebra und sei Ag = A und A,, = 0 fiir alle n > 0.
Dann ist A eine graduierte k-Algebra. Diese Graduierung heift die triviale Gradu-
ierung.

2. Sei A =k[Xo, -+, X,] und A; = {P € A| deg(P) =d} U{0}. Dann ist (Ag)aen
eine Graduierung von A.

Definition 6.4.4 Seien A und B zwei graduierte Algebren. Ein Algebrahomomor-
phismus f : A — B heift graduiert falls f(A,) C B, fiir alle n > 0.

Definition 6.4.5 Sei A eine Graduierte k-Algebra.

(1) Eine Unteralgebra B von A heift graduierte Unteralgebra falls

B=EP(BNA,).

n>0
(1) Ein Ideal I von A heifst graduiertes Ideal falls

I=EUnA).

n>0

Lemma 6.4.6 Sei A eine graduierte k-Algebra und I ein graduietes Ideal. Dann ist
A/I eine graduierte Algebra und p: A — A/I ein graduierter Algebrahomomorphis-
mus. 0

Beweis. Ubung. n

Lemma 6.4.7 Sei f : A — B ein graduierter Algebrahomomorphismus. Dann ist
I = Kerf ein graduiertes Ideal. 0
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Beweis. Ubung. n

Definition 6.4.8 1. Sei A eine graduierte k-Algebra. Ein Element a € A, heifst
homogen von Grad n.

2. Sei a € A. Es gilt

a:E an

n#0

wobei a, € A, und a, eindeutig bestimmt ist. Das Element a,, heift Komponente
von Grad n von a.

Lemma 6.4.9 Sei A eine graduierte k-Algebra und sei I ein Ideal. Dann ist [ genau
dann graduiert, wenn fiir alle a € I gilt a,, € I (wobei a,, die Komponente von Grad
n von q ist). O

Beweis. Ubung. n

Lemma 6.4.10 Sei A eine graduierte k-Algebra.

1. Sei E eine Teilmenge von A welche aus homogene Elemente besteht. Dann ist (E)
ein graduiertes Ideal.

2. Sei [ ein graduiertes Ideal. Dann gibt es eine Teilmenge E welche aus homogene
Elemente besteht mit [ = (F). O

Beweis. Ubung. n

Lemma 6.4.11 Sei R eine graduierte k-Algebra. Dann ist

R, =EPR.

n>0

ein graduiertes Ideal und es gilt R/R; ~ Ry. O
Beweis. Ubung. -

Beispiel 6.4.12 Sei R = k[Xj, - - - , X,] mit der Graduierung dank dem Grad. Dann
ist gilt Ry = k und
R+ = <X07 U 7Xn) = EB">ORH'

Es gilt R/R. ~ Ry = k.
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6.5. Projektiver Nullstellensatz

In diesem Abschnitt ist k algebraisch abgeschlossen.

Satz 6.5.1 (Projektiver Nullstellensatz) Sei k algebraisch abgeschlossen. Sei [
ein homogenes Ideal von k[ X, -, X,,] und sei V = Vp(I).

1. Es gilt
Ve(I)=0 < 3N >0mit (Xo,---, X))V I
& (Xo,--+,X,) =R, c VI
2. Falls V,,(I) # 0 gilt Ip(Va(I)) = V1. 0

Beweis. Fiir I = R sind alle Aussagen klar. Wir konnen also I C R annehmen.

Es folgt I € Ry = (Xo,--+,X,): fallses ein P € I\ Ry gibt, folgt 0 # Py C I (weil
I graduiert ist). Aber 0 # Py € k ist ein konstantes Polynom und es folgt 1 € I also
I = R. Ein Widerspruch.

Sei C(V) = p~1{(V)U {0} € A,;1(k) der Kegel iiber V. Es gilt (k algebraisch abge-
schlossen also unendlich und [ ist dank homogene Polynome erzeugt)

I(C(V)) ={P € R| P(0)=0und P(Ax) =0 fiir alle [z] € V und alle A € k}
={P e R| P(0)=0und P([z]) =0 fiir alle [x] € V}
— (V) N I({0}).

Daraus folgt I(C'(V)) C Ip(V). Es gilt auch

p~ (V) u{o}

{z € Ania () \ {0} | [2] € V}U{0}

{z € Api1(k)\ {0} | P([z]) =0 fiir alle P € T} U {0} B

{z € Api1(k)\ {0} | P(x) =0 fiir alle P € I} U{0} (k =k und I graduiert)

= V() \ {0} U {0}
Es gilt also V(I) C C(V).

c(v)

1. Wir zeigen
V() =0 < (Xo, -+, X,) =Ry C VI

Falls I = R gilt Vp(I) = (). Wir konnen also annehmen, dass I C R.

Angenommen V = (). Es gilt C(V) = {0} und also R, = (Xo, -+, X,,) =I(C(V)) C
I(V(I)) = v/ (Nullstellenséitze 2 und 4).

Umgekehrt nehmen wir an, dass R, C v/I. Fiir jedes i € [0, n] gibt es also ein N; mit
XN el Fiir[wg: - a,) €V =V(I) gilt also X,V ([xg: - 2,]) = 0 also z)" =
und z; = 0. Ein Widerspruch also V' = ().
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Wir zeigen
(3N > 0 mit (Xo, -, X))V cI) & (Xo,--,X,) =R, c VI

Wenn R, C /T folgt, dass es fiir jedes i € [0,n] ein N; > 0 gibt mit X\ € I. Sei
N = Ny + -+ N,. Es folgt (Xo,---,X,)Y CI.

Umgekehrt, falls (Xg,---,X,,)Y C I gilt, gilt auch XV € T und also X; € /T fiir
alle i also Ry C /1.

2. Wir zeigen, dass 0 € V(1) gilt fiir V' # ). Sei [x] € V und sei P € I. Es gilt
P([z]) = 0 also (k = k) P(Az) = 0 fiir alle A € k und insbesondere P(0) = 0. Es folgt
0e V().

Fiir V' # ) zeigen wir Ip(V) C Ry = (X, -+, X,,): falls es ein P € Ip(V) \ R, gibt,
folgt 0 # Py C Ip(V) (weil Ip(V') graduiert ist). Aber 0 # P, € k ist ein konstantes
Polynom und es folgt 1 € Ip(V) also Ip(V) = R. Es folgt V = Vp(Ip(V)) = Ve(R) = 0.
Ein Widerspruch.

Daraus folgt, I(C(V)) = Ip(V) und C(V) = V(I). Es gilt also Ip(Vp(l)) = Ip(V) =
1(C(V)) = I(V(I)) = VI (Nullstellensatz 4). -

Korollar 6.5.2 Sei k algebraisch abgeschlossen.
1. Es gibt eine Bijektion V + Ip(V') mit Umkehrabbildung I — Vp(I):

nicht leere projektive o homogene radikale von R,
algebraische Menge die R, nicht enthalten

2. Es gilt V irreduzibel < Ip(V) Primideal.

Bemerkung 6.5.3 Das Ideal Ip({P} eines Punktes ist nicht mehr maximal in R.

6.6. Graduierte Ringe

Definition 6.6.1 Sei V' C P, (k). Der graduierte Ring von V ist
I'p(V) =k[Xo, -, X,]/Ip(V).

Bemerkung 6.6.2 Da [p(V) ein radikales graduiertes Ideal ist, ist ['p(V') eine redu-
zierte graduierte k-Algebra.

Bemerkung 6.6.3 Ein Element f € ['p(V) definiert keine Funktion auf V: es gilt
f=1[P] € k[ Xo, -, X,]/Ip(V) fiir ein P € k[Xy,---,X,] und fiir z € V und X € k*
gilt P(x) # P(\z).

Die Bedigung P(z) = 0 ist aber wohl definiert.
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Definition 6.6.4 Sei V C P, (k) und W C V. Das Ideal von W in V ist
Ipy(W)={[P] € 'p(V) | P(z) =0 fiir alle z € W}.

Bemerkung 6.6.5 Sei W C V C P, (k).

1. Esgilt Ipy (W) = n(lp(W)) und 7= (Ip,,(W)) = Ip(W), wobei 7 : k[ X, - -+, X,,] —
I'p(V) die kanonische Projektion ist.

2. Es folgt T'p(W) =Tp(V)/Ipyv (W),
3. Ipy (W) ist ein radikales Ideal,
4. (W irreduzibel < Ipy (W) Primideal)

Proposition 6.6.6 Sei k algebraisch abgeschlossen und V' C P, (k) eine projektive
algebraische Menge.

Es gibt eine absteigende Bijektion V +— Ipy (W) mit Umkehrabbildung I — V(7 1(1))
zwischen die Menge {nicht leere projektive algebraische Mengen in V'} und die Men-
ge {radikale Ideale in I'p(V') die 7(R; ) nicht enthalten}.

Diese Bijektion bildet irreduzible Mengen auf Primideale.

6.7. Standardmalige offene Teilmengen

Definition 6.7.1 Sei V' C P, (k) eine projektive algebraische Menge und sei f €
I'p(V) ein homogenes Element (i.e. f = [P] mit P € R ein homogenes Polynom).
Die von f definierte offene Teilmenge von V ist

Dy(f)={z €V | f(z) # 0}.
Lemma 6.7.2 D (f) ist eine offene Teilmenge fiir die Zariski-Topologie. 0
Beweis. Sei f = [P] mit P € R. Das Komplement ist V' N Vp(P) also abgeschlossen.g

Proposition 6.7.3 Seu V C P,(k) eine projektive algebraische Menge. Jede offe-
ne Teilmenge U C V hat eine endliche Uberdeckung mit standardmifigen offenen
Teilmengen.

Beweis. Sei W = V' \ U. Dann ist W abgeschlossen also eine projektive algebraische
Menge. Sei I = Ip (W) und J = Ip(WW). Da R noethersch ist und .J ein graduiertes
Ideal ist, folgt, dass es homogene Polynome Py, --- , P. gibt mit J(Py,---, P.). Es
gilt also W =V N (Vp(P)N---NVp(P,)). Daraus folgt U = V\W = D} (P)U---U
D&(Pr) ]
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Beispiel 6.7.4 Die standardméfige offene Teilmengen D (X;) = D;n(k) (X;) fiir alle

i € [0,n] bilden eine endliche offene Uberdeckung von P, (k). Diese offene Teilmengen
sind auch isomorph to A, (k).

Bemerkung 6.7.5 Fiir f homogen von Grad 0 ist f eine Konstante und also

oy ={ Vi

Wir werden also nur Dy (f) fiir deg(f) > 0 betrachten.

Bemerkung 6.7.6 Hier sind die Ahnlichkeiten und Unterschiede zwischen (affine)
algebraische Menge und projektive algebraische Mengen:

Polynome — homogene Polynome,

k-Algebren +— graduierte k-Algebren,

Elemente in ', (V) sind keine Funktionen mehr,

Das Ideal R, = (X, -+, X,) spielt eine besondere Rolle,

Dank dem Schnitt mit D (X;) erzetzt man projektive Geometrie mit affine
Geometrie.

Sei V' eine Projektive algebraische Menge.

Abgesehen von Konstanten hat eine irredutible projektive Menge keine poly-
nomiale Funktion: Elemente in I',(V') definieren keine Funktion. Die offene
Teilmenge V N DT (X;) C DT(X;) = A, (k) ist aber eine affine algebraische
Menge und hat also polynomiale Funktionen.
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Algebraische Varietaten



7. Garben

Wir wollen jetzt (affine) algebraische Mengen und projektive algebraische Mengen als
Objekte von einer Kategorie betrachten: die Kategorie aller algebraischen Varieté-
ten. Dafiir brauchen wir eine gemeinsame Definition. Dies werden wir dank geringte
Réume erreichen und dafiir brauchen wir Garben.

Ein Unterschied zwischen A, (k) und P, (k) ist, dass A, (k) viele polynomiale Funktio-
nen hat aber P, (k) nur die konstante polynomiale Funktionen besitzt. Andererseits
sind P, (k) und A, (k) lokal isomorph also haben lokal viele Funktionen. Wir wollen
also Funktionen nicht nur golbal sondern auch lokal betrachten.

7.1. Garben von Funktionen

Definition 7.1.1 Sei X ein topologischer Raum und set M eine Menge. Eine Gar-
be von M-wertigen Funktionen F iiber X ist eine Zuordnung U — F(U) fiir
jede offene Teilenge U C X, wobei F(U) eine Teilmenge von Abb(U, M) aller Abbil-
dungen von U nach M so, dass die folgende zwei Axiome erfiillt sind:

(E) Einschrinkung. Fiir V' C U zwei offene Teilmengen bildet die Einschrinkung
rvu(f) = flv die Menge F(U) auf F(U) (i.e. fiir f € F(U) gilt flv € F(V)).

(V) Verkleben. Sei (U;);c; eine Uberdeckung von einer offenen Teilmenge U. Fiir
jede Familie (f;)icr mit f; € F(U;) fiir alle i € I so, dass filv,nu; = filvinu, gibt
es eine eindeutig bestimmte Funktion f € F(U) mit f; = f|y, fiir alle ¢ € 1.

Bemerkung 7.1.2 Im Axiom (V) ist es immer wahr, dass es eine Funktion f : U —
M gibt mit f|y, = fi: Man setze f(x) = fi(z) fiir € U; und dies ist wohl definiert,
weil falls € U; und x € U; dann gilt f(z) = fi(z) = f;(x) = f(z). Die Aussage ist
hier, dass f in F(U) enthalten ist.

Was das zweite Axiome besagt ist, dass mann die Eigenschaft f € F(U) lokal iiberprii-
fen kann: falls es eine Uberdeckung gibt so, dass f|y, in F(U;), dann auch f € F(U).
Beispiel 7.1.3 Es gibt viele Beispiel von solche Garben.

1. Fiir U — F(U) = Abb(U, M) sind beide Axiome erfiillt. Dies ist die Garbe aller
M-wertigen Funktionen.
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2. Die Zuordnung U — F(U) = C°(U,R) ist auch eine Garbe: die Einschriinkung
einer stetigen Funktion ist immer noch stetig (Axiom (E)) und eine Funktion die
lokal stetig ist eine stetige Funktion (Axiom (V)).

3. Analog ist die Zuordnung U — F(U) = C°(U,C) auch eine Garbe.

4. Fiir X C R" ist die Zuordnung U +— F(U) = C*(U, C) fiir alle k € NU {oo} auch
eine Garbe.

5. Fir X C C" ist die Zuordnung U — F(U) = Hol(U,C) auch eine Garbe: die
Garbe aller holomorphen Funktionen.

Definition 7.1.4 Sei F eine Garbe von Funktionen tiber X. Wir setzen
U, F)=FU).

Die Elemente in F(U) = I'(U, F) heifen Schnitte von F iiber U. Die Elemente
aus F(X) = I'(X,F) heien globale Schnitten von F.

Bemerkung 7.1.5 Die Einschriankung ry : F(U) — F(V) hat die folgende Eigen-
schaften:

e Es gllt Tvu = Id]:(U).

e Fiir W C V C U offene Teilmengen gilt ryy = rwy o rvp.

7.2. Pragarben und Garben

Wir arbeiten jetzt ohne Funktionen. Die Existenz der Abbildung ryy mussen wir
also als Axiom hinzufiigen.

Definition 7.2.1 Sei X ein topologischer Raum.

1. Eine Priagarbe F iiber X ist

e cine Zuordnung U — F(U) fiir jede offene Teilenge U C X, wobei F(U) eine
Menge ist,

e fiir jede offene Teilmengen U C V eine Abbildung ryy : F(V) — F(V)
so, dass gilt
(a) Fiir W C V C U offene Teilmengen gilt ry,;y = rw.y o ry,p und

(b) TU,U = Id]:(U)
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Fir f € F(U) und V C U offen, setzen wir f|y = ry.u(f).
2. Eine Prigarbe heift Garbe falls das Verkleben Axiom (V) gilt:

Sei (U;)ier eine Uberdeckung von einer offenen Teilmenge U. Fiir jede Familie (f;)ie;
mit f; € F(U;) fiir alle @ € I so, dass fi|ly,nu; = filv,nu, gibt es ein eindeutig
bestimmtes Elemente f € F(U) mit f; = f|y, fiir alle i € 1.

Beispiel 7.2.2 1. Sei X ein topologischer Raum. Die Prigarbe
F(U) = {konstante Abbildungen f:U — M}

ist nicht immer eine Garbe.

Zum Beispiel fiir M = R und X =|0, 1{U]2, 3[ mit der iiblichen Topologie gilt (V)
nicht: Sei U; =]0, 1] und U, =]2, 3[. Dann ist (Uy, Us) eine Uberdeckung von X. Seien

e f1 € F(U,) definiert durch fi(z) =0 fir x € U; und
o fo € F(U,) definiert durch fo(z) =1 fiir x € Us.

Es gibt keine Funktion f € F(X) mit f|y, = f1 und f|y, = fa: die einzige Funktion
f mit fly, = fi und f|y, = f> ist definiert durch

|0 firzel,
f@—{l fiir 7 € Us.

Diese Funktion ist aber nicht konstant also f & F(U).

Definition 7.2.3 1. Sei F eine Prigarbe. Eine Unterpriagarbe G von F ist eine
Zuordnung U — G(U), wobei G(U) C F(U) fiir alle U mit vy (G(U)) = G(V) fiir
alle V' C U offen i.e. fiir alle V- C U offen gilt

(fegU) = flv e G(V)).

2. Sei F eine Garbe und sei G eine Unterpriagarbe von F. Falls G eine Garbe ist heifst
G eine Untergarbe von F.

Beispiel 7.2.4 Sei X = R und Fp die Garbe aller Abbildungen mit der Eigenschaft
P. Dann sind die Enthaltungen Untergarben:

FPolynomial C FHolomorph C Fooe C Fok C Fsetig C Fop-

Bemerkung 7.2.5 Wenn Sie die Garben von Funktionen bevorziigen ist es kein
Problem:

Proposition 7.2.6 Sei F eine (Prd)garbe. Dann gibt es eine Menge M so, dass F
als (Pri)garbe von M-wertigen Funktionen iiber X darstellbar ist.
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Beweis. Ubung (schwer ohne Hinweis).

Definition 7.2.7 Sei X ein topologischer Raum und F eine Garbe iiber X. Sei U
eine offene Teilmenge von X. Dann kénnen wir die Einschrankung F|; von F auf
U als Fly(V) = F(V) fiir jede offene Teilmenge V' C U definieren.

Lemma 7.2.8 Sei F eine Garbe iiber X. Dann ist die Einschrankung F | eine Garbe
iber U. O

Beweis. Ubung. n

7.3. Vergarbung und Konstruktion von Garben

Proposition 7.3.1 Sei F eine Prigarbe. Dann gibt es eine kleinste Garbe F* so,
dass F eine Untergarbe von F ist.

Beweis. Wir geben einen Beweis falls F eine Prégarbe von M-wertigen Funktionen
ist. Wir setzen fiir jede offene Teilmenge U:

f+(U):{f:U—>M ‘ fiir alle z € U, gibt es ein V offen mit }

x eV CcUnund fly € F(V)

Dies ist eine Prigarbe mit 7 C F*+. Aukerdem gilt (V): Sei (U;);c; eine Uberdeckung
von U und seien f; € F*(U;) mit fi|ly,nv, = fjlv,nu; Dann gibt es eine eindeutige
Funktion f : U — M mit f|y, = f;. Per Definition gilt aber f € F*(U). Diese Garbe
ist offensichtlich die kleinste Garbe von M-wertigen Funktionen die F enthilt. n

Definition 7.3.2 Die Operation F — F 7' heift Vergarbung. Die Garbe F* heift
die zu F assozierte Garbe oder die Vergarbung von F.

Bemerkung 7.3.3 Die Vergarbung ist einfach die Eigenschaft f € F(U) lokal zu
beschreiben. Dies ist ein sehr {ibliches Verfahren: eine funktion ist stetig, wenn diese
Funktion auf eine Umgebung stetig ist, usw.

Lemma 7.3.4 Sei X ein topologischer Raum und sei F eine Garbe. Dann gilt F+ =
F. .

Beweis. Ubung. n

Lemma 7.3.5 Sei X ein topologischer Raum und sei U eine Basis der Topologie.
Sei F eine Garbe und G eine Prigarbe mit F(U) = G(U) fiir alle U € Y. Dann gilt
.F: g+. O
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Beweis. Sei V eine offene Teilmenge. Wir zeigen

F(V)=6%(V)= {f VM ' fiir alle = € V, gibt es ein T offen mit }

reW CVund flyw € G(W)

Sei f € GH(V), sei z € V und sei W C V offen mit z € W so, dass fly € G(W) =
F(W). Dann ist die Familie aller W € U mit W C V eine Uberdeckung von V und
nach (V) gilt f € F(V).

Umgekehrt, sei f € F(V) und sei x € V. Sei W € U mit x € W C V. Dann gilt nach
(E): flw € F(W) = G(W). Nach der Definition von G= folgt f € G*(V). -

Lemma 7.3.6 Sei M eine Menge und sei X ein topologischer Raum. Sei (U)y¢y eine
Basis der Topologie und sei U +— F(U) eine Zuordnung definiert fiir jedes U € U und
so, dass F(U) eine Menge von M-wertigen Abbildungen ist (i.e. (U) C Abb(U, M))
und

(A) Fiir U,V € U mit V C U gilt (f € F(U) = fly € F(V)).

(B) Sei (U;)ier eine Uberdeckung von einer offenen Teilmenge U, wobei U, U; € U
fiir alle ¢ € I. Fiir jede Funktion f : U — M mit f|y, € F(U;) gilt f € F(U).

Dann gibt es eine eindeutige Garbe von M-wertigen Funktionen F mit F(U) = F(U)
fiir jedes U € U. 0

Beispiel 7.3.7 Sei X = R mit der iiblichen Topologie und U die Familie aller Inter-
valle Ja, b[ in R (mit « € RU{—oc0} und b € RU{+00}). Damit kann man die Garbe
aller stetige Funktionen definieren: sei

la,b— F(la,b]) = {f :]a,b[— R | f ist stetig}.
Dann wird F die Garbe aller stetigen Abbildungen sein.

Beweis. Sei W eine offene Teilmenge. Wir setzen
FW)={f:W—>M| fly € F(U) fiir alle U € U mit U C W}.

Fiir W € U zeigen wir F(W) = F(W). Sei f € F(W) und sei U € U mit U C W.
Nach (A) gilt f|ly € F(U) und also f € F(W). Umgekehrt, sei f € F(W) und sei
(Wy)ier eine Uberdeckung von W, wobei W; € U fiir alle i € I. Es gilt f|w, € F(U;)
(nach der Definition von F und also nach (B) gilt f € F(W).

Wir zeigen, dass F eine Garbe ist: sei V. C W offen und sei f € F(W). Sei U € U mit
UcCV.Danngilt U ¢V C Wund (f|v)|y = flv € F(U). Daraus folgt f|, € F(V).

Sei (W;)ies eine Uberdeckung von W und seien f; € F(W;) mit f; wiow; = filwinw;-
Sei f: W — M die eindeutige Funktion definiert durch f|w, = f;. Wir zeigen, dass
f € F(W). Sei also U € U mit U C W es geniigt zu zeigen, dass f|y € F(U).
Die Familie (W;);c; ist eine Uberdeckung von W also ist die Familie (W; N U);e;
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eine Uberdeckung von U und die Familie aller V' € U so, dass es ein i € I gibt
mit V' C U N W; ist eine verfeinerte Uberdeckung von U. Fiir so ein V' € U mit
V.cUnWgilt (flo)lv = flv = (flw)lv € F(V), weil flw, = fi € F(W;). Daraus
folgt f|ly € F(U) = F(U) und die Aussage. -

7.4. Morphismen von Garben

Definition 7.4.1 Seien F und G Prigarben. Ein Morphismus von (Pri)garben
Y F — G ist eine Zuordnung U +— vy, wobei ¢y : F(U) — G(U) eine Abbildung
ist mit ¥y o T‘];U = T‘%U o ¢y fiir alle V' C U offen i.e. das Diagramm

F(U) - 6(U)

FV)—~=G6(V)

kommutiert.

Beispiel 7.4.2 Sei F C G. Dann ist die Einbettung F(U) C G(U) ein Morphismus
von Pragarben.

Definition 7.4.3 Seien X und Y topologische Riaume, sei ¢ : X — Y eine stetige
Abbildung und sei F eine Garben iiber X. Das Direktbild ¢,F von F ist die
Zuordnung

U o F(U) = Fe ' (V)),

wobei U eine offene Teilmenge von Y ist mit der Abbildungen vy : @ F(U) —
@, F (V) definiert durch ryy(f) = flo-1v) fiir alle V.C U C Y offen.

Lemma 7.4.4 Das Direktbild ist eine Garbe iiber Y. 0

Beweis. Seien W C V C U offen und sei f € ¢, F(U) = F(¢'(U)). Dann gilt
rou(f) = fle-w) = fund rwy (rvo () = (fle-ron)le-1r) = Fle-rawy = rwu (f)-

Sei (Uy)ier eine Uberdeckung von U und sei f; € ¢, F(U;) fiir alle i € I mit
ru,nu,u;(fi) = runu,u,(f;)- Dann gilt f; € F(o~1(U;)) fiir alle i € I. Es gilt auch
filo-1wane-1wy) = flo-1wnne—1w;)- Da (¢ ' (Ui))ier eine Uberdeckung von o~ (U)
ist folgt, nach (V) fiir F, dass es ein f € F(o *(U)) gibt mit f|,~1(,) = fi. Es folgt
ru,u(f) = fi € eu(U;) also (V) gilt fiir o, F. -
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7.5. Ringgarben

Definition 7.5.1 Sei X ein topologischer Raum und sei F eine Garbe iiber X.
1. Die Garbe F heift Gruppengarbe falls gilt
e F(U) ist eine Gruppe fiir alle U C X offen und

o ryy : F(U) — F(V) ist ein Gruppenhomomorphismus fiir alle V' C U C X
offen.

Wenn F(U) abelsch fiir alle U ist, heifst 7 Garbe abelscher Gruppen.
2. Die Garbe F heifst Ringgarbe falls gilt

e F(U) ist ein Ring fiir alle U C X offen und

o ryy: F(U) — F(V) ist ein Ringhomomorphismus fiir alle V- C U C X offen.
2. Sei k ein Korper. Die Garbe F heifit Garbe von k-Algebren falls gilt

e F(U) ist eine k-Algebra fiir alle U C X offen und

o ryy : F(U) = F(V) ist ein k-Algebrahomomorphismus fiir alle V- C U C X
offen.

Beispiel 7.5.2 Wir haben schon viele Beispiele von Ringgarben gesehen.

1. Sei X ein topologischer Raum und k ein Kérper. Dann ist F(U) = Abb(U, k) eine
Garbe von k-Algebra (und also auch eine Ringgarbe): fiir U offen und f,g € F(U)
definieren

(f +9)(x) = f(z) + g(x), (Af)(x) = Af(z) und (fg)(z) = f(z)g(z)

eine k-Algebrastruktur auf F(U). Aukerdem gilt fiir V' C U offen

(f+9)lv=flv+glv, ANl =Aflv und (fg)lv = (flv)(glv)-

2. Sei X ein topologischer Raum. Dann ist Fye(U) = C°(U,R) eine Ringgarbe:
Summe und Produkte von stetige Funktionen sind stetig.

3. Sei X eine offene Teilmenge von R". Dann ist Feor (U) = C"(U, R) eine Ringgarbe.
4. Sei X eine offene Teilmenge von R™. Dann ist F(U)ce = C*(U, R) eine Ringgarbe.

5. Sei X eine offene Teilmenge von R™. Dann ist Fy,(U) = Holomorph(U, R) eine
Ringgarbe.

Bemerkung 7.5.3 Jede Geometrie hat eine zugehorige Ringgarbe.
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Definition 7.5.4 Seien F und G Gruppengarben, Ringgarben oder Garben von k-
Algebren. Ein Morphismus v : F — G ist eine Zuordnung U + 1y, wobei 9y :
F(U) = G(U) ein Gruppenhomomorphismus, ein Ringhomomorphismus oder ein k-
Algebrahomomorphismus ist mit ¢y o r{; U= T%U oYy fiir alle V' C U offen i.e. das
Diagramm

F(U) = G(U)

F g
rv,Ul \LTV,U

FV) 5= G6(V)

kommutiert.

7.6. Geringte Raume

Definition 7.6.1 Ein geringter Raum ist ein Paar (X, Ox), wobei X ein topologi-
scher Raum ist und Ox eine Ringgarbe iiber X. Die Garbe Oy heifst Strukturgarbe.

Bemerkung 7.6.2 Sei U C X eine offene Teilmengen. Die Funktionen f € Ox(U)
sind die “zugelassene” oder “gute” funktionen. Wenn man Topologie als Geometrie
betrachtet werden alle stetige funktionen zugelassen also Ox = Fgy Fiir Differenti-
algeometrie betrachtet man Ox = Fe fiir komplexe Mannigfaltigkeiten Ox = Fpq1.
Wir wollen polynomiale Funktionen betrachten.

Definition 7.6.3 Seien (X, Ox) und (Y, Oy) zwei geringte Raume. Ein Morphismus
¢ (X,0x) = (Y,0Oy) von geringte Ridume ist eine stetige Abbildung ¢ : X — Y
so, dass gilt

fow € Ox(p 1 (U)) fiir alle U C Y offen und f € Oy (U).

Dies definiert die Abbildung ¢}, : Oy (U) — Ox (" 1(U)), f + ©*(f) = f o fiir alle
offene Teilmengen U C Y.

Beispiel 7.6.4 Seien X,Y offene Teilmengen von R™.

1. Topologie. Fiir Ox und Oy die Garben aller R-wertigen topologischen Funktionen
ist jede stetige Abbildung ¢ : X — Y ein Morphismus geringter Raume.

2. Differentialgeometrie. Fiir Ox und Oy die Garben aller R-wertigen C*°-Funktionen
und fiir p : X = Y gilt

¢ Morphismus geringter Riume <« ¢ differenzierbar.
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Bemerkung 7.6.5 1. Die Abbildung ¢y; ist ein Ringhomomorphismus fiir alle U C
Y offen: es gilt

ou(f+9)=(f+g)op=wy(f)+ei(g) und o;(fg) = (fg) o v =i (f)ei(9)

2. Fiir V.C U C Y offene Teilmengen = € o' (V) und f € Oy (U) gilt auch

o) ) (9o (N))(@) = (fop)l g1 (2) = Fle(x) = flv(p(x) = v (rvio ()(2).

Insesondere gilt ro—1(v) ,-11) © Y = Pp-1(v) © Tv,r also ist das Diagram

°y

Oy (U) — Ox(p~1(U))
TV,Ul lﬁpl(vw)l(v)

Oy (V) —— Ox (¢ ().

kommutativ.

3. Wenn man mit allgemeinen Garben (und nicht mehre funktionwertige Garben)
arbeitet ist ein Morphismus von geringte Riume wie folgt definiert: es ist ein Paar
(p, "), wobei ¢ : X — Y eine stetige Abbildung ist und ¢* ist ein Zuordnung
U — ¢y, fiir jede offene Teilmenge U C Y mit

o v Oy (U) = Ox(p 1(U)) ist ein Ringhomomorphismus und

® Tom1(V),p-1(U) O P = Pyp-1(V) O TVU-

4. Ein morphismus ¢ : (X,0x) — (Y,Oy) von geringte Réume ist also ein Paar
(p, ") so, dass ¢ : X — Y eine stetige Abbildung ist und ¢* : Oy — ¢.Ox ein
Morphismus von Garben ist.

Lemma 7.6.6 Sei (X, Oy) ein geringter Raum und sei U C X eine offene Teilmenge.
Dann ist (U, Ox|y) ein geringter Raum. O

Beweis. Ubung. n

Definition 7.6.7 Sei (X,Ox) ein geringter Raum und sei U C X eine offene Teil-
menge. Der geringter Raum (U, Ox|y) heifst induzierter geringter Raum.
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8.1. Strukturgarbe einer (affinen) algebraischen
Menge

Wir wollen die Garbe Oy aller polynomialen Funktionen iiber eine (affine) algebrai-
sche Menge V' definieren. Nach Lemma 7.3.6 geniigt es diese Garbe fiir eine Basis
U der Topologie zu definieren und dann zu zeigen, dass die folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

(A) Fiir U, W € U mit W C U gilt (f € Oy (U) = flw € Oy (W)).

(B) Sei (U;)ser eine Uberdeckung von einer offenen Teilmenge U, wobei U, U; € U
fiir alle ¢ € I. Fiir jede Funktion f: U — M mit f|y, € Oy (U;) gilt f € Oy (U).

Fiir eine algebraische Menge steht eine Basis der Topologie zur Verfiigung: die Familie
aller standardméfigen offenen Teilmengen. Zur Erinnerung sind diese Menge wie
folgt definiert: Sei f € T'(V) = k[Xy, -, X,]/I(V). Dann ist die von f definierte
standardméfige offene Teilmenge Dy (f) definiert durch

Dy(f) ={z eV | f(x) #0}.
Wir werden immer f # 0 annehmen so, dass Dy (f) # 0.
Definition 8.1.1 Wir setzen I'(Dy (f)) = T'(V)[Xpni1]/(1 — Xpia f)-

Bemerkung 8.1.2 Die standardmiifige offene Teilmenge Dy (f) ist eine algebrai-
sche Menge von A, ;;(k): Sei P € k[Xy,---,X,] mit [P] = f in ['(V). Es gibt ein
Isomorphismus
@ Dy(f) = VUI(V) + (1 = X1 P)

definiert durch p(zq1, -, x,) = (x1, -, T, m) Die Umkehrabbildung v :
VI(V)+ (1 = X, 11P)) = Dy(f) ist dann durch ¢(z1, -+, xp, Tpi1) = (1, -+, 2p)
definiert. Beide Abbildungen sind regulir (weil beide dank Polynome definiert sind)
und man iiberpriift leicht, dass ¢ und ¢ inverse voneinander sind.

Lemma 8.1.3 Sei P € k[.Xy, -+, X,] mit [P] = f € I'(V). Dann gilt

LDy () =~ kX, Xp]/(T(V) + (1 = Xo 11 P)).
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Beweis. Sei $ : k[Xy, -, Xpp] = D(V)[Xp41] definiert durch &3, Ax Xk, ) =
SoLlAR)XE,,, wobei Ay € k[Xq, -+, X,] und [Ag] € T'(V) seine Klasse ist. Sei 7 :
F(V)[Xnt1] = T(V)[X,41]/(1 — X1 f) die kanonische Projektion.

Es geniigt zu zeigen, dass & = 7w o ¥ ein surjektiver k-Algebrahomomorphismus ist
mit Ker® = I(V) + (1 — X, 11 P).

Da beide ¥ und 7 surjetive k-Algebrahomomorphismen sind folgt, dass @ ein surjek-
tiver k-Algebrahomomorphismus ist.

Es gilt auch I(V) C Ker?¥ und (1 — X, 11 P) = 7n(1 — X,,;1f) = 0. Daraus folgt
I(V)+ (1 — X, 11 P) C Ker®

Umgekehrt, sei @ € Ker®d. Dann gilt 7(¥(Q)) = 0 und also ¥(Q) € Kermr =
(1 — X,41f). Es gibt also ein r € T'(V)[X,41] mit [Q] = (1 — X,.y1f)r. Sei R €
k[X1, -, Xpqa) mit [R] = r. Es gilt [Q] = (1 — X,.41[P])[R] in I'(V)[ X, 41). Daraus
folgt Q@ — (1 — X,,;1 P)R € I(V) (als Ideal in k[Xy, -+, X, (1] und Q € I(V) + (1 —
Xn+1P). n

Lemma 8.1.4 Es gilt
Dy (f)) = TVI(V) + (1 = Xny1P))).
Mit anderen Worter gilt

HV(I(V) + (1 = X1P))) = I(V) + (1 = Xoyi P).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass [(V(I(V)+ (1 —=X,41P))) =I1(V)+ (1 = X,,41 P).
Es geniigt also zu zeigen, dass [(V(I(V)+ (1 — X, 11P))) C I(V)+ (1 — X, 11 P). Sei
QelI(VU(V)+ (1= XnnP))).

Sei A der von k[X1,- -+, X,] und & erzeugte Unterring. Wir betrachten in A[X,, ]
die Restdivision von @ nach §—X,41. Es gilt Q = (5 —X,1) R+S mit degy,  (S) <
degy, (5 — Xp41) = L also S € A. Dank Multiplikation mit den Nennern gibt es
Polynome C € k[Xy, -+, X,] und B € k[Xy, -+, X,,11] mit

PrQ=(1-X,.,P)B+C.

Fiir (z1,--- ,2,) € Dy(f) gilt Q(z1, - -+, xy, m) = 0. Es folgt C(z1,--- ,x,) =
0. Es folgt also P(xy,---,2,)C(x1,- -+ ,x,) = 0 fiir alle (xq1,---,2,) € V und also
PC € I(V). Daraus folgt P"'Q € I(V) + (1 — X,,4.1P). Aber (1 — X,,.1P)P"Q €
I(V) 4+ (1= X1 P) also PPQ = (1 — X, PYP'Q + PQ € I(V) + (1 — Xpi1 P).
Per Induktion folgt @ € I(V) + (1 — X,,41 P). -



70 8. Algebraische Varietéiten

Lemma 8.1.5 Ein Element g = [Q] € ['(Dy(f)), wobei @ € I'(V)[X,,41] definiert
eine polynomiale Funktion g : Dy (f) — k durch

_ . a’k‘(l‘17”' al‘n)
9(931""’%):2 )R

wobei @ = Yi_arXF,, und a5, € D(V). o

Beweis. Sei g € I'(Dy(f)) und sei (z1,---,x,) € Dy(f). Dann gilt ¢ = [Q] €
T(V)[Xns1]/(1 = Xpga f), wobei Q € T'(V)[X,,41]. Wir setzen

glar, -, wa) = Qun, - xﬁ)

Dies héngt von der Wahl von @ nicht ab, weil (1—X,, 1 f)(z1, -, xp, m) =0.m

Bemerkung 8.1.6 1. Fiir ¢ : Dy (f) — k eine Polynomiale funktion definiert wie
im obigen Lemma. Dann gibt es ein eindeutiges Element g € I'(Dy (f)) mit ¢ = g.
Mit anderen Worten ist der Ringhomomorphismus g — g injektiv:

Sei g mit g = 0 und sei Q € k[ Xy, -+, X, 1] mit [Q] = ¢g. Esgilt also Q € I(V(I(V)+
(1-X,1P))=1(V)+ (1 = X,.1P) und daraus folgt g = [Q] = 0.

2. Wir koénnen also entweder mit Elementen g € I'(Dy (f)) arbeiten oder mit polyno-
miale Funktionen g : Dy (f) — k. Wir kénne und werden also g und g verwechseln
und wir werden nur die Notation g benutzen.

Definition 8.1.7 Sei rp, (pv : ['(V) — I'(Dy(f)) die Abbildung definiert durch
9= g9l € T(V)[Xnpa] /(1 = Xy f).

Lemma 8.1.8 Sei f € I'(V) \ {0}.

1. Die Abbildung rp, (5)v : T'(V) = I'(Dy(f)) ist ein Ringhomomorphismus.

2. Wenn wir Elemente von I'(V') und I'(Dy (f)) als k-wertige Funktionen betrachten
gilt 7oy (n,v(9) = glpy s

3. Fiir V irreduzibel ist rp,(5),v injektiv und I'(Dy(f)) ist der von I'(V) und
erzeugte Unterring von k(V').

O <l

Beweis. 1. Klar.
2. Folgt aus dem obigen Lemma.

3. Sei g im Kern. Es gilt g|p, sy = 0. Aber da V' irreduzibel ist und Dy (f) ein nicht
leere offene Teilmenge ist muss Dy (f) dicht in V' sein. Daraus folgt g = 0.

Wir haben eine Abbildung @ : T'(Dy(f)) — k(V) definiert wie folgt. Sei @ €
I'(V)[Xy41]. Wir schreiben @ = a, X, + - - - + ag, wobei a;, € I'(V) fiir alle i € [0, 7]
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und setzen ¥(Q) = % + - -+ + ao. Dies ist ein Ringhomomorphismus I'(V)[X,, 1] —
k(V). Da ¥(1 — Xn+1 f) = 0 faktorisiert sich ¥ in einem Ringhomomorphismus
¢ T(Dy(f)) — k( ) definiert durch &([Q]) = % + -+ + ao. Das Bild von & ist

der von I'(V) und 3 7 erzeugte Unterring von k(V). Es geniigt also zu zeigen, dass @
injektiv ist. Sei @ € I'(V)[Xy41] mit ¥(Q) = 0. Es folgt = +- - +ag = 0.Es gilt aber
in I'(Dy(f)):

Gy
Q] :ar[Xn+1]r+---+a0:F+---+a0:0.
Daraus folgt [@)] = 0 und & injektiv. -

Beispiel 8.1.9 Die Abbildung 7p, s,y ist nicht immer injektiv. Zum Beispiel sei
V = V(XY) C Ay(k) (mit k unendlich). Dann gilt I(V) = (XY) aber V ist nicht
irreduzibel. Es gilt V = V(XY) = V(X) U V(Y) und dies ist die Zerlegung in
irreduziblen Komponenten von V. Der Ring I'(V') ist kein Integritétsring.
Sei jetzt f = [Y] € T'(V) \ {0}. Dann gilt

I(Dy(f) =T(V)[Z]/(1 =Y Z) ~K[X,Y, Z]/(XY,1 =Y Z).

Es gilt aber (XY,1 -YZ) = (X,1 —YZ). Daraus folgt also [X]rp, () = 0 auch
wenn [X|py # 0. Die Abbildung

L(V) = T(Dv(f))

ist in diesem Fall nicht injektiv. Dies kann man auch geometrisch erkléren: die offene
Teilmenge Dy (f) “sieht” die zweite irreduzible Komponent V' (Y) nicht, weil Dy (f)N
V(Y) = ). Also konnen wir die Funktionen die nul auf V(X) sind aber nicht auf
V(Y) im Ring I'(Dy(f)) “nicht sehen”.

Fiir V nicht irreduzibel ist k(V') a priori nicht definiert (wir werden néchstes Semester
sehen wie man dieses Problem 16sen kann).

Eine standardméfige offene Teilmenge kann dank mehrere Elemente aus I'(V') defi-
niert sein. Wir zeigen, dass I'(V') von dieser Wahl nicht abhéngt. Dafiir brauchen wir
aber, dass k algebraisch abgeschlossen ist.

Lemma 8.1.10 Sei k algebraisch abgeschlossen. Seien f,g € ['(V) mit Dy (f) =
Dy (g). Dann gibt es ein isomorphismus

@ :T(Dy(f)) ~T(Dv(g))

so, dass @ kompatibel mit der Einschrankungen rp,, ),y und rp, (g v ist i.e. rp, (g v =
Dorp,(pv- Seien P,Q € k[Xy,---, X,] mit [P] = f und [Q] = g in I'(V). Dann ist
auch @ kompatibel mit den Isomorphismen

L(Dy(f)) = KX, , Xoa] [(L(V) + (1 = X, 11P)) und
L(Dy(9)) = kX1, Xoa JI(V) + (1 = X Q)).
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Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass es ein @ kompatibel mit den zwei letzten Isomor-
phismen gibt.

Seien P,Q € k[Xy, -+, X,] mit [P] = f und [Q] = g in F( . Es gllt V ﬂ V (P) =

V N V(Q). Daraus folgt (Nullstellensatz), dass /I(V)+ (P) = /I ) und

also gibt es ein r mit Q" € I(V) + (P). Es folgt ¢" € (f) in I'(V) also g1bt es ein
h € I'(V) mit ¢" = fh. Wir definieren @ : I'(Dy (f)) — I'(Dv(g)) wie folgt:

QS(Z ay, [Xn+1 Z akh n+1
k

Dies bedeutet @(%) = 1 Analog gibt es ein s > 1 und b € I'(V)) mit f* = gb. Wir
definieren ¥ : T'(Dy (g )) L(Dy(f)) wie folgt:

E ak n+1 E akb n+1

Wir iiberpriifen, dass ¢ und ¥ inverse von einander sind. Es gilt aber [X,1]sf =1
also [ X, 11]r = % und f ist invertierbar in I'(Dy (f)). Es gilt auch gb = f* also sind ¢
und b invertierbar in I'(Dy(f)). Da fh = ¢g" ist h auch invertierbar in I'(Dy (f)). Es

folgt
V(D3 ar[Xntal}) =0 (3, a;:ff[XnH]g)
= 3 ARhFHT[X e
S h X,
= Zk ak fkrs
= > G ’f&i’l
- Zk Ak 757 % fkhk

=D akfik =2 ak[Xn+1]l}-

Q

Analog gilt ® o ¥ = 1d.

Wenn wir jetzt Funktionen betrachten gilt: Eine Funktion ¢ : Dy (f) — k ist der

Form ¢ = 4 fiir a € I'(V). Dann gilt &(¢)) = (4x) = ‘;TL:. Die Funktionen 1 und
h

&(1)) stimmen {ibereinander, weil % = &

Beispiel 8.1.11 Fiir k nicht algebraisch abgeschlossen ist die Aussage im obigen
Lemma falsch. Zum Beispiel fiir k = R gilt Dy (f) = Dy (g) fiir V = Ay(k), f =Y
und g = V(X% +Y?+1). Wir haben aber

D(Dv(f)) = KX, Y, Z]/(1 - YZ) £ K[X, Y, Z)/(1 - Y (X2 + Y% + 1)Z) = T(Dy(g)).

Dass die beide Ringe nicht isomorph sind kann man leicht {iberpriifen in dem man mit
C tensoriert: die offene Teilmengen Dy (f) und Dy (g) sind dann nicht mehr gleich.

Dies ist ein Problem, dass man spéter (in einer Mastervorlegung Algebraische Geo-
metrie z.B.) 16sen kann in dem man allgemeinere Objekte betrachtet: Schemata.
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Da der Ring I'(U) von einer standardméfigen offenen Teilmenge von einer Darstellung
U = Dy (f) nicht abhéngt nur fiir k£ algebraisch abgeschlossen, werden wir ab hier
annehmen, dass k algebraisch abgeschlossen ist.

Proposition 8.1.12 Sei V eine algebraische Menge.

Die Zuordnung Dy (f) — Oy (Dv(f)) = T'(Dy(f)) erfiillt die Eingenschaften (A)
und (B) vom Lemma 7.3.6.

Insbesondere gibt es eine eindeutig bestimmte Garbe Oy iiber V' mit
I'(Dv(f), Ov(Dv(f))) = Ov(Dy(f)) = T(Dv(f)).

Beweis. Sei U die Familie aller stadardméfigen offenen Teilmengen. Wir zeigen (A):
Fir U W e U mit W C U gilt (f € Oy (U) = flw € Oy (W)).

Seien also f,¢g € I'(V) mit W = Dy(g) C U = Dy(f). Daraus folgt V(I(V) +
() =VnV(f) cVvnV(g) = VUIV)+ (g)). Seien P,Q E k[Xl, -, X)) mit
[P] = fund [Q] = g in T(V). Es gilt (Nullstellensatz) 1/I(V) + (P) D /I(V) + (Q)
Insbesondere gibt es ein » > 1 mit Q" € I(V) + (P) also gibt es ein h € I'(V) mit
g" = fh. Wir definieren 7p,,(s).p, () = P : T'(Dy(f) = I'(Dy(g)) oder

Pk Xy, X/ (H(V) + (1= Xnga P)) = KXy, -+, X ]/ (T(V) + (1 = X Q)

durch

(Y ar[Xoaly) = Y ah (X h"

k

Dies ist wohl definiert, weil @(1—[X,,11P];) = @(1—[Xn1|sf) = 1=h[X, 1]} f = 1—
hf =1-1=0.Fiir }_, ax[Xn1]f =5 € T(V)[Xpa] /(1= Xpga f) und (21, - -+, 2,) €
Dv(f) gilt

ak L1,

S(.T17 e, T, f( l‘n)> Zk f(q;l h
o Z ag(x1, xn..,i«xl)rk xn)" c F<Dv(g))-

Wenn wir mit Funktionen arbeiten, haben wir eine Funktion w : DV( f ) — k der
Form ¢ = £ fiir ein a € T(V). Da ; = L folgt ¢ =
Dy (g) ist e1ne Polynomiale Funktion.

Wir zeigen jetzt (B): Sei (U;)ier eine Uberdeckung von einer offenen Teilmenge U,
wobei U,U; € U fiir alle i € I. Fiir jede Funktion ¢ : U — M mit ¢|y, € Oy (U;)
gilt v € Oy(U). Um die Schreibweise zu erleichtern, werden in diesem Fall nur
mit Funktionen arbeiten. Sei U = Dy (f) und seien U; = Dy (f;) so, dass (U;)es eine
Uberdeckung von U ist. Da U quasi-kompakt ist durfen wir annehmen, dass I endlich
ist. Sei ¢ : Dy (f) — k eine Funktion so, dass ¢|y, € Oy (U;). Es gibt also a; € I'(V)
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und 7 > 0 mit ¢[y, = % (da es nur endlich viele i € I gibt kénnen wir, die gleiche
Zahl r fiir alle |y, nehmen). Da (U;)e; eine Uberdeckung von U ist folgt

VAV cvnV(f) cvnV(f).

el

Es folgt

1)

WM+chw+mcwm+Zw.

Da [ endlich ist, gilt

WM+ZW=WWHZWW

iel iel
und es folgt, dass es ein N gibt mit fV € Ziel(f[“) also
fN = Z bif;+17
iel

wobei b; € T'(V). Sei

. Zig a;b; f;

==w
Wir zeigen, dass ¢|y, = ¢|y,. Daraus folgt ¢ = ¢ und die Aussage. Es gilt ]‘i—ii|UmUj =

;_;|UmUj- Es folgt (a:f] — a;f])|lv,nu, = 0. Daraus folgt fif;(aif] — a;ff) = 0 als
Funktion iiber U also a; f{ ' f; = a;f] ™ fi. Es gilt also

e I'(Dv(f)) = Oy (U).

Yjeraibifi a4

elu, —Ylu, = — N
_ Sjeragbififi —aififN
N g
Sjeraibififi —aififN
B N
_aifiyerbif] T —aififN
- N fr+1
_ az’fz’fN*az'fz'}N =0
= S =0
Daraus folgt die Aussage. n

Korollar 8.1.13 Sei V eine algebraische Menge. Dann gibt es eine eindeutige Ringgar-
be OV mit
Ov(Dv(f)) =T(Dv(f),Ov) =T(Dv(f)).

Definition 8.1.14 Sei V eine algebraische Menge. Die Garbe Oy definiert im obigen
Korollar heifst Strukturgarbe von V.
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8.2. Affine algebraische Varietiaten

Definition 8.2.1 1. Eine affine algebraische Varietét ist ein geringter Raum
(X, Ox) der isomorph zu einem geringten Raum (V, Oy ) ist, wobei V eine algebraische
Menge ist und Oy deren Strukturegarbe.

2. Ein Morphismus von affinen algebraischen Varietédten ist ein Morphismus

von geringten Raumen.

Proposition 8.2.2 Sei V eine algebraische Menge und f € I'(V). Die standardmé-
fige offene Teilmenge (Dy(f), Ov|p, () mit der Einschrinkung der Strukturgarbe
von V ist eine affine algebraische Varietit.

Beweis. Wir haben schon ein Homdomorphismus
Dy(f) = VI(V)+ (1 = X1 P)) = V5,

wobei P € k[Xy,- -+, X,] mit [P] = f € T'(V). Die stetige Abbildungen sind gegeben
durch

@('rla o ,.Tn) = <x17' * Ty, )) und Lp(ylv T 7yn7yn+1> = (yh' e 7yn)

[y, @,

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ und ¥ Morphismen von geringten Rdumen sind. Wir
zeigen, dass @*(h) = ho® € Op, (5 (P~ (Dy,(b))) fiir h € Oy, (Dy, (b)) mit b € I'(Vy)
und ¥*(g) = go ¥ € Op,(n(¥ H(Dpy(s(a))) fiir g € Op,(p(Dpy()(a)) mit a €
I'(Dy(f))-

Zur Erinnerung gilt V; C A, (k). Sei also b € I'(Vy) und h € Oy, (Dy,(b)). Es gilt

. f(zy, -+, 2,) # 0 und
qsI(va(b)):{(1’17...,1’”)6V| b<x11’...7xn’m)¢0}.

Da h € I'(Dy, (b)) gilt, gibt es ein Polynom @ € k[X1, -, X5y, Xppy1, Xy po] mit

1
hyp, - Ynat) = e Ynads .
(Y1, Y1) = Q(y Yn+1 b(Y1s - Yt
Es fOlgt @*(h)(;pl’ T ,ZL‘n) = h(xla T T, f(z1 1 fl'n)) also
(1) ) - 1 ; )
L1, ", Tp) = L1, 5 Tn, ) .
! ! f(x‘la e 7xn) b(l‘la T, T, f(:vl,l,:vn))

Daraus folgt *h € Op,,(5)(P~(Dy,(D))).
Umgekehrt sei a € I'(Dy (f)) und g € Op,(1(Dp,(f)(a)). Es gilt

w_l(DDV(f)(a)) = {(ylv e 7yn7yn+1) € Vf | a’(ylv e 7yn) 7& 0}
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Da g € Op,(5)(Dpy(s)(a)) gilt, gibt es ein Polynom Q € k[ Xy, -+, X;, Xp 41, Xppo]
mit

)

1 1
1

g(xb... 7xn) = Q(xh... T, f(

Es folgt W*g(y1. - Y1) = QU1 Y T s e 2lso

"y"’f(yp---,yn))

1 )
a’<y17 sy Yn, yn+1) .

w*g<y17 e 7yn+1) = Q<y17 0y Yny Ynt,

Daraus folgt ¥*g € Op,,(5)(¥ " (Dpy(5)(a))).

Die Aussage, dass @ und ¥ beide Morphismen von geringten Rdumen folgt aus dem
folgenden Satz. n

Proposition 8.2.3 Seien (X, Ox) und (Y, Oy) zwei geringte Rdume (wobei die Gar-
ben Garben von Funktionen sind) und sei ¢ : X — Y eine stetige Abbildung. Sei
(Vi)ies eine offene Uberdeckung von Y und fiir jedes i € I, sei (U;);cs eine offene
Uberdeckung von (V).

Falls o[y, ; : (Ui, Ox|u,;) — (Vi, Oyly;) ein Morphismus geringter Rdume ist, ist ¢
ein Morphismus von geringten Raumen.

Beweis. Sei V C Y offen. Wir zeigen, dass ¢} (f) € Ox(p~ (V) fiir f € Oy (V). Es
gilt aber flyry, € Ox(V N'V;) fiir jedes i € I. Daraus folgt ¢y (f)|v,, € Ox(Us; N
@ 1(V)) fiir alle 7, j. Aus dem Vekleben-Axiom folgt ¢} (f) € Ox (o (V). -

Bemerkung 8.2.4 Der obige Satz ist auch fiir beliebige geringte Radume wahr: die lo-
kale Schnitte o (f)|v,, € Ox (Ui ;N (V)) kann man zusammen kleben (Verkleben-
Axiom) in einem Element o}, (f) € Ox (o (V).

Beispiel 8.2.5 1. Jede standardméfige offene Teilmenge Dy (f) C V C A, (k) ist
eine affine algebraische Varietit auch wenn Dy (f) keine algebraische Menge in A, (k)
ist.

2. Sei M, (k) ~ k" der Vektorraum aller n x n-Matrizen. Die standardmiifige offene
Teilmenge
D(det) = {M € M,(k) | det(M) # 0} = GL, (k)

ist eine affine algebraische Varietit.

Wir wollen jetzt regulire Abbildungen und Morphismen zwischen affinen algebrai-
schen Varietédten vergleichen.
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Proposition 8.2.6 Seien (X, Ox) und (Y, Oy) zwei affine algebraische Mengen mit
ihren Strukturgarben. Dann gibt es Bijektionen

Homyy, (X,Y) ~ Reg(X,Y) ~ Homy_ a1, (I'(Y), I'(X)),

wobei Homyy,, (X, V) die Menge aller Morphismen von geringten Rdumen von (X, Ox)
nach (Y, Oy) sind.

Beweis. Der zweite Isomorphismus haben wir schon bewiesen.

Seien n,m € N mit X C A, (k) und Y C A, (k). Sei ¢ : (X,O0x) — (Y, Oy) ein Mor-
phismus algebraischer Varietdten. Wir schreiben ¢ : X — Y als ¢ = (1, , om)-
Da die Projektion p; : Y — k definiert durch p;(y1,--+,ym) = y; eine Polynomia-
lefunktion ist also p; € T(Y) = Oy (Y) folgt ¢; = p; oo = ¢*p; € Ox(p 1(Y)) =
Ox(X) =T(X). Daraus folgt ¢ € Reg(X,Y).

Umgekehrt, sei ¢ € Reg(X,Y). Sei f € T(Y). Es gilt ¢ ' (Dy(f)) = Dx(f o) =
Dx(¢*f), wobei ¢*f € I'(X). Sei g € Oy(Dy(f)). Dann ist g der Form g = f mit
aeI'(Y). Es folgt

5 pra .
g = ——7 € Ox(Dx(¢*f)),
(o~ f)*
weil p*a € I'(X). Daraus folgt, dass ¢ ein Morphismus von algebraischen Varietéten
ist. n

Bemerkung 8.2.7 Dieser Satz zeigt, dass es eine Aquivalenz von Kategorien
Alg-Meng ~ Aff-alg-Var
definiert durch V +— (V, Oy).

Die zweite Kategorie hat jedoch mehr Objekte: eine standardméifige offene Teilmenge
Dy (f) ist keine algebraische Menge aber eine affine Varietét. Es gilt trotzdem, dass
es eine affine algebraische Menge V; gibt mit Dy (f) >~ V} als Varietéten.

8.3. Algebraische Varietiten

Definition 8.3.1 1. Eine algebraische Varietét ist ein quasi-kompakter geringter
Raum (X, Ox) so, dass (X, Ox) lokal-isomorph zu einer affinen algebraischen Varie-
tat ist i.e fiir jedes x € X gibt es eine offene Umgebung U, von z so, dass (U,, Ox|v,)
isomorph zu einer affinen algebraischen Varietét ist.

2. Ein Morphismus von algebraischen Varietdten ¢ : (X,Ox) — (Y, Oy) ist
ein Morphismus geringter Riume.

3. Ein Isomorphismus von algebraischen Varietidten ¢ : (X,Ox) — (Y, Oy)
ist ein bjektiver Morphismus geringter Riume so, dass ¢~! ein Morphismus von
algebraischen Varietéten ist.
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Beispiel 8.3.2 Eine affine algebraische Varietit (X, Ox) ist immer quasi-kompakt
(jede algebraische Menge ist quasi-kompakt) und hat eine offene Uberdeckung (mit
einem Element: X) von induzierten geringten RAumen isomorph zu einer affinen
algebraischen Varietét.

Definition 8.3.3 Sei (X, Ox) eine algebraische Varietét. Die offene Teilmengen von
X die isomorph zu einer affinen algebraischen Varietét sind, heifsen affine offene
Teilmengen.

Lemma 8.3.4 Sei (X,Ox) eine algebraische Varietdt. Dann ist die Familie aller
affinen offenen Teilmengen eine Basis der Topologie. 0

Beweis. Sei U C X eine nicht leere offene Teilmenge und sei x € U. Sei U, eine
affine offene Teilmenge mit = € U,. Sei V eine algebraische Menge mit (U,, Ox|v,) ~
(V,Oy). Dann ist U, N U offen in U,. Da die standardméifige offene Teilmengen
eine Basis der Topologie von V' (und also von U,) sind gibt es eine standardmafige
offene Teilmenge Dy (f) mit x € Dy (f) C U,NU. Da Dy (f) eine affine algebraische
Varietét also eine affine offene Teilmenge ist, folgt die Aussage. n

Korollar 8.3.5 Sei (X, Ox) eine algebraische Varietéit und sei U eine offene Teil-
menge. Dann sind die Schnitte ['(U, Ox) stetige k-wertige Funktionen auf U.

Beweis. Sei f € I'(U,Ox). Sei x € U und sei U, eine affine offene Teilmenge mit
x € U, C U. Dann gilt f|y, € Ox(U,) und da U, affine ist, ist (U,, Ox|y,) isomorph
zu (V, Oy ) fiir eine algebraische Menge V. Alle Elemente aus Oy (V') sind aber stetig.
Daraus folgt, dass alle Elemente aus Ox|y, (U, ) stetig sind und insbesondere f|y,. Es
folgt, dass f stetig in x fiir alle x € U ist und also stetig. n

Korollar 8.3.6 Eine algebraische Varietiat X ist noethersch. Insbesondere hat X
endlich viele irreduzible Komponenten.

Beweis. Sei X D Zy D --- D Z, D --- eine absteigende Kette von abgeschlossenen
Teilmengen. Sei Uy, --- , Uy eine Uberdeckung von X, wobei U; eine affine offene
Teilmenge ist (eine solche endliche iiberdeckung existiert, weil X quasi-kompakt ist).
Sei Z;, = Z, NU; fir alle r und i € [1,k]. Dann ist (Z;,), eine absteigende Kette
von abgeschlossenen Teilmengen von U;. Aber da U; affine ist, ist U; homéomorph zu
einer algebraischen Menge als noethersch. Es gibt also ein N; mir Z;, = Zy;, ; fiir alle
r > N;. Sei jetzt N = max;(NN;). Dann gilt Z;, = Zy; fiir alle i € [1,7]. Da (U;)icp,
eine Uberdeckung von X ist folgt Z, = Zy fiir alle > N. Es folgt X noethsch. n

Beispiel 8.3.7 Sei (X, Ox) eine algebraische Varietét. Dann ist (U, Ox|y) auch eine
algebraische Varietdt (Ubung).

Insbesondere ist jede offene Teilmenge einer (affinen) algebraischen Menge auch eine
algebraische Varietiit. Diese Varietit ist aber nicht immer affine. Zum Beispiel ist die
offene Teilmenge Ay (k) \ {0} eine algebraische Varietit aber keine affine algebraische
Varietiit (Ubung).
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8.4. Untervarietaten

Wir wollen jetzt die Struktur einer algebraischen Varietit auf einer abgeschlossenen
Teilmenge einer algebraischen Varietdt definieren. Die naive Definition kénnte die
folgende Defintion sein.

Sei X eine algebraische Varietdt und sei Y C X abgeschlossen. Wir definieren eine
Zuordnung V — F(V) fiir jede offene Teilmenge V' C Y durch

FV)={f:V —=k|3IU C X offen mit V=Y NU und 39 € Ox(U) mit f = g|v}.
Diese Zuordnung ist aber keine Garbe (auch wenn es nicht so einfach ist einen Ge-
genbeispiel zu geben).

Definition 8.4.1 Sei (X, Ox) eine algebraische Varietit und sei Y C X abgeschlos-
sen. Wir setzen Oy = F+ die zu F assoziierte Garbe.

Fiir V C Y offen gilt

Oy(V)z{f:V—>k| Ve €V, 3U C X offen mit x € U und }

dg € Ox(U) mit flurv = glunv

Proposition 8.4.2 Sei (X, Ox) eine algebraische Varietdt und sei ¥ C X abge-
schlossen. Dann ist (Y, Oy ) eine algebraische Varietit.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass X affine ist. Da (X, Ox) isomorph zu (V, Oy)
fiir eine algebraische Menge ist, konnen wir annehmen, dass X eine algebraische
Menge ist. Dann ist Y auch eine algebraische Menge und wir zeigen, dass die obige
Garbe Oy mit der Garbe Ry aller regulédren Abbildungen iibereinstimmt, wobei Ry
die eindeutige Garbe iiber Y ist mit

Ry (Dy(f)) =T(Dy(f))

fiir alle f € ['(Y). Sobald Oy = Ry gilt ist (Y, Oy) eine algebraische Varietét per
Definition. Nach Lemma 7.3.5 geniigt es zu zeigen, dass

F(DY(f)) = F(DY(f)) = RY(DY(f))
fir alle f € I'(Y).

Enthaltung “2” Der Ring ['(Y') ist der Quotient I'(Y') = I'(X)/Ix(Y). Es gibt also
ein F € T'(X) mit [F] = f € T(Y). Es gilt Dx(F)NY = Dy(f). Wir haben der
Einschrinkung-Ringhomomorphismus

F(DX(F)) = P(X)[Xn—l—l]/(l - Xn+1F) — F(DY(f)) = F(Y)[Xn—i—l]/(l - Xn-i—lf)

und da I'(X) — I[(Y) surjektiv ist, ist der Einschrinkung-Ringhomomorphismus
auch surjektiv. Fiir g € Ry (Dy (f)) = ' (Dy(f)) gibt es also ein G € I'(Dx (F)) mit
G|py(s) = g- Per Definition folgt g € F(Dy(f)).
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Enthaltung “C” Sei g € F(Dy(f)). Dann gibt es eine offene Teilmenge U C X
und G € Ox(U) mit Dy(f) = UNY und G|p, ) = g. Sei (F;)ier eine Familie
von Elementen aus I'(X) so, dass (Dx (F}))ser eine Uberdeckung von U ist. Sei f; =
[F}] € T(Y) fiir @ € I. Dann ist (Dy(f;))ier = (Y N Dx(F}))ier eine Uberdeckung
von U NY und es gilt G|p,(r) € Ox(Dx(F;)) = I'(Dx(F;)). Es folgt, dank dem

i

Einschrinkung-Ringhomomorphismus
[(Dx(F)) = T(X)[Xn1a]/(1 = Xnya F3) = D(Dy (fi)) = TYV)[Xa] /(1 = Xga fi),

dass g‘DY(fi) = G|Dy(fz’) = <G|DX(Fi)>|DY<fi) S F(DY(fl)) = RY(DY(fl>> Daraus
folgt die Aussage fiir X affine.

Sei jetzt X eine algemeine algebraische Varietéit und sei (U;);cs eine iiberdeckung von
X mit affinen offenen Teilmengen. Dann ist Y quasi-kompakt (Ubung) und (Y NU;)ier
ist eine Uberdeckung von Y. Wir haben aber gezeigt, dass (Y NU;, Oy |yny, isomorph
zu (V,Oy), wobei V eine algebraische Menge ist. Daraus folgt die Aussage. n

Definition 8.4.3 Sei X ein topologischer Raum. EIne Teilmenge Y C X heifst lokal-
abgeschlossen falls Y = U N Z, wobei U eine offene Teilmenge und Z C X eine
abgeschlossene Teilmenge sind.

Korollar 8.4.4 Sei (X, Ox) eine algebraische Varietit und sei Y eine lokal-abgeschlossene
Teilmenge von X der Form Y = U N Z mit U offen und Z abgeschlossen.

Dann ist (U, Ox|y) eine algebraische Varietdt und da Y = U N Z abgeschlossen in U
ist gibt es eine Garbe O8Y iiber Y so, dass (Y, Oy) eine algebraische Varietit ist.

Aufserdem héngt die Garbe Oy von der Darstellung Y = U N Z nicht.

Definition 8.4.5 Sei (X, Ox) eine algebraische Varietit. Eine Untervarietit von
X ist das Paar (Y, Oy), wobei Y eine lokal-abgeschlossene Teilmenge von X ist und
Oy ist wie im obigen Korollar definiert.

8.5. Lokale Ringe

Definition 8.5.1 Ein Ring R heifst lokal falls R nur ein maximales Ideal 9 hat.

Proposition 8.5.2 Sei R ein Ring. Die folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Der Ring R ist lokal.
2. Die Menge aller nicht invertierbaren Elemente ist ein Ideal.
Wenn die obige Aussagen gelten, gilt auch
R\ 9 = {r € R | r ist invertierbar},

wobei 9 das maximale Ideal von R ist.
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Beweis. (1. = 2.) Sei 2 das maximale Ideal. Wir zeigen die Gleichung
R\ 9 = {r € R | r ist invertierbar}.

Sei r invertierbar. Dann gilt (r) = R und es folgt € 9. Umgekehrt, sei r € R\ 9.
Dann ist (r) ein Ideal. Falls (r) C R folgt, dass es ein maximales Ideal gibt das (r)
enthilt also (r) C 9. Ein Widerspruch. Daraus folgt (r) = R und 1 € (r). Es gibt
also ein @ € R mit 1 = ar und 7 ist invertierbar.

(2. = 1.) Sei I das Komplement der Menge aller invertierbaren Elemente. Dann ist
I ein Ideal. Wir zeigen, dass I ein maximales Ideal ist. Sei J 2 [ ein Ideal und set
r € J\ I. Dann ist r invertierbar und es folgt R = (r) C J also J = R. n

Definition 8.5.3 Sei (X, Ox) eine algebraische Varietét und sei z € X.

1. Wir betrachten die Menge M aller Paaren (U, f), wobei U C X offen ist mit x € U
und f € I'(U, Oy).

2. Auf M definieren wir eine Aquivalenzrelation (U, f) ~ (V,g) falls z € U NV und
floav = gluav.

3. Das Quotient Ox, = M/ ~ heift Menge aller Keime. Die Klasse von (U, f)
heift Keime von f bei x und wir f, bezeichnet.

Proposition 8.5.4 Die Menge O, hat eine k-Algebra-Struktur. Als Ring ist Ox ,
ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

mX,x - {fa} S OX,J: | fm(x) = O}
Die Operationen sind wie folgt definiert

(U, f)+V.g9) = UNV, fluav + gluav),
(U, f)-(V,9) = (UNYV, fluav - glunv) und
AU, f) = (UAS).

Beweis. Die erste Aussage werden wir nicht iiberpriifen (Ubung). Man sollte da ins-
besondere iiberpriifen, dass die Definition von den Operationen von der Wahl eines
Repriisentants nicht abhédngt. Man tiberpriift auch, dass f,(z) = f(x) fir [(U, f)] = f.
héngt vom Repréisentant (U, f) von f, nicht ab.

Es gibt also ein surjektiver Ringhomomorphismus Ox , — k definiert durch f, —
fz(x). Der Kern ist My, also ist diese Menge ein Maximales Ideal. Wir zeigen jetzt,
dass f, invertierbar ist falls f, € Ox, \ Mx,. Sei (U, f) mit [(U, f)] = f.. Es
gilt f(z) = fo(x) # 0 also # € Dx(f). Daraus folgt, dass + € Ox(Dx(f)) und

f
g = [(Dx(f), %)] € Ox . Es gilt also

foge = (U, %)1 ((Dx(f), )] = [(U N Dx(f), 1)] = L.

Daraus folgt f, invertierbar mit Inverse g,. n
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Definition 8.5.5 Seien R und R’ zwei lokale Ringe mit maximale Ideale 9t und
M'. Ein Ringhomomorphismus @ : R — R’ heift Morphismus lokaler Ringe falls
D(M) C M.

Proposition 8.5.6 Sei ¢ : X — Y ein Morphismus algebraischer Varietéiten und
sei x € X. Dann induziert ¢ ein Morphismus lokaler Ringe

¢z Ovipa) = Ox

definiert durch @ ([(U, f)]) = [(¢"H(U), @* ()] = [(¢7(U), f o 9)].

Aufserdem, fiir Morphismen algebraischer Varietdten ¢ : X — Y und ¢ : Y — Z,
gilt (o ); = @i 0] .

Insbesondere, falls ¢ ein Isomorphismus ist, ist ¢} auch ein Isomorphismus.

Beweis. zuerst iiberpiifen wir, ob % wohl definiert ist. Seien (U, f) und (V, g) mit
(U, )] = [(V, g)]- Es gilt also ¢(z) € UNV und f|yav = gluvav. Es folgt z € ¢~ 1(UN
V) = ¢ H(U) N7 (V). Bs gilt auch o*(f)|o-1wav) = @ (9)l-1wnv) also ist o]
wohl definiert. Man iiberpruft leicht, dass es ein Ringhomomorphismus ist (Ubung).
Fiir (U, f)] = fo@) € Myp@ 8ilt f(z) = fow(p(z)) = 0 also gilt @} (fow)(@) =
(fow)(x) =0und ©;(fsw) € Mx,. Es folgt, dass ¢ ein Morphimus lokaler Ringe
ist.

Sei [(U, f)] € Oz (o)) Bs gilt

o) (U, N)]) = e~ 71 (U)), fovop)] = or([v ™ (U), fo))] = 03y (U, F)]).

Insbesondere, falls ¢ ein Isomorphismus ist setzen wir ¢» = ¢~!. Dann ist @/):)(x) das

*
Inverse von . n



9. Projektive Varietaten

9.1. Strukture Garbe einer projektiven
algebraischen Menge

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jede projektive algebraische Menge V' auch eine
algebraische Varietét ist. Dafiir denotigen wir eine Strukturgarbe iiber V.

Um diese Garbe zu definieren brauchen wir nur (Dank Lemma 7.3.6) die Garbe
fiir eine Basis der Topologie zu definieren. Wir werden die standardméfige offene
Teilmengen Dy (f), wobei f € T'p(V) homogen von positiver Grad ist benutzen als
Basis der Topologie.

Beispiel 9.1.1 Sei V =P, (k) und sei f = X, € k[Xj, -+, X,]. Dann setzen wir

P

Op, 10 (D*(Xo)) = {ﬁ | P homogen von Grad d} :

0

Ein Element f = %5 in Op, ) (D*(Xo)) definiert eine Funktion auf DT (X;): Sei
0

[€g ¢ <+ x,] € DT(Xp). Dann gilt zp # 0 und fiir [Azg : -+ : Ax,] ein weiteres

Reprisentant gilt

P(Azg, -+ Axn)  NP(xo, -, xy)

f( Lo, y AL ) ()\xO)d )\dl‘g

= f(;po’... 7$n)-

Wir wollen dieses Beispiel verallgemeinern.

Definition 9.1.2 Ein Ring R heifst Z-graduiert falls es eine Zerlegung

R=R.

ne”L
Lemma 9.1.3 Sei R ein graduierter Ring und sei f € R; homogen von Grad d.

Dann hat R[X,11]/(1 — X,41f) eine Z-Graduierung so, dass deg 4([X,+1]) = —d und
fir r € R, gilt deg,(r) = n. O
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Bemerkung 9.1.4 Der Grad von [X,, 1] ist durch die Gleichung 1—[X,,,1][f] fest ge-

Cgleben: es gilt 0 = deg4(1) = degA([Xth ]) = deg o ([Xnt1])+deg([f]) = dega([Xn+1])+

Beweis. Wir setzen A = R[X,,11]/(1 — X, 1 f) und A, = (aX} | a € R,y qx). Man
iiberpriift leicht, dass die eine Z-graduierung definiert. =

Definition 9.1.5 Sei R ein graduierter Ring und sei f € R; homogen von Grad d.
Sei A = R[X,,11]/(1 — X,,41f) mit der Z-Graduierung definiert im obigen Lemma.
Wir setzen Ry = Ao.

Bemerkung 9.1.6 Elemente in A sind der form

d

Z Xoa]* Z - f’“’

k=0

wobei a, a; € R fiir alle k. Homogene Elemente in A sind also der Form %, wobei a

fk )
homogen ist. Elemente in Ry = Ay sind also der Form

— mit a € Ry,.

fk
Definition 9.1.7 Sei V' eine projektive algebraische Menge und sei f € I'p(V') ho-
mogen von Grad d. Dann setzen wir

Ov(Dy(f)) =T(Dy(f), Ov) = Te(Dy(f)) = Te(V) ).

Bemerkung 9.1.8 Ein Element € Oy (D (f)) definiert eine k-wertige Funktion
auf Di(f): Sei P € k[Xp, -+, X,] homogen von Grad dk so, dass [P] = a € I'p(V).

Dann gilt fiir [zg : - : 2,] € D7 (f) und X # 0:
P(Axg, -+, Axy,) NdP (g0, -+ 2) a
Ao, A\xy) = - = — (20, , Tn).
0 X = e = (P e~ U0

Nach Lemma 7.3.6 geniigt es die Garbe Oy fiir eine Basis U der Topologie zu definie-
ren und dann zu zeigen, dass die folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(A) Fiir U, W € U mit W C U gilt (f € Oy (U) = flw € Oy (W)).

(B) Sei (U;)ser eine Uberdeckung von einer offenen Teilmenge U, wobei U, U; € U
fiir alle ¢ € I. Fiir jede Funktion f: U — M mit f|y, € Oy (U;) gilt f € Oy (U).

Proposition 9.1.9 Sei V' eine projektive algebraische Menge.

Die Zuordnung Di(f) — Oy (D{(f)) = Te(D{(f)) erfiillt die Eingenschaften (A)
und (B) vom Lemma 7.3.6.

Insbesondere gibt es eine eindeutig bestimmte Garbe Oy iiber V' mit

L(Dy(f), Ov(Dy(f))) = Ov(Dy(f)) = Te(DV(f)) = Te(V)p).
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Beweis. Sei U die Familie aller stadardméfigen offenen Teilmengen. Wir zeigen (A):
Fir U W € U mit W C U gilt (f € Oy(U) = flw € Oy (W)).

Seien also f,g € I'p(V) homogen mit W = Di’(g) € U = D{(f). Daraus folgt
Ve(Ip(V)+(f)) = VWVe(f) € VNVa(g) = Ve(Ip(V)+(g)). Seien P, Q € k[ Xy, - - -, X;)]
mit [P] = f und [Q] = ¢ in I'p(V). Es gilt (Nullstellensatz) /Ip(V)+ (P) D
VIp(V) + (Q). Insbesondere gibt es ein » > 1 mit Q" € Ip(V) + (P) also gibt es
ein h € I'p(V') mit g" = fh.

Sei 4 € [e(Dy(f)) wobei a € T'p(V) homogen vom Grad k deg(f) ist. Es gilt

a ah®
F = W S FP<D\J;(9))-

Wir zeigen jetzt (B): Sei (U;)ier eine Uberdeckung von einer offenen Teilmenge U,
wobei U, U; € U fiir alle ¢ € I. Fiir jede Funktion ¢ : U — M mit ¢|y, € Oy (U;) gilt
Y € Oy (U). Sei U = D{(f) und seien U; = Dy (fi) so, dass (U;)ies eine Uberdeckung
von U ist. Da U quasi-kompakt ist durfen wir annehmen, dass I endlich ist. Sei
¢ : Di?(f) — k eine Funktion so, dass ¢y, € Oy (U;). Es gibt also a; € I'p(V) und
r >0 mit Y|y, = % (da es nur endlich viele i € I gibt konnen wir, die gleiche Zahl

r fiir alle 9|y, nehmen). Da (U;);c; eine Uberdeckung von U ist folgt

VO Ve(f:) CV VRS CVNVE(f).

el

Es folgt

iel

VEV T () c VEV) T () \/rp<v> ().

Da [ endlich ist, gilt

\/fp<v> 300 - \/1P<v> 30U

iel el
und es folgt, dass es ein N gibt mit f~ € 3", (f7™) also

fN = Z bif;+17
il
wobei b; € T'p(V'). Sei

. Ziel a;b; f;

Y € T(Dy(f)) = Ov(UV).
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Wir zeigen, dass ¢

v, = ¥|y,. Daraus folgt 1) = ¢ und die Aussage. Es gilt % UinU; =
;—J{; vinu,- Es folgt (aiff — a;f)|v.au; = 0. Daraus folgt fif;(a:f] — a;ff) = 0 als
Funktion iiber U also a; f{ ' f; = a; ;™ fi. Es gilt also

_ Zerbili

Ui_’l/}

' v, — N O

_ Zjelajbjfjffﬂ—aififN

N N
S eraibifif T —aififN

N N
aifi ZjEI bjf;+1—aififN

- Nf1?"+1

_ aififN—aififVN _ 0

= St =0

Daraus folgt die Aussage. .

9.2. Projektive algebraische Varietiaten

Proposition 9.2.1 Sei V eine projektive algebraische Menge. Dann ist (V, Oy) eine
algebraische Varietét.

Definition 9.2.2 Sei V eine projektive algebraische Menge. Die algebraische Varie-
tat (V, Oy ) heift projektive algebraische Varietit.

Fiir U C V eine offene Teimenge ist (U, Oy|y) eine algebraische Varietit. Eine solche
Varietit heiflt quasi-projektive Varietét.

Definition 9.2.3 Falls (X, Ox) eine affine Varietit ist und U C X eine offene Tei-
menge ist (U, Ox|y) eine algebraische Varietéit. Eine solche Varietit heift quasi-
affine Varietit.

Beweis. Angenommen (I, (k), Op, (k) eine algebraische Varietét ist, zeigen wir, dass
(V, Oy ) eine algebraische Varietit ist fiir jede projektive algbraische Menge V' C P, (k).
Dafiir zeigen wir, fiir jedes f € I'p(V') homogen, die Gleichung

JU offen in P, (k) mit D{>(f) C U und
FOAY — d e DF v
Ov(Dy(f)) = {g Dy (f) = k| 3h € Op, 4o(U) mit h‘D(;(f) - :

Falls diese Gleichung gilt, folgt, dass Oy die von einer abgeschlossenen Teilmenge
einer algebraischen Varietéit induzierte Garbe ist und also, dass (V,Oy) eine alge-
braische Varietit ist.

“C” Sei F' € I'p(P,(k)) = k[Xo,---,X,] homogen mit [F] = f € I'p(V) und also
mit deg(F) = deg(f) . Ein Element in Oy(D{}(f)) ist der Form & mit a € I's(V)
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vom Grad kdeg(f). Sei A € k[Xo,---,X,] homogen mit a = [A] € T'p(V). Es gilt
deg(A) = deg(a) = kdeg(f) = kdeg(F'). Daraus folgt

a
7

“37 Sei g : DY (f) — k so, dass es eine offene Teilmenge U C P, (k) gibt mit D>(f) C
U und ein h € Op,4o(U) mit h|pe,) = g. Sei D™ (F;) eine Uberdeckung von U
mit F; homogen und f; = [F] € I'p(V). Es gilt h|p+r) € Op, (D (F)) also gilt

h|p+ (k) = =% fiir ein A; homogen von Grad N; deg(F) Es folgt
Ai a;
9logpnorry = o) = £t loyinnos ) = FRlopgnog -

wobei a; = [A;] € Tp(V). Es folgt 9lps o+ € Oy (D (f)ND*(F;)) und g €
Oy (Di:(f)). Daraus folgt die obige Gleichung.

Wir zeigen jetzt, dass (P, (k), Op, ) eine algebraische Varietét ist. Da (D*(X}))icjo.n)
eine offene Uberdeckung von PP, (k) ist genugt es zu, zeigen, dass (DT (X;), Op, (k)| p+(x:))

eine affine algebraische Varietét ist. Im folgenden Lemma zeigen wir diese Aussage
fiir D*(Xy). Der Beweis fiir D*(X;) ist analog. -

Lemma 9.2.4 Die Abbildung ¢ : A, (k) = D*(Xj) definiert durch ¢(zq,--- ,2,) =
[1:2y:--:x,] ist ein Isomorphismus geringter Rdume. O

Beweis. Wir wissen schon, dass diese Abbildung eine Bijektion ist mit Inverse v

definiert durch
W([zo : L xy)) (3707 , ﬂfo) )

Wir betrachten der Dampferoperator
b k[Xo, o, X = K[, X

definiert durch b(P)(Xy, -, X,) = B(X1,- -+, X,) = P(1, Xy, -+, X,,). Dies ist ein
Ringhomomorphismus mit Kern (X, — 1). Fiir P homogen von Grad d gilt

(Xl Xn) P(X07 7Xn)
B, = )

o T
Wir betrachten auch die Rautenoperation. Diese Operation bildet k[X7,--- | X, ] auf
k[Xo, -+, X, aber ist kein Ringhomomorphismus. Fiir p € k[X7, -+, X,,] von Grad

d setzen wir

X X,
P(Xo, -, Xn) = Xp ( ! )

X, X,
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Man zeigt (Ubung), dass p* ein homogenes Polynom ist.

¢ und 1 sind stetig. Sei DT(F) C D" (X,). Es gilt ¢~ (D™
ist stetig. Umgekehrt, sei D(f) C A, (k). Es gilt v~ 1(D(f)) =
offen in DT (Xj).

(F)) = D(£}) und ¢
D*(Xy) N D¥(f1) ist

¢* und ¥* sind Morphismen von Garben. Sei F' € k[ Xy, -+, X,,] homogen. Es
gilt DY(F)N D™(Xo) = D*(FX,). Wir zeigen, dass
¢ Op,00(DT(FX0)) = On,0(D(F)) und 9 = Op,00(D(F})) = Ok, (D" (FXo)).

Sei G € OPn(k)(D+(FXO)) Dann gibt es A € k[Xy, -, X,] homogen von Grad
k(deg F + 1) mit G = Es folgt

X’ka

(G = ¢ (i) b 0,.0(D(B)).

XEFE)  FF
Sei g € Oa,40(D(F3)). Dann gibt es a € k[Xy,---, X,,] mit g = %. Es folgt
X Xn
1/}*< ) 1/1*< : ) Q(X—(l),"' ’X_()) X(I)Cﬁaﬁ(XOW" aXn)
g) = — = = )
Ff <Fb (& &))k X& (F)H(Xo, - - - ’Xn))k
Xy ’ Xo
wobei a = deg(a) und B = deg(F},). Man iiberpriift aber leicht die Eigenschaft

(Ubung): Fiir P € k[Xo, -+, X ] homogen und r die maximale Potenz von X, die P
teilt, gilt
P(XOa Tt 7Xn) - Xg(Pb)ﬁ(X07 e aXn)

Daraus folgt F/(Xg,- -+, X,,) = X§(F)* (Xo, -+, X,) und

X(]]gﬁaﬁ(Xm e 7Xn) _ X(I)CﬁJrkraﬁ(XOv e 7Xn)
Xél ((Fb)ﬁ(XOa 7Xn))k XgF(X07 7Xn)k

W (g) = € Op, 1 (D™(FXo)).

Wir zeigen ¢* o 9* = Id und ¢* o p* = Id. Sei g € Oy, 1 (D(F})). Dann gilt

* * * X Tp
((p 01/1 (g))('rlu wxn) = (,l/} g)<17x17"' wxn) :g(Tlu 7T) :g(xh"' wxn)-
Sei G € O]pn(k)(DJr(FXQ)) der Form
A
¢= XEFk

mit A homogen von Grad deg(A) = d = k(deg(F) 4+ 1). Ohne Einschréinkung kénnen
Wir annehmen, dass X, die Polynome A und F nicht Teilt. Es folgt deg(A4,) = deg(A)
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und deg(F,) = deg(F). Es gilt

(0% 0 (@)wo,+w0) = (°G) (2,0, 22)
(15 m)

)z o

_ 235 deg(Ab)(Ab)u(x07"'7$n)
1’“2:5 deg(Fb)((Fb)ﬁ(l‘O,'“7$n))k
_ _A(zo,,zn)
g F(z0, 0 zn)k
:G(x(]’-~- ’xn).
Damit folgt die Aussage. n

Bemerkung 9.2.5 Die Varietiit P, (k) ist irreduzibel: es gibt eine offene Uberde-
ckung (D*(X;))ico,n), wobei alle offene Teilmenge irreduzibel sind (isomorph zu
A,(k)) und DF(X;) N D¥(X;) # (. Die Aussage folgt aus Ubung 5, Ubungsblatt
2 per Induktion nach n.

Man kann auch den folgenden Satz zeigen (Siehe Ubungsblatt 10):

Proposition 9.2.6 Es gilt I'(IP,(k), Op, k) = Op, 1) (Pr(k)) = k.

Mit anderen Worten: Im projektiven Raum gibt es nur Konstanten als globale regu-
lare Funktionen.



Teil IV.

Geometrie algebraischer Varietaten



10. Tangentraume

In der algebraischen Geometrie arbeiten wir mit beliebiegen Korpern. Insbesondere
gibt es im algemein keine kleine Elemente € im Korper k wie mit reelle oder komplexe
Zahlen. Wir werden dies ersetzen durch eine formale Variable € die kiinstlich sehr klein
sein wird: €2 is so klein, dass wir einfach setzen £? = 0.

10.1. Tangenraum einer affinen algenbraischen
Menge

Sei V' C A, (k) eine affine algebraische Menge und sei v = (vy,--- ,v,) € V.
Definition 10.1.1 Sei ¢ eine Variable mit ¢ = 0.
Der Tangentraum 7,V von V bei v ist die Menge

T,V ={w = (wy, - ,wy,) € K" |P(v+ew) =0 fiir alle P € I(V)}.
Beispiel 10.1.2 Sei V = V(Y — X?) C Ay(k). Dann gilt v = (0,0) € V. Es gilt

T,V ={w=(z,y) €k®| (ey — 0) — (22 — 0)2 = 0}
={w=(x,y) €k | ey =0}
={w=(z,y) ek [y=0}.

Dies ist die Tangentgerade der Parabola.

Beispiel 10.1.3 Sei SL,, = V(det —1) C M, (k). Dann gilt I,, € SL,,. Es gilt

Tr,SL, ={M € M,(k) | det(I, +eM) =1}
={M € M, (k) | det(I,)+ eTr(M) =1}
={M € M, (k) | Tt(M) = 0} = sl,,(k).

Dies ist die Liealgebra von SL, (k).

Beispiel 10.1.4 Sei V = V(X —YZ,Y? - XZ Y — Z?) C Az(k). Dann gilt v =
(0,0,0) € V. Es gilt T,V = {w = (z,y,2) € k¥ | x = y = 0}

Beispiel 10.1.5 Sei V = A, (k) und v € V. Dann gilt 7,V = k™.
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Beispiel 10.1.6 Sei V = V(Y% — X3) C Ay(k) und v = (0,0) € V. Dann gilt
T,V = k2.

Proposition 10.1.7 Sei V eine algebraische Menge und v € V. Dann ist T,V ein
k-Unterraum von k.

Beweis. Sei v = (vq,---,v,) und sei P € I(V). Wir schreiben P als Polynom in
Xy —vg,-, X, — v, Es gilt

s

Sei w = (wy, -+ ,w,) € k™. Wir setzen v+cw in P ein i.e. wir ersetzen X; —v; mit cw;.
Da % = 0 veschwinden alle Terme von Grad grosser gleich 2. Da P(vy, -+ ,v,) = 0
bleiben nur die Termen von Grad 1 iibrig:

awy + -+ + apw, = 0.
Daraus folgt, dass T,V ein Unterraum von k™ ist. n

Bemerkung 10.1.8 Jede Gleichung f € T'(V) gibt eine Gleichung f(v + ew) = 0
und davon eine lineare Gleichung fiir 7;,(V'). Diese Gleichung ist gegeben durch

0=d,f(w iwl vl,---,vn).

10.2. Derivationen

Definition 10.2.1 Sei V' C A, (k) eine algebraische Menge und v € V.

1. Eine Derivation von V bei v ist eine k-lineare Abbildung D : I'(V) — k so,
dass

D(fg) = f(v)D(g) + g(v)D(f)
fir alle f,g € T'(V).

2. Wir schreiben Der(V, v) fiir die Menge aller Derivation.

Bemerkung 10.2.2 Eine Derivation D € Der(V,v) von V' bei v induziert eine De-
rivation D : k[ X7, ---, X,] = k definiert durch D(P) = D([P]). Fiir diese Derivation

gilt D(PQ) = P(v)D(Q) + Q(v) D(P).
Fiir P € I(V) gilt D(P) = D([P]) = D(0) = 0.

Proposition 10.2.3 Es gibt ein Isomorphismus Der(V,v) ~ T, (V).
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Beweis. Seien ¢ : Der(V v) — T,(V) und ¢ : T,(V) — Der(V,v) definiert durch
©(D) = (D(X,),---,D(X,)) (wobei D : k[Xy,---,X,] — k die von D induzierte
Derivation) und D = t(wy, - -+ ,w,) die Derivation definiert durch:

_ Zwi%<vl, o) = dy(f) ().

Wir zeigen, dass beide Abbildungen wohl definiert und inverse von einander sind.
Sei w = (D(X4),---,D(X,)), wobei D € Der(V,v) und D :k[Xy, -, X,] — k die
induzierte Derlvatlon ist. Sei P € I(V). Es gilt D(P) = 0 aber auch

OZD(P):ZD(X,)S)}; v sz 1)1,--- ).

=1

Dies ist die von P(v + cw) = 0 induzierte lineare Gleichung vom Tangentraum 7,V .
Daraus folgt (wq,- - ,w,) € T,(V) und ¢ is wohl definiert.

Andersrum, sei w = (wy, -+ ,w,) € T,V und sei D = ¢ (w). Wir iiberpriifen, dass
D auf I'(V) wohl definiert ist i.e. D(P) = 0 fiir P € I(V). Dies ist nochmal die von
P(v+ ew) = 0 induzierte lineare Gleichung vom Tangentraum. Daraus folgt, dass 1
wohl definiert ist.

Sei w € T,V und D = ¢)(w). Es gilt
Umgekehrt sei D € Der(V,v) und w = ¢(D). Es gilt

VD)) = 6N = Y wig o+ o) = D DO+ )

Daraus folgt ¢ (¢(D))(f) = D(f) und die Proposition. -

10.3. Deformationen

Wir geben jetzt eine Definition dank geringten Raumen.
Definition 10.3.1 Sei k ein Korper.
1. Wir setzen k[e] = k[X]/(X?).

2. Wir setzen Spec(k[e]) = ({*}, Oysy), wobei {x} die einelementige Menge ist und
die Garbe Oy, durch

Ospeckie)) ({}) = kle]
definiert ist (die Menge {*} hat nur eine nicht leere offene Teilmenge: {*}) und mit
Ospec(kie])(0) = 0.
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Bemerkung 10.3.2 Der geringte Raum Spec(k|e]) ist keine Varietdt (z.B. ist der
lokal Ring Ospec(ke]),« nicht reduziert). Es ist aber ein Schemata. Schemata sind die
Objekte der algebraischen Geometrie.

Bemerkung 10.3.3 Die einelementige Menge {x} definiert auch ein geringter Raum
Spec(k) = ({*}, Ospec(x)), Wobei

Ospeco ({*}) =k
und OSpec(k)((b) = 0.
Bemerkung 10.3.4 Sei (X,Ox)V eine algebraische Varietdt. Ein Punkt xz € X

ist gegeben durch einen Morphismus geringter Raume ¢, : Spec(k) — (X, Ox) mit
ty(*) = x. Fiir U C X offen haben wir

. _ k firzeU
2 Ox(U) = Oy (0 (U)) = { fir

0 sonst,
wobei ¢} ;(f) = f(x) fiir z € U.

Bemerkung 10.3.5 Der geringte Raum Spec(k) ist ein Unterraum von Spec(k[e]).
Die Einbettung j : Spec(k) — Spec(k[e]) ist definiert durch j(x) = % (Identititab-
bildung fiir Punkte) und j7,, : k[e] — k ist die kanonische Projektion zum Quotient
modulo das Ideal ().

Definition 10.3.6 Sei (X, Ox)V eine algebraische Varietit und sei z € X.

Eine Deformation von X bei x ist ein Morphismus geringter Radume

v+ (Spec(kle]), Ospeciiiel)) = (X, Ox)
mit g o j = 1,. Def(X, x) ist die Menge aller Deformationen von X bei z.

Proposition 10.3.7 Sei V' eine algebraische Menge und v € V. Dann gibt es Iso-
morphismen von k-Vektorraume:

T,V ~ Der(V,v) ~ Def(V, v).

Beweis. Der erste Isomorphismus haben wir schon bewiesen, wir zeigen die zweite.
Wir definieren @ : Def(V,v) — Der(V,v) wie folgt: Sei ¢ € Def(V,v). Dann haben
wir ein Ringhomomorphismus ¢* : T'(V) = Oy (V) = Ogpec(iie)) (Spec(ke])) = k[e]
der Form ¢*(f) = A(f) +eD(f). Wir setzen @(p) =D : I'(V) — k.

Wir zeigen, dass D eine Derivation ist. Man iiberpriift leicht, dass D linear ist. Da
Qo =ty gilt A(f) = 7*0"(f) = tu(f) = f(v). Da ¢* ein Ringhomomorphismus ist,
gilt

f)gv) +eD(fg) = ¢*(f9) = ¥ (N¢*(9) = (f(v) +eD(f))(g(v) +£D(g)).
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Daraus folgt, dass D eine Derivation ist.

Sei D € Der(V,v). Wir definieren ¥ (D) : Spec(k[e]) — (V, Oy ) wie folgt. Wir setzen
¥ (D)(*) = v. Um ein Morphismus von Garben ¥(D)* : Oy — Ogpec(kje)) 21t definieren
geniigt es mit standardméRigen offenen Teilmengen Dy (f) zu arbeiten. Wir setzen

P(D),i5): OVD() = Ospetin(™ (D) = { 7 T S 70

a a(v) a
(DG — ) = +eD (—)
(D) (f) fo)r fr
fiir v € U. Man iiberpriift, dass dies ein Morphismus geringter Raume ist: fiir

Dy (g) C Dy(f) gibt es ein h € D(V) mit fh = g*. Es folgt a/f"|p, (g = ah”/¢"" die
Derivationen iibereinstimmen.

wobei

Wir zeigen jetzt, dass @ und ¥ inverse voneinander sind. Offenbar gilt ®(¥ (D)) = D.
Sei ¢ € Def(V,v). Als Abbildungen sind ¢ und ¥(&(y)) gleich. Da ¢* ein Ringhomo-
morphismus ist gilt

1=y (£) =t (3) =+ 2Dt (7):
Daraus folgt

d G) = 760 P = 7+ P G) und (f_) = Fp +eP (f_> |

Es folgt

Es gilt also ¥ (®(p)) = ¢. -

10.4. Differential

Lemma 10.4.1 Seien X C A, (k) und Y C A,,(k) algebraische Mengen und sei
¢ : X — Y ein Morphismus algebraischer Varietiten (i.e. eine reguldre Abbildung).
Seien x € X,y = p(z) € Y und ¢ = (1, -+, pm) mit ¢; € T'(X) fiir alle ¢ € [1,m]
die Komponenten von ¢.

Seien Py, -+, P, € k[ Xy, -, X,] mit [P;] = ¢; € T'(X) fiir alle i € [1,] und sei

0P,
A= ( Z(af)) :
0X; i€[1,m],j€L,m]

Dann ist d,p : T, X — T,Y mit dyp(w) = Aw wohl definiert und héngt von der
Wahl von (Py, - -+, P,,) nicht ab. 0
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Beweis. Sei w € T, X. Wir zeigen, dass d,p(w) € T,Y. Sei also P € I(Y) und sei
& A, (k) = A, (k) die Abbildung definiert durch ® = (Py,---, P,,). Es gilt &|x = ¢

und

Ply + eduip()) = dgia) Pldaiplw0) = doiay P(duB(w0) = du(P o B)(w).
Es gilt aber Po® = ¢*P € I(X) und also d,(P o ®)(w) = 0. Es folgt d,o(w) € T,)Y.
Seien Q1,- -+, Q. € I(X) und seien

B— (M(@) und C' = (an (x)) .
8Xj i€[l,m],j€[1,n] aXi i€[l,m],j€[1,n]

Es gilt Bw = Aw + Cw. Da d,Q;(w) = 0 fiir alle 4, folgt Cw = 0 und die Aussage.m

Definition 10.4.2 Seien X C A, (k) und Y C A,,(k) algebraische Mengen und sei
¢ : X =Y ein Morphismus algebraischer Varietéten. Seien x € X, y = ¢(x) € Y.

Die Abbildung d,¢ : T, X — T,Y definiert im obigen Lemma heift Differential
von ¢ bei z.

Lemma 10.4.3 Seien X C A,(k) und Y C A,,(k) algebraische Mengen und sei
¢ : X = Y ein Morphismus algebraischer Varietéten. Seien x € X, y = ¢(x) € Y.

Sei D € Der(X, z). Dann ist D o ¢* : ['(Y) — k eine Derivation von Y bei y. O

Beweis. Wir iiberpriifen nur, dass (D o ¢*)(fg) = f(y)(D o ¢*)(g) + g(y)(D o ©*)(f)
gilt fiir alle f,g € I'(Y). Es gilt

Definition 10.4.4 Seien X C A, (k) und Y C A,,(k) algebraische Mengen und sei
¢ : X — Y ein Morphismus algebraischer Varietéten. Seien x € X, y = ¢(x) € Y.

Wir setzen Der(p, x) : Der(X,z) — Der(Y,y) mit Der(p,z)(D) = D o ¢*.

Proposition 10.4.5 Seien X C A, (k) und Y C A,,(k) algebraische Mengen und sei
¢ : X = Y ein Morphismus algebraischer Varietéten. Seien x € X, y = ¢(x) € Y.

Dann gibt es ein kommutatives Diagramm

T,X —2 Ty

| |

Der(X, z) — Der(Y,y),

Der(p,z)

wobei die vertikale Abbildungen die Isomorphismen vom Proposition 10.2.3 sind.
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Beweis. Ubung. n

Definition 10.4.6 Sei ¢ : X — Y ein Morphismus algebraischer Varietiten. Sei
reXundy=p(x) €Y.

Wir setzen Def(p, ) : Def(X, z) — Def(Y, y), wobei Def(p, z)(¢)) = @ 0.

Proposition 10.4.7 Seien X C A, (k) und Y C A,, (k) algebraische Mengen und sei
¢ : X — Y ein Morphismus algebraischer Varietéiten. Seien z € X, y = ¢(x) € Y.

Dann gibt es kommutative Diagramme
T,X —2 T,y

Il

Der(X, z) — Der(Y,y),

[

Det (X, 2)5 o= Det (Y, y),

wobei die vertikale Abbildungen die Isomorphismen vom Proposition 10.3.7 sind.

Beweis. Wir zeigen, dass das zweite Diagramm kommutativ ist. Die horizontale Ab-
bildung Def(X,z) — Der(X,z),¢ +— D ist wie folgt definiert. Sei ¢» € Def(X, z).
Dann ist ¢* : T'(X) — k[e] ein Ringhomomorphismus mit ¢*f = f(z) + D(f).

Umgekehrt ist die Abbildung Der(X, z) — Def(X, z), D — 9 wie folgt definiert. Sei
D € Der(X,z). Wie im Beweis vom Proposition 10.3.7 gezeigt, gilt ¢)(x) = = und
V*(f) = f(v)+eD(f) fiir f € T'(X). Dies ist geniigend um v eindeutig zu definieren.

Sei ¢ € Def(X,z) und D € Der(X,x) die zugehorige Derivation. Wir setzen ¢ =
Def(p, z)(1)) = ¢ o p € Def(Y,y) und D’ € Der(Y,y) die zugehorige Derivation. Es
geniigt zu zeigen, dass D’ = Der(p, z)(D). Sei f € I'(Y). Es gilt

f) +eD'(f) = C(f) = 47" f) = ¢ f(2) + eD(@"f) = f(y) + eDer(ep, 2)(D)(f)-
Daraus folgt D" = Der(p, z)(D). -

Proposition 10.4.8 Seien ¢ : X — Y und ¢ : Y — Z Morphismen algebraischer
Varietéten. Seien x € X und y = ¢(x) € Y.

Dann gilt Def(¢), y) o Def(p, x) = Def(¢) o , z) und Def(Idx, z) = Idpes(x,q0)-
Beweis. Ubung. n

Korollar 10.4.9 Seien ¢ : X — Y und ¢ : Y — Z Morphismen algebraischer
Varietiaten, wobei XY, Z algebraische Mengen sind. Seien x € X und y = ¢(z) € Y.

Dann gilt Der(¢,y) o Der(p, z) = Der(y o ¢, x), dyp o dyp = d,(¢ o) und auch
DeI'(Idx, ZL‘) = IdDer(X,x); dedX = Idex.
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10.5. Tangenraum einer algebraischen Varietat

Lemma 10.5.1 Sei X eine algebraische Varietdt und sei x € X. Sei U C X offen
mit x € U. Dann gilt Def(U, x) ~ Def(X, z). O

Beweis. Sei t: U — X die Einbettung. Es ist ein morphismus algebraischer Varieti-
ten. Wir zeigen, dass die Abbildung Def(¢, z) ein Isomorphismus ist.

Seien ¢, € Def(U, x) mit Def (¢, x)(¢) = Def(¢, x)(¥). Es gilt p(x) = z = 1(x). Sei
V' C U offen. Es git Oy (V) = Ox (V) also gilt ¢}, = Def(¢, z)(¢); = Def (e, 2)(¥)} =
Yy, Daraus folgt ¢ = 1.

Sei jetzt ¢ € Def(X, z). Wir definieren ¢ € Def(U, x) wie folgt. Wir setzen ¢ (%) = x
und fiir V' .C U offen setzen wir ¢} = ¢} : Ox(V) = Op(V) = Ospecie) (¢ H(V)) =
Ospec(k[g])(@/)fl(‘/)). Es gilt Def(¢, x)(¢) = .

Korollar 10.5.2 Sei X eine algebraische Menge und sei x € X. Sei U C X offen
mit x € U. Dann gilt 7,U ~ T, X und Der(U, z) ~ Der(X, z).

Definition 10.5.3 Sei X eine algebraische Varietit und x € X. Der Tangentraum
von X bei x ist

T, X = Def(X, ).
Bemerkung 10.5.4 Sei X eine algebraische Varietdt und x € X.

1. Fiir X eine algebraische Menge stimmt die obige Definition mit der Definition
10.1.1 modulo Isomorphismus iiberein.

2. Um T,X zu bestimmen, kann man X mit einer affinen offenen Teilmenge V C X
mit x € V ersetzen. Insbesondere kann man auch Derivationen oder Polynomiale
Gleichungen benutzen um 7, X zu bestimmen.

10.6. Lokale Ringe

Proposition 10.6.1 Sei X eine algebraische Varietdt und x € X.

1. Falls X eine algebraische Menge ist und 9t = Ix(x) C I'(X) das von x definierte
maximale Ideal gilt
T,X = ().

2. Sei Ox, der lokale Ring von X bei  und 9y, sein maximales Ideal. Dann gilt
T,.X ~ (Mx,/M3%,)" .

Insbesondere hingt 7, X nur vom lokalen Ring Ox . ab.



Beweis. 1. Sei D € Der(X,x). Seien P,Q € M = Ix(x). Es gilt P(z) = 0 = Q(x)
also

D(PQ) = P(z)D(Q) + Q(z)D(P) = 0.
Fiir die lineare Abbildung f = Dlspy : 9T — k gilt also 52312 C Ker(f). Daraus folgt,
dass es eine lineare Abbildung f : 9/9M? — k gibt mit f([Plonz) = f(P) = D(P).
Wir definieren @ : Der(X,z) — (9/9M)" durch ¢(D) = f.

Umgekehrt, sei f : 9/9M% — k eine lineare Abbildung und sei f : 9 — k die
induzierte Abbildung definiert durch f(P) = f([P]on2)-

Fir P € I'(X) setzen wir D(P) = f(P — P(z)). Dies ist wohl definiert, weil (P —
P(z))(z) = P(x) — P(z) =0 also P — P(x) € 9. Es gilt

PQ — P(r)Q(z) = (P - P(2))(Q — Q(z)) + P(x)(Q — Q(x)) + Q(x)(P — P(x)).

Da f(9M*) = 0 und f linear ist, folgt D(PQ) = f(PQ — P(x)Q(x)) = f(P(x)(Q —
Q(x)) + Qx)(P — P(z)) = P(2)f(Q — Q(x)) + Q) f(P — P(z)) = P(z)D(Q) +

Q(z)(P). Also gilt D € Der(X,z) und wir setzen ¥(f) = D.
Wir zeigen, dass @ und ¥ Inverse von einander sind.

Sei D € Der(X,z). Es gilt
W(®(D))(P) =¥ (f)(P) = f(P— P(x)) = D(P — P(x)) = D(P — P(z)D(1).

Aber es gilt auch D(1) = D(1%) = 1(z)D(1) + 1(z)D(1) = 2D(1) und es folgt
D(1) = 0. Es gilt also ¥(?(D))(P) = D(P) und ¥(®(D)) = D.

Sei f:9/M? — k und P € M. Es gilt
(¥(f))([P]) = 2(D)([P]) = D(P) = f(P - P(x)) = f(P) = f([P]).

Es gilt also ®(#(f))([P]) = f([P]) und ¢(¥(f)) = f.

2. Sei V eine affine offene Teilmenge von X mit x € V. Es gilt T,V ~ T, X. Sei
M = I(V) € T'(V). Es gibt es eine k-lineare Abbildung ¢ : MM — My ,/M%
definiert durch ¢(f) = [(V, f)lanz . Wir zeigen, dass dies eine wohl definierte lineare
die Abbildung 9t/9M? — My ./ sm?m induziert und dass es ein Isomorphismus ist.

Fir f € M gilt [(V, f)] € Mx., weil f(xz) = 0. Seien f,g € M. Es gilt [(V, fg)] =
(V. D)V, g)] € M%, und also o(fg) = [(V, f9)lmz. = 0. Die Abbildung ist wohl
definiert. ’

Sei f € Ker(p) C 9. Es gilt [(V, f)] € M5, also gibt es eine standardméfige offene
Teilmenge z € Dy(g) C V und a,b € I'(Dy(g)) mit [(V, )] = [(Dv(9), flpy ()] =
[(Dy(g),a)][(Dy(g),b)]. Es folgt f|p, ) = ab. Es gibt aber A, B € I'(V) mita = A/g"
und b = B/g" also gilt f = AB/g"**. Es folgt fg"** = AB € 92 Da x € Dy(g)
folgt g(x) # 0 und also g"** & 9. Da 9 maximal ist folgt, dass es ein ¢ € T'(V) und
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ein m € M gibt mit 1 = ¢g" *c +m. Bs folgt f = fg" ™"  + fm = AB + fm € 92
Die Abbildung ¢ ist injektiv.

Sei [(U, f)] € Mx . Dann gibt es eine affine standardméfkige offene Teilmenge = €

Dy(g) < V mit Dy(g) € U und [(U, /)] = [(Dv(9), flpy()]- Es gilt flpy() €
[(Dy(g)) also gibt es a € I'(V) mit f|p, () = a/g*. Es gilt 0 = f(z) = a(x)/g(z)*
also a(z) = 0 und a € M. Da ¢g* ¢ M, gibt es ein ¢ € T'(V) \ M und ein m € M
mit 1 = gFc+m. Dam € M gilt 1 —m & M also [(Dy(g),1 — m)] € Mx,, und
[(Dv(g),1/(1 —m))] € Ox,. Es folgt, dass

(Dv(9), ac + acm/(1 —m))] = [(Dv(9), ac/1 — m)] = [(Dv(9), a/g")].

Da a,m € M folgt [(Dy(g),acm/(1 —m))] € M% , und also

plac) = [(Dy(g), ac)lms, , = [(Dv(9),a/9")ms, . = [(Dv(9), flpy(5))loms, ,

und ¢ ist surjektiv. -



11. Dimension

11.1. Topologische Dimension

Definition 11.1.1 Sei X ein topologischer Raum.

Die Dimension dim X von X ist die maximale Zahl n so, dass es eine Kette
X, 2 -+ 2 Xp mit X; irreduzibel und abgeschlossen in X.

Falls es keine maximale solche Zahl setzen wir dim X = oo.

Proposition 11.1.2 Sei Y C X.
1. Dann gilt dimY < dim X.

2. Falls Y abgeschlossen mit Y C X ist und falls dim X < oo und X irreduzibel ist,
gilt dimY < dim X.

Beweis. 1. Sei Yy € --- C Y, eine Kette von irreduziblen und abgeschlossenen Teil-
mengen in Y. Sei X; = Y; der Abschluss von Y; in X. Dann ist X, C --- C X,
eine Kette von irreduziblen und abgeschlossenen Teilmengen in X. Es folgt dimY <
dim X.

2. Sei Yy € --- C Y, eine maximale Kette von irreduziblen und abgeschlossenen
Teilmengen in Y. Dann ist Yy € --- C Y,, € X eine Kette von irreduziblen und
abgeschlossenen Teilmengen in X. Es folgt dimY < dim X. m

Definition 11.1.3 Sei X ein topologischer Raum endlicher Dimension und set Y C
X. Die Kodimension von Y in X ist dim X —dimY.

Proposition 11.1.4 Sei X ein topologischer Raum und seien Xi,---, X, abge-
schlossen in X mit

Dann gilt dim X = sup, dim Xj.
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Beweis. Da X; C X gilt dim X; < dim X also sup,dim X; < dimX. Sei d =
sup,; dim X;. Falls d = oo ist die Aussage klar. Sei also d < oc.

Falls dim X > d, sei Fy € --- € Fy4q eine maximale Kette von abgeschlossenen
irreduziblen Teilmengen von X. Es gilt Fy,1 = U;(X; N Fyi1). Da Fyyy irreduzibel
ist, gibt es ein ¢ mit Fy,; = X; = Fy,; und also Fy; C X;. Es folgt dim X; > d + 1.
Ein Widerspruch. n

Korollar 11.1.5 Fiir X eine algebraische Varietit und Xy, ---, X, die irreduzible
Komponenten von X gilt dim X = sup, dim Xj.

Insbesondere um die Dimension zu bestimmen kann man X irreduzibel annehmen.

11.2. Algebraische Definition

Definition 11.2.1 Sei A ein Ring.

Die Krullsche Dimension KdimA ist die maximale Zahl n so, dass es eine Kette
I, € ---C Iy C A, wobei (1;)c|o,, Primideal von A sind.

Beispiel 11.2.2 Sei A = k[X7,- -, X,,]. Dann gilt KdimA > n: wie haben die Kette
(0)C (X)) S C (Xisee . Xa) C A

Proposition 11.2.3 Sei V eine algebraische Menge. Es gilt dim V' = Kdim I'(V).

Beweis. Folgt aus dem Nullstellensatz: es gibt eine kontravariante Bijektion zwischen
Primideale in G(V') und irreduzible abgeschlossene Teilmengen in V. n

11.3. Transzendenzgrad

In diesem Abschnitt werden wir keine Beweise geben. Die Beweise werden wir néchs-
tes Semester in der Vorlesung kommutative Algebra geben.

Definition 11.3.1 Sei K C L eine Erweiterung von Koérpern und sei A C L eine
Teilmenge.

Die Teilmenge A heifst algebraisch unabhingig falls gilt: fiir jede endliche Teilmen-
ge {z1, -+ ,2,} C A und jedes Polynom P € K[Xy,--,X,] mit P(xqy, -+ ,z,) =0
gilt P = 0.

Wenn A nicht algebraisch unabhéngig ist heifst A algebraisch abhéngig.
Beispiel 11.3.2 1. Die leere Menge ist immer algebraisch unabhéngig.

2. Fiir A = {x} ist A genau dann algebraisch unabhéngig, wenn z transzendent iiber
K ist und also genau dann algebraisch abhingig, wenn z algebraisch iiber K ist.
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Definition 11.3.3 Sei K C L eine Erweiterung von Korpern und sei C' C L eine
Teilmenge.

Die Teilmenge C heifst algebraisch erzeugend falls L algebraisch iiber K (C') ist.

Beispiel 11.3.4 1. Fiir K C L algebraisch ist jede Teilmenge von L algebraisch
erzeugend. Insbesondere ist die leere Menge () algebraisch erzeugend.

2. Fiir L = K(X) mit X einer Variable ist { X} algebraisch erzeugend.

Definition 11.3.5 Sei K C L algebraisch ist eine Erweiterung von Korpern und sei
B C L eine Teilmenge.

Die Teilmenge B heifst Transzendenzbasis von L iiber K falls B algebraisch
erzeugend und algebraisch unabhéngig iiber K ist.

Beispiel 11.3.6 1. Fiir K C L algebraisch ist () eine Transzendenzbasis.
2. Fiir L = K(X) mit X einer Variable ist { X'} eine Transzendenzbasis.

Proposition 11.3.7 Sei K C L eine Erweiterung und sei A C L eine algebraische

unabhéngige Teilmenge. Dann gibt es eine Transzendenzbasis B von L iiber K mit
AC B.

Sei K C L eine Erweiterung und sei C' C L eine algebraische erzeugende Teilmenge.
Dann gibt es eine Transzendenzbasis B von L iiber K mit B C C.

Insbesondere gibt es immer eine Transzendenzbasis.

Proposition 11.3.8 Sei K C L eine Erweiterung. Dann haben alle Transcendenz-
basen genau die selbe Anzahl von Elementen.

Definition 11.3.9 Sei K C L eine Erweiterung. Der Transzendenzgrad Trdeg, (L)
von L iiber K ist die Anzahl von Elementen einer Transzendenzbasis.

Beispiel 11.3.10 1. Fiir K C L algebraisch gilt Trdeg, (L) = 0.
2. Fiir L = K(X) mit X einer Variable gilt Trdeg, (L) = 1.
3. Fir L = K(Xy,---,X,) mit Xj,---, X, Variablen gilt Trdeg, (L) = n.

4. Fiir L = Frac(K[X,Y]/(X? — Y?) ist X transcendent iiber K und L algebraisch
tiber K(X). Also ist { X} eine Transcendenzbasis von L iiber K und Trdeg, (L) = 1.

Proposition 11.3.11 Sei K € L C M Erweiterungen. Dann gilt Trdeg, (M) =
Trdeg; (M) + Trdegy (L).

Theorem 11.3.12 Sei A eine k-Algebra die ein Integrititsring ist. Sei K = Frac(A)
der Quotientkorper. Dann gilt

Kdim(A) = Trdeg,(K).
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Korollar 11.3.13 Es gilt dim A, (k) = n.
Beweis. Es gilt dim A,,(k) = Kdim(k[X7, - - - X,)]) = Trdegk(X1, -+, X,) = n. n
Korollar 11.3.14 Sei V eine irreduzible algebraische Menge. Dann gilt

dimV = Kdim I'(V') = Trdeg, (k(V)).

Beweis. Per Definition gilt Frac(I'(V')) = k(V). n

11.4. Offene Teilmengen

Proposition 11.4.1 Sei X eine irreduzible algebraische Varietdt und sei U C X
eine nicht leere offene Teilmenge. Dann gilt dim U = dim X.

Beweis. Schritt 1. Wir nehmen zuerst an, dass X affine ist. Also ist ['(X) ein Inte-
gritatsring. Sei Dx (f) eine standardméfige affine Teilmenge von X mit Dx(f) C U.
Es gilt dim Dx(f) < dimU < dim X. Es gilt aber

a

['(Dx(f)) = {fr |r>0undac r(x>}.

Daraus folgt
K(Dx(f) = Frac(T(Dx(f))) = { | a,b € T(X) } = Frac(I(X)) = k(X).

Es folgt dim Dx(f) = Trdeg(k(Dx(f))) = Trdeg(k(X)) = dim X.

Schritt 2. Sei X eine algebraische Varietit und seien U und V' zwei affine offene
Teilmengen in X. Dann gilt dim U = dim V: Da UNV offen in U und in V ist und da
U und V beide affine sind, folgt aus dem Schritt 1, dass dim U = dim(UNV') = dim V.

Sei d die Dimension einer solchen affine offenen Teilmenge in X.

Schritt 3. Wir zeigen, dass dim X < d. Angenommen dim X > d. Sei Zy C --- C Z; C
Zg+1 C X eine Kette abgeschlossener irreduzibler Teilmengen in X. Es gilt Z, # (.
Sei also x € Zy und U eine affine offene Umgebung von z in X. Es gilt x € UNZ; C Z;.
Daraus folgt, dass U N Z; nicht leer und offen in Z; ist. Da Z; irreduzibel ist, folgt,
dass U N Z; dicht in Z; ist also U N Z; = Z;. Es folgt UN Z; C UN Z;4, fiir alle 7. Da
U N Z; abgeschlossen in U ist, folgt dimU > d + 1. Ein Widerspruch zu dimU = d.
Es folgt also d = dim U < dim X < d und dim X = d.

Schritt 4. Sei U offen in X. Sei V' C U offen und affine. Es gilt d = dimV < dim U <
dim X = d. Es folgt dim X = dim U. -

Korollar 11.4.2 Sei X eine algebraische Varietit. Dann gilt dim X < oo.
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Beweis. Ohne Einschriankung konnen annehmen, dass X irreduzibel und affine ist.
Es folgt dim X = Kdim I'(X). Aber da I'(X) noethersch ist folgt, dass KdimI'(X) <
00. [

Beispiel 11.4.3 Es gilt dim P, (k) = n (es gibt eine affine offene Teilmenge der Form
A (k).

Proposition 11.4.4 Sei X eine nicht leere algebraische Varietdt. Dann gilt

dim X =0 & X ist endlich.

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass X irreduzibel ist.

Sei X irreduzibel mit dim X = 0. Sei U C X offen und affine. Es gilt KdimI'(U) =
dimU = dim X = 0. Da X irreduzibel ist, ist auch U irreduzibel und also I'(U) ist
ein Integritdtring. Also ist (0) ein Primideal. Da Kdim I'(U) = 0, folgt, dass es kein
Primideal / C I'(U) gibt mit (0) C I. Insbesondere ist (0) ein maximales Ideal und
['(U) ein Korper. Aus Proposition 3.4.2 folgt, dass U einelementig ist.

Umgekehrt, sei X endlich und irreduzibel also einelementig. Es folgt dim X =0. g

Definition 11.4.5 1. Eine algebraische Varietit der Dimension 1 heift Kurve.

2. Eine algebraische Varietidt der Dimension 2 heifst Fldche.

11.5. Hauptidealsatz

Sei X eine affine algebraische Varietdt und f € I'(X). Wir wollen die Hyperfliche
V(f) = {x € X | f(x) = 0} besser verstehen. Insbesondere wollen wir dim V' (f)
bestimmen.

Proposition 11.5.1 Seien X und f € I'(X) wie oben. Dann gilt
LV(f)=0 & fel(X)~
2. V(f) enthélt eine irreduzible Komponent von X < f ist Nullteiler in I'(X).

Beweis. 1. Folgt aus dem Nullstellensatz 3.

2. Angenommen f sei Nullteiler. Dann gibt es g € T'(X) \ {0} mit fg = 0. Es gilt
also X =V (fg) =V (f)UV(g). Seien Xy, ---, X, die irreduzible Komponenten von
X. Fiir jedes i € [1,n] gilt X; = (X; NV (f))U(X;NV(g)) und da X; irreduzibel ist
folgt X; NV (f) = X; oder X; NV (g) = X; also X; C V(f) oder X; C V(g). Falls
X; C V(g) fiir jedes i folgt X = V(g) und g = 0. Ein Widerspruch. Also gibt es ein
imit X; ¢ V(g) i.e. X; CV(f).
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Umgekehrt sei f so, dass V(f) eine irreduzible Komponent von X enthélt. Seien
Xy, , X, die irreduzible Komponenten von X. Ohne Einschrinkung kénnen wir
annehmen, dass X; C V(f). Falls n = 1 gilt X = X; C V(f) und f = 0 ist
Nullteiler. Falls n > 2, sei Z = X, U ---U X,,. Dann ist Z abgeschlossen in X
und es gilt Z C X. Es gibt also ein g € Ix(Z) \ {0}. Es folgt Z C V(g) und also
X =X,UZ CcV(f) Cc V(g) = V(fg). Daraus folgt fg = 0 € T'(X) und f ist
Nullteiler. -

Definition 11.5.2 Eine algebraische Varietit heiltt equidimensional falls alle irre-
duzible Komponenten die selbe Dimension haben.

Beispiel 11.5.3 Eine irreduzible algebraische Varietét ist equidimensional.

Satz 11.5.4 (Hauptidealsatz) Sei X eine equidimensionale affine algebraische Va-
rietidt und sei f € I'(X) so, dass f kein Nullteiler ist und kein invertierbares Element,
ist.

Dann ist V(f) equidimensional mit dim V'(f) = dim X — 1. 0

Beweis. Wir geben einen Beweis im Fall X = A, (k). Dann gilt f € I'(X) =
k[X1, -+, Xp]. Sei f = fi--- f, die Zerlegung von f in irreduziblen Faktoren. Dann
gilt I(V(f)) = (f) und V(f) = V(f1)U---UV(f,) und V(f;) ist irreduzibel fiir jedes i
(es gilt T(V(f;)) = k[ X1, -, X,]/(f;) Integritdtsring). Daraus folgt, dass V(f;) eine
irreduzible Komponent von V'(f) ist. Wir kénnen also annehmen, dass f irreduzibel
ist.

Da f nicht invertierbar und nicht null ist konnen wir annehmen, dass f als Polynom in
X, nicht trivial ist also degy (f) > 0. Wir betrachten I'(V(f)) = k[X1,- -, X,.]/(f).
Dies ist ein Integritétsring. Sei k(V(f)) sein Quotientkorper. Seien zy,--- ,x, die
Klassen von Xi,---, X, in diesem Quotientkérper. Wir zeigen, dass (1, -+, Z,_1)
eine Transzendenzbasis von k(V(f)) iiber k ist.

Das letzte Element z,, ist von (xy, - - - , z,,_1) algebraisch abhéngig, weil f(z1,--- ,x,) =
0 und f ein nicht triviales Polynom in X, ist. Daraus folgt, dass (z1,--- ,x,_1) alge-
braisch erzeugend ist.

Falls (z1,---,x,_1) algebraisch abhéngig ist gibt es ein ¢ € k[Xy, -+, X,,_1] mit
g(x1, -+ ,xp1) = 0in k(V(f)). Aber da g(z1, - ,2,-1) € ['(V(f)) folgt, dass die
Gleichung g(z1, -+ ,2,-1) = 0 auch in T'(V(f)) wahr ist. Es folgt g € (f) und also
g = fhfiirein h € k[ X1, -+, X,]. Aber X,, taucht in g nicht auf. Daraus folgt, dass
h =0 und also g = 0. n

Korollar 11.5.5 Sei X eine equidimensionale affine algebraische Varietit und seien
fi,--+, fr € T(X). Sei Y eine irreduzible Komponent von V' (fi,---, f.). Dann gilt
dimY > dim X —r.

Beweis. Per Induktion nach 7. -
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Bemerkung 11.5.6 1. Auch wenn alle f; nicht invertierbar und Nullteilerfrei sind
kann es zu eine Ungleichung kommen: Fiir f; = --- = f. = f mit f nicht invertierbar
und Nullteilerfrei gilt dim V' (fy, -+, f,) = dim X — 1.

2. Fiir f Nullteiler kann V' (f) nicht equidimensional sein: Sei X = V(XY') C Ay(k)
und f = xz(x +y+ 1), wobei z,y € I'(X) die Klassen von X und Y sind. Dann gilt

V() =V(X)u{0,0}u{(0,-1)}U{(-1,0)} = V(X) U {(-1,0)}

und V'(f) hat eine irreduzible Komponent V' (X') der Dimension 1 und eine irreduzible
Komponent {(—1,0)} der Dimension 0.

Wie fiir die Schnittemenge von zwei Unterrdume kann man die folgende Ungleichung
zeigen.

Proposition 11.5.7 Seien X und Y algebraische Teilmengen von A, (k). Dann gilt

dim(X NY)>dimX +dimY — n.

11.6. Parametersysteme

Wir wollen die Riickrichtung betrachten: Seien Y C X affine algebraische Varietéiten
mit Y abgeschlossen in X und codimxY = r. Wir viele Elemente braucht man um
das Ideal Ix(Y') zu definieren?

Proposition 11.6.1 Sei X eine affine irreduzible algebraische Varietdt mit I'(.X)
faktoriel. Sei Y C X irreduzibel mit codimxY = 1. Dann gibt es ein f € I'(X) mit
Y = V(f) und sogar Ix(Y) = (f).

Beweis. Das Ideal (0) ist ein Primideal in I'(X), weil X irreduzibel ist. Das Ideal
I = Ix(Y) ist ein Primideal in I'(X), weil Y irreduzibel ist. Wir zeigen, dass [ ein
Hauptideal ist.

Da codimx (Y) = 1 gibt es kein Primideal J mit (0) C J C I. Sei g € I mit g # 0.
Sei g = fi---f, die Zerlegung von g in irreduzible Elementen. Da [ ein Primideal
ist folgt, dass es ein 4 gibt mit f; € I. Also (f;) C I. Da f; irreduzibel ist (und T'(X)
faktoriel) folgt, dass (f;) ein Primideal ist. Da f; # 0 folgt (f;) = I. -

Allgemeiner gilt

Proposition 11.6.2 Sei X eine affine irreduzible algebraische Varietit und sei Y C
X irreduzibel mit codimxY = r.

Fiir alle s € [1,r] gibt es Elemente fi, -, fs € T'(X) mit
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e Y CV(fi, -+, fs) und
e codimyZ = s fiir alle irreduzible Komponenten Z von V (fy,--- , fs).

Insbesondere gibt es Elemente fi,--- ., f,. € I'(X) so, dass Y eine irreduzible Kompo-
nent von V(fy, -, f) ist.

Beweis. Per Induktion nach s. Fiir s = 1 setzen wir f; = f mit f € I(Y) \ {0}.
Dies ist moglich, weil Y C X also I(Y) # (0). Es gilt Y € V(f1). Da Y # 0 gilt
f1 € T(X)*. Da f # 0 und I'(X) ein Integritétsring ist, folgt aus dem Hauptidealsatz,
dass alle irreduzible Komponenten von V(f;) Kodimension 1 haben.

Induktionsannahme: fiir s < r gibt es Elemente fi,---, fs € I'(X) so, dass Y C
V(fi, -, fs) und alle irreduzible Komponenten 7y, - -, Zy von V(fi,---, fs) haben
Kodimension s.

Da s < rgilt Z; ¢ Y fiir alle i also I(Y) ¢ I(Z;) fiir alle 1.

Lemma 11.6.3 (Vermeidungslemma) Sei [ ein Ideal und seien Iy, -, I Prim-
ideale mit i
Ic| 6
i=1
Dann gibt est ein ¢ mit [ C [;. 0

Beweis. Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass & minimal ist mit I C
Ulefi. Wir nehmen an, dass k£ > 2.

Fiir alle j € [1, k] gilt

k
r¢ |J 5
i=1,i#j
Sei also a; € I\ Uf:L#in. Es folgt a; € I, und a = a; +ag---a; € I. Sei i so, dass

a € I;. Fallst > 2 folgt a; = a—ag---a;---ap € I; ein Widerspruch. Falls a € I; gilt
as---ap = a—ay € I. Da I; Prim ist folgt, dass es ein j > 2 gibt mit a; € I; ein
Widerspruch. -

Aus dem Lemma folgt

k
1) ¢ |J1(2).
i=1
Sei also foi1 € I(Y) mit fooq & I(;) fiir alle ¢ € [1,k]. Es gilt Y C V(f1,--, fs+1)-
Sei Z eine irreduzible Komponent von V(f1,---, fs11). Dann gilt codimxZ < s+ 1.

AuRerdem gilt Z C V(f1, -+, fs) also gibt es ein ¢ mit Z C Z; und also Z C
ZiNV(fsi1). Da Z # 0, ist [fs11] nicht invertierbar in T'(Z;) und da f,1 & I1(Z;) gilt
[fs+1] # 0 in I'(Z;). Aber I'(Z;) ist ein Intergritétsring also ist [fs;1] kein Nullteiler
und dim Z < dim Z;—1 nach dem Hauptidealsatz. Daraus folgt codimxZ > codimZ;+
1 =s+ 1. Es folgt codimxZ = s + 1. -
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Definition 11.6.4 Sei X eine affine irreduzible algebraische Varietit und sei Y C X
irreduzibel mit codimyxY = r.

Elemente fi,---, fs € I'(X) wie oben heifen Parametersystem fiir Y in X.

Korollar 11.6.5 Sei X eine algebraische Varietit und sei z € X.
1. Falls X irreduzibel ist, gilt

dim X = KdimOx .

2. Fiir X allgemein gilt
KdimOyx, = sup{dim X; | z € X, und X ist eine irreduzible Komponent von X }.

Beweis. 2. folgt direkt aus 1. Fiir 1. kénnen wir annehmen, dass X affine ist.

Sei M = Ix(x). Es gibt Ringhomomorphismus ¢ : I'(X) — Ox, definiert durch
[ fo=1[(X, )] Es gilt (M) C My, und o' (My,) C M. Fiir I € T'(X) ein
Ideal schreiben wir p(1)Ox , fiir das von ¢(I) erzeugte Ideal in Oy ,.

Lemma 11.6.6 Es gibt aufsteigende Bijektionen J — ¢~ '(J) und I — &(I)Ox,
zwischen

{I Primideal von I'(X) mit / C 9} und {J Primideal von Ox ,}.

Beweis. Sei J C Ox, ein Primideal. Es gilt J C My, und also ¢~ 1(J) C M. Wir
zeigen, dass ¢~ 1(J) ein Primideal ist. Seien a,b € T'(X) mit ab € ¢ '(J). Dann
gilt p(a)p(b) = p(ab) € J also gilt p(a) € J oder ¢(b) € J also a € ¢~(J) oder
bept(J).

Sei I C 9 ein Primideal. Wir zeigen, dass ¢(/)Ox , ein Primideal ist. Seien f,, g, €
OX,:L‘ mit fxga: € QO(I)OX,J: Seien .f17 Tt af?" mit [ = (fla e 7.f7’)' Es gllt SO(I)OX@ =
(o(f1), -+ ,¢(fr)- Es gibt also Elementen hy ., -, h,, € Ox,, mit

foge = @(f1)P1z + -+ @(fr)

Es gibt also ein h € I'(X) mit 2 € Dx(h) und f, = [(Dx(h), f)], 9. = [(Dx(h), 9)]
und h;, = [(Dx(h), h;)] fiir alle ¢ € [1,7]. Wir schreiben f = a/h™ , g = b/h™ und
h; = c¢;/h™ | wobei a,b,c; € I'(X). Es gilt fiir alle N gros genug:

abhN "2 =N " fiehN T e T

i=1

Da h(x) # 0, gilt h & 9% also h ¢ I. Daraus folgt ab € I also a € I oder b € I. Es
folgt f. € p(I)Ox . oder g, € o(I)Ox .

Wir zeigen, dass die Abbildungen inverse von einander sind.
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Sei J C Ox, ein Primideal. Es gilt ¢

(p=1(J)) C J also p(p~!(J)Ox, C J. Umge-
kehrt, sei f, € J. Dann gibt es ein g € I'( )
)-

J
X) mit f, = [(Dx(g), f)]. Es folgt f = a/g ,
[(X,a)] = [(Dx(g ),a/g)k)][( x(9),9")]

wobei a € T'(X). Daraus folgt ¢(a) =
Es gilt also f, = (a)[(Dx(9),1/9")] €

fl(Dx(9),9")] € J also a € ¢ '(J
(e (J))Ox, und J = (7' (J))Ox a-

Sei I C 9M ein Primideal. Es gilt p(I) C ¢(I)Ox, und also I C ¢ ' (o(1)Oxy).
Umgekehrt sei f € o ' (o(I)Ox.). Seien fi,---, f, mit I = (f1,---, f.). Es gilt
o(I)Ox = (¢(f1), -+ ,¢(f)). Es gibt also Elementen hy,,---,h,, € Ox, mit
o(f) = p(fi)hiz + -+ ©(fr)hr .. Es gibt also ein h € I'(X) mit 2 € Dx(h) und
hix = [(Dx(h), h;)] fiir alle ¢ € [1,r]. Wir schreiben h; = ¢;/h™ , wobei ¢; € I'(X).
Es gilt fiir alle N gros genug:

i=1
Da h(z) # 0, gilt h & M also h & I. Daraus folgt f € 1. -

Daraus folgt, dass dim X = KdimI'(X) > KdimOyx,

Umgekehrt, sei Y = {z}. Es gilt codimy} = dim X — dimY = dim X — 0 = dim X.
Sei n = dim X und seien fi,---, f,. € I'(X) so, dass Y eine irreduzible Komponente
von V(fy, -+, fo)istund V(fi,-- -, f;) &quidimensional der Dimension n—i ist. Seien
Z; irreduzible Komponente von V (f1,- -+, fn_s) die Y enthalten. Dann gilt

Y=02,C-CZy=X.

Es gibt also eine Kette von Primideale Ix(Z,) C -+ C Ix(Zy) = Ix(x) = M C
['(X) und aus dem obigen Lemma gibt es eine Kette p(Ix(Z,))Ox, € --- €
©(Ix(Z0))Ox = ¢(Ux(2))Oxs = ¢(M)Ox, C Ox,. Daraus folgt KdimOx , >
n = dim X. -

Definition 11.6.7 Wir setzen dim, X = KdimOx .

11.7. Dimension und Morphismen

In diesem Abschnitt wollen wir einen Teil des folgenden Satz beweisen.

Satz 11.7.1 (Dimensionssatz) Seien X und Y zwei irreduzible algebraische Va-
rietdten und ei p : X — Y ein dominierender Morphismus algebraischer Varietéten.
SeiyeY.

1. Dann gilt dim Z > dim X —dim Y fiir jede irreduzible Komponente Z von ¢~!(y).

2. Es gibt eine nicht leere offene Teilmenge U C Y mit
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(a) U C ¢(X) und

(b) dimp~!(y) = dim X — dimY fiir alle y € U (aus 1. folgt, dass jede irreduzible
Komponente von ¢~1(y) Dimension dim X — dim Y hat). O

Beweis. Wir werden nur 1. beweisen.

Zuerst ist ¢~ !(y) abgeschlossen in X also eine Untervarietit. Wir werden zuerst X
und Y mit affinen offenen Teilmengen ersetzen.

Lemma 11.7.2 Seien ¢ : X — Y und y € Y wie oben. Sei Z ein irreduzible
Komponente von ¢~ (y).

Es gibt nicht leere affine Teilmengen U C X und V' C Y so, dass p(U) C V,
¢ly : U — V dominierend ist, y € V und Z NU # 0. O

Beweis. Sei V eine affine offene Umgebung von y. Dann ist ¢~ (V) eine offene Teil-
menge und enthilt Z. Sei also x € Z und U eine affine offene Umgebung von z
mit U C ¢ (V). Wir mussen nur noch zeigen, dass ¢|y : U — V dominierend
ist. Sei aber {2 eine nicht leere offene Teilmenge von V. Da ¢ dominierend ist gilt
©(X)N 02 # 0 also gilt ¢ 1(2) # 0. Da X irreduzibel ist und U und o~ !(§2) nict
leere offene Teilmengen von X sind gilt U N~ 1(2) # 0 und also o(U) N2 # 0.

Korollar 11.7.3 1. Im obigen Satz kdnen wir annehmen, dass X und Y affine sind.

2. Mit der obigen Notationen gilt dimY < dim X.

Beweis. 1. Folgt aus dem Lemma.

2. Es gilt dim Y = Trdeg, k(Y") und dim X = Trdeg,k(X). Da¢ : X — Y dominierend
ist, haben wir (Korollar 4.2.4) ein (injektiver) Kérperhomomorphismus ¢* : k(Y) —
k(X). Daraus folgt Trdeg, (k(Y")) < Trdeg,(k(X)). n

Beweis von 1. Sei m = dim Y und sei y € Y. Dank Proposition 11.6.2 gibt es elemente
fi,o o fm €T(Y) so, dass dim V' (fy, -+, fs) = m—s und y ist eine irreduzible Kom-
ponent von V(f1, -, fin). Wir ersetzen Y mit einer affinen offenen Teilmenge von
Y, die y enthélt aber keinen weiteren Punkt von V' (f1,-- -, f,,) (seien z.B. y1, -, yp
die Punkten in V(fy,---, fm) \ {y}, dann ist Y\ {y1,--- ,yx} offen und enthilt y,
wir wihlen dann eine offene Umgebung von y in dieser offenen Teilmenge). Wir er-
setzen auch X mit einer affinen offenen Teilmenge des Urbilds. Damit kénnen wir
also annehmen, dass V(f,- -, f;n) nur den Punkt y enthéhlt. Sei g; = ¢* f; € T'(X).
Es gilt {y} = V(fi, -+, fmn). Daraus folgt ¢~ *(y) = V(g1, -+ ,gm) C X. Daraus
folgt, dass fiir jede irreduzible Komponent Z von ¢~ 1(y) gilt dim Z > dim X —m =
dim X —dimY. -

Korollar 11.7.4 Sei ¢ : X — Y so, dass alle Fasern der gleichen Dimension d sind.
Dann gilt dim X = dimY + d.
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Korollar 11.7.5 Seien X und Y affine algebraische Varietdten. Wir haben gezeigt
(siehe Ubungsbliitter), dass X x Y auch eine affine algebraische Varietit ist. Es gilt
dimX xY =dim X +dimY.

Beweis. Die Abbildung p : X xY — X definiert durch p(x, y) = x ist ein Morphismus
algebraischer Varietdten. Alle Fasern sind aber isomorph zu Y. Aus dem Satz folgt
dimY =dim X x Y —dim X. =

Bemerkung 11.7.6 Wir werden spéter zeigen, dass fiir X und Y algebraische Varie-
tiaten das Produkt X x Y auch eine algebraische Varietét ist. Mit dem selben Beweis
folgt dim X x Y =dim X +dimY.

Korollar 11.7.7 Fiir X, Y C A, (k) algebraische Mengen gilt dim X NY > dim X +
dimY —n.

Beweis. Wir betrachten A, (k) x A, (k) und benuzten die Variablen (X;);cn1,, und
(Yi)ieqi,n: €in Punkt in A, (k) x A, (k) ist der Form ((z1,- -, @), (Y1, - ,¥n))-

Sei A= {(z,x) € A,(k) x Ap(k) |z € A,(k)}. Esgilt A=V (X, -V, , X, = Y,).
Es gilt auch X xY C A, (k) x A, (k) und dim X xY = dim X 4+dim Y. Wir betrachten
die Abbildung X NY — (X x Y) N A definert durch = — (z,z). Diese Abbildung
ist eine Bijektion mit Inverse (z,x) — z. Beide Abbildungen sind regulér also sind
X NY und (X xY)N A isomorph. Insbesondere gilt dim X NY = dim(X x Y) N A.
Es gilt aber (X XY)NA = Vxyy(x1 =41, -+ , &, —yyn). Es folgt, dass jede irreduzible
Komponent Dimension grofer oder gleich dim X XY —n = dim X +dimY —n hat.g

11.8. Projektive Mengen

Proposition 11.8.1 Sei X C P, (k) eine irreduzible projektive Menge und sei f €
I'p(V') homogen und nicht konstant.

1. Dann sind alle irreduzible Komponenten von Vp(f) der Dimension dim X — 1.

2. Fiir dim X > 0 gilt Vp(f) # 0.

Beweis. 1. Sei Z eine irreduzible Komponent von Vp(f). Wir betrachten Z N D™ (X;)
falls diese Menge nicht leer ist. Ohne Einschrinkung konnen wir annehmen, dass ¢ = 0.
Es gibt ein Isomorphismus DT (X)) ~ A, (k) und damit folgt Vp(f)ND*(Xo) =~ V(1)
mit der Dehomogeneisierung bzg. X,. Das Polynom f, ist nicht invertierbar da () #
Z N D*(Xo) ~ V(f,). Das Polynom f, ist auch nicht null: sonnst gilt V(f,) = A, (k)
also DT Xo) C Vp(f) und also Vp(f) = P, (k). Es folgt f = 0 ein Widerspruch. Damit
folgt dim Z N D*(X;) = n — 1. Dies ist eine offene Teilmenge von Z und es folgt
dimZ =n—1.
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2. Wir arbeiten mit den Kegeln. Sei C'(X) der Kegel von X. Es gilt I(C(X)) =
Ip(X) C k[Xp, -+, X,]. Daraus folgt, dass I(C(X)) ein Primideal ist und C(X)
irreduzibel ist. Sei U = C(X) \ {0}, U ist eine offene Teilmenge von C(X). Daraus
folgt dim C'(X) = dim U. Wir haben aber eine Abbildung p : U — X definiert durch
p(z) = [z] € P,(k). Diese Abbildung ist ein Morphismus (Ubung) und die Fasern
sind A;(k) \ {0}. Aus dem Dimesionssatz folgt 1 = dim A;(k) = dim A;(k) \ {0} =
dim U—dim X = dim C(X)—dim X. Es folgt dim C'(X) = dim X+1. Da f € Ip(X) =
I(C(X)), konnen wir betrachten V(f) C C'(X). Da f nicht invertierbar und nicht
null ist folgt aus dem Hauptidealsatz, dass dim V(f) = dimC(X) — 1 = dim X > 0.
Insbesondere gibt es x € V(f) mit = # 0. Daraus folgt [x] € Vp(f) und Vp(f) ist
nicht leer. =

Beispiel 11.8.2 Die zweite Aussage ist im affinen Raum nicht wahr. Sei V = V(XY —
1) € Ay(k). Nach dem Hauptidealsatz gilt dimV = 1. Sei f = [X] € I'(X). Es gilt
V(f) ={(z,y) € Ag(k) | 2y = 1 und = = 0} = 0.

Korollar 11.8.3 Sei X C P,(k) eine irreduzible projektive Menge und seien fi,-- - , f.
in I'p(V) homogene und nicht konstante Elementen.

1. Dann hat jede irreduzible Komponente Z von Vp(fi,---, f,) Dimension grofer
oder gleich dim X — 7.

2. Fiir r < dim X, gilt Ve(f1, -+, fr) # 0.
Proposition 11.8.4 Sei X C P,,(k) eine irreduzible projektive Menge und sei Y C
X abgeschlossen und irreduzibel mit dimY = dim X — r. Dann gibt es homogene

und nicht konstante Elemente so, dass jede irreduzible Komponent von Vp(f,- -, fs)
Dimension dim X — s hat fiir alle s € [1,7].

Insbesondere ist Y eine irreduzible Komponent von Vp(f1,-- -, f.).

Beweis. Ubung. n
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12.1. Regulare Varietaten

Definition 12.1.1 Sei X eine irreduzible algebraische Varietit. Ein Punkt x € X
heift regulér (manchmal auch glatt), wenn dim X = dim 7, X.

Fiir X nicht irreduzible und x € X heiftt x regular falls dim, X = T, X, wobei dim, X
das Maximum aller Dimension irreduzibler Komponenten von X die x enthalten.

Eine algebraische Varietét heiflt regulér falls alle Punkte von X regulér sind.
Bemerkung 12.1.2 Man zeigt (cf. Ubungsblitter), dass dim 7,(X) > dim, X.

Lemma 12.1.3 Sei X eine irreduzible algebraische Varietdt und sei x € X. Sei
U C X eine offene Teilmenge mit = € U. Dann ist z genau dann regulir in X, wenn
x regulér in U ist. 0

Beweis. Es gilt T, X =T,U und dimU = dim X. -

Korollar 12.1.4 Um zu bestimmen, ob ein Punkt regulér ist kann man mit affinen
offenen Umgebungen arbeiten.

12.2. Jakobisches Kriterium
Definition 12.2.1 Sei P = (P, -+, F,) € k[Xy, -+, X,] ein System von Polynome
und = € A, (k). Die Jacobi-Matrix J(P)(xz) von P ist die Matrix

op,
J(P)(x) = ( : <x>) -
an i€[1,r],5€[1,n]

Theorem 12.2.2 (Jacobisches Kriterium) Sei X C A, (k) eine irreduzible affine
algebraische Varietét der Dimension d mit I(X) = (P, -+, P,). Dann gilt

Xist regulir < Rg(J(P)(x)) =n —d.

Beweis. Es gilt T,,(X) = KerJ(P)(z). Daraus folgt die Aussage. -
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Beispiel 12.2.3 1. Sei V = V(P) mit P =Y? - X. Es gilt 98 = —1 und & =2V
Daraus folgt, dass V' regulér ist.

2.Sei V =V(P) mit P=YX — 1. Es gilt & =V und $& = X. Daraus folgt, dass
V' regular ist.

3.Sei V =V(P) mit P = X*— Y2 Es gilt 28 =3X? und 92 = —2Y. Daraus folgt,
dass {(0,0)} der einzige nicht regulére Punkt ist.

4.Sei V =V(P) mit P = X*(X —1) — Y2 Es gilt £ = X(3X —2) und 4% = -2V
Daraus folgt, dass {(0,0)} der einzige nicht regulére Punkt ist.

5.5ei V =V(P)mit P = XY —Z% Esgilt 38 =Y, 9& = X und §£ = —2Z. Daraus

folgt, dass {(0,0,0)} der einzige nicht regulire Punkt ist.

Proposition 12.2.4 Sei X C P, (k) eine projektive algebraische Menge mit X
Ve(Py,- -+, P.), wobei P, homogen ist fiir alle i € [1,7]. Sei [x] € X und J(P)(x) di
Jacobi Matrix von (P, ---, P,) bei x.

Dann hiangt Rg(J(P)(z)) nicht von der Wahl von z ab und [z] € X ist genau dann
reguldr, wenn Rg(J(P)(z)) =n — dim X.

Beweis. Es gilt P;(\x) = A% P;(x), wobei d; = deg P;. Es folgt g—;;()\x) = )\di’lg—g(a:).

Die Zeilen von J(P)(Az) sind also viefache von Zeilen von J(P)(z). Daraus folgt die
erste Aussage.

Ohne Einschriankung konnen wir annehmen, dass * € D*(X,) und sogar zo = 1.
Wir kénnen also P, (k) mit A, (k) = DT(X,) ersetzen, X mit X N D" (X,) und = mit
T = (x1, - ,2,). BEs gilt XN DY(Xy) = V((P)y, -, (F),). Der Punkt Z ist also
genau dann reguldr, wenn Rg(J(PB,)(Z)) = n —dim X. Es gilt aber a(P b (7) = g—g(x)
fiir j # 0. Die Matrix J(B,)(z) ist also die Matrix J(P)(x) ohne die erste Spalte (mit
Ableitungen in der Richtung 0Xj). Es folgt Rg(J(B,)(z)) < Rg(J(P)(z)).

Lemma 12.2.5 (Eulersche Formel) Fiir P € k[ X, - - - , X,,] homogen von Grad d
gilt

—~ . 0P

dP = Xi=—.

Beweis. Beide Seiten sind linear in P. Es geniigt also diese Gleichung fiir Monome

zu zeigen. Sei also P = [[/_, X/ mit ko + - + k, = d. Bs gilt X; 88)1; = k;P. Daraus

folgt die Aussage. [
Fir z = (1,21, -+ ,x,) mit [x] € X N DT(X,) folgt fiir alle k € [1,7]:

oP, op, - ~ 0P

R ) = Py( - _ Nl

ax, &) = mogx, (@) = dhd Z x@ ; Tigx, @)

Also ist die erste Spalte in J(P)(z) linear abhéngig von der anderen Spalten. Es folgt
Rg(J(P)(x)) = Reg(J(P)(x)). -
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13. Produkte

13.1. Produkte affiner algebraischer Varietiaten

Proposition 13.1.1 Seien V C A, (k) und W C A,, (k) zwei algebraische Mengen.
1. Dann ist V- x W C A, (k) x A,,(k) = A, 1, (k) eine algebraische Menge mit

I(V x W) = (f(X),g(Y) mit f(X) € I(V)und ¢(Y) € I(W)).

2. Es gibt ein k-Algebraisomorphismus
(V) k(W) = T(V x W)

definiert durch f ® g — fg.
3. Die Projektionen p; : VxW — V und ps : VxW — W sind reguldre Abbildungen.

Beweis. Siehe Ubungsblatt 11. n

Lemma 13.1.2 proj-ouvert Seien V und W algebraische Mengen. Sei U C V x W
offen. Dann ist p;(U) C V offen, wobei p; : V x W — V die erste Projektion ist. o

Beweis. Sei U offen in V' x W. Es gibt Elemente f1,---,f. € T(V x W) mit U =

Dyvw(f1) U+ U Dyvyw(fr) also pi(U) = pi(Dvxw(f1)) U - Upi(Dvxw(fr)). Es
geniigt zu zeigen, dass p;(Dyxw(f)) offen ist fiir alle f € T'(V x W).

Sei (g;);es eine Basis von I'(W). Wir schreiben
f=¢ (ij ®gj> => figs
jeJ jeJ
wobei ¢ : I'(V) @, T'(W) ~ I'(V x W) definiert durch ¢(a ® b) = ab ist. Wir zeigen
p1(Dvxw(f)) = U Dy (f;)-
jeJ

Sei z € p1(Dyxw(f)). Es gibt alsoy € W mit f(z,y) # 0. Es folgt >, f;(x)g;(y) # 0.
Daraus folgt, dass es ein j € J gibt mit f;(x) # 0. Es folgt x € Dy (f;).
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Umgekehrt, sei z € {J;.; Dv(f;). Angenommen z & pi(Dyxw (f)). Dann gibt es kein
y € W mit (z,y) € Dyxw/(f) also gilt f(z,y) = 0 fiir alle y € W. Daraus folgt

> filx)gi(y) =0

jed
fiir alle y € W also ZjeJ fj(x)g; = 0. Da die g, linear unabhéngig sind folgt f;(z) =0
fiir alle j € J. Ein Widerspruch zu = € ;. ; Dv(f;)-

Korollar 13.1.3 Seien V und W algebraische Mengen. Es gilt
V x W irreduzibel < V und W sind irreduzibel.

Beweis. (=) Die Projektion p; : V' x W ist ein surjektiver Morphismus. Daraus folgt
V = pi(V x W) ist irreduzibel. Analog gilt W irreduzibel.

(<) Seien U; und U, offene Teilmengen in V' x W mit Uy # () und Uy # 0. Zu zeigen
ist U1 N U2 # (Z)

Beide p;(U;) und ps(Us) sind offen und nicht leer in V. Da V irreduzibel ist gilt
pl(Ul) ﬂpz(Ug) 7& (). Sei x € pl(Ul) ﬂpl(Ug).

Es gilt p;'(z) = W. Aber p;'(z) N U; und p;*(x) N Us sind offen und nicht leer in
p;t(z) = W. Da W irreduzibel ist folgt (p;*(z) NUL) N (p; ' (x) N Uy) # 0. Es folgt
UynNUy #0. n

13.2. Produkte algebraischer Varietaten

Definition 13.2.1 Sei C eine Kategorie und seien X,Y € Obj(C). Ein Objekt Z €
Obj(C) heikt Produkt von X und Y falls es Morphismen p: Z — X und g: Z - Y
gibt so, dass die folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Fiir alle Z’ € Obj(C) mit Morphismen p' : Z/ — X und ¢ : Z/ — Y gibt es ein
eindeutiger Morphismus [ : Z/ — Z so, dass p’ =po fund ¢ = qo f.

Lemma 13.2.2 Seien Z; und Z; zwei Produkte von X und Y in einer Kategorie C.
Dann sind Z; und Z, isomorph. O

Beweis. Fiir ¢ € [1,2], seien p; : Z; — X und ¢; : Z; — Y die von der Definition
gegebene Morphismen. Nach der Definition gibt es ein Morphismus f : Z; — Z5 mit
p1 = poo fund ¢ = ¢ o f und ein Morphismus ¢ : Zo — Z; mit ps = p; o g und
@2 =4q1°9.

Nach der Definition mit Z' = Z = Z; gibt es ein eindeutiger Morphismus h : Z; — Z;
mit py = hop; und ¢; = hogq,. Fiir h = Idy, sind diese Aussagen wahr also h = Idy, .
Es gilt aber auch go f: Z; — Z1, py =psof =piogofund ¢t =q@of=qogof.
Daraus folgt fog=h =1dz. Analog gilt go f = 1d,. n
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Bemerkung 13.2.3 Wenn es ein Produkt gibt ist es eindeutig (modulo Isomorphis-
mus) bestimmt. Ein Produkt von X und Y es also das Produkt von X und Y genannt.

Lemma 13.2.4 Seien V und W affine algebraische Varietiten. Dann ist V' x W ein
Produkt von V' und W in der Kategorie aller algebraischen Varietiten. O

Beweis. Sei Z eine algebraische Varietéit mit Morphismenp: Z — Vund q: Z — W.
Dannist pxq: Z — V xW mit pxq(z) = (p(z), q(z) eine Wohl definierte Abbildung.
Fiir U affine und offen in Z sind p|y und ¢y reguldre Abbildungen also auch (px q)|y.
Es folgt, dass px ¢ ein Morphismus ist. Es gilt aber p;o(px¢q) = p und pyo(pxq) = ¢.m

Proposition 13.2.5 Seien X und Y algebraische Varietéiten. Dann gibt es ein Pro-
dukt X x Y in der Kategorie aller algebraischen Varietiten.

Beweis. Als Menge ist das Produkt einfach X x Y. Die Topologie ist dank der folge-
enden Basis B definiert:

B = {U affine und offen in V' x W, wobei V und W affine offen in X und Y sind}.

Eine offene Teilmenge von X x Y ist also per Definition eine Vereinigung von Ele-
menten aus B. Die Strukturgarbe ist wie folgt definiert:

Oxxy(U) = Ovuw(U) = Op(U)

fiir U € Bmit U C V x W affine und offen und V und W sind affine offen in X und
Y. Die Eigenschaften (A) und (B) fiir Oxy folgen direkt aus diesen Eigenschaften
fiir V- x W also ist Oxyy eine Garbe und (X X Y, Ox«y) ein geringter Raum lokal
isomorph zu (U, Op) eine algebraische Menge. Es folgt, dass X x Y eine algebraische
Varietit ist.

Die Abbildungen p; : X XY — X, (z,y) —» zund po : X XY — Y (z,y) —
y sind Morphismen: es gibt eine Uberdeckung (die Elementen aus B) so, dass die
Einschriankungen von p; und py auf Elementen von dieser Uberdeckung Morphismen
sind.

Sei jetzt Z eine algebraische Varietdt mit Morphismen p: Z — X und ¢ : Z — Y.
Dann ist die Abbildung p x ¢ : Z — X x Y wohl definiert. Fiir V' und W offen
und affine in X und Y sind die Einschrinkungen p : p~ (V) N¢ }(W) — V und
q:p  (V)NngY(W) — W Morphismen und also auch p x ¢ : p~1 (V) N ¢} (W) —
V x W (Fall X =V und Y = W affine). Dies sind Uberdeckungen also ist p x ¢ ein
Morphismus und es gilt p = p; o (p X ¢) und ¢ = ps o (p X q). -

Definition 13.2.6 Ein Morphismus ¢ : X — Y algebraischer Varietdten heifst offen
falls p(U) ist offen fiir alle offene Teilmengen U in X.

Beispiel 13.2.7 Fiir V und W affine sind die Projektionen p; : V. x W — V und
p2 iV x W — W offen (cf. Lemma 13.1.2).
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Lemma 13.2.8 Seien X und Y algebraische Varietdten. Dann sind die Projektionen
pr: X XY — Xund ps: X XY — Y offen. O

Beweis. Sei U C X x Y offen. Wir zeigen, dass p;(U) offen ist. Analog gilt, dass
p2(U) offen ist.

Seien V. C X und W C Y offen und affine. Dann ist U N (V' x W) offen und es
geniigt zu zeigen, dass p; (U N (V x W)) offen ist fiir alle V' und W. Wir kénnen also
annehmen, dass X =V und Y = W affine sind. Die Aussage folgt jetzt aus Lemma
13.1.2. [

Korollar 13.2.9 Seien X und Y algebraische Varietdten. Es gilt

X x Y irreduzibel < X und Y sind irreduzibel.

Beweis. Beweis wie fiir algebraische Mengen. n

13.3. Produkt projektiver algebraischer Varietiten

Proposition 13.3.1 Sei ¢ : P, (k) X P, (k) = Prminim(k) mit

elwo =+ @nl lyo s -+ 2 ym]) = [xoyo = -+ Ty

Dann ist ¢ wohl definiert und ein Morphismus algebraischer Varietiten. Aufterdem
induziert ¢ ein Isomorphismus von P, (k) x P, (k) auf

V = VP(ZZ‘JZ]CJ — Zi,le,ja 1, ke [0, TL] und j,l € [0, m])

Beweis. Die Abbildung ist wohl definiert, weil p([Axg : -+ Axy], [uyo -+ ¢ pym]) =
[Auwoyo : -+ 2 Anym] = [woyo = -+ wntm] = @([x0 2 -+ 2l [yo -+ 2 ym])-

Wir zeigen, dass das Bild von ¢ die Menge V' ist. Es gilt x;y;2.y — z;y12,y; = 0 also
gilt Ime C V. Umgekehrt, sei [z] = [z;;] € V. Wir betrachten z = (z;;) als eine
(n 4+ 1) x (m 4+ 1) matrix. Die Gleichungen Z; ;Z;; — Z; Zy, ; sind die 2 x 2-Minoren
der Matrix z. Insbesondere gilt Rg(z) < 1. Da z # 0 gilt Rg(z) = 1. Sei € Imz mit
x # 0 (z.B. ist x = (xo, -+ ,x,) eine nicht triviale Spalte von z). Seien Sy, -, S
die Spalten von z. Fiir jedes j € [0, m] gibt es ein y; € k mit S; = y;z. Auferdem ist
(Yo, -+, Ym) nicht null sonnst gelte S; = 0 fiir alle j also z = 0. Es folgt [z] € P, (k),

Yl =lyo -+ ym] € Pru(k) und [2] = [2;,] = [iy;] = ([], [v]).
Wir zeigen jetzt, dass ¢ injektiv ist. Seien z, x’;/y, y' mit p([z], [y]) = o([2], [¢]). Sei i

mit x; # 0. Es gilt z;y, = }y;, und also y;, = >y, fiir alle k also y = z—;y’. Da y # 0,
folgt =} # 0 und also [y] = [¢/]. Analog gilt [x] = [2].
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Die Einschriinkung ¢ : DT(X;) x D™(Y;) = D{(Z; ;) ist gegeben durch

(p((@... 1.--- ﬁ) (@ 1. y_m)>:(9€oyo U T xnym)
xz ) ) ) ) xz ) y] ) ) ) ) y.] xzy] ) ) ) ) xzy]

Dies ist ein reguldre Abbildung also ist ¢ ein Morphismus. Wir zeigen, dass diese
Einschriankung ein Isomorphismus ist. Ohne Einschrinkung (modulo Variblenwech-
sel) konnen wir annehmen, dass 2; = Xj. Die obige Abbildung als matrix dargestellt
ist gegeben durch

ToYo - ToYm
e(lzo @l fyo - tym]) = | :
und auf DT (Xy) x DT(Yy) durch:
Loy o Ym
T T1iYr o TiYm
gO((.ﬁUl,"' 7xn)7<y17'“ 7ym)): . . .

Insbesondere ist die Umkehrabbildung 1 gegeben durch
Y(zij) = (210, 5 200)s (201, 5 20.m))-
Daraus folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist. n

Korollar 13.3.2 Das Produkt von zwei projektiven algebraischen Varietiten ist wie-
der eine projektive algebraische Varietit.

Beweis. Seien X C P,(k) und Y C P, (k) projektive algebraische Varietédten. Dann
ist X xY C P,(k) x P, (k) abgeschlossen und also abgeschlossen in V' C Py nm (k).
Daraus folgt, dass X x Y eine projektive Varietit ist. n

Beispiel 13.3.3 Es gibt ein Isomorphimus Py (k) x Py(k) ~ Vp(XY — ZT) C Ps(k).

13.4. Separable Varietiten

Definition 13.4.1 Sei X eine algebraische Varietit.
1. Die Diagonale ist die Teilmenge Ax = {(z,y) e X x X |y =2} C X x X.
2. Die Varietdat X heifst separabel, wenn Ay abgeschlossen in X x X ist.

Proposition 13.4.2 Sei X affine. Dann ist X separabel.
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Beweis. Sei X C A, (k) eine algebraische Menge. Wir betrachten X x X als Teilmenge
von A, (k) x A, (k) mit Variablen Xy, ---  X,,,Yy,--- . Y,. Es gilt Ax = Vx.x([Xi] —
[Y;]) und also ist die Diagonale abgeschlossen. -

Lemma 13.4.3 Sei X eine algebraische Varietét so, dass es fiir alle z,y € X eine
affine offene Teilmenge U, , gibt mit z,y € U, ,.

Dann ist X separabel. i

Beweis. Das Produkt X x X hat eine affine Uberdeckung Uszy X Uyt jeder Punkt
(z,y) € X x X ist in U, x U,, enthalten. Die Diagonale Ay ist also genau dann
abgeschlossen, wenn Ay, = AxN(U,y x Uyy) in Uyy X Uy, ist. Diese letzte Aussage
ist aber wahr dank dem obigen Proposition, weil U, , affine ist. n

Korollar 13.4.4 Eine projektive algebraische Varietit X ist separabel.

Beweis. Seien z,y € X. Dann gibt es ein homogenes Polynom P von Grad 1 mit
P(z) # 0 # P(y). Es folgt x,y € D% (P) eine affine Teilmenge und also ist X
separabel dank dem obigen Lemma. -

Definition 13.4.5 Sei ¢ : X — Y ein Morphismus algebraischer Varietiten. Der
Graph I', von ¢ ist die Menge

Ly ={(z,y) € X XY | yp(z)}.

Proposition 13.4.6 Sei ¢ : X — Y ein Morphismus algebraischer Varietdten mit
Y separabel. Dann ist der Graph I', abgeschlossen in X x Y.

Beweis. Es gibt Morphismen p: X XY — Y mit p(z.y) = p(x) und ¢ : X xY = Y
mit g(z,y) = y. Daraus folgt, dass es ein eindeutiger Morphismus ¢ x Idy : X XY —
Y x Y gibt mit (¢ x Idy)(z,y) = (¢(z),y). Da Y separabel ist ist Ay abgeschlossen
inY xY alsoist I', = (¢ x Idy) ' (Ay) abgeschlossen in X x Y. -

Bemerkung 13.4.7 Die Eingenschaft separabel ist die richtige Definition fiir Haus-
dorff fiir algebraische Varietdten. Zum Beispiel ist eine separable algebraische Menge
in R” = A,,(R) Hausdorf fiir die iibliche Topologie.

Bemerkung 13.4.8 Es gibt algebraische Varietidten die nicht separabel sind. Das
einfachste Beispiel ist X die Gerade mit verdoppeltem Ursprung. Als Menge gilt

X = (A1(k) \ {0}) U {01} U {02}

Diese Menge enthélt A;(k) zweimal: U; = (A;(k) \ {0}) U {0;} € X und U, =
(Ay(k) \ {0}) U{02} C X. Die Topologie ist definiert dank der Basis

B = {U affine und offen in U; oder U,}.

Die Strukturgarbe ist dank Ox(U) = I'(U) fiir U € B definiert. Man zeigt, dass X
eine algebraische aber nicht separable Varietit ist.
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13.5. Eigentliche Varietaten

Definition 13.5.1 Eine stetige Abbildung ¢ : X — Y heifst abgeschlossen, falls
©(Z) abgeschlossen ist fiir alle Z C X abgeschlossen.

Beispiel 13.5.2 Die Identitdtabbildung ist abgeschlossen.

Definition 13.5.3 Eine algebraische Varietdt X heifst eigentlich, falls py : X xY —
Y abgeschlossen ist fiir alle algebraische Varietéiten Y.

Beispiel 13.5.4 1. Fiir topologische Rdum sind kompakte Riume eigentlich: fiir X
kompakt ist die Projektion py : X x Y — Y abgeschlossen.

2. Ein Punkt ist immer eigentlich: die Abbildung {Punkt} x Y — Y ist die Identitét-
Abbildung also abgeschlossen.

Proposition 13.5.5 Sei ¢ : X — Y ein Morphismus algebriascher Varietdten mit
X eingentlich und Y separabel. Dann ist ¢(X) abgeschlossen in Y.

Beweis. Sei py : X xY — Y. Es gilt po(I'y) = ¢(X). Da I', abgeschlossen ist (Y ist
separabel) muss p,(I',) abgeschlossen sein (X ist eigentlich). -

Beispiel 13.5.6 1. Dies ist nich immer wahr. Fiir die Projektion V = V(XY —-1) —
Ay (k), (xy) — « ist das Bild A, (k) \ {0} offen aber nicht abgeschlossen. Insbesondere
ist V' nicht eigentich.

2. Seien X = A, (k), Y = P,(k) und ¢ : X ~ D*(X,). Dann ist Y separabel aber
©(X) = D*(Xj) nicht abgeschlossen (es gilt ¢(X) = D+(X,) = P, (k). Es folgt, dass
A,, (k) nicht eigentlicht ist.

Allgemeiner gilt (dies werden wir nicht zeigen):

Theorem 13.5.7 Sei X eine algebraische Varietit. Dann gilt

X ist affine und eigentlich < X ist endlich.

Proposition 13.5.8 Seien X und Y eingentlich. Dann ist X x Y auch eigentlich.

Beweis. Sei Z ein algebraische Varietdt und sei A C X x Y x Z abgeschlossen. Sei
pyz - X XY x Z =Y x Z die Projektion. Dann ist pyz(A) abgeschlossen (X ist
eingentlich). Sei py : Y x Z die Projektion. Dann ist pz(pyz(A)) abgeschlossen (Y
ist eingentlich). Es gilt aber p = pz o pyz, wobei p: X XY x Z — Z die Projektion
ist. Daraus folgt, dass p(A) = pz(pyz(A)) abgeschlossen ist. -

Proposition 13.5.9 Seien X eingentlich und Y C X abgeschlossen. Dann ist Y
eigentlich.
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Beweis. Sei Z ein algebraische Varietdt und sei A C Y x Z abgeschlossen. DaY C X
abgeschlossen ist, ist Y xZ C X x Z abgeschlossen. Daraus folgt, dass A abgeschlossen
in X x Z ist und also py(A) ist abgeschlossen in Z. n

Satz 13.5.10 Der projektive Raum P, (k) ist eigentlich. 0

Beweis. Sei X eine algebraische Varietdt. Wir zeigen, dass p : P,(k) x X — X
abgeschlossen ist. Es genugt zu zeigen, dass p : P, (k) x U — U abgeschlossen ist, fiir
jede affine offene Teilmenge U C X. Wir konnen also ohne Einschréinkung annehmen,
dass X eine algebraische Menge ist. Sei also X C A,,(k) abgeschlossen. Dann ist
P.(k) x X C P,(k) x A,,,(k) abgeschlossen und es geniigt also zu zeigen, dass die
Projektion p : P, (k) x A, (k) = A,,(k) abgeschlossen ist. Wir nehmen also an, dass
X = A, (k).

Wir werden die Punkte in P, (k) x A,,(k) als ([zo : - : z,], (Y1, , ym)) darstellen.
Die zugehorige Variablen sind Xy, -+, X,, und Y7, ---,Y,,.

Sei Z C P, (k) x A,,(k) abgeschlossen. Wir zeigen, dass p(Z) abgeschlossen ist. Sei

also Yy = (ylv' te 7ym) S Am(") \p(Z> uns sei M = [({y}> = (5/1 — Y1, 7Yn - yn)
das zugehorige maximale Ideal.

Sei U; = DT(X;) x A,,(k). Dann ist U; offen in P,(k) x A,,(k) und affine. Es gilt
sogar DV (X;) x A, (k) = A, (k) x A,,,(k) = A, (k). Der Ring T'(U;) ist isomorph zu
['(DT(X;)) @ T(A,(k)) also

Xo X
r U’L =k ~ 0T 7—7Y7"' 7Ym .
(Ui) X, X
Der Durchschnitt Z N U; ist in U; abgeschlossen also eine algebraische Menge. Sei
I, = I(ZnNU;) C I'(U;) das zugehorige Ideal. Wir schreiben M I'(U;) fiir das von 90t
erzeugte Ideal in I'(U;).

Lemma 13.5.11 Es gilt I'(U;) = I; + M T (U;). 0

Beweis. Sei (z,y') = (w—(’ YL ,y,2> € V(L + MI(Uy)) C Ui = Ap_m(k).

Dadt= (Y1 —y1, - ,Yn—yn) folgt v = (v}, - ,y.) = (y1, - - yn) = y. Es gilt auch
P(z,y)=0firalle Pe [, =1(ZNU,) also (z,y') € Z. Es folgt y = ¢y = p(z,y') €
p(Z) ein Widerspruch. Daraus folgt V(I; + MT(U;)) = 0 und I, + MIT(U;) = T(U;)
(Nullstellensatz). -

Fiir jedes i € [0,n] schreiben wir 1p,) = fi + ¢; mit f; € I; und g; € MI(U;). Wir
setzen S =k[Xy, -+, X, Y1, -+, Y,]. Fiir F € S setzen wir

Xy X, Xy X,
X; (Xz’ 7Xi7 1, ) m) € |:XZ7 7Xi7 1, sy Lm (Ul)
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Sei J das Ideal von k[ X, -, X,,, Y7, -+, Y], das von Polynomen F' homogen in den
Variablen Xy, -+, X, mit Fx, € I; = I(Z NU;) fiir alle ¢ € [0, n] erzeugt ist:

J = (F | F homogen in Xy, -, X, mit Fx, € I, = I[(ZNU,) fiir alle i € [0, n]).

Fiir (z,y’) € Z und F € J gilt F(z,y") = 0.

Dank Multiplikation mit Potenzen von X; gibt es eine naturlische Zahl a; mit X" f; €
S und Xf”gi € S. Dariiberhinhaus sind X" f; und X;"g; homogen in den Variablen
Xo, -+, Xy Es gilt (X[ f;)x, = fi € I; also gilt X7 f; € J. Es folgt

qui = X;llfl+Xf'gl € J+9ﬁS,
wobei 9IS das von I erzeugte Ideal in S ist. Fiir a = max; a; gilt also
X e J+MS fir alle i € [0, n].

Fiir d > 0, sei S; der Unterraum von S aller homogenen Polynome von Grad d. Fiir
r=(n+1)a gilt
S, C J+MS,

denn fiir ein Monom F = X/°---Xi» von Grad r mit i; < a fiir alle j gilt r =
io+- - +in < (n+1)a ein Widerspruch. Also gibt es ein j mit i; > a und X7 € J4+IMS.
Daraus folgt F' € J + 915 und die Aussage.

Sei J, =JNS,.

Lemma 13.5.12 Es gibt ein f € k[Y7,- -+, Y,,] \ 9 mit fS, C J,. O

Beweis. Sei (e, ,ey) eine Basis von S,. Es gilt ¢; € J + 9S und da beide Ideal
graduiert sind gibt es p; € J NS, = J, und ¢; € MS N S, = MS, mit e; = p; + ;.
Das Element ¢; ist also der Form

N
g = meej, mit m; ; € M.

j=1

Sei M = (mi7j)i7je[17N}. ES gllt
(In — M)(e;) = p; € J, fiir alle i € [1, N].
Sei f = det(Iy — M). Es gilt f(y) = det(Iy — M(y)) = det(Iy) = 1. Es folgt
[ & M. Es gilt aber det(A)Iy = Com(A)T A fiir alle Matrizen. Daraus folgt fIy =
Com(Iy — M)T(Iy — M) und also
fe; = Com(Iy — M)T(Iy — M)e; = Com(Iy — M) p; € J, fiir alle i € [1, N].

Daraus folgt die Aussage. n
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Wir zeigen jetzt, dass D(f) C A, (k) \ p(Z) und also, dass A,,(k) \ p(Z) eine offene
Umgebung von y enthélt. Da dies fiir alle y € A,,(k) \ p(Z) wahr ist folgt, dass
A, (k) \ p(Z) offen ist also p(Z) ist abgeschlossen.

Sei ' € D(f) und sei x € P, (k) so, dass (z,y') € Z. Es gibt ein i so, dass x; # 0 also
r € DT(X;) und also (x,y’) € U; N Z. Daraus folgt h(z,y") = 0 fiir alle h € I,. Es
gilt also F(x,y’) = 0 fiir alle F' € J. Es gilt aber fX = F € J,. Es folgt

0# f(y)z] = Fla,y) =0.
Ein Widerspruch. Es gibt also kein x € P, (k) mit (z,y) € Z und also ¢/ & p(Z). w
Satz 13.5.13 Jede projektive Varietit ist eigentlich. 0

Beweis. Sei X eine projektive Varietdt. Dann ist X abgeschlossen in P, (k). Es folgt
X eingentlich, weil P, (k) eigentlich ist. -



14. Abelsche Varietaten

14.1. Algebraische Gruppen

Definition 14.1.1 Eine algebraische Gruppe ist eine algebraische Varietit G
mit Morphismen p : G X G — G und ¢ : G — G und einem Punkt e € G so, dass G
mit Multiplikation gh = (g, h), neutralem Element e und Inverse g~! = 1(g) eine
Gruppe ist.

Beispiel 14.1.2 1. Eine endliche Gruppe ist immer eine algebraische Gruppe.

2. Die Gruppen GL,(k), SL, (k) oder O, (k) sind algebraische Gruppen. Wir haben
schon gesehen, dass die erste eine offene Teilmenge von M, (k) = A,2(k) ist. Die
zweite ist die algebraische Menge V(T'det(M) — 1) C A;(k) x M, (k). Die letzte
Gruppe ist die algebraische Menge V(MTM — I,,). Auferdem ist die Multiplikation
dank Matrixmultiplikation gegeben und also dank Polynome gegeben. Es ist also eine
regulire Abbildung und also ein Morphismus. Das gleiche gilt fiir das Inverse.

14.2. Projektive algebraische Gruppen

In diesem Kapitel wollen wir zeigen:

Theorem 14.2.1 Eine irreduzible projektive algebraische Gruppe G ist abelsch.

Beispiel 14.2.2 1. Fiir G nicht projektiv ist die Aussage falsch: GL, (k) ist irredu-
zibel (aber affine und nicht projektive) und auch nicht kommutativ fiir n > 2.

2. Fiir G nicht irreduzibel ist die Aussage auch falsch: jede endliche Gruppe ist
eine algebraische Gruppe (aber nicht irreduzibel). Es gibt aber (viele) nicht abelsche
endliche Gruppen.

Satz 14.2.3 (Rigiditdtslemma) Seien X, Y und Z drei algebraische Varietéiten
mit X und Y irreduzibel, X projektiv und Z separabel.

Sei ¢ : X XY — Z ein Morphismus so, dass es ein y, € Y und ein zy € Z gibt mit
(X x{yo}) = {z}.
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Sei ¢ : X xY — Z ein Morphismus so, dass es ein yg € Y gibt mit (X x{yo}) = {20}
fiir ein zg € Z.

Dann gilt fiir jedes y € Y: (X x {y}) = {z} fiirein z € Z. O

Beweis. Sei I' = {(z,y, ¢(x,y) € X x Y x Z} der Graph von ¢. Da Z separabel ist,
ist I" abgeschlossen in XY x Z. Der Graph I ist isomorph zu X x Y mit Abbildungen
(z,y) <> (z,y,¢(x,y). Insbesondere ist I' irreduzibel.

Seipyyz: X xY x Z — Y x Z die Projektion. Da X projektiv also eigentlich ist, ist
I = pyz(Y) abgeschlossen in Y x Z. Da T irreduzibel ist, ist I auch irreduzibel.

Sei p1 : Y x Z — Z. Wir schreiben auch p; fiir die Einschrinkung p, : IV — Y.
Dieser Morphismus ist sujektiv: fiir alle y € Y und = € X, gilt (x,y, ¢(z,y)) € ' also
(y,p(y,x)) € T" und also p;(y, p(x,y)) = y. Sei U eine offene Teilmenge von Y so,
dass dim Z = dim " — dim Y gilt fiir alle y € U und alle irreduzible Komponenten Z

von p;*(y). Wir betrachten jetzt ¢~ (yo) = {(yo, ©(x,10) | 2 € X}. Da (X x {yo}) =
{20} gilt py ' (vo) = {(v0, 20)}- Es gilt also

0 =dimp; (o) > dimI" —dim Y = dim Z > 0.

Daraus folgt, dass alle Ungleichungen Gleichungen sind. Insbesondere gilt dim IV =
dimY.

Sei jetzt zo € X und T, = ['Npy' (79), wobei px : X x Y x Z — X die Projektion
ist. Es gilt

Pa:o = {(anyaSO(l‘an)) €EX XY X Z}

Sei pyz : 'y, = Y x Z die Einschriankung von py z. Es gilt

pyz(Tae) = {(y, p(x0,y)) €Y x Z} C T".

Der Morphismus p; : pyz(L'y,) — Y ist surjektiv: pi(y, p(zo,y)) = y. Daraus folgt
dimI" > dim py z(T',,) > dimY = dim I".

Insbesondere gilt dim pyz(T'y,) = dim I und da I’ irreduzibel ist folgt pyz(T',) = T".
Sei y; € Y fest. Es folgt

{1, e(xo,91)} =i (1) Npyz(Tay)
=pi (y) NI
={(y,p(z,31)) €Y x Z |z € X}
= {1} x (X x{y1}).

Daraus folgt ¢(X x {y1}) = {©(z0,y1)} und die Aussage. -
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Beweis von Theorem 14.2.1. Sei G eine projektive algebraiche Gruppe und ¢ : G x
G — G definiert durch ¢(g, h) = ghg™'. Dies ist ein Morphismus:

i (1op

o) aa— "

v:GxG

Diese Komposition bildet (g, h) auf (g,h) — (gh,g7') — ghg™'. Wir setzen X =
Y = Z = G. Dann sind X und Y irreduzibel, X ist projektiv und Z ist separabel
(weil projektive). Es gilt fiir yo = eq: ©(g, ec) = e fiir alle g € G. Daraus folgt, dass
es fiir alle h € G ein f € G gibt mit (G x {h}) = {f}. Es gilt aber ¢(eqg,h) = h
also gilt f = h und fiir alle g € G gilt p(g,h) = h also ghg™' = h und gh = hg. Die
Gruppe ist abelsch. =

Definition 14.2.4 Eine irreduzible projektive algebraische Gruppe heifst abelsche
Varietit.

Proposition 14.2.5 Seien G und H zwei abelsche Varietdten und sei ¢ : G — H ein
Morphismus. Dann gibt es ein h € H so, dass der Morphismus 1 : G — H definiert
durch

Y(g) =h-¢(g)

ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Wenn die Aussage wahr ist gilt ey = ¥(eq) = hp(eg) also h = p(eq) ™. Sei
jetzt ¢ : G — H definiert durch

U(g) = plec) " olg).

Dies ist ein Morphismus mit ¢(e) = ey. Sei jetzt ¥ : G x G — H definiert durch

U(g,9") = (99 )0(g) " w(g) "

Es gilt ¥(G x {e¢}) = {en}. Nach dem Rigiditétslemma gibt es fiir jedes ¢’ € G
ein A’ € H mit ¥(G x {¢'}) = {h'}. Es gilt aber ¥(eq,¢') = ey also b’ = ey und
U(g,g') = ey fiir alle g, ¢’ € G. Insbesondere gilt ¥(gg") = ¥(g)1(g’) und ¥ ist ein
Gruppenhomomorphismus. -

Definition 14.2.6 Eine abelsche Varietit der Dimension 1 heiflt elliptische Kur-
ve.

Beispiel 14.2.7 Alle reguldre Kubiken Vp(F) in Py(k), wobei F' homogen von Grad
3 ist und Vp(F') regulér ist sind elliptische Kurven.

Alle elliptische Kurven kénnen so dargestellt werden. Dass es eine Gruppenstrukture
auf einer Kubik C' gibt, haben wir im Seminar gezeigt. Man wahlt O € C und fiir
P,Q € C setzt man &(P,Q) = R so, dass P,Q, R die drei Punkten auf C' N (PQ)
sind. Dann ist P + @ als

P+Q=o(0,9(P,Q))
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definiert. Dies induziert eine Gruppenstruktur. Wahl man fiir O einen Wendepunkte
i.e einen Punkt so, dass LNC = {O} gilt (mit Vielfachheit 3) fiir L die Tangentgerade
von C' bei O, so gilt

P+Q+R=0<%< P, Q und R liegen auf einer Gerade.

Falls P ein weiterer Wendepunkt ist folgt also 3P = O.

Elliptische Kurven mit k = C sind die Riemansche Flichen der Geschlecht 1. Diese
Kurven konnen auch als Quotient C/T", wobei I ein Gitter ist also der Form Ze; ©Zes
mit (e;, e3) eine R-Basis von C. Die Gruppenstrutur ist dann dank der Addition auf
C definiert: [z]+[2'] = [+ 2']. Dass dieses Quotient sich als Kubik in Po(C) einbetten
lasst, zeigt man dank der Weierstrak Funktion o und ihre ableitung ¢'.
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