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2 Résumé.

Ce mémoire de synthèse est une présentation succincte de l’essentiel
de mes travaux de recherche depuis l’année 2000. J’y ai inclus ceux qui
concernent l’étude des singularités en caractéristique positive, qu’il s’agisse
de leur objectif principal [H4,7,8,10,11] ou simplement qu’ils apportent une
contribution significative en caractéristique positive [H1,2,3,5,6,9].

Le chapitre trois introduit le problème de Résolution des Singularités ainsi
que les principaux outils algébriques utilisés dans les travaux que je présente
ici. Il s’agit de la théorie des valuations, de celle des idéaux complets et de
l’éclatement.

Le chapitre quatre regroupe les développements basés sur la théorie des
idéaux complets dans les surfaces régulières, dûe à O. Zariski. Celle-ci per-
met essentiellement d’étudier la géométrie birationnelle au-dessus d’un germe
régulier de surface (S, s), sans éclater et en toute caractéristique.

Les articles [H1,4,5] concernent l’étude locale de la ramification d’un
morphisme génériquement fini (S2, s2) → (S1, s1) de telles surfaces, pour
l’essentiel en collaboration avec D. Cutkosky (U. Missouri). Si en égale ca-
ractéristique zéro un tel morphisme peut être modifié par éclatements de
points en une application monomiale (S ′2, s′2) → (S ′1, s′1), ceci n’est plus vrai
en général en caractéristique positive. L’obstruction provient du défaut en
théorie des valuations, c’est-à-dire du fait que l’inégalité fondamentale

[L : K] ≥
∑

eifi

de la théorie de la ramification est en général stricte. L’article [H5] fait le
point -et en toute dimension- sur la situation en égale caractéristique zéro et
décrit celle des surfaces en caractéristique positive.

Les articles [H2,6] concernent l’étude des points bases d’un pinceau de
courbes à l’infini dans le plan projectif P2, en collaboration avec A. Campillo
et A. Reguera (U. Valladolid). Ils s’appuient sur la construction des racines
approchées d’Abhyankar. Celle-ci permet, en caractéristique zéro, de calculer
le semigroupe de Weierstrass d’une courbe ayant une seule place à l’infini de
manière analogue au calcul du semigroupe d’une branche plane. Il est montré
que cette analogie local-global s’étend à la théorie des idéaux complets. L’ar-
ticle [H6] va plus loin en étudiant systématiquement les pinceaux à l’infini et
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en introduisant le groupe de Mordell-Weil de la courbe générique. On obtient
par exemple l’inégalité de Kaliman en caractéristique positive.

Enfin, [H3] traite quelques cas de calcul de semigroupes d’idéaux complets
en dimension trois et donne des résultats de structure pour les semigroupes
à factorisation unique ou semiunique.

Le chapitre cinq regroupe les résultats plus récents autour de la désingu-
larisation en dimension trois, pour l’essentiel en collaboration avec V. Cossart
(U. Versailles). Ils s’inscrivent dans le cadre de la conjecture de Grothendieck
sur l’existence de Résolution des Singularités pour les schémas noethériens
réduits et quasi-excellents.

Les articles [H7,9] montrent diverses applications à la désingularisation
des théorèmes de recollement de Zariski et d’approximation galoisienne d’Ab-
hyankar. Le premier est un ingrédient essentiel de la preuve de la Résolution
en dimension trois, le second permet d’attaquer de nombreux problèmes de
Résolution des Singularités (champs de vecteurs, formes différentielles, facto-
risation des morphismes birationnels en particulier) par leur version valuative
ou Uniformisation Locale.

L’article [H11] contient un résultat important sur le polyèdre caractéris-
tique de Hironaka : celui-ci peut se calculer sans complétion formelle ni même
hensélisation dans les espaces réguliers excellents et en toute caractéristique.
Il s’agit d’un instrument puissant pour étudier les variations d’invariants
numériques associés à ce polyèdre (leur constructibilité, semi-continuité).

L’article [H8] donne la preuve de la désingularisation pour les variétés
algébriques de dimension trois en caractéristique positive. Elle étend le théo-
rème d’Abhyankar (1966) aux corps de base k avec [k : kp] < ∞ et aux
petites caractéristiques p = 2, 3, 5. Au-delà du résultat, il a permis de faire
une synthèse de nombreuses difficultés à prendre en compte pour approcher
la conjecture de Grothendieck. Un premier pas en caractéristique mixte est
donné dans [H10].

La section Perspectives contient essentiellement des perspectives a pos-
teriori qui ont été développées dans la prépublication [A7]. J’y ai ajouté
quelques commentaires sur la ramification sauvage et sur la désingularisation.
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3 Les notions de base.

Une grande partie de l’activité de recherche exposée dans ce mémoire
concerne le problème de Résolution des Singularités. Parmi les outils algé-
briques utilisés dans l’approche de ce problème figurent l’éclatement, la théorie
des valuations et celle des idéaux complets. Dans ce chapitre, je rappellerai
brièvement la génèse de ces notions et quelques faits essentiels qui s’y rat-
tachent.

Soit (A,M, k) un anneau local noethérien de dimension d ≥ 0. Un système
minimal de générateurs de M est noté (u1, . . . , un) et appelé système minimal
de coordonnées de X = SpecA. On dit que A est régulier si

dimkM/M2 = d.

Tout système minimal de générateurs est alors appelé système régulier de pa-
ramètres, abrégé dans ce qui suit en s.r.p. Le complété de A pour sa topologie
M -adique est noté Â, son groupe des unités par A×.

Soit X un schéma noethérien. Le lieu régulier de X est noté

RégX := {x ∈ X : OX ,x est régulier} ⊆ X .

De même, on appelle lieu singulier de X son complémentaire

SingX := X\RégX

Définition 3.1. Soit X un schéma noethérien réduit. Une résolution des sin-
gularités (ou désingularisation) de X est un morphisme propre et birationnel

π : X̃ → X tel que :
(i) RégX̃ = X̃ , et
(ii) π induit un isomorphisme π−1(RégX ) ' RégX .

On remarque qu’une désingularisation n’existe pas forcément. En effet,
on constate que :

(A) SingX n’a pas forcément une structure de sous-schéma fermé. Il
existe par exemple des courbes noethériennes intègres dont le lieu sin-
gulier est un ensemble infini.

(B) si X = SpecA, où A est local, il est faux en général que X̂ = SpecÂ
est réduit.
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Ces deux faits sont à l’origine de la notion d’anneaux quasi-excellents et
excellents introduite par A. Grothendieck dans [49] 7.8 et 7.9. L’existence
d’une résolution des singularités -précisément d’un morphisme propre et bi-
rationnel satisfaisant le (i) ci-dessus- est conjecturée par A. Grothendieck
dans ibid. (7.9.6) pour les schémas noethériens réduits et quasi-excellents.

Cette conjecture a été démontrée pour l’essentiel par H. Hironaka [51]
pour les schémas d’égale caractéristique zéro (voir aussi [12][21][22][96]). Elle
est ouverte lorsque dimX ≥ 4 en caractéristique résiduelle positive. Pour
les variétés algébriques, on peut citer parmi les articles récents sur le sujet
[18][19][23][55][56][63][64][77]. Ma contribution à ce problème est présentée
dans la section 5.3.

A. Grothendieck insiste sur le rôle important joué par la Résolution des
Singularités dans l’étude homologique et homotopique des schémas et par
l’intérêt qu’il confère à la catégorie des anneaux et des schémas excellents.

Rappelons ici seulement que des techniques fructueuses sont disponibles
pour étudier les schémas réguliers. On peut penser par exemple au théorème
des syzygies, à un meillleur comportement du calcul différentiel et de la
théorie de l’intersection, à la structure de fibration que possède leur espace
d’arcs. La Résolution des Singularités permet alors d’utiliser ces techniques
modulo une projection : le morphisme propre et birationnel π de la définition
3.1. La propriété (ii) permet alors de construire, ou de calculer des invariants
du schéma singulier X , voire du schéma régulier RégX .

Un résultat important dû à A.J. de Jong [60] donne une version faible de
la Résolution des Singularités. Elle remplace “birationnel” par génériquement
fini et surjectif dans la définition 3.1 ci-dessus et omet (ii). Ce résultat permet
donc de réduire l’étude des variétés algébriques ou arithmétiques à celle des
variétés régulières modulo un tel morphisme. Il permet typiquement de mon-
trer des résultats de finitude homologique [20][85][80], mais n’est cependant
pas suffisant en général pour construire des invariants associés aux singula-
rités (un exemple est donné par le corollaire 5.7 ci-dessous).

La théorie des valuations a été employée systématiquement par O. Zariski
pour fonder rigoureusement la géométrie birationnelle. Rappelons :

Définition 3.2. Soit K un corps. On appelle valuation de K un morphisme
de groupes surjectif

v : K× → (Γv,≥),
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où (Γv,≥) est un groupe abélien totalement ordonné, et qui satisfait l’inégalité :

∀x, y ∈ K, xy(x + y) 6= 0 =⇒ v(x + y) ≥ min{v(x), v(y)}.
On note alors

Ov := {x ∈ K× : v(x) ≥ 0} ∪ {0}
l’anneau de valuation. C’est un anneau local dont l’idéal maximal est noté

Mv := {x ∈ K× : v(x) > 0} ∪ {0},
son corps résiduel kv.

Si X est un schéma noethérien réduit de composantes X1, . . . ,Xc, son
anneau total des fonctions rationnelles est

K(X ) =
c∏

i=1

K(Xi),

où K(Xi) est un corps. Une valuation v de X est une valuation vi de l’un des
K(Xi) dont l’anneau Ovi

domine OXi,xi
pour un certain xi ∈ Xi.

On appelle note espace de Riemann-Zariski de X l’espace annelé :

Zar(X ) := {v valuation de X}.
Il existe alors un isomorphisme d’espaces annelés

Zar(X ) ' lim
←
Y ,

où la limite est prise sur l’ensemble des morphismes propres et birationnels
π : Y → X qui identifient K(X ) et K(Y). Cette dernière condition signifie
que Y est identifié à l’ensemble de ses anneaux locaux dans K(X ) ' K(Y).
Cette correspondance associe :

v ∈ Zar(X ) 7→ (yv ∈ Y),

la famille des centres donnée par le critère valuatif de propreté. Réciproque-
ment, toute famille (yα ∈ Yα) compatible aux projections est telle que

Ov :=
⋃
α

OYα,yα

est un anneau de valuation.

Une propriété importante de l’espace Zar(X ) est sa quasi-compacité [105].
Il permet notamment de définir une version locale de la Résolution des Sin-
gularités comme suit :
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Définition 3.3. Soit X un schéma noethérien réduit et v ∈ Zar(X ). Une
uniformisation locale de v est un morphisme birationnel localement de type
fini

πv : (Yv, yv) → X
tel que OYv,yv est régulier, où yv ∈ Yv est le centre de v.

Tout comme la Résolution des Singularités, le problème d’Uniformisation
Locale est ouvert en caractéristique résiduelle positive lorsque dimX ≥ 4. Ce
problème est considéré notamment dans [58][65][79][91][92][93]. Sa version
faible correspondant au théorème de de Jong [60] a par contre été démontrée
dans la plus grande généralité par O. Gabber dans [58]. La question

“Uniformisation Locale =⇒ Résolution des Singularités?′′

a été posée par Zariski et résolue par l’affirmative en dimension au plus
trois [100][106]. La section 5.1 concerne ce résultat et présente plusieurs
généralisations, toutes en dimension trois.

Une première classification des valuations s’effectue par leur rang, rang
rationnel et degré de transcendance résiduel :

Définition 3.4. Soit X un schéma noethérien réduit et v ∈ Zar(X ). On note

rgv := dimOv, rrv := dimQ(Γv ⊗Z Q).

On note trv := deg.tr(kv|k(xv)), où xv est le centre de v dans X . La valuation
v est dite divisorielle si trv = dimOXi,xv − 1, où v est une valuation vi de la
composante Xi de X .

L’inégalité d’Abhyankar [109] s’écrit dans ce contexte sous la forme

rrv + trv ≤ dimOXi,xv . (3.1)

Si cette inégalité est une égalité, on a alors Γv ' Zrrv comme groupes et
kv|k(xv) est une extension finiment engendrée. En particulier, les valuations
divisorielles sont discrètes. La différence des deux membres de (3.1) reflète
en général la complexité de la structure algébrique de v. Cette complexité
est plus précisément reflétée par celle de l’algèbre graduée

grvOXi,xv :=
⊕
γ∈Γv

Iγ

I+
γ

,
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avec Iγ := {f ∈ K(Xi) : v(f) ≥ γ}, I+
γ := {f ∈ K(Xi) : v(f) > γ}.

Pour en finir avec ces rappels sur les valuations, la théorie de la ramifi-
cation joue un rôle important vis-à-vis de l’Uniformisation Locale, ou plus
généralement de l’étude des morphismes de type fini de schémas noethé-
riens réduits f : Y → X , idée développée avant tout par S. Abhyankar
[1][3][4][6][9].

Soit L|K une extension finie de corps, et v une valuation de K. Soit de
plus p l’exposant caractéristique de kv, c’est-à-dire que

p =

{
1 si carkv = 0

carkv si carkv > 0
.

L’égalité fondamentale de la théorie de la ramification s’écrit

[L : K] =

g∑
i=1

pδ(wi|v)[Γwi
: Γv][kwi

: kv], (3.2)

où w1, . . . , wg sont les distinctes extensions de v à L. Les termes de défaut
pδ(wi|v) ∈ N sont en général non triviaux quand carkv = p > 0.

Supposons de plus L|K normale et choisissons une extension w de v à L.
Il existe une décomposition

K ⊆ Kd ⊆ K i ⊆ Kr ⊆ Ksep ⊆ L (3.3)

de l’extension L|K relativement à w|v. L’extension de corps K i|K (resp.
Kr|K i ; Ksep|Kr ; L|Ksep) est non ramifiée (resp. abélienne d’ordre premier
à p ; galoisienne à p-groupe ; purement inséparable) relativement aux exten-
sions correspondantes de w. Ces résultats sont dûs à W. Krull [66]. Ceci
simplifie notablement la description des morphismes en termes d’équations
le long d’une valuation. Ces questions sont abordées notamment dans la sec-
tion 4.1.

Parmi les morphismes propres et birationnels utilisés pour construire une
Résolution des Singularités, l’éclatement de centre régulier joue un rôle pri-
vilégié. En effet, sa simplicité d’écriture en coordonnées permet de contrôler
plus facilement le comportement d’invariants associés aux singularités. Le
théorème cité de Hironaka [51] n’utilise que certains éclatements de centre
régulier dits permis pour le schéma singulier X .
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Définition 3.5. Soit X un schéma noethérien réduit et Z ⊂ X un sous-
schéma régulier. L’éclatement de X le long de Z est le morphisme

π : X̃ := Proj

(⊕
i≥0

I i
Z

)
−→ X .

Si une valuation v ∈ Zar(X ) est donnée, le morphisme de germes

(X̃ , x̃) → (X , x),

où x ∈ X (resp. x̃ ∈ π−1(x)) est le centre de v dans X (resp. dans X̃ ) est
appelé éclatement local ou transformé monöıdal le long de v. Lorsque x est le
point générique de Z, on emploie la dénomination de transformé quadratique
le long de v.

Le polyèdre caractéristique de Hironaka [53] est un objet combinatoire
associé à un germe singulier (X , x). Il permet de construire des invariants
de (X , x) et est particulièrement adapté aux calculs d’éclatement de centre
régulier. La section 5.2 présente ma contribution à l’étude de ce polyèdre.

La théorie des idéaux complets fut introduite par O. Zariski dans [101].
Celle-ci a joué un rôle important dans l’étude de la géométrie birationnelle des
surfaces. Parmi ses applications importantes, on peut citer la résolution des
surfaces par éclatements normalisés en toute caractéristique [104][1][5][71]).
Réinterprété en termes cohomologiques par M. Artin [16] et J. Lipman [69],
elle a notamment contribué à l’émergence de la notion de singularité ra-
tionnelle de surface et à l’étude de la factorialité des anneaux locaux, cf.
[16][69][48][35].

Définition 3.6. Soit A un anneau local noethérien réduit intégralement clos
et X = SpecA. On dit qu’un idéal I ⊆ A est intégralement clos ou complet
si

I =
⋂
v

(IOv ∩ A),

où l’intersection varie sur l’ensemble des v ∈ Zar(X ).

Cette définition est en fait un critère valuatif qui s’énonce classiquement
à l’aide de la notion de dépendance intégrale. Le résultat de Zariski ([109]
appendice 5, [57]) est :
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Théorème 3.1. (Zariski). Soit (A,M, k) un anneau local régulier de di-
mension deux. L’ensemble (IA, ·) des idéaux complets M-primaires de A
forme un semigroupe abélien libre pour la loi usuelle de produit d’idéaux.
Il existe une correspondance bijective

{valuations divisorielles centrées} ↔ {idéaux complets simples}

où les idéaux complets simples sont les générateurs minimaux de IA.

Ce résultat permet d’étudier la géométrie birationnelle d’un germe de
surface régulière S = SpecA sans éclater et de manière indépendante de
la caractéristique. Un résultat important dans cette direction est dû à M.
Spivakovsky [90] qui calcule le gradué grvA d’une valuation v centrée dans
A en termes de la configuration des droites projectives exceptionnelles de la
suite quadratique associée à v. Le théorème de Zariski joue un rôle important
dans les résultat exposés au chapitre suivant.
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4 Idéaux complets et valuations.

Ce chapitre expose les résultats obtenus dans les articles [H1-6]. La pre-
mière partie traite de questions de ramification pour les morphismes généri-
quement finis de surfaces algébriques. La deuxième traite d’analogues globaux
à l’infini du théorème de Zariski (théorème 3.1 ci-dessus) et de quelques
exemples de calcul en dimension trois.

4.1 Germes de morphismes et ramification.

Dans les articles [H1,5], en collaboration avec D. Cutkosky, et dans [H4],
on considère un problème de Résolution des Singularités relatif en dimension
deux. L’algorithme de Zariski permet de construire une désingularisation
des surfaces quasi-excellentes par éclatements normalisés successifs du lieu
singulier de X [71]. Plus précisement :

Théorème 4.1. (Lipman).
Soit X une surface intègre normale et quasi-excellente. Il existe une suite
finie

X =: X0 ←− X1 ←− · · · ←− Xm,

où Xi −→ Xi−1 est l’éclatement normalisé d’un point singulier xi−1 ∈ Xi−1,
1 ≤ i ≤ m, telle que Xm est régulière.

Considérons maintenant un morphisme

f : Y → X (4.1)

propre et surjectif de telles surfaces. Il induit donc une extension finie des
corps de fonctions correspondants K(Y)|K(X ). En appliquant la proposition
précédente à X et à Y , on obtient des surfaces régulières notées respective-
ment Xm et Yn et une application rationnelle :

Yn · · · −→ Xm.

Quitte à résoudre les indéterminations de cette application, on se ramène
alors à étudier le cas où X et Y sont régulières. Bien sûr, l’expression locale
du morphisme f de (4.1) peut encore être très compliquée et celle-ci peut
être à nouveau simplifiée par des éclatements de points.

Une méthode dûe à Akbulut et King [14] pour les surfaces réelles permet
de définir un algorithme qui simplifie ces expressions locales. Soit maintenant
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X|k une surface algébrique régulière, où k est un corps algébriquement clos
de caractéristique zéro. Le conoyau de

f ∗Ω2
X|k −→ Ω2

Y|k

est défini par l’annulation de l’idéal jacobien J(f) et définit le lieu singulier
Σ(f) ⊂ Y . Son image

C(f) := f(Σ(f)) ⊂ X
est le lieu critique de f . En appliquant la résolution des courbes planes, on
se ramène modulo des éclatements de points au cas où

E := C(f) et F := f−1(C(f))

sont de pure dimension un et à croisements normaux.

Soit y ∈ Y un point fermé et x := f(y) ∈ X . On note (x1, x2) et (y1, y2)
des coordonnées locales bien choisies respectivement en x et y, de telle sorte
que

E ⊆ div(x1x2), F ⊆ div(y1y2).

Un calcul élémentaire donne alors l’expression locale suivante en coordonnées :

(1-pt)





x1 = ya
1

x2 = yb
1y2 + P (y1)

(2-pt)





x1 = ya1
1 ya2

2

x2 = yb1
1 yb2

2 + P (y
a1
e

1 y
a2
e

2 )

avec P ∈ k[t] et pour certains entiers

a1, a2, b1, b2, e, gcd(a1, a2) = e, a1b2 − a2b1 6= 0.

La première expression est valable seulement lorsque F = div(y1) en y (1-
points), la deuxième est générale, en particulier lorsque F = div(y1y2) en y (2-
points). Il est alors élémentaire d’analyser le comportement de ces expressions
par éclatement de point. On obtient un diagramme

Y π←− Y ′
↓ ↓
X σ←− X ′

(4.2)

où σ, π sont des éclatements de points, tel que f ′ : Y ′ → X ′ est un morphisme
toröıdal relativement aux diviseurs

E ′ := C(f ′) et F ′ := f ′−1
(C(f ′)).
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L’article [H1] est un premier pas vers l’extension de ces résultats à la
caractéristique p > 0. En effet, les calculs élémentaires précédents ne sont plus
valables puisque les dérivations annulent les puissances p-ièmes apparaissant
dans les équations. En considérant le cas de dimension un et d’une équation

x = ypγ(y), γ(y) ∈ k[[y]], γ(0) = 1, (4.3)

on constate évidemment que le résultat de toröıdalisation ci-dessus ne peut
être vrai sans une hypothèse de ramification modérée. En interprétant l’entier
|a1b2 − a2b1| ci-dessus comme un indice de ramification pour une certaine
valuation de rang deux de K(Y), on obtient dans un premier temps :

Proposition 4.2. ([H1] théorèmes 1 et 2).
Soit f : Y → X un morphisme propre et surjectif de surfaces algébriques
lisses définies sur un corps parfait k de caractéristique p > 0. On suppose
que l’extension de corps K(Y)|K(X ) est modérément ramifiée relativement
à toute valuation divisorielle.

Il existe un diagramme (4.2) tel que f ′ est un morphisme toröıdal relati-
vement aux diviseurs E ′ et F ′.

Ce résultat pose la base des travaux [H4,5]. En effet, il montre la to-
röıdalisation des morphismes de surfaces, c’est-à-dire la construction de f ′

ci-dessus tel que
f ′∗Ω2

X ′|k(logE ′) −→ Ω2
Y ′|k(logF ′) (4.4)

soit un isomorphisme, lorsque tout diviseur de K(Y) est modérément ramifié.
On attend alors au moins un résultat de simplification du lieu singulier Σ(f)
lorsque la ramification sauvage apparâıt.

Dans cette optique, l’article [H5] commence par réinterpréter en termes
de ramification des valuations le résultat important de D. Cutkosky [37] de
monomialisation des morphismes en caractéristique zéro. Soit

f : (Y , y) → (X , x)

un germe de morphisme dominant de k-variétés algébriques intègres de même
dimension n ≥ 1. Le morphisme f est donc génériquement fini. On considère
une valuation w de (Y , y) et on note v sa restriction à K := K(X ), L :=
K(Y). Si cark = 0, on peut désingulariser X et Y au centre de la valuation.
Ecrivons

(X , x) = SpecR, (Y , y) = SpecS, R ⊆ S ⊆ Ow,
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avec R et S réguliers.

Définition 4.1. Soit R ⊆ S une inclusion locale d’anneaux locaux réguliers
de même dimension n ≥ 1, essentiellement de type fini sur un corps k. On dit
que S|R est monomiale s’il existe des s.r.p. (x1, . . . , xn) de R et (y1, . . . , yn)
de S et des expressions

xi = δij

n∏
j=1

y
aji

j , δij ∈ S inversible,

tels que detA 6= 0, où A := (aij).

Cette définition naturelle est celle d’une carte toröıdale centrée lorsque k
est algébriquement clos de caractéristique zéro. En caractéristique résiduelle
positive, elle est satisfaite dans la situation n = 1 de (4.3). Nous démontrons :

Théorème 4.3. ([H5] théorème 6.1).
On suppose que cark = 0. Il existe des suites de transformés monöıdaux
R ⊆ R′ le long de v et S ⊆ S ′ le long de w telles que S ′|R′ est monomiale et

(1) κ(S ′) · kv = kw, [κ(S ′) : κ(R′)] = [kw : kv] ;
(2) on a n′ = dimR′ = dimS ′ = n− trv et un isomorphisme

Zn′/A′Zn′ ' Γw/Γv, ei 7→ w(yi),

où A′ est la matrice de la définition 4.1 correspondant à S ′|R′.

Ce résultat permet donc d’exprimer les deux invariants discrets usuels
associés à la ramification de w|v, à savoir

f(w|v) = [kw : kv] et Γw/Γv (4.5)

en termes d’un morphisme de modèles locaux reguliers R′ ⊆ S ′. Le théorème
suivant est un résultat d’algébrisation de la théorie de la ramification dans
les corps de fonctions de caractéristique zéro :

Théorème 4.4. ([H5] théorème 6.3).
L’extension d’anneaux de valuation Ow|Ov est limite inductive filtrante d’ex-
tensions S(α)|R(α) satisfaisant la conclusion du théorème 4.3.
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Enfin, un résultat de permanence pour les paires S(α)|R(α) comme ci-
dessus est également démontré ([H5] théorème 6.1).

La dernière section de [H5] considère le cas d’un corps algébriquement
clos de caractéristique p > 0 en dimension n = 2. Du point de vue technique,
les résultats suivants requièrent des techniques de calcul de gradué associé
aux valuations sans éclatement, développées par M. Spivakovsky [90]. La
différence essentielle avec la caractéristique zéro est l’apparition du défaut
dans l’égalité fondamentale de la ramification (3.2). En effet, on a

Théorème 4.5. ([H5] théorèmes 7.3 et 7.35).
Supposons n = 2, k algébriquement clos de caractéristique p > 0 et L|K
séparable. La conclusion des théorèmes 4.3 et 4.4 reste valide si w|v est sans
défaut, i.e. si δ(w|v) = 0.

Dans le cas où δ(w|v) > 0, on obtient également un résultat d’algébrisation
pour w|v. L’énoncé est le suivant :

Théorème 4.6. ([H5] théorème 7.33).
Supposons n = 2, k algébriquement clos de caractéristique p > 0, L|K
séparable et δ(w|v) > 0. Il existe des suites de transformés quadratiques
R ⊆ R′ le long de v et S ⊆ S ′ le long de w, et des systèmes réguliers de
paramètres (x1, x2) de R′ et (y1, y2) de S ′ tels que





x1 = γyapα

1

x2 = yb
1g

(4.6)

avec γ ∈ S ′ inversible, ord(g S′
(y1)

) = pβ et p - a. De plus

(1) si Γv 6= pΓv, on a

b = 0, Γw/Γv ' Z/apαZ et δ(w|v) = β;

(2) si Γv = pΓv, on a

Γw/Γv ' Z/aZ et δ(w|v) = α + β.

Enfin, il est montré que la conclusion du théorème 4.5 est en général fausse
lorsque δ(w|v) > 0 ([H5] théorème 7.38). Il s’agit donc d’un contre-exemple
à l’existence de monomialisation (forte) pour les morphismes de surfaces en
caractéristique positive. Les articles [45][42] ont par la suite approfondi ces
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résultats.

L’article [H4] s’intéresse à l’application de la théorie de la ramification à
l’Uniformisation Locale. Soit (Y , y) un germe de surface normale définie sur
un corps k algébriquement clos. On note m ≥ 1 sa multiplicité. Il existe une
projection séparable et quasi-finie, de degré local m :

f : (Y , y) → (X , x) = SpecR

avec R local régulier de dimension deux.

On considère une valuation w de (Y , y) et on note v sa restriction à
K := Fr(R). Pour construire une uniformisation locale S ′ de w, on étudie
classiquement le lieu critique C(f) ⊂ X qu’on peut rendre à croisements
normaux par éclatements de points. C’est la base de la méthode de Jung
[61]. Celle-ci construit alors un nouveau germe de morphisme quasi-fini

f ′ : (Y ′, y′) → (X ′, x′) = SpecR′ (4.7)

avec (Y ′, y′) normale, de multiplicité m′ ≤ m, et qui est toröıdal lorsque m′ =
m et cark = 0. On construit alors facilement S ′ ou même une désingularisation
de (Y ′, y′).

Lorsque cark = p > 0, ce principe de démonstration s’effondre car f ′ n’est
plus en général toröıdal. On peut néanmoins espérer simplifier les singularités
de (Y , y) par cette méthode même si le revêtement f ′ est compliqué. En effet,
l’existence d’une désingularisation de (Y , y) entrâıne que (Y ′, y′) n’a plus que
des singularités dites sandwich (éclatées d’un germe régulier) dès que (X , x) a
été suffisamment éclaté. Rappelons qu’une singularité (X , x) est dite torique
s’il existe une variété torique XΣ, s ∈ XΣ et un isomorphisme

ÔX ,x ' ÔXΣ,s.

La question principale posée dans [H4] est :

Question 4.7. ([H4] définition 4.1).
Supposons que cark = p > 0. Existe-t’il un germe de morphisme (4.7) tel que
(Y ′, y′) a une singularité torique ?

Cette question est à ma connaissance toujours ouverte, du fait de la
grande difficulté introduite par la ramification sauvage. Dans la lignée de
[H5], je montre :
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Théorème 4.8. ([H4] théorèmes 5.3, 6.5 et 7.1).
La question 4.7 a une rṕonse affirmative dans les cas suivants :

(1) δ(w|v) = 0 ;
(2) Γv 6' 1

p∞Z ;

(3) Γv ' 1
p∞Z, e(w|v) = δ(w|v) = 1.

Pour conclure cette section, je souhaite insister sur l’apport de l’article
[H5] dans la thématique “valuations et singularités”. En effet, il introduit à
mon sens deux nouveautés importantes dans cette thématique.

D’une part, le théorème 4.3 montre un résultat de finitude en carac-
téristique zéro pour la ramification d’une extension de valuations w|v, même
lorsque le groupe Γv ou l’extension résiduelle kv|k ne sont pas finiment en-
gendrés. Dans le cas de caractéristique positive, le théorème 4.5 montre
un résultat analogue en dimension deux lorsque w|v est sans défaut. Étant
donnée l’interaction importante de ces questions avec la théorie des modèles
(voir par exemple [43][67][68]), ces résultats pourraient être amenés à jouer
un rôle intéressant.

D’autre part, alors que le défaut δ(w|v) apparâıt dans (3.2) comme un
terme correctif pour obtenir cette égalité, le théorème 4.6 en donne une in-
terprétation géométrique. En effet, il montre qu’il provient par passage à
la limite d’extensions S(α)|R(α) sauvagement ramifiées (4.6) et sans “défaut”
apparent. Ces résultats devraient être approfondis pour produire une descrip-
tion quantitative du défaut en termes de groupes et d’idéaux de ramification
supérieure associés à w|v et définis par Zariski [109] ou encore de valua-
tions augmentées à la Mac Lane [94][95]. Voir le chapitre de conclusion de ce
mémoire.

4.2 Systèmes linéaires à l’infini.

L’article [H3], issu d’une prépublication antérieure non publiée, m’a per-
mis d’élaborer les articles [H2][H6] en collaboration avec A. Campillo et A.
Reguera. Le point de départ de ces travaux est un théorème d’Abhyankar-
Moh [10][82] sur les semigroupes de Weierstrass des courbes planes avec
une place à l’infini. On note k un corps algébriquement clos d’exposant ca-
ractéristique p ≥ 1.

Définition 4.2. Soit F ∈ k[x, y] définissant une courbe plane C ⊂ A2
k et

C ⊂ P2
k = A2

k ∪ L sa clôture projective.
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On dit que C a une place à l’infini si C ∩ L = {P} et si le germe (C, P )
est unibranche.

Cette notions est centrale dans la série d’articles d’Abhyankar et Moh
[10][11][76] (voir aussi [17]) sur les plongements A1

k ↪→ A2
k et les automor-

phismes de k[x, y]. On note [X : Y : Z] des coordonnées projectives et
F ∈ k[X,Y, Z]d l’équation de C. Les coordonnées sont choisies de telle
manière que

x =
X

Z
, y =

Y

Z
, L : Z = 0 et P = [1 : 0 : 0].

Rappelons que le semigroupe de Weierstrass ΓC de C est dans ce contexte
l’ensemble des pôles

ΓC := {ρ(g) := −v(g), g ∈ OC = k[x, y]/(F )}

pour la valuation v de la branche (C, P ). Le semigroupe

SC,P := {v(g), g ∈ OC,P}

est un objet d’étude classique. Il possède un système minimal de générateurs

SC,P =

g∑
j=0

Nβj, βj = v(qj), (4.8)

où qj est l’élément général d’un système linéaire (idéal complet)

Iij ⊂ OP2
k,P , 0 ≤ j ≤ g.

En utilisant la construction explicite d’Abhyankar par racines approchées des
générateurs du semigroupe d’une branche plane lorsque cark = 0, on obtient :

Proposition 4.9. (Abhyankar-Moh).
On suppose que p - gcd (d, β0) si cark = p > 0. Il existe des polynômes
F1, . . . , Fg ∈ k[x, y] tels que

dj := degFj = (qj, L)P , 0 ≤ j ≤ g, et ΓC = Nρ(x) + Nρ(y) +

g∑
j=1

Nρ(fj),

où fj est l’image de Fj dans OC.
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Il est intéressant de noter l’hypothèse sur la caractéristique nécessaire à
ce résultat qui n’est plus valide en général lorsque cark = p > 0. Signalons
les applications du calcul de ΓC aux codes correcteurs d’erreurs [24].

L’article [H2] propose d’étendre cette analogie local-global aux idéaux
complets. Pour ce faire, on introduit le pinceau de courbes V =< F,Zd >.
Par éclatement de points, on peut éliminer les indéterminations de l’applica-
tion rationnelle V : P2

k · · · → P1
k définie par V . On note

f : XV −→ P1
k

le morphisme minimal ainsi obtenu. On note

Pic(XV ) =
n⊕

i=0

Z[Ei], (4.9)

où E0 est la transformée stricte de L et les Ei sont les courbes exceptionnelles
pour π : XV → P2

k. On note (∆0, . . . , ∆n) la base duale de ([E0], . . . , [En])
pour le produit d’intersection. Soient les semigroupes :





NE(XV ) := {[D] ∈ Pic(XV ) : D effectif}

P̃ (XV ) := {∆ ∈ Pic(XV ) : Γ(XV ,O(∆)) → O(∆) surjectif}
.

(4.10)
Le cône des courbes et le cône caractéristique d’une surface rationnelle

sont des objets subtils et en général très difficiles à calculer. Ils ne sont pas
en général polyédraux. Il est donc remarquable d’obtenir :

Théorème 4.10. ([H2] théorème 2 et corollaire 7).
Supposons que cark = 0. On a :

(1) NE(XV ) =
⊕n

i=0N[Ei] ;

(2) Q≥0P̃ (XV ) =
⊕n

i=0Q≥0∆i .

De plus, on a P̃ (XV ) =
⊕n

i=0N∆i si et seulement si C est régulière et
rationnelle.

Ceci signifie que la géométrie des diviseurs sur les surfaces XV est “la
plus simple possible”, puisque ces cônes sont simpliciaux.

L’article [H6] va plus loin. Il considère en effet plus généralement un
pinceau

V =< F, G >⊂ Γ(P2
k,O(d)), d ≥ 1
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et la surface rationnelle XV associée comme en (4.9). On suppose F et G sans
facteur commun. Le cas G = Zd correspond à un pinceau dit “à l’infini”. Le
semigroupe des courbes NE(XV ) et le semigroupe caractéristique P̃ (XV )
sont encore définis par (4.10). On a également une courbe générique associée
au sens des schémas :

Définition 4.3. Soit λ une indéterminée. On note CV ⊂ P2
k(λ) la courbe

d’équation
F λ := F + λG ∈ k(λ)[X, Y, Z]d.

On voit facilement que CV est géométriquement réduite et irréductible
si et seulement si la courbe générale de V est réduite et irréductible. Le
pinceau V est alors dit primitif. Dans ce cas, la normalisée CV de CV est
la fibre générique de f : XV −→ P1

k. Lorsque cark = 0, CV est lisse sauf
peut-être aux points base de V .

On note P 1, . . . , P s les points de CV dont l’image dans P2
k(λ) est un point

base de V . Leurs adhérences de Zariski H1, . . . , Hs dans XV sont appelés
classiquement diviseurs dicritiques de V . La pertinence de cette construction
pour l’étude des pinceaux à l’infini se voit simplement :

Lemme 4.11. ([H6])
Soit F ∈ k[x, y] et V =< F,Zd > le pinceau à l’infini associé, de courbe
générique CV . Soit

σ : k[x, y] → k[x, y]

un k-automorphisme. On note F ′ := σ(F ) et V ′ :=< F ′, Zd′ > le pinceau à
l’infini correspondant, de courbe générique CV ′. Alors

CV \{P 1, . . . , P s} ' CV ′\{P ′
1, . . . , P

′
s′}.

Ce fait montre que tout invariant associé à la courbe affine

UV := CV \{P 1, . . . , P s}

est en fait un invariant modulo automorphisme polynomial σ. Il permet de
plus d’associer des invariants arithmétiques à cette courbe affine générique, en
particulier son groupe de Picard Pic(CV ). On redémontre alors très simple-
ment des résultats connus -mais non triviaux- en caractéristique zéro, qu’on
étend de plus lorsque cark = p > 0. Donnons des exemples :
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Proposition 4.12. ([H6], proposition 3 et 5).
Soit V un pinceau primitif à l’infini. Avec les notations du lemme, on a :

(1) sont invariants modulo automorphisme polynomial σ : le nombre de
diviseurs dicritiques (s = s′) et leurs degrés (Di := [κ(P i) : k(λ)] =

[κ(P
′
i) : k(λ)] après renumérotation) ;

(2) gcd (D1, . . . , Ds) = pt pour un certain t ∈ N ;
(3) s − 1 =

∑
µ∈k(nµ − 1) + rgPic◦(CV ), où nµ désigne le nombre de

composantes irréductibles de la courbe affine F (x, y) + µ = 0.

Le (2) est un théorème dû à E. Artal [15], le (3) donne l’inégalité de S.
Kaliman [62] quand on y fait rgPic◦(CV ) ≥ 0, tous deux en caractéristique
zéro. Mais l’apport principal de [H6] réside dans l’étude des semigroupes

NE(XV ) et P̃ (XV ). On y considère en effet la question suivante :

Question 4.13. ([H6] question 2).
Soit V un pinceau primitif (non nécessairement à l’infini) tel que Pic◦(CV )
est un groupe fini. Est-il vrai que le cône des courbes Q≥0NE(XV ) est poly-
édral ?

Une réponse affirmative à cette question est connue dans le cas classique
des pinceaux de cubiques. On voit d’autre part facilement que la réciproque
est vraie, c’est-à-dire que

Q≥0NE(XV ) polyédral =⇒ Pic◦(CV ) fini.

Si nous ne connaissons aucune réponse négative à la question 4.13, nous
montrons en revanche :

Théorème 4.14. ([H6], théorèmes 3 et 4).
On suppose que cark = 0. Soit V un pinceau primitif à l’infini. Le cône des
courbes Q≥0NE(XV ) est polyédral dans les deux cas suivants :

(1) CV est lisse et Pic◦(CV ) est un groupe fini ;
(2) F =

∏s
i=1 F

ai

i , où chaque F i définit une courbe avec une place à
l’infini.

De plus le cône Q≥0P̃ (XV ) est alors le dual de Q≥0NE(XV ), et donc lui
aussi polyédral.

L’article [H3] traite quand à lui d’idéaux complets en dimension trois. On
y considère un anneau local régulier (R, M, k) de dimension d ≥ 3, essen-
tiellement de type fini sur un corps algébriquement clos k de caractéristique
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zéro. Soit π : X −→ SpecR une composition de n éclatements de points. On
a donc

Pic(X) ' Zn.

On note (IX , ∗) le semigroupe d’idéaux complets M -primaires associé, à sa-
voir :

IX := {I := π∗O(∆)M : π∗π∗O(∆) → O(∆) surjectif}.
La loi de produit ∗ correspond ici à la clôture intégrale du produit usuel
I ∗ J := IJ . Ces semigroupes ont été introduits par J. Lipman [72] qui a
montré qu’ils ne possèdent pas en général de factorisation unique comme
en dimension deux (Zariski, théorème 3.1 ci-dessus). Ceci a été approfondi
par D. Cutkosky [36] et A. campillo, G. González-Springerg et M. Lejeune-

Jalabert [25][26]. Soient Ẽ1, . . . , Ẽn les diviseurs exceptionnels de π. Ceux-ci
sont des hypersurfaces rationnelles, éclatées de Ei = Pd−1

k . Je montre :

Théorème 4.15. ([H3] section 4).
Supposons que d = 3 et que (IX , ∗) ait factorisation unique (resp. semiu-
nique). Alors pour tout i, 1 ≤ i ≤ n, on a

P̃ (Ẽi) ' Nni (resp. Q≥0P̃ (Ẽi) ' Qni
≥0).

Dans ce cas, il existe des pinceaux à l’infini V1,i, . . . Vsi,i dans Ei = P2
k et un

morphisme :
XV1,i

×Ei
· · · ×Ei

XVsi,i
−→ Ẽi.

On ramène donc l’étude des semigroupes d’idéaux complets à factorisation
unique ou semiunique à celle des semigroupes P̃ (Ẽi) ayant la même propriété,
déjà construits dans [H2], théorème 3.
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5 Valuations et désingularisation en dimen-

sion trois.

Ce chapitre expose les résultats obtenus dans les articles [H7-11]. La
première partie traite de questions de recollement et de réduction de l’Uni-
formisation Locale en dimension trois. La deuxième traite du polyèdre ca-
ractéristique de Hironaka, outil important de construction d’invariants des
singularités. La dernière partie traite d’Uniformisation Locale en dimension
trois.

5.1 Uniformisation locale et désingularisation.

Cette section s’organise autour du théorème de recollement de Zariski
[106] et d’approximation galoisienne d’Abhyankar [1][4][6]. Il s’agit de deux
résultats importants de géométrie birationnelle.

Soit k un corps de caractéristique p ≥ 0 et X|k une variété algébrique
irréductible de dimension trois. Le théorème de Zariski montre que la Résolu-
tion des Singularités pour X|k se réduit non seulement à sa version locale
pour la topologie de Zariski de X , mais aussi à sa version locale pour la
topologie de Zariski de la variété de Riemann-Zariski Zar(X ), à savoir l’Uni-
formisation Locale des valuations (définition 3.3). Ceci requiert une certaine
compréhension de la géométrie birationnelle, dans la mesure où il s’agit de re-
coller des cartes locales de modèles projectifs distincts de K(X ). Ce problème
a notamment conduit Zariski à introduire la notion fructueuse de Résolution
Plongée d’un idéal dans une variété régulière. Un raffinement important est
montré par V. Cossart dans [32].

L’apport principal de [H9] consiste à extraire le sens géométrique du recol-
lement en évitant toute référence à la notion usuelle de régularité. On élargit
alors notablement son champ d’application. Pour ce faire, on considère une
propriété de régularité “abstraite” de K := K(X ). Dans ce qui suit, Y désigne
un modèle projectif de K(X ). Rappelons que la correspondance birationnelle
identifie un tel modèle à l’ensemble de ses anneaux locaux OY,y ⊆ K.

Définition 5.1. Une propriété de régularité P de K est une application

P : {OY,y} −→ {Sing, Rég},
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de l’ensemble des sous-anneaux locaux OY,y ⊆ K pour tous Y et y ∈ Y , dans
l’ensemble à deux éléments Sing(ulier) et Rég(ulier). On définit :

RégP(Y) := {y ∈ Y : P (OY,y) = Rég}, SingP(Y) := Y\RégP(Y).

Ceci permet notamment de définir une notion d’Uniformisation Locale
pour P comme suit :

Définition 5.2. Soit v ∈ Zar(X ) une valuation. Une P -uniformisation locale
de v est un sous-anneau local OY,y ⊆ K comme ci-dessus tel que

P (OY,y) = Rég,

où y ∈ Y est le centre de v.

Bien entendu, il est nécessaire de faire certaines hypothèses de nature
gómétrique sur P pour espérer un résultat de recollement de solutions locales
régulières pour P . Le résultat principal de [H9] s’énonce alors :

Théorème 5.1. ([H9], théorèmes 2.4 et 2.5).
Supposons que P satisfasse les axiomes (P1)-(P5) (resp. (P1)-(P6)) ci-dessous.
Alors il existe un morphisme birationnel projectif

π : Y → X

tel que RégP(Y) = Y (resp. et de plus π−1(RégP(X )) ' RégP(X )).

Ce théorème affirme donc l’existence d’un modèle globalement P -régulier
au-dessus de X (resp. d’une P -désingularisation). Décrivons maintenant les
axiomes (P1)-(P6). L’axiome (P5) est l’existence de P -uniformisation locale
pour toute valuation v (définition 5.2). On demande la validité de (P1)-(P4)
et de (P6) pour tout modèle projectif Y de K :

(P1) RégP(Y) est un ouvert de Zariski non vide.
(P2) RégP(Y) est stable par normalisation et localement stable par écla-

tement de point normalisé.
(P3) soit C ⊂ Y une courbe intègre à point générique dans RégP(Y). Il

existe une suite d’éclatements normalisés de points fermés

Y ′ → Y , C ′ := transf. stricte de C,

telle que C ′ est permise au-dessus de C ′ ∩ RégP(Y ′).
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(P4) tout éclaté de Y admet une P -désingularisation au-dessus de RégP(Y)
(cofinalité locale des P -désingularisations).

(P6) idem que (P3) mais avec de plus C ′ ⊂ RégP(Y ′).
La notion de permissibilité des courbes est cruciale dans (P3) et (P6).

On dit qu’un point z ∈ C ∩ RégP(Y) est permis si l’éclaté de Y le long de
C reste P -régulier au-dessus de z, et que ceci reste vrai après éclatements
normalisés de points successifs au-dessus de z. Dans le cas de la propriété
usuelle de régularité, c’est-à-dire lorsque

RégP(Y) = {y ∈ Y : OY,y est régulier},

ces axiomes sont vérifiés parce que :

(P3) l’éclaté d’une variété régulière Y le long d’une courbe régulière C
est régulier ;

(P6) une variété Y peut être rendue équimultiple le long d’une courbe C
par éclatements de points normalisés.

Dans un cadre axiomatique, il est par contre indispensable de formuler
(P3) et (P6) ; il est en effet facile de construire des contre-exemples à la
conclusion du théorème 5.1 en l’absence de (P3) ou de (P6).

Ces axiomes ont un champ d’application important et on peut citer les
propriétés de régularité suivantes Pm, Pδ et PZ :

RégPm(Y) := {y ∈ Y : e(y) < m} pour m ≥ 2 fixé, où e désigne la fonction
multiplicité.

RégPδ(Y) := {y ∈ Y : δ est log-élémentaire} pour 0 6= δ ∈ DerkK une
dérivation en caractéristique zéro.

RégPZ(Y) := {y ∈ Y : Y → Z est l.c.c.r.} en caractéristique zéro, Z
modèle régulier au sens usuel, où l.c.c.r. signifie “localement composition
d’éclatements de centre régulier”.

Il faut signaler ici que le théorème 5.1 a en fait permis à F. Cano, C.
Roche et M. Spivakovsky de démontrer l’existence de Pδ-désingularisations
grâce à leur preuve de la Pδ-Uniformisation Locale [29].

De même, il n’existe pas à ma connaissance d’autre preuve de l’existence
de PZ-désingularisation. Il s’agit d’une version faible de la célèbre conjecture
de factorisation forte de Hironaka par éclatements et contractions de centres
lisses [51][13][99] et qui reste ouverte en dimension trois. La validité de (P5)
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pour la propriété PZ est, lorsque cark = 0, un théorème difficile dû à D.
Cutkosky [37]. Lorsque cark = p > 0, il s’agit d’un problème ouvert.

La validité de (P5) pour la propriété de régularité Pm (avec m = 2 et
cark = p > 0) est le résultat principal de l’article [H8] quand [k : kp] < ∞
(voir la prépublication [A7] pour le cas général).

Enfin, l’article [H9] ouvre de nombreuses perspectives. En effet, il re-
nouvelle d’une part la question de définition d’algorithmes de Résolution de
nature géométrique. Pour donner un exemple concernant la propriété Pm, on
peut poser la question suivante : existe-t’il un algorithme défini en termes
des lieux singuliers SingPm(Y) qui construise une Pm-désingularisation, avec

m = max{e(y), y ∈ Y}?

La construction de Pm-désingularisations est posée en toute dimension dans
[97] par O.Villamayor.

D’autre part, je pose dans la section 7 de [H9] les questions de refor-
mulation des axiomes (P1)-(P6), ainsi que de leur redondance sous réserve
que le théorème 5.1 reste valide. De même, [H9] proposition 7.3 montre
que les axiomes (P1)-(P6) n’impliquent pas en général l’existence d’une P -
désingularisation par éclatements normalisés de centres intègres (en parti-
culier par éclatements permis). Ce contre-exemple est basé sur l’étude des
limites de suites quadratiques fournie par [89]. Ceci pose bien entendu le
problème de formulation d’axiomes pour ce type de P -désingularisation.

L’approximation galoisienne d’Abhyankar a été introduite dans [1] pour
résoudre le problème d’Uniformisation Locale pour les surfaces en caractéris-
tique p > 0. Celui-ci est en effet simplifié de manière importante lorsqu’on
l’énonce pour des équations purement inséparables du type :

h = yp + f(u1, u2), f ∈ k[[u1, u2]]. (5.1)

S. Abhyankar montre qu’il suffit d’uniformiser les équations d’Artin-Schreier
de degré p pour savoir uniformiser les surfaces. Ces équations se traitent par
une variation des méthodes d’uniformisation dans le cas purement inséparable
(5.1) ci-dessus.

L’article [H7], en collaboration avec V. Cossart, montre qu’une même
réduction est disponible en dimension trois. Plus précisement :
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Théorème 5.2. ([H7], théorème 3.3).
Soit k un corps de caractéristique p > 0. On suppose que pour toute k-algèbre
locale (R,M) régulière de dimension trois, essentiellement de type fini sur k
et pour toute hypersurface intègre :

X := Spec

(
R[y]

(h)

)
, h = yp − gp−1y + f, f, g ∈ R,

il existe une uniformisation locale pour chaque v ∈ Zar(X ).

Alors il existe une uniformisation locale pour toute variété algébrique Y|k
de dimension trois et pour chaque v ∈ Zar(Y).

La preuve de ce résultat est longue. Elle s’appuie sur le théorème de
Krull rappelé en (3.3). Soit K := K(Y). En considérant une extension finie
K|k(x1, x2, x2) et sa clôture normale L|K, on se ramène par (3.3) à des ques-
tions de montée ou de descente de l’Uniformisation Locale dans des extensions
élémentaires. C’est le contenu de l’approximation galoisienne, résultat dû es-
sentiellement à Abhyankar, et reformulé plus précisement en [H7] proposition
7.2.

La montée est délicate dans le seul cas des extensions purement insépa-
rables ou d’Artin-Schreier de degré p : ce sont celles qui apparaissent dans
l’énoncé du théorème 5.2. La descente est requise dans des extensions ga-
loisiennes modérément ramifiées ou dans des extensions immédiates, mais
non nécessairement galoisiennes. Ce sont ces dernières qui causent la plus
grande difficulté et la démonstration de [H7] proposition 9.1 résoud une dif-
ficulté substantielle. Ces techniques jouent aussi un rôle important dans la
réduction analogue de l’Uniformisation Locale des schémas quasi-excellents
de dimension trois aux hypersurfaces formelles, ce qui a été accompli dans
[A7].

5.2 Le polyèdre caractéristique.

Le polyèdre caractéristique d’une singularité a été introduit par H. Hi-
ronaka dans [53]. Il s’agit d’un outil important pour associer un polyèdre
rationnel à un germe singulier plongé dans un espace régulier

(X , x) ↪→ (Z, x).

Celui-ci est muni d’une “projection”, c’est-à-dire du choix d’un s.r.p.

(u1, . . . , un, y1, . . . , yr)
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de R := OZ,x. Il permet en particulier la construction d’invariants associés
aux singularités de X . Je le définis ici dans le seul cas d’une hypersurface,
soit r = 1.

Soit (X , x) = Spec(R/(h)) une hypersurface de dimension n ≥ 1 telle que

V (u1, . . . , un) * (X , x).

On pose

m := ordx(h
R

(u1, . . . , un)
) ≥ 1.

Il existe un développement :

h = δym +
∑

(i,a)∈S(h)

γ(i, a)ym−i

n∏
j=1

u
aj

j , δ, γ(i, a) ∈ R inversibles, (5.2)

pour un ensemble fini d’indices ou support :

S(h) ⊂ {1, . . . ,m} × 1

m!
Nn.

On définit alors un polyèdre rationnel (puisque S(h) est fini) :

∆(h; u1, . . . , un; y) := Conv


 ⋃

(i,a)∈S(h)

{a

i
+ Rn

≥0

}

 ⊆ Rn

≥0. (5.3)

Le théorème de Hironaka [53] théorème 4.8 s’énonce dans ce contexte de
la manière suivante :

Théorème 5.3. (Hironaka).
Il existe z ∈ R̂ tel que (u1, . . . , un, z) est un s.r.p. de R̂ et pour lequel

∆(h; u1, . . . , un; z) = ∆(h; u1, . . . , un) :=
⋂

ŷ

∆(h; u1, . . . , un; ŷ),

où l’intersection est prise sur tous les ŷ ∈ R̂ tels que (u1, . . . , un, ŷ) est un
s.r.p. de R̂.
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Le résultat principal de [H11], en collaboration avec V. Cossart, consiste
à s’affranchir des changements de coordonnées formels. En effet, l’existence
de Résolution des Singularités est attendue sous réserve de l’hypothèse de
quasi-excellence. Celle-ci requiert en particulier que les fibres géométriques
du morphisme de complétion formelle R ⊆ R̂ soient régulières. On dit alors
que R est un G-anneau. La construction d’invariants des singularités ayant
de bonnes propriétés nécessite donc l’utilisation de cette hypothèse. Nous
montrons :

Théorème 5.4. ([H11], théorème 3.3).
Avec les notations de la proposition 5.3 ci-dessus, on suppose de plus que R
est un G-anneau. Il existe z ∈ R tel que (u1, . . . , un, z) est un s.r.p. de R et
pour lequel

∆(h; u1, . . . , un; z) = ∆(h; u1, . . . , un).

Ce résultat est obtenu grâce à une modification de l’algorithme de Hi-
ronaka calculant le polyèdre caractéristique. Cette modification consiste à
résoudre (ou encore éliminer) non seulement des sommets de polyèdres suc-
cessifs ∆(h; u1, . . . , un; yi), mais aussi des faces de dimension strictement po-
sitive.

On remarque enfin que ce résultat est particulièrement utile pour étudier
les variations du polyèdre caractéristique le long d’un sous-schéma Y ⊂ X . En
effet, le théorème 5.4 permet de comparer -via l’équation (5.2)- les polyèdres
∆(h; u1, . . . , un) calculés en différents x′ ∈ U , où U ⊆ Y est un voisinage
de Zariski de x. L’exemple final 3.2 de [H11] montre un tel calcul pour un
certain

X ⊂ SpecZ[u1, u2, y].

Voir la section Perspectives pour un résultat de constructibilité d’invariant
associé à (X , x), et où le théorème 5.4 joue un rôle important.

5.3 Existence de désingularisation.

Cette section concerne les résultats de désingularisation proprement dite
en dimension trois, à savoir [H8] et dans une moindre mesure [H10], en colla-
boration avec V. Cossart. Rappelons tout d’abord le théorème démontré par
S. Abhyankar (1966) dans la première édition de [5].
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Théorème 5.5. (Abhyankar).
Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p ≥ 7 et K|k un corps
de fonctions de dimension trois. Il existe un modèle projectif Y|k de K|k qui
est régulier en tout point.

Ce résultat est un indice important d’existence de désingularisation en
dimension trois. Il se réduit par le théorème de recollement de Zariski à
l’Uniformisation locale des valuations. Rappelons quelques points relatifs à
sa preuve (voir le compte-rendu de H. Hironaka à la première édition de [5]
ou [39] pour une explication plus détaillée). Soit K|k un corps de fonctions
de dimension n ≥ 1.

Tout d’abord, on utilise un argument de nature complètement géométrique
dû à Albanese. Si K|k est un corps de fonctions de dimension n ≥ 1, il montre
l’existence d’un modèle projectif X|k de K|k dont tout point a multiplicité
au plus n!. Celui-ci est obtenu par un argument ingénieux de projections
stéréographiques successives depuis des points de multiplicité maximale d’un
modèle donné X0|k, appliqué à un plongement de Veronese de degré suffisant.

Lorsque n = 3, on a donc n! = 6. Localement en un point singulier x ∈ X ,
il existe une normalisation de Noether :

(X , x) −→ (A3
k, 0)

de degré local au plus 6. La variété X est donc localement en x la normali-
sation d’une hypersurface de multiplicité au plus 6 dans l’espace affine A4

k.
Étant donnée une valuation v ∈ Zar(X ) centrée en x, il suffit pour unifor-
miser v de savoir l’uniformiser sur cette hypersurface. Celle-ci est donnée,
disons formellement pour simplifier, par une équation

h = ym +
m∑

i=1

fi(u1, u2, u3)y
m−i, fi ∈ k[[u1, u2, u3]] (5.4)

avec m ≤ 6. Lorsque p ≥ 7, on a donc m < p. On peut en particulier
appliquer la transformation de Tschirnhausen

y′ = y +
1

m
f1(u1, u2, u3) (5.5)

pour obtenir une nouvelle équation du type (5.4) avec f1 = 0. Celle-ci permet
de réduire la multiplicité de h en travaillant sur l’idéal des coefficients

I := (f
m!
2

2 , . . . , f
m!
m

m ). (5.6)
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Il s’agit maintenant d’un problème de Résolution Plongé dans un espace
régulier de dimension trois, problème résolu par Abhyankar. On remarque
que cette démonstration ingénieuse évite toute difficulté causée par la rami-
fication sauvage en dimension trois. Nous démontrons dans [H8] :

Théorème 5.6. ([H8] théorème principal p.1839).
Soit k un corps de caractéristique p > 0 tel que [k : kp] < ∞ et X|k une
variété algébrique quasi-projective réduite. Il existe un morphisme projectif
et birationnel π : X̃ → X tel que

RégX̃ = X̃ et π−1(RégX ) ' X .

Ce résultat étend donc le théorème d’Abhyankar aux petites caractéris-
tiques p ≤ 5 et aux corps de base tels que [k : kp] < ∞. Contrairement au
résultat d’Abhyankar (théorème 5.5) ci-dessus, il n’évite pas les difficultés
causées par la ramification sauvage en dimension trois. Ce résultat s’appuie
sur le théorème de recollement de Zariski [106][32], sur l’article [H7] et sur les
techniques développées par V. Cossart dans [31]. Celles-ci construisent une
désingularisation pour les hypersurfaces d’équation

h = yp + f(u1, u2, u3). (5.7)

Au vu du théorème 5.2, il s’agit donc détendre ces résultats aux hypersurfaces
d’Artin-Schreier

X := Spec

(
R[y]

(h)

)
, h = yp − gp−1y + f, f, g ∈ R, (5.8)

où (R, M, l) est un anneau local régulier de dimension trois, essentiellement
de type fini sur k. Mais il s’agit avant tout de revisiter les techniques de [31]
en tenant compte des simplifications apportées par l’Uniformisation Locale.
L’article [H8] contient en particulier une synthèse des difficultés apparaissant
en dimension trois pour résoudre le problème de Résolution des Singularités.
Il a servi de base aux résultats de la prépublication [A7].

Il convient de signaler ici que, du point de vue du résultat, le théorème de
M. Temkin [93] réduit le théorème 5.6 à l’Uniformisation Locale des équations
purement inséparables g = 0 de (5.8). Il redémontre donc ce résultat modulo
[31].
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Énonçons un corollaire immédiat au théorème 5.6. Il s’agit d’un résultat
de base pour l’étude des espaces d’arcs tracés sur les variétés algébriques,
introduits par J. Nash [78] dans les années 1960.

L’espace d’arcs X∞|k d’une variété algébrique X|k a pour A-points, avec
k ⊆ A, les k-morphismes

h : SpecA[[t]] −→ X .

Il n’est donc pas de type fini sur k dès que dimX > 0. Il permet notamment de
construire des invariants des variétés singulières (voir par exemple [44][59]).
J. Nash a observé en caractéristique zéro que la Résolution des Singularités
fournit le résultat de finitude suivant (son observation s’adapte également à
la caractéristique positive, cf. [84]). Je ne connais pas d’autre démonstration
de celui-ci :

Corollaire 5.7. Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0, X|k une
variété algébrique de dimension trois et

p : X∞ −→ X

la projection. Alors p−1(SingX ) a un nombre fini de composantes irréductibles.

La démonstration du théorème 5.6 est longue. Pour en donner quelques
ingrédients, disons tout d’abord qu’elle s’appuie sur le théorème de Hironaka
sur le polyèdre caractéristique. On choisit un s.r.p. (u1, u2, u3) de R et un
diviseur à croisements normaux

E = div(u1 . . . ue), 1 ≤ e ≤ 3.

Soit z = y + θ(u1, u2, u3) vérifiant la conclusion du théorème 5.3. On suppose
sans perte de généralité que z = y avec

f ∈ R̂ ' l[[u1, u2, u3]] (5.9)

On peut par éclatements préparatoires supposer de plus que

(g) = (ua1
1 · · · uae

e )

est un monôme lorsque g 6= 0. Pour x ∈ X , on note :

H(x) := (gcd (gp, f)E) = (uH1
1 · · · uHe

e ).
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Le module des formes différentielles absolues à pôle logarithmique le long
de E est

ΩR(logE) =
s∑

i=1

Rdλi ⊕
(

e⊕
j=1

R
duj

uj

)
⊕

(
3⊕

j=e+1

Rduj

)
,

où on a noté λ1, . . . , λs une p-base de k, celle-ci étant finie par l’hypothèse
[k : kp] < ∞. On note D ⊂ Dér(R) le module dual de dérivations. Celles-ci
s’étendent à R̂ et permettent de construire un invariant appelé multiplicité
différentielle :

ω(x) := min{ordM(H(x)−1(gp, {D · f : D ∈ D}))}. (5.10)

Ce minimum est calculé sur les choix possibles de z comme ci-dessus et
constitue l’invariant principal associé à la singularité (X , x). Bien sûr, la
multiplicité de (X , x) est toujours e(x) ≤ p.

Je signalerai simplement que la plus grande difficulté à laquelle il faut faire
face est l’absence de notion de contact maximal en caractéristique positive.
On n’obtient donc pas d’énoncé de projection comme dans (5.5)-(5.6). Il faut
alors procéder pas à pas et associer à la singularité (X , x) des invariants
numériques qui n’augmentent pas, ou qui augmentent de manière contrôlée.

On peut citer H. Hironaka’s dans [53] p.254 : “dans le cas de dimension
trois ou plus, le comportement du [polyèdre caractéristique par éclatement]
s’avère être bien plus compliqué et n’a pas encore été complètement étudié
[...] quelques expérimentations m’ont conduit à l’aphorisme : la Résolution
des Singularités consiste à rendre les polyèdres plus pointus.” Dans la mise
en pratique de cet aphorisme, on observe dans [H8] :

(1) désingulariser (X , x) est un problème simple lorsque e(x) < p, cf.
(5.4)-(5.6).

(2) la fonction x 7→ ω(x) est semicontinue supérieurement sur le lieu

SingpX := {x ∈ X : e(x) = p},
mais ceci est propre aux dimensions n ≤ 3.

(3) on doit utiliser une nouvelle notion d’éclatement permis pour les
courbes, plus restrictive que celle de Hironaka, pour que ω(x) n’aug-
mente pas par de tels éclatements. Celle-ci prend en compte le caractère
différentiel de (5.10).
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(4) la directrice VDir(x) associée aux termes initiaux de (5.10) a un mau-
vais comportement par éclatement permis : on passe d’une directrice
transverse à E à une directrice tangente sans contrôle apparent.

(5) le rôle joué par les petites caractéristiques p ≤ 5, par les corps
résiduels non parfaits, et même par l’hypothèse [k : kp] < ∞ suggérée
par Grothendieck est faible dans cette approche.

Il faut également signaler que le comportement des multiplicités différen-
tielles ω(x) (5.10) et des éclatements permis de (3) est similaire à celui qui
apparâıt dans les problèmes de Résolution des Singularités pour les formes
différentielles et les champs de vecteurs [88][27][28][29][73][81], ou bien de
Toröıdalisation des morphismes [41][38].

Enfin, l’article [H10] constitue un premier pas en direction des schémas
d’inégale caractéristique. La démonstration étend le résultat d’Abhyankar
cité en (1) ci-dessus à ce cadre :

Théorème 5.8. ([H10] théorème 1.3).
Soit (R,M, k) un anneau local régulier excellent de dimension quatre et

X = Spec

(
R

(h)

)

une hypersurface réduite de multiplicité e(x) < p := cark. Soit v ∈ Zar(X )
une valuation centrée en x. Il existe une suite finie d’éclatements locaux
permis au sens de Hironaka :

(X =: X0, x0) ←− (X1, x1) ←− · · · ←− (Xr, xr), (5.11)

où xi ∈ Xi est le centre de v, telle que (Xr, xr) est régulier.
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6 Perspectives.

Dans ce chapitre de conclusion, je traite seulement des perspectives don-
nées par les articles [H1,4,5,7-11] en laissant de côté les textes relatifs aux
pinceaux à l’infini. Ceci correspond à mon activité principale de recherche
actuelle qui s’articule autour de la ramification des morphismes en caractéris-
tique résiduelle positive et de la Résolution des Singularités.

Les premières perspectives sont a posteriori, puisqu’il s’agit des résultats
obtenus dans [A7], en collaboration avec V. Cossart. Il y est démontré :

Théorème 6.1. ([A7] théorème 1.1).
Soit X un schéma noethérien séparé réduit et quasi-excellent, de dimension
trois. Alors il existe une Résolution des Singularités de X .

Il s’agit donc d’une preuve de la Conjecture de Grothendieck en dimension
trois. Un corollaire immédiat pour les variétés arithmétiques est :

Corollaire 6.2. ([A7] corollaire 1.3).
Soit O un anneau de Dedekind excellent de corps des fractions F et Σ/F une
surface projective régulière. Il existe un O-schéma propre et plat X de fibre
générique XF = Σ et qui est partout régulier.

Il s’agissait dans un premier temps de réinterpréter le recollement de
Zariski et la réduction galoisienne d’Abhyankar dans le contexte des schémas
quasi-excellents, à savoir les deux articles [H7] et [H9]. S’il n’apparâıt aucune
difficulté notable pour le premier, il n’en est pas de même pour le second.
J’énonce ci-dessous la version correspondante du théorème 5.2. Elle contient
en particulier une réduction qui n’est pas évidente au cas local complet.

Proposition 6.3. ([H7], proposition 4.6).
On suppose que pour tout anneau local complet (R, M, k) de dimension trois,
cark = p > 0, et pour toute hypersurface intègre d’équation

X := Spec

(
R[y]

(h)

)
, h = yp +

p∑
i=1

fiy
p−i, f1, . . . , fp ∈ R, (6.1)

telle que :
(i) carR = p et f1 = · · · = fp−1 = 0, ou
(ii) X est G-invariant, avec G := AutR(K(X )) = Z/p,
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il existe une uniformisation locale pour chaque v ∈ Zar(X ).

Alors il existe une uniformisation locale pour tout schéma noethérien
séparé réduit et quasi-excellent Y, de dimension trois et pour chaque v ∈
Zar(Y).

Mais la difficulté la plus substantielle consiste à s’affranchir du corps
de base, en particulier des développements en série formelle (5.9). Ceci a
d’ailleurs motivé la rédaction de [H11]. On introduit systématiquement les
gradués

grαR ' k[U1, U2, U3]

de R par rapport aux valuations monomiales définissant les faces compactes
du polyèdre caractéristique ∆(h; u1, u2, u3). Lorsque SingpX ⊆ div(p), ces
grαR sont d’égale caractéristique p. On peut alors leur appliquer les tech-
niques déjà développées dans [H8] et en particulier considérer

ΩgrαR(logE), E = div(U1 · · ·Ue). (6.2)

Ces constructions sont effectuées pour d = dimR arbitraire. Elles per-
mettent de définir une fonction x 7→ ω(x) et une notion d’éclatement permis
ayant de bonnes propriétés, cf. (2) et (3) ci-dessus, pour tout d ≥ 1. Une
différence importante est que

x 7→ (e(x), ω(x))

est seulement une fonction constructible, mais non semicontinue supérieure-
ment en général ([A7] corollaire 3.12). Il est également montré que cette
fonction est invariante par changement de base local régulier R ⊂ S avec S
excellent ([A7] théorème 2.20).

Enfin les difficultés causées par (4) n’ont pu être résolues que lorsque
d = 3. On obtient un théorème plus fort d’Uniformisation Locale pour X ,
qui s’énonce en termes d’éclatements locaux permis comme le théorème 5.8.
Ceci est un indice encourageant pour résoudre les variétés de dimension trois
munis de l’action d’un groupe fini G.

D’autres perspectives à plus long terme sont suscitées par l’ensemble des
articles [H1,4,5,7,8,10]. Ils possèdent en effet tous un point commun : la ra-
mification des valuations. On y fixe une extension finie de corps L|K et
une extension correspondante de valuations w|v. L’extension L|K est de di-
mension deux et donnée [H1,4,5], ou de dimension trois dans [H7,8,10]. Il

39



s’agit d’une projection générique (d’un point singulier x de multiplicité p
avec [L : K] = p dans [H8]).

Dans le cas où w|v est modérément ramifiée, mais aussi dans le cas où w|v
est sauvagement ramifiée mais sans défaut, on observe dans [H5] (théorème
4.5) et dans [H7] proposition 6.3 que les résultats sont analogues à ceux de
caractéristique zéro. Il s’agit alors d’obtenir une démonstration de nature
purement algébrique.

Lorsque le défaut intervient, les énoncés ne sont plus les mêmes. Dans un
travail en préparation avec F.V. Kuhlmann (U. Katowice), nous exprimons
ce phénomène en termes de distance dans les corps valués [67] et d’idéaux de
ramification supérieure [109]. Il apparâıt alors des coupures non principales
du groupe de valeur et des idéaux de ramification qui ne sont pas de type fini.
Ceci montrerait qu’on ne peut pas attendre de résultat du type du théorème
4.3 en présence de défaut ; celui-ci s’exprimerait comme un phénomène “li-
mite” comme dans le théorème 4.6.

En ce qui concerne la Résolution des Singularités en dimension n ≥ 4,
il me semble possible d’avancer prudemment deux conclusions partielles du
point de vue de la théorie de la ramification :

(1) le polyèdre caractéristique de Hironaka, ou plus exactement son sque-
lette contient tous les invariants nécessaires pour démontrer un théorème
d’Uniformisation Locale par éclatements locaux permis au sens de Hi-
ronaka dans le cas des équations (6.1). Il est donc naturel de l’utiliser
en dimension n ≥ 4. Voir [34][86][87] pour quelques faits encourageants.

(2) les formes différentielles à pôle logarithmique (6.2) jouent également
un rôle important. Il s’agit de la définition et du contrôle des invariants
de Résolution par éclatement dans [H8] et [A7], ou du calcul des idéaux
de ramification dans [H5].
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versité de Paris-Sud, Centre d’Orsay (1987), 1-424.
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Contribution à l’étude des singularités des schémas de dimension
deux et trois en caractéristique résiduelle positive.
Résumé. Ce mémoire est une exposition de travaux de recherche consacrés
à l’étude des singularités des schémas de dimension deux et trois et à la
désingularisation en caractéristique résiduelle positive.

La première partie présente le problème de Résolution des Singularités
ainsi que les principaux outils algébriques utilisés dans les travaux dont il est
ici question (théorie des valuations, idéaux complets et éclatement) et leur
lien avec celui-ci.

La deuxième partie regroupe deux types de contributions qui s’appuient
sur la théorie des idéaux complets : à la ramification des morphismes considé-
rée du point de vue de la théorie des valuations, et aux pinceaux de courbes
à l’infini dans le plan.

La troisième partie traite de la Résolution des Singularités proprement
dite. Elle compare les versions locale et globale de ce problème en dimen-
sion trois et expose un résultat d’algébricité du polyèdre caractéristique de
Hironaka en toute dimension. Enfin, on y traite de la désingularisation en
dimension trois et caractéristique positive.

Les perspectives concernent la Conjecture de Résolution de Grothendieck
et le défaut en théorie des valuations.

Contributions to the study of two and three-dimensional singular
schemes in positive residue characteristic.
Abstract. This is a report on research works on two and three-dimensional
singular schemes in positive residue characteristic.

The first section introduces to the Resolution of Singularities problem and
to the main algebraic tools used in these research works (valuation theory,
complete ideals and blowing up), with a view to their interplay.

The second section gathers contributions based on the theory of complete
ideals : to ramification of morphisms from the point of view of valuation
theory, and to pencils of curves at infinity in the plane.

The third section deals with Resolution of Singularities, comparing its lo-
cal and global versions in dimension three and showing an algebraicity result
for the Hironaka characteristic polyhedron in any dimension. It concludes
with building up resolutions in dimension three and positive characteristic.

Perspectives include Grothendieck’s Conjecture on Resolution and un-
derstanding the defect in valuation theory.
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